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Palavras do autor

aro aluno, seja bem-vindo a mais uma etapa do curso de Engenharia

Mecanica. Neste livro serdo apresentados a vocé os conceitos de vibra-

¢Oes e as formas de como controlar esse fendmeno tio importante, que
deve ser levado em consideracdo nos projetos tanto mecanicos como estru-
turais. Vibracdo é um efeito gerado a partir da excitagdo inicial ou continua,
podendo ser tanto interna quanto externa. Temos que este efeito pode se
tornar devastador quando nao suprimido ou controlado, sendo possivel até
mesmo levar a maquina ou estrutura ao colapso e a desintegracéo.

Esperamos que vocé se interesse pelo assunto, que compreenda e torne-se
capaz de classificar os tipos de vibragdes, entenda os processos para andlise
de vibragio e analise harmonica, conhecendo e compreendendo os elementos
de um sistema vibracional e sabendo como associa-los. Veremos ainda como
avaliar e dimensionar vibragdes livres e forcadas, amortecidas ou ndo, de um
ou mais graus de liberdade, a fim de compreender como aplicar as diversas
estratégias de controle e medi¢do de vibragdes.

Na primeira unidade de ensino serdo mostrados os fundamentos de
vibracdes para que vocé compreenda melhor o que sdo vibragoes e suas
variagdes, além dos elementos de um sistema vibracional. Também apresen-
taremos como se comporta um movimento harmonico e como ele ¢ anali-
sado. A segunda unidade de ensino trard conhecimentos iniciais de analise
vibracional a partir da investigagdo dos diversos tipos de vibracdes livres
com um grau de liberdade, sendo tanto translacional quanto torcional,
ndo amortecido e com amortecimentos variados. Na Unidade 3 deste livro
serdo expostas as vibragdes forcadas que sdo as mais proximas da realidade
de funcionamento de uma maquina, também apresentada em seus diversos
tipos e classificagoes. E, por fim, na quarta e dltima unidade de ensino serdo
apresentadas as formas de controle vibracional e métodos de medi¢do para
garantir o monitoramento dos efeitos desse fendmeno.

Desejamos que este material desperte seu interesse por essa competéncia
tdo nobre da engenharia mecanica, tornando-o capaz de aplicar os conhe-
cimentos aqui expostos. Portanto, lembre-se de que o estudo continuo é



de extrema importancia para seu aprendizado e o mais interessado em seu
desenvolvimento é vocé mesmo. Bons estudos!



Unidade 1

Fundamentos de vibrac¢oes

Convite ao estudo

Vocé ja parou para pensar o porqué de um carro comegar a apresentar ruidos
estranhos ao longo do tempo? Ou ainda, por que dd para sentir o carro funcio-
nando quando ligamos o seu motor? Esse fendmeno é conhecido como vibragao
mecénica e ndo é particular dos carros. Ele é um evento tipico do funcionamento
de todas as maquinas e pode ainda ser observado nos efeitos dindmicos da natureza
sobre as estruturas. Para tanto, ¢ de extrema importincia conseguir quantificar os
efeitos positivos e negativos desse fendmeno, o que aprendemos a partir do estudo
de vibragdes no curso de Engenharia Mecénica.

Ao final desta unidade de ensino esperamos que vocé consiga compreender
e classificar os tipos de vibragoes, os procedimentos para andlise de vibragdes e o
estudo de elementos utilizados em associagdes, para que possa analisar um sistema
vibratério, correlacionando os elementos e seus movimentos harmonicos.

Pense que vocé é um engenheiro de uma multinacional automotiva e foi
colocado como responsavel pelo setor de andlise vibracional e conforto actstico
dos automoéveis. Na fase final do projeto automotivo, apds todos os testes compu-
tacionais, é construido um protétipo para testes reais, sendo que o protétipo do
préximo modelo da marca (Figura 1.1) estd apresentando niveis preocupantes de
vibragdo na cabine.

O intuito da primeira fase de andlise ¢ justamente definir o sistema vibracional e
os graus de liberdade, compreender como é representado o sistema em modelagem
matematica para posterior equacionamento e como o sistema se comporta harmo-
nicamente, para que, a partir disso, possa identificar a fonte do problema e definir
a melhor estratégia para resolvé-lo.

Figura 1.1 | llustracdo de automdvel para problematizagdo

Fonte: adaptada de Pixabay.



Vocé ja faz ideia de como resolver esse problema? Quais tipos de vibra-
¢oes podem ocorrer nesse sistema? Sabe como elaborar um modelamento
matematico de um sistema vibracional? Conhece movimento harmoénico e
sua relacao com vibragdes?

Nesta primeira unidade vocé terd acesso as informagdes necessarias para
responder a todas essas questdes, tornando-se, assim, capaz de compreender
e avangar nos estudos acerca de vibragdes. Aqui vocé verd os fundamentos
de vibracoes, conceitos, classificagcdes, elementos associados, movimento e
andlise harmonica. Isso permitira que vocé desenvolva uma visdo diferen-
ciada sobre os efeitos positivos e negativos dos fendmenos sofridos pelas
madquinas e estruturas. Ainda, ao final deste primeiro momento, esperamos
que vocé se torne capaz de elaborar, compreender, classificar e analisar
sistemas vibracionais, seus elementos e movimentos.

Na Sec¢do 1, veremos como sdo classificadas as vibracdes e como sdo
formados os sistemas vibracionais. Ja a segunda se¢do mostrard os elementos
basicos de um sistema desse tipo e como sdo associados esses elementos. Por
fim, na terceira se¢do serdo mostrados os movimentos harménicos e como
eles sdo analisados.

Bons estudos!



Secao 1.1

Conceitos basicos e classificagao de vibragoes

Dialogo aberto

Comegaremos nosso estudo conhecendo e compreendendo o que é
vibragio, suas classificagdes e correlagdes. E sabido que as vibragdes afetam
muito o funcionamento das maquinas, inclusive sdo responsaveis por grande
parte do decaimento da eficiéncia delas. Ainda assim, existem maquinas
vibracionais ou geradoras de vibragdo para fins intencionais, como é o caso de
uma peneira mineradora, que faz o trabalho de peneiramento pela vibragao.
Mas os casos mais comuns ainda sdo os efeitos negativos, como o de resso-
néncia, que pode causar danos irreversiveis ao sistema ou ainda ruidos em
demasia. Assim, daremos maior foco aos efeitos negativos.

Inicialmente, vejamos o carro apresentado anteriormente na Figura 1.1.
Lembre-se de que neste momento vocé é um engenheiro de uma multina-
cional automotiva e foi colocado como responsavel pelo setor de andlise
vibracional e conforto actstico dos automéveis. Na fase final do projeto
automotivo, apds todos os testes computacionais, é construido um protétipo
para testes reais, que estd apresentando niveis preocupantes de vibra¢do na
cabine.

Os carros sofrem com diversos tipos de vibragoes, que podem se inten-
sificar dependendo do estado de funcionamento do veiculo e do estado da
estrada em que se locomove, se o carro estd vazio ou em carga maxima,
portanto, deve-se levar todos os aspectos em consideragdo. Ainda assim, é
preciso simplificar o sistema para poder analisa-lo, uma vez que, quanto mais
complexo for, maior a possibilidade de se cometer erros.

Nesse modelo de automével, a fim de avaliar a vibragdo e suas varia-
veis, vocé analisard os aspectos construtivos do carro, levando em conta o
motorista que o pilotara. Sabendo que o carro tem quatro rodas com sistema
de suspensdo em cada uma delas, vocé conseguiria dizer quais sio os compo-
nentes acoplados para se elaborar esse sistema vibracional? Quantos graus de
liberdade o sistema apresenta considerando o motorista? Quais sdo os tipos
de vibragao sofridos pelo carro?

Para responder a essas questdes, veremos nesta se¢io o conceito de
vibra¢io, como se d4 um sistema vibracional, o que sdo e como sdo enten-
didos os graus de liberdade de um sistema, quais sdo os tipos de vibracdo
existentes e como podem ser classificados. Esses contetidos serdo tteis para
vocé poder compreender e visualizar o mundo de uma forma diferente.

Se¢do 1.1 / Conceitos basicos e classificagio de vibragoes - 9



Lembre-se de se dedicar aos estudos dos contetidos apresentados nesta
secio do seu livro didético.

Nao pode faltar

Breve historia

Acredita-se que 0 homem comegou a se interessar por vibragdes ainda
na Antiguidade, com os primeiros instrumentos musicais. A partir dai
vem realizando estudos sobre esse fend6meno natural, tentando entendé-lo
e dimensiona-lo. De acordo com Rao (2008), acredita-se que Pitagoras
(582-507 a. C.) tenha sido o primeiro interessado em investigar sons musicais
cientificamente, realizando experimentos com cordas através de um instru-
mento chamado monocérdio (Figura 1.2).

Figura 1.2 | Monocordio de Pitagoras

Fonte: elaborada pelo autor.

Desde entdao, a humanidade vem Figura 1.3 | Sismdgrafo de Zhang Heng

desenvolvendo e estudando as vibra- ] S L
¢oes em seus diversos aspectos. Por '
exemplo, em meados do segundo
século a China vinha sofrendo com
muitos terremotos e, entao, Zhang
Heng, em 132 d. C., criou o primeiro
sismografo (Figura 1.3) para definir
a hora e a dire¢do dos terremotos
a fim de tentar prever os eventos
sismicos. Porém, a maior parte dos
estudos e da compreenséio das vibra- — —

. , Fonte: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
GO€es ocorreu durante os séculos commons/a/ae/EastHanSeismograph.JPG.
XVII e XVIII com os tdo conhecidos Acesso em: 15 out. 2018.
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cientistas Galileu, Rayleigh, Taylor, Bernoulli, Newton, entre outras
grandes mentes da era dos génios.

No inicio de 1800, o cientista alemao Ernst Chladni (1756-1824)
desenvolveu a teoria da vibragao das placas a partir da observagao das
formas de vibrar de uma placa espalhando areia sobre ela. Porém, foi
apenas em 1815 que a cientista Sophie Germain (1776-1831) desen-
volveu uma equacgdo diferencial satisfatoria para explicar as formas de
vibrar das placas, apesar de ter considerado as condi¢des de contorno
erroneamente, corrigidas em 1850 por Kirchhoff (1824-1887), sendo
entdo o pontapé inicial para as elaboragdes matematicas que temos nos
dias atuais. Vale dizer ainda que as vibragdes torcionais comegaram
a ser levadas em consideragdo somente em 1902 por Frahm, em seu
estudo sobre eixos de hélices de navios.

O que é vibragao

Ap6s uma breve introdugéo a histéria da vibracéo, vale pensarmos o
que esse termo significa. E vocé jd parou para pensar nisso?

Existem contextos vibracionais até mesmo nas praticas terapéu-
ticas alternativas, mas neste livro falaremos sobre as vibragdes obser-
vadas em madaquinas e estruturas, que podem ser definidas como
qualquer movimento que se repita apds um intervalo de tempo,
sendo regular ou ndo. Sdo exemplos classicos de vibragdo: o oscilar
de um péndulo e o movimento de cordas ao serem dedilhadas
(RAO, 2008).

Hibbeler (2011, p. 504) define vibragdo como sendo “um
movimento periddico de um corpo ou sistema de corpos conec-
tados e deslocados de uma posicio de equilibrio”, além de
nos apresentar os diferentes tipos de vibragdo sobre os quais
discorreremos adiante.

Rao (2008, p. 6) ainda nos traz o conceito de teoria de vibragdo que,
segundo ele, “trata do estudo de movimento oscilatério de corpos e as
forgas associadas a eles”, sendo estes corpos os elementos ou as partes
elementares de sistemas vibratorios.

Assimile

VibragGes, assim como vistas pela engenharia, sdo movimentos oscila-
! torios periddicos em um intervalo de tempo, que podem ser regulares

ou irregulares.

Segdo 1.1 / Conceitos bésicos e classificagio de vibragoes - 11



Figura 1.4 | Sistema vibracional basico

Partes elementares de sistemas
com todos os elementos

vibratdrios

Os sistemas vibratorios sdo compostos
de elementos que garantem sua oscilagdo,
podendo inclusive ter elementos que tendem
a dissipa-la. Esses sistemas contém, portanto,
pelo menos um armazenador de energia
potencial e um de energia cinética e podem ter
um elemento de perda gradual de energia. Tais
componentes serdo discutidos mais detalha-
damente no decorrer deste livro didatico.
Vejamos o construto basico de um sistema
vibracional representado pela Figura 1.4, que mostra como sdo simplificados os
sistemas apresentados para facilitar sua compreensao.

Fonte: elaborada pelo autor.

Na Figura 1.4 é possivel perceber os elementos simplificados, o armaze-
nador de energia cinética representado pela massa (m), o elemento que
armazena energia potencial representado pela mola (k) e o elemento que
dissipa as energias representado pelo amortecedor (c).

Exemplificando
. Um exemplo classico de movimento oscilatério é o de um péndulo simples

formado por uma massa presa a ponta de uma corda. De acordo com a
Figura 1.5(a), quando elevamos o péndulo a uma posi¢do P1 com angulo 6
qualquer, uma quantidade de energia potencial gravitacional é armazenada
e, quando a massa € liberada, inicia-se um processo em que toda a energia
potencial sera transferida para o movimento (energia cinética) e, quando
passa para a posicdo P2 de §=0°, a energia potencial se torna também
nula, deixando o sistema com energia cinética maxima (Figura 1.5(b)). Uma
vez que a massa comega a subida novamente, a energia cinética se converte
em potencial e, quando atinge P3 com angulo 6 novamente, em potencial
maxima e cinética nula (Figura 1.5(c)). Esse movimento continua até que o
péndulo pare, devido a perda de energia pelo atrito com o ar.

Figura 1.5 | Funcionamento oscilatério do péndulo simples

6=0°

(@) (b) (¢)
Fonte: elaborada pelo autor.
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Graus de liberdade

Para definirmos quantos graus de liberdade tem um sistema, devemos
olhar de forma a conseguir identificar quantas coordenadas indepen-
dentes sdo necessarias para se determinar as posi¢oes de todas suas partes
(RAO, 2008). Se pensarmos em um sistema como o de um péndulo simples
mostrado na Figura 1.6, podemos perceber que é composto por uma massa
(m) e uma corda de comprimento (d) presa a um suporte de origem (O).
Todas as posi¢des desse péndulo podem ser definidas a partir da coordenada
de 4ngulo () ou por coordenadas x e y, que ndo sdo independentes, pois sdo
descritas por x*+ y* =d*, configurando assim um sistema de um tnico grau
de liberdade. Esse conceito se tornard mais claro conforme vocé avangar em
seus estudos.

Sistemas discretos e Figura 1.6 | Péndulo simples
continuos

A partir do conceito de
graus de liberdade podemos
compreender os  sistemas
discretos e os continuos, sendo - d
que o primeiro é conhecido
por ter um numero finito de
graus de liberdade e pode ser \ m
chamado também de sistemas
de parametros concentrados. Fonte: elaborada pelo autor.

Ja o segundo tipo de sistema é

conhecido como continuo ou distribuido, pois é definido por um nimero
infinito de graus de liberdade. Estes sistemas sdo de extrema complexidade,
portanto, existem poucos modelos analiticos, além de serem limitados a
problemas com vigas uniformes, hastes delgadas e placas finas (RAO, 2008).

Em geral em vibragoes, para fins praticos, lidamos com sistemas conti-
nuos, fazendo aproximagdes em sistemas discretos. Por exemplo, uma
maquina que compde vigas e placas contém, por definigdo, um numero
infinito de graus de liberdade, mas podemos tratar o sistema limitando o
namero de graus de liberdade e concentrando os elementos vibracionais. Isso
permite facilitar o estudo e a elaboragdo de modelos analiticos.

»oc Reflita
J& imaginou o problema que seria tratar todos os sistemas vibracionais
de forma continua?

Secdo 1.1 / Conceitos basicos e classificagdo de vibragoes - 13



Classificando vibragoes

De acordo com Hibbeler (2011), podemos dividir vibragdo em dois
tipos basicos: livres ou forcadas. As vibracdes livres sdo caracterizadas
pela oscilagdo a partir de uma excitagdo inicial e ndo repetida, sendo que o
sistema se mantém vibrando sem que existam for¢as externas para tal. Jd a
vibragdo forcada é garantida pela entrada de forgas externas que perpetuam
o movimento vibratdrio. Ambos os tipos podem ser amortecidos ou nio, e 0s
sistemas ndo amortecidos continuam indefinidamente a vibrar. Os amorte-
cidos perdem energia, que ¢ dissipada com o tempo. Uma vez que existem
forcas de atrito externas e internas nos sistemas reais, todos sio sempre
amortecidos. Por motivos de simplificagdo, muitas vezes desprezamos os
amortecimentos, dependendo de sua influéncia no sistema. A Figura 1.7(a)
mostra os sistemas vibracionais livres simplificados, enquanto a Figura 1.7(b)
traz a representag¢do dos sistemas for¢ados.

Figura 1.7 | Tipos de sistemas vibracionais

Néo amortecido Nzo amortecido
Amortecido Amortecldo
(a)

Fonte: elaborada pelo autor.

Assimile
As vibragGes podem ser classificadas em dois tipos basicos:

! 1. Livres.
2. Forgadas.
Lembrando que todas as vibragdes sdo amortecidas, mas, a fim de
facilitar o entendimento de um sistema, dependendo da influéncia do
amortecimento na vibragdo, este pode ser desprezado.

Vibragao linear e nao linear

Em um sistema vibracional, quando temos todos os componentes bésicos
se comportando de forma linear, ocorrerd a chamada vibragdo linear. As

14 - U1/ Fundamentos de vibragdes



vibragdes lineares ja sdo bem desenvolvidas matematicamente, uma vez que
obedecem ao principio de superposi¢do, em que a maior parte dos estudos
¢ realizada. Ja as vibragdes ndo lineares, ou seja, quando pelo menos um
dos componentes do sistema ndo se comporta de forma linear, sdo mais
complexas e, portanto, menos estudadas em sua forma real por ndo seguirem
os principios de superposi¢do. Assim, a maneira mais comum de se estudar
seus fendmenos é a partir de aproximacdes.

Rao (2008) postula a importancia de se conhecer os sistemas nao lineares
para lidar com sistemas vibracionais na pratica, pois, de acordo com ele,
todos os sistemas de vibragao reais se comportam de forma néo linear devido
ao aumento da amplitude de oscilagao.

Vibra¢io deterministica e aleatoria

Os conceitos de determinismo e aleatoriedade em vibragdes
mecénicas dependem das forgas exercidas sobre os sistemas e, por assim
dizer, somente vibragdes forcadas podem se apresentar destas formas.
Sempre que a magnitude de excitagdo que faz com que o sistema vibre
for conhecida, temos uma vibragdo deterministica ou periodica. Esse
tipo de vibracdo é bem conhecido e bem apresentado de forma didatica
para facilitar a compreensdo em um momento inicial sobre o assunto.
A Figura 1.8 mostra um grafico de vibragdo deterministica, no qual se
percebe que o sistema se comporta de forma bem simétrica.

Figura 1.8 | Grafico de vibragdo deterministica (periddica)

Xx(t) [mm]

t[s]

Fonte: elaborada pelo autor.

Por outro lado, uma vibragdo aleatéria é aquela em que os valores de
excitacdo ndo podem ser previstos, fazendo com que o sistema apresente
vibragdes variadas a todo instante. Os dados desse tipo de vibragdo podem
ser expressos em termos de quantidade estatistica. A Figura 1.9 traz um
grafico que representa um sistema sofrendo com excitagdo aleatéria. Esses
dados podem ser gerados, por exemplo, pelo vento agindo sobre uma estru-
tura, por terremotos, pelo movimento de carros sobre asfalto grosseiro ou
ainda em estradas acidentadas.

Segao 1.1 / Conceitos bésicos e classificagio de vibragdes - 15



Figura 1.9 | Grafico de vibragdo aleatdria
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Fonte: elaborada pelo autor.

Procedimento de analise

Apds tantas informagdes sobre vibragdes, veremos sobre como discre-
tizar um sistema de forma mais simplificada. O procedimento para
analise de vibragdes é composto de quatro etapas basicas, como proposto
por Rao (2008). A seguir descreveremos cada uma delas:

A primeira etapa, em que ¢ feita a modelagem matematica do
sistema, consiste em representar todos os componentes de um
sistema de forma a obter as equagdes matematicas que o governam.
Os modelos matematicos podem ser lineares ou ndo, dependendo
do comportamento do sistema, conforme visto anteriormente.

A segunda etapa é responsavel pela derivacdo das equagdes
governantes do sistema vibratdrio. Tal agao é possibilitada a partir
do desenho dos diagramas de corpo livre de todas as massas do
sistema. As equagdes de movimento sdo normalmente obtidas na
forma de equagodes diferenciais ordindrias para sistemas discretos
e diferenciais parciais para sistemas continuos.

Na terceira etapa sdo solucionadas as equacOes governantes
obtidas na segunda etapa. Podem ser usados varios métodos
para se resolver tais equagdes, por exemplo, métodos padroni-
zados, transformada de Laplace, métodos matriciais e métodos
numeéricos.

Na quarta e ultima etapa realiza-se a interpretacido dos resul-
tados, as solucdes da terceira etapa fornecem velocidades, acele-
ragdes e deslocamento para o sistema vibracional, que devem
ser interpretados para os aspectos individuais de cada projeto. A
andlise de vibracoes demanda, além de conhecimento matemd-
tico e analitico, muito bom senso por parte do engenheiro.

16 - U1/ Fundamentos de vibragdes



Pesquise mais

Para se aprofundar mais sobre o assunto, dé uma olhada nas etapas do
procedimento de analise de vibragGes nas paginas 9 e 10 do livro Vibra-
¢0es mecdnicas, de Rao e, para compreender melhor sobre a modelagem
matematica, visualize o exemplo 1.1 sobre o modelamento de uma
motocicleta. O livro pode ser encontrado na biblioteca:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. p. 1-11.

Sem medo de errar

Caro aluno, vocé se lembra do problema do carro apresentado
anteriormente?

Foi apresentado um automoével e, como engenheiro de uma multi-
nacional, vocé e sua equipe estdo responsaveis pela analise dos efeitos
vibracionais e conforto acustico do carro. Vocé ja sabe quais sdo os
problemas apresentados e conhece seus aspectos construtivos. O
intuito da primeira fase de andlise é justamente definir o sistema vibra-
cional, os graus de liberdade e classificar as vibragdes que ocorrem
no automovel.

Figura 1.1 | llustragdo de automovel para problematizagdo

Fonte: adaptada de Pixabay.

Nesse modelo de automovel, a fim de avaliar a vibracio e suas varia-
veis, vocé analisard os aspectos construtivos do carro, levando em conta
o motorista que o pilotara, e sabendo que o carro tem quatro rodas e
sistema de suspensdo em cada uma delas. Com essas informagdes em
mente e sabendo que um corpo vibracional pode ser simplificado em
sistemas massa-mola, discorra sobre as seguintes questdes:

Quais sdo os componentes acoplados para se elaborar esse sistema
vibracional?
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Quantos sdo os graus de liberdade apresentados pelo veiculo com
motorista?

Qual ou quais sdo os tipos de vibra¢ao sofridos pelo carro?

Pensando em como cada vibragdo se comporta, como pode classi-
ficar as vibragdes sofridas pelo automével?

Resolugio:

No contexto apresentado até aqui, é possivel perceber que o carro
tem um sistema com muitos aspectos construtivos que garantem uma
andlise complexa dos componentes.

Se observarmos o carro de forma realista, podemos desdobra-lo
em conjuntos de partes menores, como o sistema de suspencio,
chassis, carenagem, motor, bancos, painel etc. Veremos, assim, que o
carro é um sistema complexo e, quanto mais desdobrado for, maior
o niimero de graus de liberdade; entdo, podemos dizer que este é um
sistema continuo, ou seja, com infinitos graus de liberdade. Porém,
se analisarmos o veiculo de forma completa: massa do carro, molas e
amortecedores, podemos perceber que se trata de um sistema vibra-
cional completo com um tnico grau de liberdade. Pensando dessa
forma, podemos perceber que o motorista é um sistema vibracional
completo, apresentando massa, mola e amortecedor préprio, o que
pode ser considerado, devido aos movimentos de reagdo involunta-
rios que temos. Logo, pensando no carro com motorista, trata-se de
um sistema de dois graus de liberdade que pode ser desdobrado em
mais graus.

Levando em conta o movimento do carro, podemos perceber que
ele sofre com vibragdes tanto livres, quando, por exemplo, passa por
uma lombada, quanto forgadas pelo motor e condi¢des da estrada, que
sdo sempre amortecidas devido aos aspectos construtivos ja observados
anteriormente.

Os efeitos dessas vibracdes serdo ndo lineares, olhando de uma forma
mais realista, podem ser aproximados para lineares a fim de facilitar as
andlises, e sdo efeitos aleatorios por ndo serem previsiveis, uma vez que
dependem das condi¢des da estrada, do motor e dos movimentos do
motorista.
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Avangando na pratica

Analise de vibracao de uma extrusora a frio ou
por impacto

Descrigao da situagao-problema

Uma extrusora a frio, apresentada na Figura 1.10, ¢ usada para conformar
aluminio a fim de se obter o formato desejado. Esse é um processo que visa
melhorar a precisdo e aumentar a resisténcia mecénica do aluminio, pois a
conformagao a frio gera uma compactacdo dos graos do material, conhecida
como encruamento. Esse processo é usado na fabrica¢do de latas de refrige-
rante e aerossol.

O funcionamento dessa mdquina é parecido com o de um martelo
pneumatico. Inicialmente, o molde é fixado na base da maquina, sobre uma
sapata de borracha de alta densidade, entdo, um disco de aluminio ¢ inserido
e preso na matriz e o pungdo desce rapidamente, transformando o disco no
objeto desejado.

Pensando nos aspectos construtivos da maquina apresentada e sabendo
que a ela é fixada sobre o piso da empresa com buchas de borracha para
absorver o impacto, defina quantos sdo os graus de liberdade do sistema.
Vocé conseguiria classificar a vibragdo desse sistema e estabelecer os efeitos
que podem ocorrer nele?

Figura 1.10 | Esquema de uma extrusora a frio

Puncdo

Molde

Sapata de
Borracha

Base de
Fixacdo

Fonte: elaborada pelo autor.

Secdo 1.1 / Conceitos basicos e classificagdo de vibragoes - 19



Resolugao da situagao-problema

O sistema apresentado tem dois graus de liberdade, um é a maquina como
um todo e o outro ¢ provindo da fixagdo da maquina extrusora sobre a sapata
de borracha. O sistema pode ser classificado como sendo uma vibragio livre,
pois o impacto causado pelo pungio é a excitacio inicial do sistema, sendo
que a vibragdo perdura sem a¢do externa. Ainda assim, temos um sistema
amortecido nos dois graus, pois ambos tém fixagdo em elementos amortece-
dores (sapata e buchas de borracha). Esse é um sistema discreto, por ter um
nimero finito de graus de liberdade, sendo deterministico, pois se comporta
de forma harménica sem efeitos aleatdrios. O sistema, apesar de poder ser
ndo linear se olhado de forma realista, pode ser aproximado em linear para
fins didaticos, devido a sua simplicidade.

Facga valer a pena

1. Hibbeler (2011, p. 504) nos traz a seguinte definigdo para vibragdo: “um movimento

periédico de um corpo ou sistema de corpos conectados e deslocados de uma posi¢ao
de equilibrio”. Sobre a teoria de vibragao, Rao (2008, p. 6) nos traz que “se trata do
estudo de movimento oscilatorio de corpos e as forgas associadas a eles’, sendo estes
corpos os elementos ou as partes elementares de sistemas vibratorios.

Assinale a alternativa que melhor define o conceito de vibragéo a partir do contexto dado.
a) Vibragéo é qualquer movimento que se repete apds um intervalo de tempo, sendo
regular ou nao.

b) Vibragao é um efeito negativo que somente ocorre em mdaquinas, sendo exclusivo
de seu funcionamento.

¢) E um fenémeno natural que pode ser observado em maquinas e estruturas que
sofrem apenas esfor¢os quando o vento incide sobre elas.

d) Efeito oscilatorio que provém de motores a combustdo interna, devido a explosao
do combustivel.

e) E um fendmeno causado por esforgos sobre méquinas e estruturas, devido aos seus
aspectos construtivos.

2. Imagine que vocé, um engenheiro mecénico, foi contratado por uma empresa
para resolver problemas de vibragdes em estruturar metalicas de galpoes indus-
triais. Seu primeiro trabalho é investigar um galpao recém-instalado que tem
apresentado problemas de vibra¢ao no telhado. O galpao é de pequeno porte e
tem apenas um andar.
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Assinale a alternativa que melhor define o sistema vibratorio composto pelo galpao.
a) E um sistema vibracional livre, com dois graus de liberdade.

b) O sistema vibracional é composto por um grau de liberdade e sofre com vibragoes
livres amortecidas.

¢) O sistema tem apenas um grau de liberdade e sofre vibragio for¢ada provinda de
esfor¢os externos vindos das condigdes ambientais, configurando entdo um efeito
aleatério.

d) E um sistema de vibracdo com dois graus de liberdade, que sofre de vibragio
forcada com efeito deterministico.

e) O galpao tem diversos graus de liberdade e vibragao nao linear deterministica.

3.0 péndulo simples é o mais simples e classico exemplo de oscilagio usado para
se explicar vibragdes, andlise harmonica e ondulatéria. Esse sistema é amplamente
utilizado na literatura para contextualizar conteidos mais complexos.

Analise a utiliza¢do do exemplo do péndulo para as exemplificagdes em vibragdes e
assinale a alternativa correta.

a) O péndulo ndo é um exemplo bom, ja que traz o sistema mais simples, e as contex-
tualizacdes devem sempre comegar pelos sistemas mais complexos.

b) O péndulo simples ¢ um bom exemplo, pois traz um sistema complexo de vibracio,
mostrando os elementos de rigidez, massa e amortecimento.

¢) Nao se encaixa nos critérios de vibragdo, por ndo ser nem uma maquina, nem uma
estrutura.

d) O péndulo é um exemplo bom, pois tem o movimento oscilatorio caracteristico
de vibragdes, além de colocar em pratica o sistema mais simples: vibracdo livre nao
amortecida de um grau de liberdade, linear e deterministica.

e) E um exemplo bom, pois apresenta todos os elementos de vibragio, categorizando:
vibragdo forgada amortecida com um grau de liberdade, nio linear e aleatéria.
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Segao 1.2

Elementos de analise

Dialogo aberto

Anteriormente vimos um breve historico sobre a evolu¢do dos estudos
em vibragdo e também os conceitos basicos para que pudéssemos compre-
ender os principais aspectos de um sistema vibratorio. Nesta se¢ao de
estudos veremos algumas caracteristicas elementares dos sistemas vibracio-
nais, de forma a clarear o entendimento sobre a composi¢ao de um sistema
real e como visualiza-lo a partir de uma modelagem matemdtica, usando
os componentes simplificados e associando-os de maneira que possam ser
assimilados conjuntamente. A compreensao acerca dessas caracteristicas de
um sistema permitira traduzir um sistema real em um modelo matematico
aceitdvel para andlise. Para contextualizar, imagine uma bancada de testes
com um motor montado sobre ela, que apresentard uma leve deflexdo devido
ao peso desse motor. Se formos criar uma modelagem a partir desse sistema,
podemos dizer que a bancada exerce a fun¢do da mola e que a massa do
motor serd a massa sistema.

Para que possamos pensar de forma mais pratica, lembre-se de que vocé
¢ um engenheiro de uma multinacional automotiva e foi colocado como
responsavel pelo setor de andlise vibracional e conforto actstico dos automo-
veis. Reveremos o exemplo do protdtipo do préximo modelo da marca,
ilustrado na Figura 1.1, que apresenta niveis preocupantes de vibragdo na
cabine. Vocé deve se lembrar que vimos na se¢do anterior que o automovel
tem, além de sua massa, molas e amortecedores.

Lembrando que o sistema de suspensdo do automdvel apresenta molas e
amortecedores e que o motorista ¢ um sistema vibracional completo, entio,
podemos realizar algumas inferéncias. Observe novamente o automoével e
reflita: quais elementos compdem o sistema vibracional do motorista? Como
ficaria a modelagem do sistema completo e como podemos simplificar para
ter a menor representa¢io possivel?

Figura 1.1 | llustragdo de automdvel para problematizacdo

Fonte: adaptada de Pixabay.
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Para que vocé possa elaborar o sistema simplificado para
modelagem matematica, é importante saber quais sdo os elementos
basicos de um sistema vibracional e como se associam e se comportam.
Levando em conta os aspectos construtivos do automével e pensando
que a suspensdo é composta por mola e amortecedor, que a roda tem
pneu macio e que o veiculo sera sempre operado por um motorista,
¢é possivel definir diversos elementos que influenciardo a vibragio
do carro. Sendo assim, elabore um sistema simplificado que repre-
sente o automoével em blocos, a fim de facilitar a visualizagdo e
propiciar a modelagem matematica dele. Para isso, reflita sobre as
seguintes questoes:

E possivel discretizar o carro de forma completa, levando em conta
cada mola, cada amortecedor e cada massa do sistema?

Vocé consegue imaginar como o sistema pode ser simplificado em
visualizagdo bidimensional, associando as molas e amortecedores que
se encontram no mesmo plano?

Ja pensou em como simplificar o sistema associando os elementos
de forma a obter o menor sistema possivel, sem perder as suas caracte-
risticas dindmicas?

Para resolver essas questdes, devemos dar aten¢io aos elementos do
sistema vibracional representativo do automoével, o que nos permitird
desenvolver o seu modelo matematico para posterior equacionamento.
Agora que vocé ja sabe o caminho que trilharemos, vamos iniciar os
estudos!

Nao pode faltar

Caro aluno, note que sempre que andamos de carro e passamos por uma
lombada, podemos sentir o carro oscilar e perceber a agdo dos amortece-
dores, que fazem com que o carro ndo permane¢a no movimento de “subida
e descida” por muito tempo.

Em um carro, se observarmos a Figura 1.11, podemos perceber que
realmente existem molas e amortecedores fisicos fazendo parte da maquina.
Isso facilita o entendimento e a elaboragdo da modelagem matematica dessa
maquina, porém, nao podemos acreditar que isso é uma regra, pois, por
vezes, o sistema vibracional ndo apresentard tais elementos fisicos e teremos
de abstrair a modelagem matematica a partir do conhecimento de suas carac-
teristicas estruturais.
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Figura 1.11 | Sistema de suspensdo do carro

Fonte: iStock.

Assimile

Os sistemas reais podem ndo apresentar fisicamente elementos como
! mola e amortecedores em sua composi¢do, porém sua modelagem

matematica usard desses elementos para explicar o funcionamento de

suas caracteristicas de rigidez e amortecimento intrinsecos.

Molas e suas associagoes

A fim de entender os sistemas, conforme ja foi apresentado, devemos
simplificd-los em modelos matemdticos que permitem discretizar suas
caracteristicas construtivas. Para isso, usamos representacdes elemen-
tares. Algumas dessas representagdes sdo as molas lineares, um tipo de elo
mecéanico com massa e amortecimento desprezados (RAO, 2008).

A mola representa a rigidez do sistema, portanto, mesmo que a estru-
tura ou a maquina ndo apresente uma mola em sua montagem (composicao
fisica), ainda assim tem uma rigidez estrutural, representada por uma mola
linear, responsavel pela for¢a de reacao do sistema, sendo proporcional a sua
deformacéo seguindo a Equagdo 1.1.

F=k-x (1.1)

Nessa equacdo, F representa a for¢ca da mola, x a deformagao sofrida
pela mola e k a rigidez da mola, também conhecida como constante
elastica. Sabemos que, na realidade, as molas nio sdo lineares, por seu
material apresentar ndo linearidades de deformag¢do. Analisando um
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grafico de tensdo versus deformacgdo, como o representado na Figura
1.12, vemos que o material se comporta linearmente durante o regime
eldstico, apresentando néo linearidades quando ultrapassa a tensao de
escoamento. Temos que, em vibragdes mecénicas, geralmente as defor-
magdes sdo pequenas e permanecem dentro dos limites elasticos do
material. Na pratica, quando ocorre ressonéncia, as deformagdes siao
amplificadas de forma exponencial, acarretando a presenga da defor-
magio permanente ou da ruptura do sistema, o que ndo é interessante
para seu funcionamento, tornando, assim, vidveis as aproximagdes
lineares para estudo de vibragdes.

Figura 1.12 | Gréafico de tensdo versus deformagdo
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Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fluencia.jpg. Acesso em: 24 out. 2018.

Assimile

A ressonancia é um fendmeno de amplificagdo da amplitude vibracional,
! que ocorre quando a frequéncia de excitagdo de um corpo é igual a sua

frequéncia natural. Isso faz com que a amplitude de vibragdo receba um

ganho exponencial de seu valor, o que torna esse fenébmeno extrema-

mente prejudicial a estrutura do corpo.

Um segundo dado importante para considerarmos é o trabalho (U) que
a for¢a da mola exerce quando deformada. Esse trabalho dado pela Equacéo
1.2 é importante, pois é armazenado na forma de energia potencial eldstica.
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1
U=—kx (L2
Sk (12)

Para elucidar melhor a ideia de representar uma mola em um sistema que
ndo a apresenta fisicamente, observe o exemplo a seguir.

L)

Exemplificando

Se colocarmos uma massa concentrada na ponta de uma barra
delgada, conforme mostrado na Figura 1.13, podemos perceber
que o sistema ndo tem um elemento mola em sua composi¢do. No
entanto, a mola aparecerda na modelagem matematica para repre-
sentar a rigidez oferecida por esta barra.

Figura 1.13 | Barra delgada com massa concentrada

Fonte: elaborada pelo autor.

Esta barra apresenta uma rigidez caracteristica, dependendo do material
usado em sua fabricagdo. Assumindo que a massa m é muito maior do
que a massa da barra, podemos desprezar a massa, sobrando apenas sua
rigidez. Podemos recorrer aos conceitos de resisténcia dos materiais e
notar que a deflexdo estatica de uma viga com extremidade livre é dada
pela seguinte equagdo:

3
5, W a3
3-E-1
Sendo que m representa a massa, g, a aceleragdo da gravidade, |, o
comprimento da barra, E, o mddulo de Young do material empregado e
I, o momento de inércia da barra dado por:

=L 1
3

Sabendo que a deflexdo é a deformacgdo da barra, ou seja, a defor-
macdo da mola (x), e a forga (F) exercida sobre a mola é a propria
forgca peso provinda da massa, podemos fazer uma substituicdo na
Equagdo 1.1 e isolar a constante elastica (k), obtendo uma nova
equagdo (1.5).
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=Y s
1)

Sendo W =m- g, podemos substituir a Equagdo 1.3 pela 1.5 e obter:

3 (16
w-1 I’
3-E-1
Esse novo valor de k representa a rigidez da barra. Apesar de o sistema
apresentado ndo ter um elemento de mola, com esse novo valor de k é
possivel considerar uma mola (ficticia) acoplada ao sistema. Assim, podemos
realizar a seguinte elaboragdo do sistema, mostrado na Figura 1.14.

Figura 1.14 | Representacgdo da barra como mola

Fonte: elaborada pelo autor.

Na pritica, os sistemas podem apresentar diversos elementos de molas
usados em associagdo. Essas molas podem ser associadas equivalentemente
em uma Unica mola. Isso pode ocorrer em dois casos distintos (RAO, 2008),
conforme indicado a seguir.

e Molas associadas em paralelo: se usarmos duas molas em paralelo e
aplicarmos uma carga sobre elas, as duas se deformardo igualmente
e, com isso, o deslocamento do sistema serd exatamente igual a
deflexdo das molas, como mostra a Figura 1.15.

Figura 1.15 | Deformacdo de molas associadas em paralelo

Fonte: elaborada pelo autor.
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Nessa realidade, podemos dizer que a rigidez resultante do sistema em
paralelo é dada pela somatoria direta da rigidez de cada uma das molas.
Assim, teremos:

k, =k +k, (1.7)

Podemos generalizar essa afirmagao para sistemas com um nimero # de
molas associadas em paralelo, sendo:

k,=k +k,++k, (1.8)

Vale dizer que as molas associadas em paralelo sempre apresentardo
rigidez igual quando estiverem em um mesmo grau de liberdade do sistema.

o Molas associadas em série: quando usamos duas molas em série
e aplicamos uma carga sobre elas, veremos que a deformacdo das
molas serd diferente do deslocamento total do sistema. Isso é repre-
sentado pela Figura 1.16.

Figura 1.16 | Molas associadas em série

Fonte: elaborada pelo autor.

Por conta dessa realidade, a rigidez equivalente (k,, ) do sistema néo é
mais dada por uma soma simples, mas sim por uma equivaléncia de relagdes
entre a carga aplicada (W), a rigidez de cada mola (k ), a deflexdo de cada
mola (§,) e a deflexdo total (, ). Seguindo essa logica, teremos:

W=k-5 (19)
W=k-5 (1.10)
W=k, -6 (L11)
Assim, podemos relacionar as Equagdes 1.9, 1.10 e 1.11, tendo:
k-8,=k-6=k,6  (112)
Sabendo que a deformagio total é dada por:

g= +, (1.13)
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E, a partir disso, chegamos na seguinte equagdo de rigidez equivalente:

1.1 (114
keq kl 2
Finalizando, podemos generalizar essa equagdo para uma quantidade
infinita de molas associadas em série, assumindo:
1 1 1 1
L I SIS I ¢ I )
k. Kk k k

eq 1 2

Massas e associagoes

As massas de um sistema sdo elementos que armazenam energia cinética,
portanto, sdo corpos rigidos que ganham ou perdem energia conforme a
velocidade do corpo muda. As massas sdo representadas na literatura pela
letra m. Na pratica podem aparecer massas associadas, podendo ser substitu-
idas por uma tnica massa equivalente (m,, ) (RAO, 2008).

E bastante importante dizer que a associagdo de massa ocorre puramente
em um mesmo grau de liberdade, por exemplo, varias massas em uma barra
rigida, massas distribuidas sobre uma placa ou ainda elementos de translacdo
e rotagdo acoplados. Dois casos comuns sdo:

1. Massas de translacao ligadas a barra rigida: caso em que uma barra
apresenta massas diferentes em pontos distintos da barra. Se pegarmos,
por exemplo, uma barra com duas massas acopladas, conforme a Figura
1.17(a), teremos de relacionar a velocidade das massas e um pequeno
deslocamento entre elas.

Figura 1.17 | Associacdo de massas em barra rigida

ho. , m

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Isso nos permitird associar as massas em uma Unica massa no ponto de
referéncia, conforme a Figura 1.17(b), tendo:

%, =% (1.16)
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. d, .
i =% (117)
dl
Igualando a energia cinética das duas massas ao da massa equivalente,

teremos: ]

1 . .
2 m %7 +m Xy =—-m,-%, (1.18)

N | =

Substituindo as Equagdes 1.16 e 1.17 pela 1.18 e simplificando, teremos a
massa equivalente mostrada na Figura 1.17(b):

2
d

m, =m +|-2= -m, (1.19)

1

2.Massas de translacdo e rota¢do acopladas: ocorre sempre que tivermos
duas massas acopladas e realizando movimento relativo, como no exemplo
mostrado na Figura 1.18, sendo uma de translagdo com velocidade x e
uma de rotagio com momento de inércia de massa J . Neste caso, podemos
associar ambas as massas para translacdo, obtendo uma massa equivalente

m,, , ou para rotagdo, obtendo uma massa rotacional equivalente J,, .

Figura 1.18 | Associagdo de massas de translagdo e rotagdo

s =N,

. *
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Jo *

! .

— -4t o — - — | I

Fonte: elaborada pelo autor.

Para encontrar a massa equivalente de translacdo, deve-se equivaler a energia
cinética dos dois corpos a uma energia cinética total (equivalente T,, ), que corres-
ponderd aos dois corpos se movimentando em conjunto. Sendo assim, teremos:

1 1 : 1
T=—mx*+—] 0> =T ==m -x> (1.20
. S St =Ty =myk, (1.20)

eq

Sabendo que o movimento de referéncia é a translagao e que x, =% e
=2, temos que a equivaléncia T=T, nos dara:
R
. \2
1 . 1 . 1
—-m, .xzzf.m.xZJ’»f.]o. ﬁ (121)
2 M 2 2 R
Ou seja:
m, =m+Je (122)
R

eq
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Se quisermos relacionar as massas do ponto de vista rotacional, deveremos
equivaler a energia cinética com relagdo ao corpo em rotagdo, o que nos da:

1
Teq:?]eq'@fq (1.23)
Porém, teremos que éeq =0 e x=0-R , entao:
1 . 1 . 1 .
27 P =Zm-@-RP+=.7 6% (1.24)
5 J oy S (0-R) 5 I,
Assim, obtemos:

J. =] +m-R* (1.25)

anc Reflita
Em um projeto de mdquina, existem diversos elementos associados e
: muitos graus de liberdade para serem considerados. Sera que existem
somente esses dois tipos de associagdo de massas? Podemos sempre
associar elementos irrestritamente?

Amortecedores e suas associacoes

Os amortecedores sdo elementos de um sistema dedicados a dissipar as
energias armazenadas pelas molas e pelas massas. Sistemas praticos podem
apresentar varios amortecedores associados, seguindo associagdes parecidas
com as utilizadas para as molas, podendo ser em paralelo ou em série, o que
nos permite realizar as seguintes analogias:

Associagdo de amortecedores em paralelo governada pela equagdo que
representa o coeficiente de amortecimento equivalente (¢, ):

¢, =6+ + -+, (1.26)

Associacao de amortecedores em série governada pela equagdo:

1 1 1 1
T P (1.27)
€, & ¢ c
O amortecimento de um sistema pode ocorrer de varias formas diferentes,

sendo as mais comuns:

2 n

Amortecimento viscoso: é 0 mais comum em andlise vibracional, ocorre
quando o sistema vibra em um meio fluido como ar, 4gua ou 6leo, no qual
a resisténcia do fluido faz a dissipagdo da energia do sistema. A forca de
amortecimento é proporcional a velocidade do corpo, obedecendo a equagéo:
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F=cv (1.28)

Em que E ¢ a for¢a de amortecimento, ¢ é o coeficiente de amorteci-
mento do fluido e v é a velocidade do corpo.

Amortecimento Coulomb: também conhecido como amortecimento
por atrito, ocorre quando duas ou mais superficies entram em contato direto
e sem lubrificacéo.

Amortecimento por histerese: ocorre quando um material sélido sofre
deformacéo plastica, dissipando energia.

Pesquise mais
Para saber mais sobre amortecedores, veja os exemplos mostrados no
livro do Rao, que pode ser encontrado em sua biblioteca virtual:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. p. 1-11.

Veja também o artigo sobre amortecimentos da ATCP engenharia:
COSSOLINO, L. C.; PEREIRA, A. H. A. Amortecimento: classificagdo e
métodos de determinagado.

Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé é um engenheiro de uma multinacional automobi-
listica que foi designado para a area de analise vibracional e conforto acustico.
Vocé e sua equipe estdo resolvendo problemas vibracionais do protdtipo do
ultimo modelo da empresa. Na se¢do anterior vocé foi capaz de observar os
aspectos construtivos do carro e discretizar as vibragdes existentes nele, além
de caracterizar tais vibragdes. Agora, modelard matematicamente os elemen-
tos-chave, sendo que, para isso, é importante saber quais sdo os elementos e
como se associam e se comportam.

Resolugao

Inicialmente, observe que o carro, como um todo, pode ser definido
como um conjunto de massa sobre quatro rodas. Isso nos permite dizer que o
veiculo é um sistema de um grau de liberdade, como visto na se¢do anterior.

Note que o sistema do carro ¢ bem fécil de entender, pois as molas e os
amortecedores existem fisicamente no sistema de suspensdo, mas, por vezes,
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¢ preciso lembrar que nem todos os conjuntos reais terdo esses elementos
fisicamente em sua composigdo, sendo que representam a rigidez e o amorte-
cimento intrinsecos da estrutura.

Portanto, podemos desenhar o carro como um sistema massa-mola-
-amortecedor, considerando que temos uma massa (composta de todas
as massas do carro), quatro molas e quatro amortecedores. Uma repre-
sentagdo valida seria a do desenho esquematico da Figura 1.19(a) que
mostra a modelagem do carro tridimensionalmente. Podemos associar
as molas e os amortecedores da parte dianteira e da parte traseira,
criando uma representagdo bidimensional, como mostrado pela Figura
1.19(b).

Figura 1.19 | Representagdo do automovel em modelagem matematica

Fonte: elaborada pelo autor.
A partir das Equagdes 1.8 e 1.26, temos para esse caso:
k,=k,+k, €k =k, +k,
=, 4+, ec=c,t¢,

Em que k,; e ¢, sdo a rigidez e o amortecimento equivalentes, respecti-
vamente, da dianteira do carro, e k, e ¢, sdo os equivalentes da traseira, de
rigidez e de amortecimento, respectivamente.

Apos realizarmos essas relagdes e associagdes, podemos lembrar
que o motorista é considerado mais um grau de liberdade do sistema
que apresenta massa, mola e amortecedor, inserido ao modelo do carro,
conforme a Figura 1.20(a). Porém, ainda assim podemos associar as
molas e amortecedores do carro, pois estio em um mesmo grau de
liberdade, permitindo a modelagem apresentada na Figura 1.20(b).
Lembrando que a modelagem obedece as equagdes de associagdo em
paralelo, sendo que teremos a rigidez equivalente (k, ) e o amorteci-
mento equivalente ( €y ):
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k,=k,+k e ¢ ,=c+¢

Figura 1.20 | Modelagem matemdtica do automdével com motorista

~ m

m, k &Jll-[;c

O
Ci + k, Ky

(a)

Fonte: elaborada pelo autor.

Podemos perceber que a compreensdo dos aspectos basicos da vibragdo
e seus elementos e associagdes torna possivel a simplificagdo do sistema de
forma eficiente, finalizando de maneira eficaz a resolu¢ao da problemati-
zagdo proposta. Vale ressaltar que essa andlise garantird um equacionamento
posterior mais facilitado e assertivo da vibragdo desse automovel.

Avangando na pratica

Analise do sistema vibratdorio de uma moto

Descri¢ao da situagao-problema

O departamento de constru¢do mecénica de uma empresa fabri-
cante de motocicletas solicitou ao departamento de andlise de vibragdes
que realizasse uma simulagdo de vibragdo da nova moto projetada, que
serd lancada no come¢o do préximo ano. Foi dada a vocé a tarefa de
modelar matematicamente o sistema vibracional da moto e, para isso,
foi entregue um desenho e as especificacdes técnicas do projeto.

Pelas especificagdes técnicas, vocé visualizou que a moto tem massa
total com tanque cheio de 197 kg e que o sistema de suspensdo dianteiro
conta com um amortecedor do tipo garfo invertido de ¢, =4500 Ns/m e
duas molas de acopladas as hastes de cada amortecedor de k, =31 kN/m
cada. A suspensdo traseira é uma suspensdo monochoque com amorte-
cimento de ¢, =1800 Ns/m e rigidez de mola de k, =42 kN/m .
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Sendo assim, como vocé definiria o sistema modelado matematica-
mente a partir da associacao dos elementos, de maneira a se ter o menor
sistema possivel?

Resolugio da situagao-problema

Para que possamos definir um sistema simples, precisamos primei-
ramente discretizar os componentes elementares. Isso nos leva a uma
analise em que temos um sistema vibratério de um grau de liberdade,
composto por uma massa total da moto de 197 kg , uma mola equiva-
lente da associagdo em paralelo de todas as trés molas presentes na
moto e um amortecimento equivalente da associagdo em paralelo de
todos os amortecedores da moto. Assim, podemos definir os valores das
associagdes usando as equagdes de associa¢do em paralelo, sendo que
as molas dianteiras serdo consideradas como k, e k,, a mola traseira
serd k, e os amortecedores dianteiro e traseiro serdo, respectivamente,

e ¢,, levando a:

ko, =ky+k,+k e c, =c, +c
Portanto, temos que:
k,=31+31+42[kN/m| e c, =4500-+1800[N-s/m|
Logo:
k., =104kN/m e ¢, =6300N-s/m

Isso nos permite elaborar o sistema simplificado, conforme apresen-
tado na Figura 1.21.

Figura 1.21 | Sistema simplificado da moto

m=197kg

— N-s/ l== —104kN
C.q = 6300N "8/ == k,, =104kN/

Fonte: elaborada pelo autor.
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Nesse momento, podemos perceber que o sistema, apesar da simplifi-
cagdo, ainda apresenta todas as caracteristicas importantes para posterior
andlise e equacionamento dos aspectos vibracionais, finalizando assim a
resolu¢io da problematizagdo proposta.

Faca valer a pena

1. O amortecimento é 0 mais comum em analise vibracional, sendo
que ocorre quando o sistema vibra em um como ar, dgua ou 6leo,
em que a resisténcia do fluido faz a da energia do sistema. A for¢a

de amortecimento é proporcional a velocidade do corpo, obedecendo a seguinte

equagao: F=cwv.

A partir do texto-base e de acordo com o estudado, assinale a alternativa que completa
as lacunas corretamente.

a) Viscoso, meio fluido, alteracio.

b) Coulomb, meio viscoso, dissipagao.

¢) Viscoso, meio viscoso, alteragio.

d) Coulomb, meio fluido, dissipagao.

e) Viscoso, meio fluido, dissipagao.

2. O sistema apresentado na figura a seguir é um sistema de vibragdo com um grau
de liberdade, o que indica que se necessita de apenas uma coordenada para se definir
tal sistema. Como se pode perceber, ele tem duas molas em paralelo e dois amorte-
cedores em série.

Figura | Sistema vibracional de um grau de liberdade

Lo

C,

Fonte: elaborada pelo autor.
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Visto que o sistema tem um grau de liberdade e sabendo que ambas as molas tém
o mesmo valor de rigidez de k=236 N/m e o0 mesmo valor de amortecimento de
¢=50N-s/m , qual seria a rigidez total do sistema apresentado?

De acordo com o apresentado no texto-base, assinale a alternativa correta.
a) k,, =118 N/m, ¢=50N-s/m
b) k, =472 N/m, ¢=25N-s/m
O k, = N/m» c=100N"s/m
472

eq
d) k, =236 N/m, c=25N-s/m

1
e) k =—— N/m, c=100N-s/m
118 /m /

3. Imagine que vocé trabalha em uma empresa de consultoria em vibragdes
mecénicas, na area de andlise e simulacdo de sistemas vibracionais. Por estar com
uma carga de trabalho muito grande, a empresa contratou um estagidrio para auxili-
4-lo na modelagem matematica dos sistemas de vibragdo. A seu pedido e com a sua
supervisdo, o estagidrio modelou o sistema vibratorio, conforme figura a seguir, e
ficou responsavel por lhe entregar o sistema simplificado (Figura b) para simulagao.

Figura | Sistema completo e simplificado

m,

Q O

Q O

Fonte: elaborada pelo autor.

O estagidrio entdo conclui a tarefa dada, entregando-lhe o portfélio de cilculo e a
modelagem (conforme mostrado na Figura b):

Calculos apresentados:

k,=200N/m, k, =350N/m, k;=150N/m, ¢, =20N-s/m e ¢, =25N-s/m

Simplificando por associagdo de elementos:

Associagoes: k,=k+k, ec,=c+c
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Resultados obtidos: k, =550 N/m e ¢ = 45N-s/m

Avalie os cilculos entregues pelo estagidrio conforme o portfélio apresentado e
assinale a alternativa que melhor representa a conclusao acerca dos resultados encon-
trados por ele.

a) A modelagem esta errada, pois o ideal seria que todas as molas, massas e amortece-
dores fossem associados, deixando, assim, o sistema com apenas um grau de liberdade.
b) Os célculos estdo corretos, mas a modelagem estd errada, visto que o estagidrio ndo
associou as massas e todas as molas.

¢) A modelagem esta correta, pois os elementos foram associados mantendo-se os
graus de liberdade separados, porém os célculos estdo errados, porque o estagiario
usou os calculos de associagdo em paralelo, sendo que as molas k, e k, e os amorte-
cedores ¢, e ¢, encontram-se em série.

d) O estagidrio realizou um excelente trabalho associando corretamente os elementos
que poderiam ser associados e mantendo os dois graus de liberdade do sistema.

e) Os elementos, apesar de serem associados erroneamente, ndo trouxeram valores
errados de calculo, uma vez que os resultados seriam os mesmos, independentemente
da associagdo.
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Secao 1.3

Movimento e analise harmonica

Dialogo aberto

Caro aluno, vocé ja notou como as cordas de um instrumento ondulam quando
s30 tocadas? Esse movimento de onda é a base do som das cordas, conhecido como
reverberagdo. Portanto, podemos dizer que as cordas vibram e esse movimento,
que gera o som do instrumento, é harmonico.

Retornemos ao nosso problema original. Neste momento, vocé é engenheiro
de uma multinacional automotiva, responsavel pelo setor de andlise vibracional e
conforto actstico dos automdveis. Em seu trabalho, vocé precisara lidar com um
problema no protétipo do préximo modelo da marca, que apresenta niveis preocu-
pantes de vibragdo na cabine.

Com uma andlise vibracional feita por sua equipe, pode-se perceber que
a frequéncia natural das rodas do automaével estd em torno de 1,5 Hz. Em uma
segunda andlise foi percebido que, quando o carro trafega préximo de 60 km/h,
as rodas vibram em uma frequéncia de 2 Hz, bem préxima da frequéncia natural,
gerando grandes amplitudes, o que justifica o desconforto acustico na cabine. Foi
verificado ainda um desalinhamento importante das rodas dianteiras, da ordem
de 2°, ocasionado sem motivo aparente, o que pode ter gerado um deslocamento
transversal das rodas da ordem de 9 mm. Uma vez entendidos seus aspectos
construtivos, graus de liberdade, definidos os elementos associados e compreen-
dido o tipo de vibragdo ao qual lhe é atribuido, podemos chegar a uma conclusio
acerca do fenémeno que estd ocorrendo no carro? Ja imaginou como a vibragao
do carro se comportaria de forma harmoénica? Qual é a relagdo do sistema do
automovel com as andlises harmonicas e os nimeros complexos?

Para resolver esse problema, nesta se¢io veremos os conceitos de movimento
e andlise harmonica, seguindo as expansdes de Fourier para representagdes nos
dominios do tempo e da frequéncia. Isso permitird que vocé tenha um olhar
diferenciado para os problemas envolvendo vibrages.

N3o pode faltar

Movimento harmonico

7

O movimento oscilatério conhecido como periddico é caracterizado
por movimentos repetidos em intervalos de tempo iguais, sendo denomi-
nado movimento harmonico o tipo mais simples de movimento perioédico
(RAO, 2008). A Figura 1.22 apresenta um mecanismo de Scotch Yoke (garfo
escocés) que simula 0 movimento oscilante vibratorio.
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Figura 1.22 | Mecanismo de Scotch Yoke

8

IR ANANYA

Barra com
rasgo
oblongo

Fonte: Rao (2008, p. 22).

A partir dessa figura, podemos perceber que, conforme a manivela A
rotaciona com velocidade angular constante @, a extremidade superior da
haste (S) imprime um movimento oscilatorio e periédico a massa (), deslo-
cando-a a uma distincia x no tempo t a partir do seu ponto de equilibrio. A
equagio que resulta desse movimento é expressa por:

x=Asenf OU x=Asen(wt) (1.29)

Em que A ¢ o raio da barra e 6 ¢ o 4ngulo de agdo da barra. Isso nos
mostra um movimento senoidal. A velocidade da massa serd a deriva¢do de
X no tempo, sendo:

dx
—=wA t 1.30
7 wAcos(wt)  ( )

Derivando-se novamente, teremos a aceleracdo, que é dada por:
d’x
Fra —wAsen(wt)=—w’x  (1.31)

Assim, podemos perceber que a acelera¢do é diretamente proporcional ao
deslocamento, sendo que essa caracteristica denota o movimento harménico
simples (MHS). Analogamente, é possivel inferir, por simetria, que também
¢ um MHS o deslocamento x = A cos(wt) .

Esse tipo de movimento pode ainda ser representado vetorialmente por
um vetor OP de magnitude A que rotaciona com velocidade angular w . Se
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observarmos a Figura 1.22, a extremidade da manivela A pode ser represen-
tada por X =0P através das coordenadas cartesianas nos eixos x e y, pelas
equagoes:

y=Asen(wt) e x= Acos(wt) (1.32)

Representa¢iao do movimento harmdnico por nimeros complexos

Por vezes, é mais conveniente representar o vetor por nimeros complexos,
assim, ndo é necessdrio descrever o movimento por ambos os X componentes,
horizontal e vertical. Trazendo a representagio xy para uma equagéo do tipo:

X=a+ib (1.33)

Temos que i=+—1 ea e b sdo os componentes x e y, que denominam as
partes real e imagindria, respectivamente, do vetor representado na Figura 1.23.

Figura 1.23 | Representagdo de um nimero complexo
y (Imagindrio)
»

=l ) .
X=a+ib=Ae"

= 1 (Real)

Fonte: Rao (2008, p. 23).
Logo, o vetor pode ser expresso por:
X = Acos(0) +iAsen(d) (1.34)
Sendo:
A=@+b)"  (1.35)

0—tg'2 (1.36)
a
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Observando que i=+—1, podemos inferir uma série exponencial em

que i*=-1, i’ =—i, i*=1---, assim, podemos expandir cos(f) e isen(f) em
séries, como nos exemplos a seguir:

2 4 N2 4

COS(@):I—i+i—~--:1+(10) +@+... (137)
21 4! 2!
3 5 \3 TA\5
Cos(g):i.|90+0...]:io+(le)+(’0)+... (1.38)
31 5! 3! 5!

Somando e subtraindo cos(f) e isen(f) nas equagdes 1.37 e 1.38, teriamos:

@) | @)’

cos(f) +isen(f) =1+i6 + +

Ip— (1.39)

2! 3!
. \2 N3
cos(f) —isen(0) =1—i0 + (13[) — (lz') +oo=e? (1.40)

Portanto, podemos dizer que o vetor toma a forma de:

X = A(cos(0) +isen(0)) = Ae”  (1.41)

Operagoes com fungdes harmdnicas

A representagdo do vetor X em numeros complexos, sabendo que f =wt ,
pode ser escrita como:

X=A4e" (1.42)

Sendo w a frequéncia circular, dada em rad/s no sentido anti-horario de
rotagdo do vetor X . Assim, diferenciando-se duas vezes o vetor em relagdo
ao tempo, obteremos a sua velocidade e a aceleragéo.

ax 4 . . -
——=—(Ae"")=iwAe" =iwX (1.43)
dt dt
X d

o E(iwAei“') =—wAe" =—w’X (1.44)

Essas equacdes podem ser expressas pela parte real (representada pelo
termo Acos(wt) ) ou pela parte imagindria (representada por Asen(wt) ).

Ainda, podemos somar vetorialmente as fun¢des harmonicas. Se
pegarmos a parte real de duas fungdes harmonicas Re(X,)= A, cos(wt) e

Re(X,) = A, cos(wt +0) , teremos a soma representada por um vetor resultante
X com as coordenadas:

A= \/(A1 + A, cos0)’ +(A,send)’  (1.45)
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e o angulo a por:

a=1g

_Asen) | (] 46)
A + A, cost

A soma das componentes reais X, e X, é dada, portanto, por:

Re(X)= Acos(wt +a) (1.47)

Defini¢ao e terminologia

A seguir, apresentamos a defini¢do de algumas das terminologias utili-
zadas quando se trata do tema de vibragdes mecanicas.

Ciclo: é 0 movimento completo de uma onda oscilatéria, ou seja, se
observarmos a Figura 1.24, podemos perceber que quando a trajetéria
de qualquer um dos raios completar uma volta inteira, serd chamada de
ciclo. Assim, o grafico saira de um ponto de equilibrio (x=0) para ampli-
tude maxima positiva, passando pelo equilibrio novamente, pela amplitude
maxima negativa e terminando o ciclo no equilibrio.

Figura 1.24 | VibragBes sincronas

—1. L 0= wt

’x,= A, sen

(ot + )

Fonte: Rao (2008, p. 26).

o Amplitude: deslocamento maximo de um corpo vibratério a partir
do ponto de equilibrio, tanto positivo quanto negativo.

o Periodo de oscilag¢do: tempo que a vibragao leva para completar um
ciclo de movimento, representado por 7 e medido em segundos (s),
dado por:

F_2T (1.48)
w

o Frequéncia de oscilacdo: pode ser encontrada como frequéncia
linear ou simplesmente frequéncia, dada em Hertz (Hz). Denota a
quantidade de ciclos no periodo de um segundo, sendo obtida por:
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=l (149
T 27

« Angulo de fase: é o ingulo de defasagem entre dois raios que se
movimentam com a mesma velocidade angular (w ), demonstrado
na Figura 1.24 pela letra grega ¢. Um sistema que apresenta essas
caracteristicas é conhecido como sistema sincrono, apresentando
mesma velocidade angular, porém diferentes amplitudes. Vale
ressaltar que, se tivermos dois movimentos oscilatérios, podemos
representd-los em correlagdo pelo angulo de fase, sendo:

x, = Asen(wt)  (1.50)
x, = Asen(wt +¢) (1.51)

o Frequéncia natural: é a frequéncia em que um objeto vibra
naturalmente. Apds uma excitagdo inicial, o sistema continua a
vibrar por conta proépria, sem interferéncia de agentes externos
a ele. Um sistema com infinitos graus de liberdade apresentara
infinitas frequéncias naturais. Na pratica, todo objeto apresenta
amortecimento interno e tende a parar de vibrar. Em uma
andlise vibracional, é realizado um teste no qual sio instalados
equipamentos que medem a vibragdo; entdo, o técnico infere
do sistema uma perturbacdo inicial e nas medi¢des aparecem
pontos em que a vibragdo tem leves picos, que representam as
vibragdes naturais. Veremos mais adiante neste livro que essas
vibragdes devem ser evitadas no regime de funcionamento de
qualquer sistema.

Assimile

O conceito de frequéncia natural é importante, pois quando a frequéncia
! de operagdo ou excitadora de uma maquina ou estrutura coincidir com

a sua frequéncia natural, ocorrerd um fenémeno conhecido como resso-

nancia. Nesse momento, inicia-se um aumento exponencial da ampli-

tude de oscilagdo, causando a fadiga ou a falha do corpo.

o Batimento: quando dois movimentos harménicos cujas frequén-
cias proximas sdo somadas, ocorre o fendmeno de batimento. Se
pegarmos uma frequéncia w e outra w+4, sendo § um pequeno
acréscimo a frequéncia, teremos deslocamentos dados por:

x,(t) = Xcos(wt)  (1.52)

44 - Ul / Fundamentos de vibragoes



x, ()= Xcos[(w + 5)t] (1.53)

Pela somatdria das frequéncias, teremos:

x(t)= X{cos(wt) + cos[(w + 6)t]} (1.54)

Pela relagdo trigonométrica de soma de cossenos:

A+B
cosA+cosB=2 cos[%] cos

ﬂ] (1.55)
2

Portanto:

x(t)=2Xcos cos [%] (1.56)

=

Esse fendmeno é mostrado pelo grafico da Figura 1.25.

Figura 1.25 | Representacgdo de efeito de batimento

xit)

=)

M\Mﬂn‘,}\ MMM WM\MM, ﬁn'ﬂnw MWJ :

_UU,UU,V{‘L: R e

Amplitude de Batimento

Periodo de batimento

2m
= —

)

Fonte: Rao (2008, p. 26).

o Oitava: uma faixa de frequéncia na qual o valor méximo ¢é igual ao

dobro do minimo é denominada uma faixa de oitava. 50-100Hz ou
75-150Hz sdo exemplos de oitavas.

o Decibel: unidade de medida usual em vibragées e estudo do som,

porém, é uma grandeza muito incompreendida e apresenta vérias
formas de ser obtida. E representada por dB, sendo conhecida como
uma relagio de poténcias ou tensdes.

Pesquise mais
Para compreender um pouco mais sobre o conceito de decibel, sugerimos

a leitura do artigo indicado a seguir:
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O DECIBEL, ou melhor: os decibéis. Universidade Federal do Rio Grande
do Sul, 1997.

Analise harmonica

De acordo com Rao (2008, p. 26), “qualquer funcdo periddica de
tempo pode ser representada por série de Fourier como uma soma
infinita de termos em seno e cosseno”. Assim, podemos demons-
trar que, sendo x(f#) uma funcdo periddica, sua representagio é
dada por:

x(t)= % +a, cos(wt) +a, cosQuwt) + -+ bsen(wt) + b,sen(wt) +-- (1.57)
Podendo ser generalizada da seguinte forma:

x(t)= % + i[an cos(nwt)+ b sen(nwt)]  (1.58)

n=1

Sendo wiz% a frequéncia fundamental e ag,a,,a,,:-,b,,b,,b,,--- 0s
coeficientes constantes da equagéo.

Ainda, seguindo essa logica, podemos representar uma série de
Fourier apenas em seno ou cosseno pela imposi¢do de um 4ngulo de
fase entre as séries da seguinte forma:

x(t)=d,+Y (d,cos(nwt +¢,))  (1.59)
n=l

Em que:

4 =% (1.60)
)

d,=(a’+b’) (161)

-1

¢, =1g

”n] (1.62)

n

Se observarmos uma fun¢do periddica como a apresentada no

grafico da Figura 1.26, percebemos a possibilidade de aproximar
essa fun¢do usando uma série de Fourier com o nuimero de
termos adequado.
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Figura 1.26 | Exemplo de fungdo periddica

1

x(t)

0,5

o

Fonte: elaborada pelo autor.

Utilizando a série de Fourier, a fun¢do serd aproximada dependendo
do numero de termos usados. A partir da Figura 1.27 podemos perceber
que, quanto maior o numero de termos, mais precisa é a aproximagao. No
entanto, se olharmos a aproximacéo apresentada na Figura 1.27(c), podemos
observar que, acima de determinada quantidade de termos usados, a série
pode apresentar um erro. Se o pico mais elevado da amplitude méxima ultra-
passar o pico real da oscilagéo, teremos a ocorréncia do fenémeno conhecido
como Fendémeno de Gibbs, que pode chegar a um erro de até 9% entre a
amplitude real e a de aproximagao.

Figura 1.27 | Aproximacdes por séries de Fourier

3 Termos 4 Termos 6 Termos

06 06

x(t)

04 0.4

Fonte: elaborada pelo autor.

Também podemos expressar as séries de Fourier por meio de numeros
complexos. Assim, é possivel escrever:

e =cos(wt)+isen(wt) € e “ =cos(wt)—isen(wt) (1.63)
Isso nos permite reescrever a equagdo de deslocamento da seguinte forma:
x(t)= Z ce™  (1.64)

E os coeficientes de Fourier complexos podem ser encontrados pela
relacdo dada por:
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17 .
=— e ™dt (1.65
¢, =— [ x(te (1.65)

n
0

Pesquise mais
Q@J Para entender melhor as séries de Fourier complexas, consulte a pagina
- 27 do livro Vibragdes mecdnicas, de Rao (2008). Nele vocé vera como sdo
deduzidas as equagdes apresentadas anteriormente.

RAO, S. S. Vibragbées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Uma fungido harmonica pode ser representada como linhas verticais em um
diagrama de amplitude em relago a frequéncia, denominado espectro de frequéncia
ou diagrama espectral. Uma fun¢do harménica pode também ser representada por
meio de séries de Fourier no dominio do tempo, que vimos até agora, e no dominio
da frequéncia, quando montamos um grafico em que apresentamos a amplitude em
relagio a frequéncia em que esta ocorre. Isso é muito util quando trabalhamos com
sistemas reais, pois estes apresentam infinitas frequéncias naturais, sendo que quando
fazemos uma representagio no dominio da frequéncia podemos ver perfeitamente
as frequéncias que devem ser evitadas. A Figura 1.28 mostra a diferenca entre os
planos de representagio.

Figura 1.28 | Representagdo no dominio do tempo e da frequéncia

Xtt) Xtw)

X X

Fonte: elaborada pelo autor.

Fungdes pares e impares

Uma funcido par é aquela que apresenta simetria entre os valores no eixo
coordenado vertical, portanto, a imagem de dois valores opostos sera sempre
a mesma. Essa fungdo deve satisfazer a relagdo:

x(—)=x(t) (1.66)

Considerando que, em vibrac;c”)es, uma funqéo par tem sua expansdo de
Fourier contendo somente termos em cosseno, temos:
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B ian cos(nwt) (1.67)

'
2 n=1

x(t)=

Conforme visto anteriormente, a, sio os termos da série.

No entanto, uma fun¢io impar apresenta simetria em relacdo a origem
da funcdo. Isso significa que, em um gréfico, a simetria é garantida em
quadrantes opostos; portanto, a imagem da fungdo de dois nimeros opostos
resultard em valores também opostos. Essa fun¢do obedece a relagéo:

x(—t)=—x(t) (1.68)

Em vibragoes, as fun¢des impares sdo representadas por uma expansio
de Fourier contendo apenas termos em seno. Logo, temos que:

x(t)= ibﬂsen(nwt) (1.69)

n=1

>oc Reflita
As vibragdes podem apresentar diversos tipos de oscilagdes, mas talvez

isso ndo seja um problema, visto que sempre serd uma oscilagdo. Poderi-
amos, entdo, afirmar que toda série de Fourier é um tipo de vibragdo ou
pode representar outros conceitos importantes da engenharia?

E@ Exemplificando

Exemplo de soma de movimentos harmdnicos

Determinaremos aqui a soma de dois movimentos harmdnicos
dados por:

x,(t)=10coswt e ~ ()=15cos(w +2)
Uma vez que ambos os movimentos sdo dados a partir da mesma

velocidade angular w, a soma deles poderd ser expressa pela
Equagdo 1.47, dada por:

x(t)=x,(t)+x,(t) = Acos(wt + o)

Sendo que R é dado pela Equagdo 1.45 e « pela 1.46, temos que:

A= \/(A1 + A, cos)’ + (A,send)’

A= \/(10 +15c0s2)* + (15sen2)>
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A =14,1477

| Asend
o= tg e —
A, + A, cost
] 15sen2
a=tg | ————
10+15co0s2
o =72,5963°

O que resulta em um vetor:

-

X =14,1477 cos(wt +72,5963°)

Com isso, podemos perceber que o vetor resultante representa
o movimento harmonico completo dos dois deslocamentos e é
definido como uma equagdo em fung¢do do tempo. Assim, podemos
encontrar o deslocamento em qualquer momento desejado.

Sem medo de errar

Vocé e sua equipe realizaram analises vibracionais no automavel e, com
isso, perceberam que a frequéncia natural das rodas do automével estava em
torno de 1,5 Hz. Em uma segunda anélise foi percebido que quando o carro
trafega em asfalto comum, a 60 km/h, as rodas vibram em uma frequéncia
de 2 Hz, que é muito proximo da frequéncia natural, gerando desconforto
para os ocupantes do carro. Foi verificado ainda um desalinhamento das
rodas dianteiras da ordem de 3°, o que pode ter gerado um deslocamento
transversal das rodas da ordem de 14,5 mm. Com esses dados encontrados
pela equipe de engenheiros, podemos chegar a uma conclusdo acerca do
fendmeno que estd ocorrendo no carro?

Resolugao:

Uma vez que o sistema apresenta uma frequéncia natural de 1,5 Hz e que,
quando estd a 60 km/h, uma velocidade comum, encontrada na maioria das
avenidas das grandes cidades e em estradas pequenas, as rodas vibram em
uma frequéncia de 2 Hz, podemos concluir, primeiramente, que o descon-
forto ocorrera com grande frequéncia, tendo em vista que é uma velocidade
de trafego normal. Em um segundo plano, podemos perceber que essa frequ-
éncia recebe sua magnitude a partir de um desbalanceamento que poderemos
chamar convenientemente de X.

Ainda podemos verificar a proximidade da frequéncia de vibragao proveniente
da velocidade do veiculo. Com isso, poderemos dizer que a frequéncia natural é
acrescida de uma segunda frequéncia, garantindo a seguinte relagio:
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w, =w+6=1,5Hz+0,5Hz=2Hz

Podemos perceber que se trata de um fend6meno de batimento, no
qual duas frequéncias proximas se somam. Aqui, aplicamos as Equagdes
1.52 e 1.53:

x,(t) = X cos(wt)

x,(t)= Xcos[(w +5)t]

Conforme deduzido anteriormente, quando somadas, elas resultam na
Equagéo 1.56, dada por:

t
x(t)=2Xcos w+é t|cos 5—
2 2
Substituindo os dados w=1,5Hz, §=0,5Hz ¢ X =9mm , teremos:
0,5 0,5t
x(t)=2-9-cos [1,5+ 5 ]t cos[ 5 ]

x(t)= lScos[(l, 75) t]cos (0,25t)[mm]

Temos, portanto, uma equagio de deslocamento em fungdo do tempo
que denota o fendmeno de batimento que gera o desconforto na cabine do
veiculo. Essas informacdes sio de grande importincia para a tomada de
decisdo de um engenheiro mecénico em relagio ao que sera proposto para
resolver os efeitos indesejados da vibragéo.

Avangando na pratica

Analise de uma fun¢ao no dominio da
frequéncia

Descri¢ao da situagao-problema

Imagine que vocé, como engenheiro mecénico, foi convocado
para participar de um processo seletivo de um concurso para o cargo
de analista de vibragdes. Ao chegar no local, vocé e outros quatro
engenheiros mecénicos sdo levados a uma sala, onde sdo propostos
alguns problemas para vocés resolverem. O primeiro deles é identi-
ficar qual dos graficos (apresentados nas Figuras 1.29(a) e (b)) permite
inferir as frequéncias problematicas e qual representa o funcionamento
de uma maquina.
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Figura 1.29 | Graficos de vibragdo na maquina

()

Fonte: elaborada pelo autor.

Faca valer a pena

1. Considere a seguinte defini¢do: ¢ o 4ngulo de defasagem entre dois raios que se

movimentam com a mesma velocidade angular (w ), sendo representado pela letra
grega ¢ . Um sistema que apresenta essas caracteristicas é conhecido como sistema
sincrono, apresentando mesma velocidade angular, porém, diferentes amplitudes.

De acordo com o texto-base e com os conhecimentos adquiridos até aqui, a qual
conceito a assercao se refere.

a) Angulo de fase.

b) Frequéncia natural.

¢) Frequéncia angular.

d) Ciclo.

e) Amplitude.
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2. Os sistemas vibracionais podem apresentar diversas caracteristicas. A esse
respeito, analise as afirmativas a seguir.

I - Os sistemas vibracionais sdo caracterizados por seu movimento oscilatorio, e os
efeitos vibracionais sdo sempre representados por movimentos harmdnicos simples.
II - O periodo de um movimento harménico é o tempo que leva para que o sistema
conclua um ciclo completo.

III - A frequéncia natural de um sistema deve ser evitada como frequéncia de
trabalho, pois pode levar a falhas dos equipamentos em vibragao.

A partir da avaliagdo das afirmativas apresentadas no texto-base, assinale a alter-
nativa correta.

a) As afirmativas I e IT estdo corretas.

b) Apenas a afirmativa III estd correta.

¢) As afirmativas I e III estdo corretas.

d) As afirmativas II e III estdo corretas.

e) Apenas a afirmativa II estd correta.

3. A anlise harménica é usada em vibragdes para que possamos analisar as carac-
teristicas de funcionamento do sistema. Com isso, é possivel tomar decisdes impor-
tantes a fim de evitar problemas futuros ou resolver problemas presentes no sistema.

Assinale a alternativa correta a respeito da importancia da expansdo por séries de
Fourier para a andlise harménica.

a) As expansdes por série de Fourier sio importantes, pois podem mostrar um gréafico
simplificado de um movimento mais complexo.

b) As séries de Fourier sdo responsaveis por melhorar a qualidade de um resultado
obtido, permitido que o engenheiro crie critérios de solugdo de problemas existentes
na mdquina.

c) As séries de Fourier s podem ser aplicadas em vibragdes mecinicas por ser o
unico movimento harmonico simples.

d) As expansdes de Fourier sdo dteis para simplificar dados que podem parecer
ocultos em um primeiro olhar.

e) As expansdes por séries de Fourier sio muito importantes, pois nos permitem
aproximar movimentos ndo harmonicos, facilitando a compreensao do movimento
vibracional.
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Unidade 2

Vibragoes livres

Convite ao estudo

Caro aluno, nesta segunda unidade de ensino estudaremos a vibragdo
livre de forma a compreender alguns aspectos importantes e avangarmos
nos estudos acerca de vibragdes mais complexas. Esse tipo de vibragdo pode
ocorrer em diversos sistemas distintos, visto que ¢ a aplicagdo de uma pertur-
bagdo inicial sem forgas externas que force a continuagdo do fendmeno. Um
exemplo classico desse tipo de vibrac¢do é quando um automoével passa por
uma lombada: o efeito oscilatério é configurado como uma vibragéo livre.

O contetido abordado nesta unidade vai auxilia-lo a tornar-se capaz de
analisar sistemas vibracionais com um grau de liberdade que permitira uma
melhor compreensio das funcionalidades das vibragdes livres amortecidas e
ndo amortecidas.

Na nossa situagdo-problema, vocé foi contratado por uma fabricante de
avides para fazer parte da equipe de testes estruturais. Temos que um novo
modelo de avido, que se encontra em fase de testes e serd lancado em breve
no mercado, estd apresentando problemas estruturais devido a vibragoes.
Durante o pouso, 0 avido sofre um impacto muito grande ao tocar o solo,
0 que gera vibragoes translacionais que podem causar danos a estrutura do
avido, e, em pleno voo, o avido sofre com vibragdes torcionais devido ao vento
e as condi¢des adversas, tais como a turbuléncia. Em vista desses problemas,
primeiramente vocé sugere a equipe que sejam dimensionados os desloca-
mentos e as amplitudes vibracionais maximas apresentadas pela aeronave
em regime de vibracdo translacional. Em seguida, vocé propde um estudo
acerca dos efeitos das vibragdes torcionais gerados no voo. Por tltimo vocé
e sua equipe pretendem dimensionar os efeitos vibracionais reduzidos por
elementos amortecedores. Para termos um ponto de partida, podemos consi-
derar que o avido é andlogo a um avido comercial de grande porte, como o
modelo E-195LR da Embraer, apresentado na Figura 2.1 a seguir.



Figura 2.1 | Embraer E-195LR

Fonte:https://www.istockphoto.com/br/foto/ar-dolomiti-embraer-erj-195Ir-decolar-do-aeroporto-
internacional-de-cluj-napoca-gm869469088-144903745

Com isso em mente, podemos fazer alguns questionamentos que nos
permitirdo direcionar nosso pensamento para a resolu¢ido dos problemas
vibracionais apresentados pela aeronave.

Ja consegue imaginar como um avido se comporta, vibracionalmente, no
momento do pouso e durante o voo? Qual seria a magnitude de amorte-
cimento necessaria para reduzir os efeitos vibracionais? E para inibir a
oscilagdo no pouso?

Esta unidade sera dividida no estudo das vibragoes livres com um grau
de liberdade, translacionais e torcionais, sem amortecimento, com amorteci-
mento viscoso e com amortecimento Coulomb. Esse contetido vai permitir a
visualiza¢do de uma forma mais completa de como se comportam os diversos
sistemas vibratdrios, trazendo conceitos muito importantes para a compre-
ensdo de sistemas mais complexos.



Segao 2.1

Vibracao livre de um sistema de translacao nao
amortecido

Dialogo aberto

Ol4, aluno! Nesta se¢do, estudaremos os conceitos de vibragdes transla-
cionais, livres, ndo amortecidas com um grau de liberdade. Isso permitira
compreender melhor o fendmeno da vibragdo. Vocé, uma pessoa antenada
com as tendéncias ecoldgicas e de sustentabilidade, ao deslocar-se de sua
casa até seu trabalho de bicicleta, certamente ja passou sobre algum desnivel
acentuado no pavimento, o que fez com que a bicicleta oscilasse para cima e
para baixo, certo? Esse fenomeno é conhecido como vibragéo livre. Como o
movimento ocorre somente no sentido vertical, é conhecido como vibragao
translacional, podendo ser amortecida ou ndo, dependendo da configuragao
de sua bicicleta.

Nesse momento, para aplicar de maneira prética os conceitos que serdo
estudados na segdo, imagine que vocé é um engenheiro da equipe de testes
estruturais e que o novo modelo de avido da empresa em que trabalha
esta com problemas provindos das vibracoes apresentadas pela aeronave.
Portanto, a equipe estd preocupada em entender as dimensdes mdaximas
das vibragdes a que o avido apresentado anteriormente pode ser submetido.
Observando a Figura 2.1, vocé pode perceber que o avido possui seis pneus:
dois dianteiros e quatro traseiros.

Figura 2.1 | Embraer E-195LR

Fonte:https://www.istockphoto.com/br/foto/ar-dolomiti-embraer-erj-195Ir-decolar-do-aeroporto-
internacional-de-cluj-napoca-gm869469088-144903745
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Conforme os tipos de vibragdo que ja foram apresentados anteriormente,
podemos pensar que, no momento em que toca o solo, o avido sofre com
vibragdes livres ndo amortecidas, e que, para isto, devemos desconsiderar
os amortecedores e imaginar que os pneus sdo instalados em hastes fixadas
diretamente & carenagem da aeronave. Logicamente, essa consideracio
acarretaria deslocamentos muito grandes que poderiam ocasionar falhas na
estrutura do avido, porém isso nos permite inspecionar os esfor¢os maximos
gerados pelo pouso de uma aeronave e ter um pardmetro dimensional do
problema.

Alguns dados importantes dessa aeronave, que lhe foram fornecidos pela
empresa, mostram que esse modelo de avido apresenta uma massa maxima de
pouso de m = 45.000 kg, e, além disso, a equipe pode assumir que os pneus da
aeronave se deformam apenas X = 150 mm com o impacto do pouso. Ainda,
no contexto da aviagdo existe uma razao padrdo de descida que é assumida
para seguranca, dada em V = 600 FPM, que é o equivalente a aproximada-
mente 3,0 m/s, representando a velocidade vertical do movimento de aproxi-
magdo para pouso.

Com isso, vocé saberia elaborar o sistema vibracional de um grau de
liberdade que representa a aeronave? Consegue pensar no sistema massa-
-mola resultante e elaborar as equagdes para resolu¢ao do sistema?

Nesta se¢do vamos nos preocupar em compreender as caracteristicas das
vibragdes livres translacionais, a fim de desenvolver o equacionamento desse
tipo de vibragdo, a partir da aplica¢ao dos possiveis métodos utilizados para
isso, com o intuito de solucionar o equacionamento proposto e observar sua
analogia com o movimento harménico.

Nio se esqueca de estudar todo o contetido apresentado nesta se¢io com
afinco e interesse para conseguir resolver os problemas vibracionais.

Nao pode faltar

A compreensdo das vibragdes livres de um grau de liberdade (1 GDL)
¢ de grande importincia para o entendimento de sistemas vibratérios mais
complexos. Esse tipo de vibragdo ocorre quando o sistema oscila a partir de
uma excita¢do inicial e nenhuma outra perturbagdo posterior ocorre. As
oscilagdes de um ciclista ou de um veiculo apos passar por uma saliéncia na
estrada sdo exemplos de vibragao livre (RAO, 2008, p. 50).

De acordo com Hibbeler (2011, p. 504), “a vibragdo livre ocorre
quando o movimento é mantido por forgas restauradoras gravitacionais
ou elasticas”
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Muitos sistemas que apresentam varios graus de liberdade podem ser
idealizados em apenas um GDL, visto que uma barra com massa distribuida
pode ser resumida a um ponto material com massa concentrada.

O sistema vibracional mostrado na Figura 2.2 é o sistema mais simples,
que possui apenas uma massa e uma mola. Como ja visto anteriormente, a
massa () representa o elemento que armazena energia cinética, enquanto a
mola (k) representa a rigidez do sistema ou o elemento que armazena energia
potencial.

Figura 2.2 | Sistema massa-mola simples

Fonte: elaborada pelo autor.

Esse sistema tem um grau de liberdade, visto que apenas a coordenada
x é suficiente para descrever a posicdo da massa do sistema, em qualquer
instante de tempo. Uma vez que uma perturbagio inicial é inserida nesse
sistema, temos que um movimento oscilatério livre de forcas externas se
iniciard. Como o sistema ndo possui meio de dissipagdo de energia (sistema
ndo amortecido), a vibragdo se perpetuara indefinidamente.

Equagao de movimento pela segunda lei de Newton

Para determinar a equagdo de movimento caracteristico dessa vibragio,
usaremos a segunda lei de Newton, que, definida por Hibbeler (2011, p. 83),
dita que “quando uma for¢a desequilibrada atua sobre uma particula, a acele-
rard na diregdo da for¢a com uma intensidade que é proporcional a for¢a”
Desta forma, temos que:

-

F=m-d (2.1)

Para definir a equagdo do movimento vibracional, usando a segunda lei
de Newton, passaremos por quatro etapas descritas por Rao (2008, p. 51),
que serdo apresentadas resumidamente a seguir:

1-  Selecionar uma coordenada que descreva a posi¢do da massa ou
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corpo rigido. Usando uma coordenada linear e outra angular para descrever
o movimento, pode-se chegar a resultados mais precisos.

2-  Determinar a configuragdo de equilibrio do sistema e medir o
deslocamento inicial da massa ou corpo rigido.

3-  Desenhar o diagrama de corpo livre que permita visualizar todos
os aspectos importantes a serem considerados na elaboragio do equacio-
namento, indicando todas as forgas ativas e reativas a que o corpo rigido é
submetido.

4-  Por fim, deve-se aplicar a segunda lei de Newton a massa ou corpo
rigido.

Usaremos a defini¢do de taxa de variagdo de movimento para definir o
movimento em relagdo ao tempo. Sabendo que a aceleracdo (a) é a derivada
da velocidade em funcdo do tempo, podemos reescrever a forga como sendo:

o d| dx,
F(t) :E m‘T; (2.2)
Dado que a aceleragdo pode ser escrita como:
. dR
i=x=—20u" 2.3
o (23)

Considerando a massa constante, esta pode ser retirada da derivada,
resultando na seguinte forma:
. d’x

F(t):m~izm~}?- (2.4)

Ja para um corpo rotacional, teremos, analogamente, que:
M, =]0 (2.5)

Sendo M, o momento resultante que age sobre o corpo, d o desloca-
mento angular e 6 a acelera¢do angular dada por:
-
4 (2.6)
dat’
Com isso em maos, se aplicarmos as quatro etapas do procedimento
descrito anteriormente ao sistema simples apresentado na Figura 2.2,
teremos:

6=

1- Como ja visto, o sistema pode ser representado pela coordenada x, que
descreve a posi¢do do corpo em oscilagéo.

2- Nessa etapa, devemos medir o deslocamento inicial que gera o movimento,
em relacdo ao ponto de equilibrio, que pode ser visto na Figura 2.3.
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Figura 2.3 | Medigdo do deslocamento inicial a partir do ponto de equilibrio

Io 1X]

Comprimento livre

| Comprimento distendido |

Fonte : elaborada pelo autor.

3- Nesse ponto, devemos montar o diagrama de corpo livre que permitira
visualizar todas as forcas que agem sobre o corpo. O diagrama do sistema em
analise pode ser visto na Figura 2.4.

Figura 2.4 | Diagrama de corpo livre

+X, X, X

K-x

Fonte : elaborada pelo autor.

4- Por fim, aplica-se a Equagdo 2.4 ao sistema. Sabendo que a mola exerce
a forga elastica restauradora do sistema, teremos:

I?mz—k-xzm-k' (2.7)

Ou podemos reescrever do ponto de vista do equilibrio, da seguinte
forma:

m-X+k-x=0 (2.8)

Essa equagdo nos mostra uma relagdo entre a forca de movimento do
corpo e a for¢a restauradora da mola.
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Assimile

Para facilitar o desenvolvimento do raciocinio, podemos aplicar as
! seguintes etapas: 1 - definicdo da coordenada; 2 - medi¢do do desloca-

mento inicial a partir do ponto de equilibrio; 3 - desenho do diagrama de

corpo livre; e 4 - aplicagdo da equagdo do movimento.

Equagdes do movimento por outros métodos

De acordo com Rao (2008), as equagdes de vibragdes podem ser derivadas
por varias formas diferentes. Vejamos os seguintes métodos:

Principio de D’Alembert: as equagdes 2.4 e 2.6 podem ser reescritas das
seguintes formas:

—0 (2.9)

xRl

Fpy—m:

M, ~]-§=0 (2.10)

Essas equagdes de equilibrio representam uma for¢a e um momento ficti-
cios, conhecidos como for¢a ou momento de inércia, e o equilibrio ficticio
é conhecido como equilibrio dindmico. A aplicagdo desse principio ao
diagrama mostrado na Figura 2.4 resulta na equagéo:

—k-x—m-¥=0 ou mi+kx=0 (2.11)

Principio dos deslocamentos virtuais: esse principio afirma que “se um
sistema que estd em equilibrio sob a¢do de um conjunto de forgas for subme-
tido a um deslocamento virtual, entdo o trabalho virtual total realizado pelas
forgas sera zero” (RAO, 2008, p. 52).

Um deslocamento virtual é o deslocamento infinitesimal, ou seja,
diferente e muito préximo de zero. A Figura 2.5 demonstra um deslocamento
infinitesimal aplicado a um sistema massa-mola.

Tem-se que todo deslocamento virtual deve ser fisicamente possivel e
compativel com as restrigdes do sistema.

Figura 2.5 | Movimento com deslocamento virtual

Fonte: elaborada pelo autor.
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O trabalho virtual é realizado por todas as forgas resultantes desse
deslocamento.

Elaborando o diagrama de corpo livre do sistema, teremos o que se
apresenta na Figura 2.6, em que x é o deslocamento da massa e 6x é o deslo-
camento virtual.

Figura 2.6 | Diagrama de corpo livre do deslocamento virtual

|—)6X
|—>+X,X,5(
k-x

«— m €--== ..
—m- X

Fonte: elaborada pelo autor.

O trabalho virtual realizado pela mola é dado por W, =—(k-x)-6x, e 0
trabalho realizado pela forca de inércia é §W, = —(m-%)-6x , que nos resulta em:

—m-%-6x—k-x-6x=0 (2.12)

Dado que a Equagdo 2.12 representa o trabalho virtual total realizado
por todas as forgas, quando este se iguala a zero. Assim, considerando que
o deslocamento virtual é um valor arbitrario diferente de zero (éx=0), a
equagdo pode ser escrita como:

m-X+k-x=0 (2.8)

Principio da conservagao de energia: um sistema é conservativo quando
ndo possui perdas de energia devido a dissipagdo de nenhum tipo. Se nenhum
trabalho for realizado por forgas externas, entdo a energia total é constante.

Sabemos que um sistema vibracional é parcialmente cinético e parcial-
mente potencial. Assim, podemos dizer que:

T + U = constante (2.13)
Ou
Lirru=o (2.14)
dt )
Sendo que T é a energia cinética do sistema, obtida por:
Tz%m% (2.15)

E U é a energia potencial da mola, obtida por:
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U:%sz (2.16)
Com isso, podemos aplicar as Equagdes 2.15 e 2.16 a Equagdo 2.14,
obtendo:
d(1

°2 1 2
2. —kx*|=0 2.17
iz ] @17

O que nos retorna a Equagdo 2.8:

m-X+k-x=0 (2.8)

Equacao de movimento de um sistema massa-mola vertical

Em um sistema vertical com o mostrado na Figura 2.7, a posi¢do de
equilibrio deixa de ser simplesmente o comprimento da mola e passa a ser
o seu comprimento acrescido de um pequeno deslocamento proveniente do
peso do corpo. Portanto, nessa posi¢ao, o comprimento de equilibrio da mola
passa a ser I, +6,, dado que 6, é conhecido como deflexdo estatica devido
ao peso W.

Figura 2.7 | Sistema massa-mola em posigdo vertical

k(54 + X)
t
i, [
m
w
(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabemos ainda que, como o sistema chega a uma nova situacéo de equili-
brio devido ao peso do corpo, entdo esse peso é compensado pela forca da
mola, e, com isso, podemos dizer que W =m-g=k-§,, 0 que nos permitird
inferir que, a partir do diagrama de corpo livre da Figura 2.7b, aplican-
do-se um deslocamento x a massa, a forca da mola passa a ser —k-(x+4,) .
Utilizando da segunda lei de Newton, poderemos encontrar:

m-i=—k-(x+6,)+W (2.18)
Tendo em vista que W =k-§,, teremos:

m-i+k-(x+6,)-W=0
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m-i+k-x+k-6,—W=0
m-x+k-x+W-W=0
Retornando assim a Equagdo 2.8, dada por:

m-X+k-x=0 (2.8)

Qooc Reflita
Serd que um sistema vertical se comporta da mesma forma que um
’ sistema horizontal, sendo possivel definir suas equacdes ao serem
aplicados os mesmos principios?

Solu¢ao e movimento harmdnico

De acordo com Rao (2008), podemos encontrar uma solu¢do para a
Equagéo 2.8, admitindo que:

o= (2.19)

Em que s e C sdo constantes a determinar. Se substituirmos isso na
Equagdo 2.8, teremos:

C-'m-s"+k = (2.20)
Sabendo que C ndo pode ser zero, temos que:
m-s>+k=0 (2.21)

Rearranjando, temos que:
st |k (2.22)
m

Sabemos que i=+/—1, 0 que nos permite encontrar uma outra equagao:

v, =& (2.23)

m
A Equagdo 2.23 denota a frequéncia angular natural do sistema massa-
-mola, a qual é dada em radianos por segundo (rad/s) em que o corpo oscila
em uma vibragio livre. E também conhecida como frequéncia angular de
ressondncia, que deve ser evitada na faixa de opera¢ao do sistema, pois pode
causar danos irreparaveis a maquina ou estrutura.

Os dois valores de s sdo os autovalores do problema. Considerando que
ambos os valores satisfazem a Equagdo 2.19, a solugdo geral pode ser escrita
como:

x(z) = Cleiwnt Jrczeiiwf (2.24)
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Sendo C, e C,constantes e usando a identidade ¢** = cosat +isenat »
podemos reescrever a Equagdo 2.24 como:

X,y = A cosw,t+ A,senw,t (2.25)

Como A, e A,sdo constantes, pode-se perceber que retornamos ao
deslocamento apresentado pelo movimento harmonico simples analisado
anteriormente.

Podemos reescrever a Equagéo 2.8 de acordo com Hibbeler (2011, p. 506).
Sabendo que a frequéncia angular natural ¢ dada por w, = /k/m , obteremos
0 seguinte:

¥twlx=0 (2.26)

Se admitirmos que A=A, e B=A,, poderemos reescrever a solugio
como:

x, = Asenw t + Bcosw t (2.27)
(t) n n

Assim, a equagdo pode ser expressa em movimento senoidal simples,
supondo que A=C” ¢ e B=" ¢ .Temos que Ce ¢ sao novas constantes
a serem determinadas. Substituindo em 2.27, teremos:

¥, = Ccos psenw,t 4 Cseng cos w, t (2.28)
Ja que (0+¢)=senfcos¢p+cosfsend e 6 =w,t , teremos que:
%, = C-sen(w,t + ) (2.29)

Se representarmos a Equagdo 2.29 em um grafico xxw,t, levando em
conta o estado inicial do sistema (t=0), teremos que C é a amplitude do
deslocamento dada por:

e
C=vA +B* =|x +| 2 ‘ (2.30)
wn
E ¢ ¢é o angulo de fase é dado por:
p=tg" [%] g ["ﬂ_“’"] (2.31)
x(]

A Equagdo 2.29 poderia ser escrita em cosseno, uma vez que o angulo de
fase se defasaria 90°, resultando em:

Xy = C-cos(w,t +) (2.32)
E
el e
B Xow,
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A partir do que foi visto até aqui, podemos definir ainda o periodo de

oscilagdo como sendo:
7':2—7T ou 7':27r1{m (2.34)
w k

n

A frequéncia natural ou frequéncia de ressonéncia ¢ dada por:

I .y (2.35)

T 27 2w \'m

Pesquise mais
O video sugerido a seguir trata da definicdo de vibragdes livres ndo
. amortecidas.

REGINALDO J. SANTOS. Oscilagdes livres sem amortecimento.

Cl@ Exemplificando
! 0 alvo de m, =3 kg desliza livremente ao longo das guias horizontais

lisas BC e DE, as quais estdo encaixadas em molas que tém rigidez de
9 kN/m, cada. Se uma bala de m, =60 g é atirada com velocidade de
v, = 900m/s e se embute ao alvo, determine a amplitude e a frequéncia
de oscilagdo do alvo. Observe a Figura 2.8, que nos traz o esquema do
problema. (HIBBELER, 2011, p. 513)

Figura 2.8 | Alvo de 3 kg atingido por bala de 60 g a 900 m/s

Fonte: Hibbeler (2011, p. 513).
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A velocidade do alvo apds o impacto da bala pode ser obtida aplican-
do-se o principio de conservagdo de quantidade de movimento, tendo:
my,(v,), = (m, +m,)v
= — m
0,06(900) = (0,06 + 3)v — v =17,65 A
Sabemos que cada mola possui uma rigidez de 9 kN/m, uma vez que
estdo dispostas em paralelo, dando-nos uma rigidez equivalente obtida

por:
19.000= N
k,, =2k =2:9.000=18.000%/

Isso nos permite encontrar a frequéncia angular natural como sendo:

[k
L 18.000:76,70ra(y
m 3,06 s

Sabemos que a equagdo de deslocamento é dada por:
x(t)=Asen(w,t +@,)

E, com isto, a amplitude A, pode ser obtida pelas condi¢8es inicias,

onde, nesse caso, x,=0, x0:17,65m/se t=0 , aplicando-se a
equagao:

1
.V %
X,
— 2 0
Ao* X, +

2
17,
= 02+[ﬂ] =0,2301m

B 76,70

n

Isso nos mostra que a frequéncia de oscilagdo nos é dada como sendo
w, =76,70rad/s , e a amplitude é dada por A;=0,2301m .

Sem medo de errar

Na Figura 2.1 é possivel verificar que o avido apresentado possui seis
pneus, sendo dois dianteiros e quatro traseiros. Para iniciarmos a andlise
vibracional, podemos simplificar o sistema a ponto de desconsiderar o
amortecimento para que possamos pensar na magnitude méxima que o
sistema sofre. A nave, quando toca o solo no momento do pouso, sofrera
vibragdo livre, no nosso caso, ndo amortecida, e translacional por conta da
oscilagdo vertical.
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Figura 2.1 | Embraer E-195LR

Fonte:https://www.istockphoto.com/br/foto/ar-dolomiti-embraer-erj-195Ir-decolar-do-aeroporto-
internacional-de-cluj-napoca-gm869469088-144903745

Lembrando os dados apresentados pela empresa, usaremos apenas
os dados para movimento vertical da aeronave, sendo este movimento o
interessante para a vibragdo que vamos analisar. Assim teremos uma massa
maxima de pouso de m = 45.000 kg, a razdo padrido de descida é dada por V'
=600 FPM ou 3,0 m/s e os pneus da aeronave se deformam apenas X = 150
mm com o impacto com o solo. Isso nos permite trabalhar para encontrar as
dimensdes da vibragao.

Resolugiao:

Tendo em vista o avido da Figura 2.1, considerando que os pneus e as
hastes se comportam como molas lineares, vamos representar a rigidez do

conjunto de pneus e haste traseiros como k, e a rigidez do conjunto de pneus

. . k . . .
e haste dianteiros como . Com isso, podemos chegar ao seguinte sistema
massa-mola apresentado pela Figura 2.9.

Figura 2.9 | Sistema massa-mola representativo da aeronave

Fonte: elaborada pelo autor.
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Podemos considerar o avido como um ponto material com massa concen-
trada em seu centro de gravidade. Vamos calcular a rigidez equivalente
diretamente, ndo importando a rigidez de cada componente em separado.

Primeiramente, temos que a for¢a da mola, nesse caso, é a propria forca de
impacto do avido com o solo, pois é essa for¢a que a mola terd que suportar.
Uma vez que ndo temos o tempo de impacto, mas possuimos o deslocamento
vertical no impacto, podemos chegar a aceleragdo que gera tal forca a partir
da equagdo de Torricelli:

V=V, +2aX

Na qual V é a velocidade final (que nesse caso ¢ zero, tendo em vista que
o0 avido ndo entrard no solo), V, é a velocidade inicial, a é a acelera¢ao e X é
o deslocamento. A aceleragdo é negativa, ja que no pouso a aeronave perderd
velocidade. Assim, podemos reescrever a equagdo como:

W

a=-"
2X

Dessa forma podemos escrever a equagdo da for¢a como:
2

Fem—0
2X

Tendo em vista que F =k.x e F=F, , escrevemos a equag¢ao de k como sendo:
F=kx => k=F/x 2)

(1) em (2):

m.Vy2/2x  m.V

1
x/1 T 2x x

= m.V,2/2x?
k=m.V,2/2x? = (45.000.3%)/2.(0.15)>=9.10°N/my

Com o valor da rigidez em maos, podemos encontrar a frequéncia

angular natural:
k [2,7x10°
w, = = |20 ;7,75ra<y
m 45.000 S

Sendo assim usamos as equagdes de periodo e frequéncia:

1
=2T 0815 e f=_~123Hz
w T

n
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Além disso, podemos encontrar a equagdo do deslocamento vibracional
a partir das Equagoes 2.29, 2.30 e 2.31, pois nesse ponto a velocidade inicial
da vibragdo se torna zero, tendo em vista que a vibragao s ocorre apds o
impacto com o solo. Sendo assim:

o= -sen(w, +¢)
Em que:
el
C=|x+|%
wn
E

o= 5]

0

Substituindo os valores da condigéo inicial, sendo x,=150, x,=0 et =
0, teremos:

271/2
c=[1502+( 14014) ] = (1502 =150 mm

@ =tg_1( 150'(1)4,14)

Nesse ponto, existe um problema matemadtico que pode ser resolvido
intuitivamente. Como a velocidade no momento do contato é zero, podemos
considerd-la um nimero muito pequeno e, portanto, tendendo a zero, o que
nos permite dizer que a fragdo se tornaria, entdo, um nimero muito grande,
tendendo ao infinito.

Uma vez que tg™' de qualquer valor muito elevado nos dard 7/2 ou 90°,
teremos, portanto, que:

@ =tg_1( 150-14,14

1) g ()= 2

Substituindo os valores encontrados, teremos uma nova equagdo de
deslocamento dada por:
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x(t)=150- sen(14,14t+ %)1 50cos(14,14)[mm]

Essa equagdo descreve o movimento oscilatério do avido em fungdo do
tempo, permitindo que, em qualquer instante de tempo, sejam encontrados
os valores de deslocamento.

Com isso, chegamos a uma solug¢do para a problematizagdo proposta.
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Avangando na pratica

Acdo do vento a uma caixa d’agua

Descri¢ao da situagao-problema
Vocé foi contratado por uma empresa de engenharia para ser o respon-
savel técnico da divisdo de vibragdes em estruturas. A empresa assume um
projeto de um caixa d’agua, mostrada na Figura 2.10, para a prefeitura de sua
cidade. O projeto especifica que a estrutura tera uma altura de 90 m, com
se¢do transversal de 2,5 m de didmetro interno e 3,0 m de didmetro externo,
sendo feita de concreto refor¢ado, com uma massa de 295 toneladas quando
cheia de agua. O modulo de elasticidade do concreto reforgado usado no
projeto é de 30 GPa. Com essas informacdes, vocé terd que encontrar a frequ-
éncia de ressondncia, a velocidade e a aceleracio maximas do movimento

oscilatorio da caixa d’agua, tendo um deslocamento inicial de 25 cm.

Figura 2.10 | Caixa d’agua
x()

T I

Fonte: Rao (2008, p. 56).

Resolugio da situagao-problema
Sabemos que devemos diferenciar a equagdo do deslocamento em fungéo
do tempo para encontrarmos a equa¢io de velocidade e, diferenciando uma

segunda vez, encontrarmos a equagio de aceleracdo. Sabemos ainda que a

equagdo de deslocamento é dada por:
x(t) = Agsen(w,t +¢,)

Portanto teremos que encontrar w,, A, € ¢,, uma vez que, para encon-
trar a frequéncia natural, precisamos definir a rigidez do sistema, e, como
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vimos anteriormente, a rigidez para uma barra com massa concentrada na
extremidade pode ser obtida pela equagao:

2
Para esse caso, temos que [ = 90 m e E = 30 GPa, e, tendo os didmetros

externo d,=3,0 m e interno d,=2,5m , o momento de inércia (I) para um
cilindro oco é dado a partir de:

I:%<d"4 fdf):i(&o“ ~2,5')=2,059 m*

Sendo assim, podemos encontrar a rigidez aplicando:

3EI  3-30x10°-2,059
k="rm =2 0T 954197,53N,
I3 90° m

Com essas informag¢des podemos encontrar a frequéncia natural, que é a
frequéncia em que ocorre a ressonéncia da estrutura. Aplicando a equago,

teremos:
/ k /254.197,53
w, D [— _ 1,01ra(y
m 250.000 s

A amplitude A, é obtida pelas condi¢des inicias, onde x, =25cm, x,=0
e t=0 , aplicando-se a equagdo:

V4

X oY 2 A
A =|x 4|2 0,25" 4+|— =[0,252] 2-0,25m
o 1,01

n

E o 4ngulo pode ser encontrado pela equagio:

X,w, ,1[0,25.1,01] 71'
L :I’g 27 P =
X, 0 2

O resultado do 4ngulo é possivel se deduzirmos que qualquer valor
dividido por outro muito pequeno s6 faz aumenta-lo, o que nos permite

@ = tg71

. 0,25-1,01 . .
dizer que ————— tende ao infinito e portanto:
s
tg™' (00)=—
g (00) =2
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Logo escrevemos a equagdo de deslocamento como sendo:
x(t)=0,25sen(1,01t —|—§) =0,25 cos(l,Olt)[m]
Onde, se derivarmos uma vez, obteremos a velocidade dada por:
x(t) =0,25-(1,01)-cos(1,01¢ + g)

Dado que a velocidade méxima ocorre quando o cosseno se torna um
(cos(x)=1), tendo, portanto:

%(t)=0,25-(1,01)-1=0,2525 K

E a aceleragdo pode ser obtida derivando-se a equagdo de velocidade,
obtendo:
#(t)=—0,25(1,01)*sen(1,01¢ +§)

Portanto, podemos encontrar a aceleragdo maxima quando seno se torna
um (sen(x)=1), assim:

%(t)=—0,25-(1,01)*-1= —0,255%

Assim podemos perceber o movimento da caixa ddgua em sua totali-
dade, obtendo um deslocamento em func¢do do tempo, além de sua veloci-
dade e aceleracio maximas.
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Faca valer a pena

1. Um sistema vibratério pode ser muito complexo, porém, para que possamos ter

uma base de compreensao, assume-se um sistema de um grau de liberdade aproxi-
mando vdrios aspectos do sistema real. Para facilitar a compreensao, visualizagdo e
raciocinio da solugio de problemas vibratdrios com um grau de liberdade, podem ser
descritas quatro etapas base.

Assinale a alternativa que apresenta cada uma das quatro etapas, na ordem correta,
para a solu¢do de problemas vibratdrios.

a) 1- Desenho do diagrama de corpo livre; 2- Medigdo do deslocamento inicial a
partir do ponto de equilibrio; 3- Defini¢do da coordenada; e 4- Aplicagao da equagao
do movimento.

b) 1- Defini¢do da coordenada; 2- Aplicagdo da equagao do movimento; 3- Desenho
do diagrama de corpo livre; e 4- Medigao do deslocamento inicial a partir do ponto
de equilibrio.

¢) 1- Defini¢do da coordenada; 2- Desenho do diagrama de corpo livre; 3- Medigao
do deslocamento inicial a partir do ponto de equilibrio; e 4- Aplicagdo da equagao do
movimento

d) 1- Definicdo da coordenada; 2- Medi¢ao do deslocamento inicial a partir do ponto
de equilibrio; 3- Aplicagdo da equagdo do movimento; e 4- Desenho do diagrama de
corpo livre.

e) 1- Defini¢ao da coordenada; 2- Medigdo do deslocamento inicial a partir do ponto
de equilibrio; 3- Desenho do diagrama de corpo livre; e 4- Aplicacdo da equagdo do
movimento.

2. Um sistema massa-mola é apresentado Figura | Sistema massa-mola
pela figura a seguir, que contém uma massa

de 40 kg que flexiona a mola em 6 mm. Uma
vez que o sistema recebe uma excitacao k
inicial, que da inicio a0 movimento vibra-

torio, pode-se perceber que o sistema se
comporta harmonicamente.

Com os dados apresentados no texto-base,

encontre a frequéncia angular natural do

sistema. Assinale a alternativa correta.
a) w, =14,79rad/s .

b) w, =12,79rad/s .

¢) w,=122rad/s.

d) w,=7,79rad/s.

e) w,=11rad/s.

Fonte: elaborada pelo autor.
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3. Uma vibragdo livre ndo amortecida pode ser expressa por meio de uma equagio
de deslocamento x,,, , que apresenta alguns dados importantes para um sistema vibra-
cional. Tais dados podem ser obtidos a partir da avaliacio de tal equagio, dada por:

X,y =15-sen(7t +2)
Avaliando a equagdo de deslocamento apresentada no texto-base, podemos concluir
que a vibragdo apresenta frequéncia natural de , amplitude igual a

e angulo de fase de . Assinale a alternativa que preenche respec-
tivamente as lacunas.

a) wn=2mdS ,C=15mm e ¢="7rad.
— rad — =

b) w, =15 K,C—7mme¢> 2rad.

) wn:7radS ,C=15mm e ¢=2rad .
_15rad _ _

d) w, =15 K,C—mee 7 rad .

e) wn=7ra% ,C=2mm e ¢p=15rad.
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Se¢ao 2.2

Vibragao livre de um sistema torcional nao
amortecido

Dialogo aberto

Caro aluno, as vibragdes torcionais sio muito comuns em maquinas
rotativas, mas ndo s6 nessas maquinas. Quando um corpo tende a oscilar
em torno de um eixo de referéncia qualquer, temos a ocorréncia do tipo de
vibragdo torcional. Pensando nisso, pode-se dizer que a asa de um avido,
quando submetida a uma vibragao, causa uma tor¢do na fuselagem, que
caracteriza esse tipo de vibragdo. Em pleno voo, o avido sofre com diversos
adventos provindos do ambiente como frio, ventos fortes, mudancas de
pressdo e temperatura, mudangas bruscas de correntes de ar ascendentes
e descendentes. Um dos efeitos mais comuns e assustadores em voo sdo as
turbuléncias, que fazem as asas e cauda da aeronave oscilarem como as asas
de um passaro, porém em menor grau. Gragas ao projeto e aos materiais
empregados, os componentes ndo se rompem ou se destacam do avido, pois
esses efeitos sdo previstos pela equipe de engenharia responsavel pelos testes
de validagdo e certificagdo da aeronave.

Na situa¢do-problema desta unidade, vocé foi contratado por uma
fabricante de avides para fazer parte da equipe de testes estruturais, a qual
estd analisando o novo modelo de avido, que estd apresentando problemas
estruturais devido a vibragdes — em pleno voo o avido sofre com vibragdes
torcionais devido ao vento e a condi¢cdes adversas como turbuléncias. Vocé e
sua equipe ja dimensionaram os efeitos maximos das vibragdes no pouso da
aeronave. Agora é momento de resolver problemas relacionados ao efeito das
vibragdes torcionais em pleno voo. Dessa forma, vocé conseguiria elaborar
o sistema massa-mola relativo ao movimento da aeronave? E lembrando da
massa da aeronave, sabendo que cada asa carrega em torno de 8.000 litros de
combustivel (que apresenta densidade em torno de 0.775-0.840 kg/L a 15 °C)
e que o comprimento das asas é de aproximadamente 10 metros, vocé seria
capaz de estimar a rigidez dada pelo sistema, para que a frequéncia natural
das asas seja maior que 2,5 Hz?

Para resolver esse problema consideramos alguns dados complemen-
tares: assumindo uma aproximac¢do vidvel com um sistema massa-mola
representado na Figura 2.11, tendo em vista que as asas oscilam em relagdo a
fuselagem do avido, temos uma configuragdo de molas torcionais de rigidez
k, . Para isso, podemos atentar para apenas uma das asas, haja vista que a
aeronave ¢ simétrica, carregando a mesma massa de combustivel em cada
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uma delas. Ainda, para fins de célculo, vamos supor que a massa M concen-
trada na extremidade da asa é de 60% da massa do combustivel, o que sera
apenas uma facilitagdo para fins de estimativa.

Figura 2.11 | Sistema massa mola do avido

—_ — — ﬁ ﬁ e ——— s ——

(a)

D T s
M—'rtW’— —

X

Fonte: Rao (2018, p. 246).

Nesta se¢do serdo apresentados os conceitos sobre vibragdo torcional, os
principios de estabilidade e a determinagido das equagdes de movimento com
base no principio de energia de Rayleigh. Com isso, fecharemos o contetido
das vibragoes livres ndo amortecidas, que nos permitira iniciar estudos mais
completos acerca desse fendmeno tdo importante.

N3o pode faltar

Vibra¢ao de um sistema torcional

A vibragdo por tor¢do é aquela em que o corpo rigido oscila em relagdo
a um eixo de referéncia, por isso o deslocamento é medido em termos de
coordenada angular. Nesses casos, 0 momento restaurador é proveniente de
uma tor¢do de elemento elastico ou momento desbalanceado de uma forca
ou conjugado (RAO, 2008, p. 60).

Para exemplificar, imagine que um disco com diametro (D), altura (h) e
momento de inércia de massa polar (J,) seja montado na extremidade de
uma haste cilindrica sdlida engastada pela outra extremidade, como mostra
a Figura 2.12.

Secdo 2.2 / Vibragao livre de um sistema torcional ndo amortecido - 79



Figura 2.12 | Disco submetido a tor¢do

]

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 2.12 nos apresenta uma tor¢do # ao conjunto. Pela teoria de
tor¢ao de eixos circulares, temos que uma relagdo entre o torque e o angulo
de torgdo é dada pela equagio:

M

0=—5L
1,G

(2.36)
Em que M, é o torque que produz o deslocamento angular (ou tor¢ao)
0, G é o médulo de elasticidade transversal, I ¢ o comprimento do eixo e I,
¢ o momento de inércia polar da segdo transversal do eixo, que é dado pela
equagao: ,
I = md
32
Sendo d o didmetro do eixo. Caso se dé um deslocamento inicial
qualquer, este serd a perturbagio inicial que gerard o momento restaurador
M, , e, portanto, o eixo se comportard como uma mola torcional que perpe-
tuard o movimento oscilatério caracteristico da vibracdo. Podemos deduzir
a constante elastica ou rigidez (k, ) dessa barra cilindrica a partir da equagio
andloga a for¢a da mola translacional dada por F=kx, que nesse caso
tomard a forma de M, =k . Sendo assim, podemos isolar k, e substituir
0 e I, obtendo:

(2.37)

M M G-I, G-m-d*
k="le e T 2.38
e M, ! 32:1 (2:38)
I-G
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Assimile

O eixo de referéncia para a oscilagdo torcional se comportard como uma
! mola torcional, ou seja, ndo necessariamente existe uma mola real no

sistema. Lembre-se de que essa caracteristica de rigidez é intrinseca ao

elemento constituinte da estrutura ou maquina.

Determinacgio da equagio de movimento

De acordo com Rao (2008), a equagdo de movimento pode ser derivada
da segunda lei de Newton (ou qualquer método exposto na se¢do anterior),
considerando o diagrama de corpo livre do disco mostrado na Figura 2.13.

Figura 2.13 | Diagrama de corpo livre

Fonte: elaborada pelo autor.

Com base nisso, podemos derivar a equagdo de movimento, obtendo:
J0+ko=0 (2.39)

Pode-se perceber a semelhanga com a Equagio 2.8 de movimento trans-
lacional. Assim, podemos deduzir algumas analogias, chegando a equagio de
frequéncia angular natural como sendo:

k
= (2.40)
0
O periodo natural de oscilagdo e a frequéncia natural de oscilagdo sdo

dadas respectivamente por:

T,=2T Lo (2.41)
kt
E
1 |k
=— |+ 2.42
fi=0- 3 (2.42)
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Alguns aspectos a serem levados em consideragéo sao:

e Seoeixo nao for cilindrico, entdo deve-se usar uma constante eldstica
adequada; e

« O momento de inércia de massa polar pode ser obtido a partir da
equagao:

phtD*  WD?

=T e (2.43)
Em que p ¢é a densidade do disco cilindrico, h é a espessura, D é o

didmetro e W é o peso do disco.

Fazendo uma analogia com o sistema translacional é possivel propor uma
solugdo para a equagio geral do movimento vibracional, atribuindo:

6

iy = A cosw,t + Asenw, t (2.44)

Sendo A e B constantes a serem determinadas a partir do estado inicial
do sistema com ¢ = 0, se:

. do .
Ouoy =0y € b0y = E =0,
(1=0)
Assim, podemos chegar a conclusio de que:
A =0, (2.45)
E
4=t (2.46)
w,

Pesquise mais
C@ E interessante que vocé dé uma olhada nos conceitos de propriedades
- geométricas, centro de gravidade e momento de inércia de massa de
sélidos homogéneos. Isso Ihe garantird uma melhor compreensdo acerca
de diversas caracteristicas dindmicas dos corpos rigidos. E possivel
encontrar de forma resumida no apéndice, nas paginas 544 e 545, do
livro de Dindmica do Hibbeler.

HIBBELER, R. C. Dinamica: mecanica para engenharia. 12 ed. Sdo Paulo:
Pearson Prince Hall, 2011.
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Condigio de estabilidade

Dizemos que um sistema é estivel quando as forcas restauradoras das
molas agem de forma a anular uma a outra. Observe a Figura 2.14, que nos
traz um sistema no qual a barra é estabilizada por duas molas de igual rigidez
k, dado que esse sistema é estavel se ambas as molas mantém a barra na
posicdo vertical sem que nenhuma esteja distendida (RAO, 2008, p. 63).

Figura 2.14 | Barra estabilizada por duas molas

Fonte: elaborada pelo autor.

Se deslocarmos a barra em um angulo (0 ) qualquer, a for¢a de cada mola
serd kisenf , portanto a forga total das molas serd de 2 kisenf, dado que a
forga peso da barra age no centro de gravidade G. Existe ainda um momento
em relagdo ao ponto O devido a aceleragdo angular § , dado por:

ml*

76 = [3]@)’ (2.47)

Podemos escrever a equacdo de movimento da barra com base no
diagrama de corpo livre apresentado na Figura 2.15.
Figura 2.15 | Diagrama de corpo livre da barra estabilizada

Isenf
_ i klsengl. kisen6

Icos® |

Fonte: elaborada pelo autor.
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De acordo com a Figura 2.15 teremos, portanto:

2
’"31 d + (2 Klsenf)l cos 6 —W7156n0 -0 (2.48)
Ainda, conseguimos reduzir a equagio para pequenas oscilagdes, tendo:
2
”;l § +2k1% —W710 =0 (2.49)

Ou, sendo 6=« podemos escrever como:

3wl 12k )*
2ml
A solugido da Equagdo 2.50 dependera do sentido do movimento, ou seja,
depende do sinal do termo (12kI* —3WI), o que nos permite trés possiveis

casos, os quais serdo discutidos a seguir:

2
1° caso: estavel, quando L_S’WI

estdveis e é expressa por: 2ml

<0, a solucdo representa oscilagdes

0., =A cosw t+ Asenw t (2.51)
Sendo A, e A, constates.

12kI> —3WI

2° caso: equilibrio, quando
2ml’

—0,aequacio reduz-sea o 0,

tendo velocidade constante. A solu¢iao toma a forma:
0,=Ct+C, (2.52)

Em que, para as condigdes iniciais, temos que §,_, =6, e 6, ,=6,,¢ea

(t=0)
solugdo se torna:
0, =0yt +0, (2.53)

A Equagdo 2.53 nos permite perceber que o deslocamento angular
aumenta de forma linear com a velocidade constante. Portanto, se nao houver
velocidade, a equagdo demonstrard 6, =6, , o que denota uma posicio de
equilibrio estatico.

2
3° caso: instével, quando L;Wl <0, assume-se:
m
Py A
a:[3Wl 122kl ] (2.54)
2ml
A equagio de solugio passa a ser:
6, = Be" +Be ™ (2.55)
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Sendo B, e B, constantes e, para as condiges iniciais do sistema, em que
=0, , teremos:

=6, e 0
0 =el(0,+0)e" +(at, ~0)e @256)

0

(£=0) (t=0)

A Equagdo 2.56 nos mostra a instabilidade do sistema, uma vez que 6,
aumenta exponencialmente com o tempo. Isso ocorre porque o momento restau-
rador da mola é menor que o momento nio restaurador da for¢a peso da barra.

-oc Reflita
Sera que todos os sistemas torcionais podem ser estabilizados com o

uso de duas molas, sendo essas molas sempre componentes reais do
sistema?

Método de energia de Rayleigh

Esse método é usado para determinar a frequéncia natural de um sistema
com um grau de liberdade. Novamente, podemos enunciar o principio de
conservagdo de energia como sendo:

T,+U =T,+U, (2.57)

Em que T, e T, sdo as energias cinéticas inicial e final, respectivamente,
e U, e U, sdo as energias potenciais inicial e final. Se o sistema apresentar
movimento harmonico, por ser um sistema oscilatorio, assim como um
péndulo simples, as energias se convertem de cinética para potencial (e
vice-versa), de forma que podemos dizer que, quando U=0, entdo T sera
maxima, e quando T =0, U serd méxima, ou seja:

T, =U_ (2.58)

Portanto, se aplicarmos esse conceito a um sistema massa-mola de um
GDL, poderemos encontrar diretamente a frequéncia natural do sistema.
Veja o exemplo a seguir.

g@ Exemplificando
! Uma placa retangular de 10 kg esta suspensa em seu centro de gravidade

por uma barra com rigidez torcional de 1,5 Nm/rad, sistema ilustrado
pela Figura 2.16. Qual serd o periodo natural da placa quando ela é
submetida a um pequeno deslocamento 6 ?
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Figura 2.16 | Placa suspensa submetida a tor¢do

T-Ww
a—02m 4b:0,{3;m w
(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolugao:

O diagrama de corpo livre mostrado na Figura 2.16(b) nos permite

perceber que é possivel aplicar a Equagdo 2.39 ao sistema, dando-nos:
J0+ko=0

Podendo ser escrita como:

.k
0+—+60=0
0
Estando em sua forma padrdo, podemos aplicar a Equagdo 2.41 para
encontrar o periodo natural de vibragdo da placa, dada por:
Jy

T, =27 |—

k

t

Pegando emprestada a equagdo de momento de inércia para placas com
secgdo retangular, dos conceitos de dinamica, podemos encontrar que:

1 2 2
=— +b
I 5 m(a )

1
J,= E10(0,22 +0,3%)=0,1083kg - m’
Assim, podemos substituir o valor de momento polar na equagdo de
periodo, obtendo:
0,1083

1,5

T =27 =1,69 s

n

Concluindo, temos que a placa leva 1,69 segundos para concluir um ciclo
vibratério.
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Sem medo de errar

Para o avido proposto anteriormente, devemos elaborar o sistema massa-
-mola relativo a0 movimento da aeronave. Lembrando que a massa da
aeronave ¢ de 45 toneladas, sabendo que cada asa carrega em torno de 8.000
litros de combustivel (que apresenta densidade em torno de 0.775-0.840 kg/L
a 15 °C), devemos ser capazes de estimar a rigidez dada pelo sistema para
que a frequéncia natural das asas seja maior que 2,5 Hz, considerando que o
comprimento das asas é de aproximadamente 10 metros.

Primeiramente, podemos atribuir as asas da aeronave um sistema massa-
-mola, representado na Figura 2.11. Considerando que as asas oscilam em
relagdo a fuselagem do avido, temos uma configuragio de molas torcionais
de rigidez k, . Vamos analisar apenas uma das asas, tendo em vista que a
aeronave é simétrica, carregando a mesma massa de combustivel em cada
uma das asas. Ainda, para fins de célculo, vamos supor que a massa M
concentrada na extremidade da asa é de 60% da massa do combustivel, o que
serd apenas uma facilitagdo para fins de estimativa.

Figura 2.11 | Sistema massa mola do avido

b-—-—_-____ﬁ ﬁ______—-—-ﬂ"

Fonte: Rao (2018, p. 246).

Resolugao:

Para encontrar a massa de combustivel que usaremos para estimar a
massa M, devemos encontrar a densidade do querosene de aviagao, usado
em motores a jato. A densidade desse combustivel esta em torno de 0.775-
0.840 kg/L a 15 °C. Vamos atribuir, portanto, 0,81 kg/L, o que nos permitira
encontrar uma massa de:
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M=m_x40% = 8.000L~0,81k%><40% =2.592 kg

Usando o método de Rayleigh, podemos determinar as energias cinética
e potencial:

1 . 1
T=-mx’ e U=—kx’
2 2

Sendo o deslocamento angular e a velocidade angular dados por ¢ e 6
, respectivamente, teremos x=6 e x=10. Se o deslocamento e a velocidade
sao lineares, podemos reescrever:

T=L1My e v=Lkp
2 2

s 1A 1
Atribuindoaequivaléncia,emque T, =U, . ,etendoque T, . =—mw X’
e U,, =—kX*, podemos escrever as equagdes como uma equivaléncta sendo:

1 1
—MPw X =~k X?
2 2

Ou seja,
MPw?*=k

n t

Para encontrar a frequéncia angular natural, podemos aplicar a equagio:

W,
fn _27T

Ou seja,
w, =2rf,=2m2,5=15,7113/

Dessa forma, podemos substituir os valores que possuimos como
M =2592kg , =10 m na equagio da rigidez que foi deduzida, resultando em:

_ 102 — kN-m,
kt =2.592-10-15.71=4.072 Kad

Isso nos mostra que a rigidez da fuselagem da aeronave deve ser de
4.072 kN-n% ad > Paraquea frequéncia natural seja maior que 2,5 Hz. Assim,
temos a garantia de que a frequéncia natural da aeronave nao coincida com
a frequéncia nas asas durante o voo, finalizando com éxito a resolugdo da
problematizacdo proposta.
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Avangando na pratica

Determinacao de equa¢ao de movimento pelo
método de Rayleigh

Descrigao da situagao-problema

Vocé é o engenheiro responsavel por determinar os riscos dessa estrutura
e cabe a vocé dimensionar o ponto de ressonédncia desse sistema. A Figura
2.17 representa um sistema de estabilidade usado em uma estrutura flexivel.
Sendo, portanto, simplificado a uma barra delgada uniforme de 10 kg e 5 m
de comprimento, que é articulada no ponto A e esta ligada a quatro molas
lineares de rigidez k =2.000N/m , que representam as vigas flexiveis da estru-
tura, e uma mola torcional de rigidez k, =1.000N- m/ rad , que representa uma
junta flexivel de fixagdo no ponto A.

Figura 2.17 | Barra delgada
k k
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Fonte: Rao (2008, p. 94).
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Para tanto, determine a frequéncia angular natural (representa a frequ-
éncia de ressonancia da estrutura) aplicando o método de Rayleigh.

Resolugio da situagao-problema

Primeiramente, devemos nos lembrar de que o método de Rayleigh
envolve o uso do principio de conservacdo de energia para as energias
maximas cinética e potencial. Com isso, podemos escrever que:

T ix Umrlx

md.
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Para encontrar as energias, devemos usar as equagdes para o caso de
movimento torcional, considerando que a energia cinética se torna:

1 .
T==],0
2 A
E, para encontrar J, , devemos aplicar o principio de eixos paralelos e a
equag¢do de momento de inércia para barras delgadas, que nos dara:

2 2
:l(](+md2)02:l Lmlz+ l 02 ml
2" 2(12 36 2

9

9‘2

A energia potencial pode ser obtida levando em conta as molas do sistema
e o peso da barra, sendo:

U= mgd(1—cose)+z[lkxf +lkx;] + e
2 2 2
~1- Ut =1 =2l 4
Para esse caso, cosf =1 AO ) xl—A € x, =%/ ,0que nos da:
2 2 2 2
U= mgé 0+[kl o +x 25 92]+ K0P = é9—+k5l 92+%kt02

Lembrando que as energias sdo dadas por uma relacdo em que:

T:lmicZ :lmwanz e U:lsz
2 2 2

Com isso em mente, podemos reescrever as equagdes como:

2 2
mdx l ml wnZXz ¢ Uma'x :l m7g1+ 10kl +kt X2
21 9 2 6 9

Aplicando o principio de conservagdo de energia, teremos:

2 2
1{ml wanzzl Lﬂ+10kl e
21 9 2|1 6 9

Assim, isolando w, , teremos:

I 10kP
T8 =k,
wio_6 9
" il
9
Substituindo os valores dados no enunciado, sendo m=10kg, =5m,
— N — N-m, .
k=2.000 /n e k, =1.000 (ad > teremos:
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2 2
@+10kl Lk 10-9,81 5+10 2.000-5 11,000

t
w = |- 9 - 6 9 - 45,1547ray
" ﬂl 10-5 S
9

9

Ou seja, a frequéncia natural de vibragdo da barra submetida as confi-

guracdes apresentadas na Figura 2.17 serd de w, =45,1547 ra% . Isso nos
permite observar a frequéncia em que ocorre a ressonancia nesse sistema.

Faca valer a pena

1. Quando um corpo rigido oscila em relagdo a um eixo de referéncia, seu desloca-

mento passa a ser medido em termos de coordenada angular. Nesse caso, o momento
restaurador é proveniente de uma tor¢ao de elemento eldstico ou momento desbalan-
ceado de uma for¢a ou conjugado.

Assinale a alternativa que apresenta o tipo de vibra¢ao a que o texto-base se refere:
a) Vibragéo torcional.

b) Vibragéo translacional.

¢) Vibragao de Rayleigh.

d) Vibragao de ressonéncia.

e) Vibragdo aeroeldstica.

2. De acordo com os conhecimentos que adquiriu sobre vibragoes, considere as
seguintes sentencas e julgue-as verdadeiras (V) ou falsas (F):

I - Vibragdes torcionais sdo oscilagdes que ocorrem quando um elemento oscila em
torno de um eixo de referéncia.

II - Como vibragdo usa angulos como angulo da curva harménica e 4ngulo de fase,
toda vibragao pode ser considerada torcional.

III - As vibragdes sdao sempre movimentos harmonicos, podendo ser resolvidas
sempre com as equagdes de movimento harmoénico simples.

IV - As vibragoes sdo oscilagoes que podem ser analisadas de diversas formas
diferentes, sendo o método de Rayleigh uma delas.

Com base na sequéncia de valores l6gicos V e F das afirmagoes apresentadas no texto-
-base, marque a alternativa que contém a ordem correta:

),V V, V.

b) V,EV,E

OEV,EE

d)EEV,V.

¢)V,EE V.
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3. para que possamos observar melhor como um péndulo se comporta, de forma
a conseguir visualizar as interacdes entre seus elementos, como a massa e o compri-
mento do cabo que a suporta, veja o péndulo da figura a seguir e analise-o quando
este entra em oscilagdo, saindo do repouso com uma velocidade angular de 1 rad/s,
obtendo assim uma amplitude de 0,5 rad.

Figura | Movimento do péndulo simples

96, =10rad/

e

A=0,5rad /

_//

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine a frequéncia natural e o comprimento do péndulo. Assinale a alternativa
que corresponde a resposta correta.

a) w":Zra% e [~45m.
b) w, =210/ e 1x245m.
) wn=4ra% e [~2,45m.
d) w, =245/ e 122,0m.

&) w,=351d/ e I=245m.
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Secao 2.3

Vibracao livre com amortecimento viscoso e
com amortecimento Coulomb

Dialogo aberto

Caro aluno, vocé ja percebeu que, quando um carro passa por um desnivel
na estrada, ele oscila, porém néo permanece oscilando durante muito tempo?
O movimento cessa apos alguns segundos, e isso ocorre devido ao amorte-
cimento do veiculo. Temos que o amortecimento existe de diversas formas
distintas, podendo ser um elemento construtivo ou intrinseco ao sistema.

Para contextualizar os assuntos que serdo abordados nesta se¢éo, lembre-se
de que, no caso da aeronave que viemos estudando, vocé e sua equipe de
engenharia fizeram algumas andlises, desprezando o amortecimento do
sistema, porém essa consideracdo é usada para se observar os esforgos maximos
sem elementos de dissipagdo de energia. Uma vez que o sistema ndo supor-
taria o pouso sem dissipar a energia vinda dos esfor¢os gerados pelo impacto,
nesse momento vamos focar nossos estudos no amortecimento do sistema,
que fard com que o esse sistema funcione corretamente. Pode-se dizer que o
sistema real possui suspensdo para garantir maior conforto e confianga, tanto
na decolagem quanto no pouso. Para isso, existem amortecedores instalados
para absorver os impactos provenientes de qualquer uma das condi¢des de
operacio da aeronave. Entéo, pense que, ao pousar o avido, este ndo permanece
oscilando indefinidamente, justamente pela existéncia do sistema de amorteci-
mento. Sabendo dos diversos tipos de amortecimento, vocé saberia definir qual
¢ o0 amortecimento usado para esse tipo de aplicagdo?

Desenvolva as equagdes sobre o sistema amortecido pela suspensido do
avido, lembrando que este apresenta uma massa de 45.000 kg para o pouso e
que, no momento em que toca o solo, sofre um deslocamento de 150 mm. Com
isso, pudemos calcular a rigidez do sistema como sendo k=2,7x10° N/m.
Para o sistema de suspensdo, devemos assumir um coeficiente de amorteci-
mento de 0,8, pelo menos, e dessa forma garantimos uma pequena oscilacdo
sem muito desconforto, que seria causado por uma parada brusca.

Ainda nesta se¢do vamos ver os equacionamentos para se dimensionar o
amortecimento de um sistema de forma a encontrar o amortecimento critico
e o fator de amortecimento e também as equagoes de amortecimento viscoso,
Coulomb ou por histerese. Além disso veremos algumas aplicagdes praticas por
métodos numéricos para se resolver os equacionamentos. Portanto, ndo deixe
de estudar e de responder as questdes ao final de sua leitura. Vamos comegar?
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Nao pode faltar

Vibragoes livres com amortecimento viscoso

Todo sistema real que sofra vibragdes terd amortecimento, tendo em vista
que seus componentes apresentam atrito entre si e que os sistemas estao em
meio fluido como o ar, que possui alguma resisténcia ao movimento, portanto
tendo um coeficiente de amortecimento préprio (HIBBELER, 2011).

Conforme ja foi apresentado anteriormente, a for¢a de amortecimento
viscoso é uma relacdo entre a constante de amortecimento (¢) de um fluido e
a velocidade (v) em que o corpo se movimenta nesse meio, ou seja:

F=—cv=—cx (2.59)

O sinal negativo da Equagdo 2.59 denota que a forga ocorre em sentido
oposto a velocidade.

Em um sistema massa-mola-amortecedor, como o apresentado na Figura
2.18, se aplicarmos a lei de movimento de Newton, encontraremos que:

mx? cx kx (2.60)

Figura 2.18 | Sistema massa-mola-amortecedor

k

+X

Fonte: elaborada pelo autor.

Podemos reescrever a equagio levando-a ao equilibrio da seguinte forma:
mx+cx+kx=0 (2.61)

Sendo a Equagdo 2.61 referente a vibragdo livre amortecida, sua solu¢do
corresponde a:

x(t)=C-e" (2.62)
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Em que C e s sdo constantes a serem determinadas pelas condicoes
iniciais do sistema. A inser¢ao dessa fun¢do na equagao de movimento vibra-
torio (Equagdo 2.61) nos trara a equagao caracteristica:

ms* +cs+k=0 (2.63)

Cujas raizes serdo:

— 2_ 2
o eENCamk e [C K (2.64)
’ 2m 2m 2m m

A partir dessas equagdes, podemos encontrar uma constante chamada
coeficiente de amortecimento critico (¢, ) do sistema amortecido. Esse coefi-
ciente garante o minimo de amortecimento necessdrio para que se impega
a vibragdo de um sistema massa-mola. O amortecimento critico pode ser
definido quando o radical da Equag¢ao 2.64 é zerado, portanto:

[Cc]z LI (2.65)

2m m

c.= Zm\/? =2Vkm =2mw, (2.66)
m

Podemos atribuir um fator de amortecimento (¢ ) para qualquer sistema
amortecido como sendo uma razdo entre o amortecimento critico e o
amortecimento do sistema, tendo assim:

(=— (2.67)

Cc
C.

Fazendo uma relagdo entre as Equagdes 2.66 e 2.67, podemos escrever que:
Cc c C
=—. " —¢. 2.68
5 S =Cw, (2.68)

c

Com isso, as raizes da solu¢do podem ser reescritas como:

5= (—4 + /-1 )wn (2.69)

As raizes nos dardo duas possiveis solugdes, sendo:

x,(H)=C,-e" (2.70)

x,(t)=C,-e” (2.71)

Entdo, a solugdo geral serd uma combinacido das duas solugdes, resul-
tando em:

x(t)=C,-e" +C,-e” (2.72)
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Em que C, e C, sdo constantes arbitrarias a serem determinadas pelas
condigdes iniciais do sistema. Substituindo as raizes na Equagio 2.72,
teremos:

7(+\/Czj)wnt 7<—\/(27—1).unt

x(t)= Cle( +Cze( (2.73)

Percebemos assim que, quando o fator de amortecimento é nulo (¢(=0),
temos uma vibra¢do ndo amortecida. Porém, quando (=0, teremos trés
casos distintos, que serdo explicados a seguir:

Caso 1: sistema subamortecido, que ocorre quando (<1 ou c<c, ou
c/ 2m <, /k/ m . Para essa condi¢do, as raizes se tornam:

5, = (—Ciiﬁ )wn (2.74)

E a solugdo pode ser escrita como:

x(t) = X,e ' cos(\[1-CCw,t — ;) (2.75)
X =\(Cc) +(c') (2.76)
6 =19 |~ (2.77)

Em que ¢, € o angulo de fase inicial do sistema e C] e C, sdo constantes
a serem determinadas pelas condigdes iniciais, x, ,=x,, € %, , =%
dando-nos:

0

¢ =Bt (2.79)
1-Cw,

Substituindo as Equagdes 2.78 € 2.79 em 2.76 e 2.77 e, em seguida, substi-
tuindo em 2.75, teremos:

x(t)=e " [xo cos (ﬂwnt) +L@:”xosen( 1-¢* w,f)] (2.80)

J1I=Cw,

O movimento descrito por essa equa¢do ¢ um movimento harmonico
amortecido com frequéncia angular dada por:

w,=1-Cuw, (2.81)

Sendo que, devido ao fator e ', a amplitude sofre um decréscimo, como
mostra a Figura 2.19.
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Figura 2.19 | Comparagdo entre os trés casos de movimentos amortecidos

x(t)

. Nio amortecido (£ = 0)
Superamortecido ({ > 1
Criticamente
~amortecido ({ = 1),
~

Subamortecido (£ < 1)

-~ (w, ¢ mumr
\(/ do que w,)

P

Xol—

(&)

Fonte: Rao (2008, p. 69).

Pesquise mais

Para compreender melhor o passo a passo da determinagdo das
equacgbes de uma vibragdo subamortecida, dé uma olhada na pagina 67
do livro do Rao, que pode ser encontrado em sua biblioteca virtual.

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Caso 2: sistema criticamente amortecido, que ocorre quando (=1 ou
c=c, ou ¢/2m=Jk/m . Nesse caso, as raizes s, e s, sdo iguais:
CC
=5, =——-=—w, (2.82)
2m
Portanto, a solugdo toma a seguinte forma:

S

1

x()=(C, +Cyt)e (2.83)
Sendo que, para as condigdes iniciais x, , =x, %, =X,, teremos:
C =x, (2.84)
E
C, =%, +w,x, (2.85)

O que nos permitird reescrever a Equagdo 2.83 como:

x(t)= [xo + (5(0 + wnxo)t]e_“"t (2.86)
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Dessa forma, podemos perceber que, quando t— oo, o fator e —0
e 0 movimento tornam-se aperiodicos, também sendo representados pela
Figura 2.19.

Caso 3: sistema superamortecido, que ocorre quando ¢>1 ou c>c,
ou c/ 2m> k/m , Ou seja, quando o amortecimento é maior que o amorte-
cimento critico do sistema. Isso implica que ambas as raizes sdo reais e
distintas, sendo s, < s,, dadas por:

51’2:(—§i«/§2—1)wn<0 (2.87)
Podemos expressar o movimento por:

Fehas o i

x(t)=Ce o (2.88)

E as constantes C, e C, podem ser encontradas a partir das condigoes

iniciais x,_,, =x, e x,_, =X, , resultando em:
Xw, (C ++/¢° —1)+5c0
C = (2.89)
2w\ 1
E
—XW, (C— ¢ —1)—9&0
C = (2.90)

2w 1

Esse movimento também pode ser percebido na Figura 2.19.

Sistema torcional com amortecimento viscoso

De acordo com a Figura 2.20, podemos observar o movimento vibratério de
um sistema torcional de forma a perceber que o torque de amortecimento (7).

Figura 2.20 | Sistema torcional em meio fluido

~

A >

€t
b Jo

(XX}
(a) (b)

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 71).
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Esse torque ¢ dado por:

T=—cf (2.91)

Em que ¢, éa constante de amortecimento viscoso por tor¢io e § = do/dt

¢ a velocidade angular do corpo em rotagdo. Assim podemos perceber a

semelhanca entre a composi¢do dos movimentos translacional e torcional e

inferir a equagdo do movimento analogamente ao realizado para o sistema
translacional como sendo dada por:

J0+c0+ko=0 (2.92)

Sendo ], o momento de inércia de massa, k, a constante de rigidez do
sistema sobre tor¢do, ¢ a aceleragio angular sofrida pelo corpo e # o deslo-
camento angular.

Podemos, ainda, dizer que a frequéncia angular de um sistema amorte-
cido é dada por:

w, =A1-Cw, (2.93)
Em que:
k
w,= [+ (2.94)
Jo
E
=45 & (2.95)

C a Ccl Zjown a zm

Sendo ¢, a constante de amortecimento torcional critica.

Decremento logaritmico

De acordo com Rao (2008, p. 68), “o decremento logaritmico representa
a taxa de reducdo da amplitude de uma vibragdo livremente amortecida. E
definido como o logaritmo natural da razdo entre duas amplitudes suces-
sivas”. A razao pode ser representada como:
X, Xpe " cos(w,t, —@,)

e 2.96
x, X, “"cos(w,t, —d,) (2.96)

Sendo ¢, e t, os tempos correspondentes a duas amplitudes.

Se assumirmos que t,=t,+7,, considerando que 7,=2n/w, , entdo a
Equagdo 2.96 tomara a seguinte forma:
Gty
x e :
s R el (2.97)

X, e*@n (h+mg)
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Como o decremento § ¢ o logaritmo natural (logaritmo neperiano),
podemos escrever o decremento como:

2 2
6:lnﬁ:(wan T _2m ¢

— 27T — [ ——
x, *Cwy. ll*CZ’WW lligz w, 2m

Logo, podemos definir o coeficiente de amortecimento de um sistema a
partir de seu decremento, ou seja:

(2.98)

(=0 (2.99)

J@m) 467

Para um coeficiente de até 0,3, podemos assumir que:

§~2m¢ (2.100)
E com isso, o coeficiente de amortecimento passa a ser:
=t (2.101)
2T

Energia dissipada

Nos sistemas viscosamente amortecidos, podemos dizer que a taxa de
variagdo da energia com o tempo dW/dt ¢é dada por:

aw ,

d.
Y ==&
dt

E] (2.102)

Portanto, para um movimento harmonico simples descrito por
x(t) = Xsen(w,t) , teremos:

(27w ) 2 2n

AW = f c[%] -dt :chzwd cos’ (w,t)-d(w,t) =mew, X (2.103)
t=0 t=0

Ainda, podemos expressar a fragdo da energia total do sistema vibratério

que é dissipada em cada ciclo, levando em consideragio as energias potencial

e cinética méaximas. Essa fracdo é denominada de capacidade de amorteci-

mento especifico, que ¢ dada por:

w1 w,

Emwde

AW mew, X > 2
2 2m

C] (2.104)

Wy

Sendo iguais para pequenos amortecimentos e podendo ser expressa
como:

AW
= =26~4 2.105
W ¢ (2.105)
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Outra quantidade importante a ser levada considerada é a comparagido
entre a capacidade de amortecimento em materiais de engenharia, e para tal
existe o coeficiente de perda, expresso por:

(AW/ 271') AW

Coeficiente de perda =~———~+=—— (2.106)
w 27W

QOOC Reflita
Um amortecimento viscoso é o mais comum apresentado em sistemas
: vibratérios? Podemos dizer que esse tipo de amortecimento é sempre
inserido nos sistemas a partir das consideragdes de projeto ou pode ser
encontrado intrinsicamente, sem a necessidade de ser imposto?

Vibragao livre com amortecimento Coulomb

O amortecimento por atrito seco entre partes mecénicas de um sistema é
conhecido como amortecimento Coulomb, sendo muito aplicado em estru-
turas vibracionais devido a sua simplicidade mecanica. A lei de Coulomb
para atrito seco diz que, quando dois corpos estdo em contato, a for¢a F
necessaria para que deslizem é proporcional a forca normal que age no plano
de contato (RAO, 2008, p. 74), ou seja:

F=uN=uW = umg (2.107)

Sendo N a for¢a normal sobre o plano, que é igual ao peso da massa
(W=mg), e p o coeficiente de deslizamento ou atrito cinético.

Observando o sistema da Figura 2.21, tendo em vista que a forma de atrito
varia com a dire¢do da velocidade, temos de considerar dois possiveis casos.

Figura 2.21 | Sistema massa-mola com atrito

0 Ly w
kx

(N~ |N

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Caso 1: quando x é positivo e x ¢ positivo ou quando x é negativoe x ¢é
positivo (massa se desloca da esquerda para a direita, de acordo com a Figura
2.21a). A equagdo de movimento ¢ dada por:

mxX=—kx—puN ou mx—+kx=—uN (2.108)
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A Equagdo 2.109 é uma equacdo diferencial ndo homogénea e possui
solucdo:
UN
x(t)= A, cos(w,t)+ A,sen(w,t) Y (2.109)
Em que w, é a frequéncia angular natural do sistema e A, e A,sdo
constantes a serem determinadas pelas condi¢des iniciais do sistema.

Caso 2: quando x é positivo e x é negativo ou quando x é negativo e x ¢
negativo (massa se desloca da direita para esquerda, de acordo com a Figura
2.21b). A equagido de movimento se torna:

—kx+uN=mx ou mx-+kx=uN (2.110)

E, portanto, a soluqéo se torna:
N
x(t)=A, cos(wnt)+A4sen(wnt)+uT (2.111)
Sendo que A, e A, sdo constantes a serem definidas pelas condi¢des
iniciais do sistema, e o termo uN / k das equagdes é uma constante do deslo-
camento virtual da mola sob a forca uN . Essas equa¢des indicam que o
termo uN /k passa para —uN /k e vice-versa, a cada meio ciclo, conforme
demonstrado pela Figura 2.22.

Figura 2.22 | Movimento com amortecimento Coulomb

Fonte: Rao (2008, p. 74).

Se levarmos em consideragdo que N=myg, podemos expressar as Equagdes
2.108 e 2.110 em apenas uma equagdo da seguinte forma:

mi + pmg sgn(x) + kx =0 (2.112)

Sendo que sgn(y) é denominada de fungdo signum, que assume valor
igual a 1 quando y >0, valor igual a -1 para y<0 e valor igual a 0 com
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=0.A Equagdo 2.112 é uma equagdo diferencial ndo linear e, portanto, ndo
existe uma solugdo analitica simples. Se assumirmos as condi¢des iniciais
para t = 0 e dividirmos o eixo do tempo em segmentos separados por inter-
valos de tempo com dire¢des e movimento diferentes (x=0), poderemos
expressar a amplitude ao final do n-ésimo meio-ciclo por meio da equagio:

(2.113)

Em que r é o nimero de ciclos até o término do movimento que ocorre
quando x, <uN/k.Com isso, podemos escrever:

x, N

k
S T (2.114)

k

Pesquise mais
Para compreender melhor o passo a passo do desenvolvimento da

equacgdo 2.114, dé uma olhada nas paginas 74 e 75 do livro do Rao, que
pode ser encontrado em sua biblioteca virtual.

RAO, S. S. Vibragdes mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Analogamente, podemos atribuir para um sistema torcional, quando este
sofre com um torque de atrito constante, as equag¢des de movimento:

J,G+k6=-T (2.115)

JO+kO=T (2.116)

Sendo T o torque de amortecimento constante. A amplitude do
movimento ao final do r-ésimo meio-ciclo é dada por:
2T
6’y=907rk— (2.117)
t .
Em que 6, é o deslocamento inicial para t = 0, com §=0. Logo, podemos
chegar a equa¢do do numero de meio-ciclos como sendo:

: (2.118)
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Assimile

Todo sistema vibratorio real apresenta amortecimento, seja por meio
! de fluido (amortecimento viscoso), atrito (amortecimento Coulomb) ou

deformagdo (amortecimento por histerese).

Exemplificando

Para exemplificar o calculo do coeficiente por atrito em relagdo a posigdo
medida de massa, temos que um bloco de metal colocado sobre uma
superficie irregular esta ligado a uma mola e recebe um deslocamento
inicial de 10 cm em relagdo a sua posi¢do de equilibrio. Apds cinco ciclos
de oscilagdo em 2 segundos, constata-se que a posigdo final do bloco de
metal é 1 cm em relagdo a sua posi¢do de equilibrio. Qual sera o coefi-
ciente de atrito entre a superficie e o bloco?

Solugao:

Visto que foi constatado que ocorreram cinco ciclos em 2 s, o periodo
de oscilagdo é de 2/5 = 0,4 segundos, e, por consequéncia, a frequéncia
de oscilagdo é:

2 2
w, = k:—7T:—7r:15,708ray
m 71, 04 $
Sabe-se que a amplitude de vibragdo se reduz, em cada ciclo, de:
4 uN 4 pmg
k k

Assim, a redugdo ao final de cinco ciclos sera de 0,10 - 0,01 = 0,09 m:

5 4 pmg :0,09—’M:0)09k
k 20 mg

Como w, =, lk/m , podemos escrever a equagdo como:

0,090, 0,09(15,708)
©20g  20(9.81)

=0,1132

Portanto, o coeficiente de deslizamento ou atrito cinético entre a super-
ficie e o bloco é igual a 0,1132.

Amortecimento por histerese

O amortecimento por histerese ocorre “devido ao atrito entre os planos
internos que escorregam ou deslizam a medida que o material se deforma”
(RAO, 2008, p. 77). Também ¢é denominado amortecimento s6lido ou estrutural.
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Ja vimos que, em um sistema massa-mola-amortecedor, a for¢a neces-
saria para o movimento é dada por:

F=kx+cx (2.119)
Em um movimento harmoénico de:
x(t) = Xsen(wt) (2.120)
A forga pode ser escrita como:

F = kXsen(wt )+ cXw cos(wt) = kx & cwq X —(Xsen(wt))z =kxtyVX2—x>  (2.121)

Se construirmos um grafico para analisarmos o comportamento dessa
forga, teremos algo como o demonstrado na Figura 2.23%, e sabe-se que esse
amortecimento gera um lago de histerese que se forma na curva tensio-de-
formacgao, como mostra a Figura 2.23b.

Figura 2.23 | Lago (a) forca versus deslocamento e lago (b) tensdo versus deformacgdo

F Tensdo

Carregamento

Lago de
’ r——r histerese
cwV X" - X
i Descarregamento
1
: kx
Y x D ¢ao
/ (deslocamento)

Area

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 77).

A similaridade entre esses lagos permite definir a constante de amorteci-
mento por histerese, dado que o coeficiente de amortecimento é considerado
como sendo inversamente proporcional a frequéncia, ou seja:

= (2.122)
w

Em que / é a constante de amortecimento por histerese.

Pesquise mais

Dé uma olhada na pdgina 74 do livro do Rao para conseguir mais informa-
¢Oes sobre as definicGes das equagbes de vibragdo com amortecimento
Coulomb e na pagina 77 para saber mais sobre as dedugdes analiticas e
os métodos numéricos para solugdo do amortecimento por histerese.
Esse livro pode ser encontrado em sua biblioteca virtual.
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RAQ, S. S. Vibrag6es mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Sem medo de errar

Lembre-se da nossa situa¢do-problema em que vocé é o engenheiro de
uma empresa fabricante de avides, e 0 novo modelo de aeronave de grande
porte estd tendo problemas vibracionais. Podemos dizer que o sistema real
possui suspensdo para garantir maior conforto e confianga tanto na decolagem
quanto no pouso, o que significa que existem amortecedores instalados para
absorver qualquer impacto proveniente das condi¢des da aeronave. Levando
em conta que o avido apresenta uma massa de 45.000 kg para o pouso e que,
quando toca o solo, sofre um deslocamento de 150 mm, foi possivel calcular
a rigidez do sistema como sendo 2,7x10° N/ m , 0 que nos permitird calcular
o amortecimento critico do avido, dado este importante para a equipe. Para
o sistema de suspensio, devemos assumir um coeficiente de amortecimento
de 0,8, pelo menos, a fim de garantimos uma pequena oscilagdo sem muito
desconforto provindo de uma parada brusca.

Resolugao

Para resolver esse sistema, primeiro temos que encontrar a constante de
amortecimento critico, fator importante para que consigamos dimensionar o
amortecimento que sera empregado no sistema. Podemos definir a constante
de amortecimento critico a partir da equagéo:

k 2,7x10°
¢ =2 my |~ =2.45.000, 20 =697.137,00N-my/
m 45.000 s

Assumindo um coeficiente de amortecimento de 0,8, como definido pelo
padrao apresentado, sabemos que se trata de um sistema subamortecido, pois
apresenta (<1, e, dessa forma, podemos calcular o amortecedor que serd
empregado no sistema aplicando-se a razdo de amortecimento:

(=<

C

c

Ou seja:
c=C(c, :0,8~697137:557709,6N'f%

Com esses dados em maos é possivel definir a equagdo do deslocamento
do sistema em fung¢do do tempo, usando a Equagdo 2.80 para sistemas
subamortecidos, o que nos resultard em:
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x(t)=e " «{xo cos (ﬁwnt) i/1+7< al (\/—w t)]

Assumindo as condi¢des iniciais do sistema como sendo

x(f=0)=x =150 mm e x(t=0)=x,=0 e substituindo na equagdo de deslo-
camento em fungdo do tempo, teremos:

0+0,8-7,75-150
x(t)=e *¥77! [150 cos(\/l —0,8° ~7,75t) +\J/ri—zsen(\/170,82 -7,75t)]
1-0,8%-7,75

x(t)=e ¥ {150 cos(4,65¢)+200 sen(4,65f)}[mm}

Essa equagdo nos traz o decremento do deslocamento ao longo do
tempo t. Assim, vocé pode dimensionar o deslocamento sofrido pelo
sistema ao longo do tempo, e, com esses dados, a equipe de calculos
computacionais podera elaborar um programa de célculo que determi-
nard todos os deslocamentos sofridos ao longo do tempo, chegando a
conclusdes como se esse fator de amortecimento é realmente o adequado
para o sistema ou néo.

Avangando na pratica

Determinacao da constante de amortecimento
de um fluido

Descrigao da situagao-problema

A constante de amortecimento é um dado importante para o dimensio-
namento dos efeitos vibracionais amortecidos. Vocé é um engenheiro de um
laboratorio de vibracoes mecanicas e foi incumbido de definir a constante
de amortecimento de um fluido, dado que, para isso, utilizou um péndulo
simples de 1 kg. Durante o experimento, vocé inseriu o péndulo em uma
cimara a vacuo para medir a frequéncia natural de base que se mostrou de
0,5 Hz. Quando inseriu o aparato em meio fluido e o colocou em movimento,
vocé pode perceber que ele passou a oscilar com 0,45 Hz. Com base nessas
observagdes, como vocé faria os célculos para encontrar a constante de
amortecimento desse fluido?
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Resolugao da situagao-problema

Sabe-se que um péndulo simples apresenta frequéncia angular natural
dada por w,=,/g/l. Sabendo que, no vicuo, ndo possui amortecimento,

podemos assumir que:
1
fYI = 7wn

N 27
Ou seja,

w, =2 f,=2m-0,5 =714/

Portanto, o comprimento (/) do péndulo é dado por:

= 2,81 =0,9940 m

2 2
m

w

Como a frequéncia amortecida é de 0,45 Hz, podemos usar a equagdo de
N . 1 .
frequéncia angular amortecida, f, =—ws> para encontrar o coeficiente de
T
amortecimento. Sendo assim, teremos:

w, =2 f, =27-0,45=0,9713d/

g= 1=

2 _w? m— 0,97r2
(= [ | (2 ) 1360
w, T

Pela equagdo do movimento do péndulo, temos que:
ml*G +c,0+mgld =0

Ou seja,

O que nos da uma equagdo caracteristica:

ml’s® +c,s+mgl=0
Que resulta nas raizes:

—C

2
¢ | ¢
_ [ t -4
BT [2m12] I

Lembrando que o amortecimento critico ocorre quando o radical se
torna nulo, teremos:
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2
Ca 7&_ _ 2, —9.1. 2 N-m-s
[_Zmlz] ] =0—c¢, =2ml w,=2-1-0,994" -7 =6,2080 %ad

Com isso, obtemos que:

C:i—wt =¢,(=6,208-1,3694

ct

_ N-m-s
¢, =8,5013N'my/ |

Isso nos permitiu encontrar a constante de amortecimento do fluido que
poderd ser usada para definir os efeitos vibracionais de outros sistemas vibra-
torios submetidos a esse amortecimento viscoso.

Faca valer a pena

1. Existem basicamente trés tipos de amortecimento que podem ser analisados em

sistemas vibracionais. Sabe-se que o amortecimento é a dissipagdo de energia e quando
ocorre por meio fluido é denominado , ocorrendo por deslizamento
entre superficies de contato denomina-se e quando provém de

deformacdo do material pode ser denominado de

Assinale a alternativa que completa corretamente as lacunas do texto-base, respecti-
vamente.

a) Amortecimento viscoso, amortecimento Coulomb e amortecimento por histerese.
b) Amortecimento Coulomb, amortecimento por histerese e amortecimento viscoso.
¢) Amortecimento viscoso, amortecimento por histerese e amortecimento Coulomb.
d) Amortecimento Coulomb, amortecimento viscoso e amortecimento por histerese.
e) Amortecimento por histerese, amortecimento Coulomb e amortecimento viscoso.

2. Se um sistema massa-mola possui uma massa de 200 kg e uma rigidez de 1000
N/m, qual serd o minimo de amortecimento necessario para que o sistema nao vibre?
Em seguida, se aplicarmos um amortecedor de 450 Nm/s, qual seria o coeficiente de
amortecimento do sistema?

Assinale a alternativa que traz os valores de ¢, e { corretos.
2) ¢, 2894Nm/ e (=080,
b) ¢, =860N"1/ e ¢=0,50.
o) ¢, =894N'm/ e (0,50,
d) ¢, =904N'1/ e ¢=0,80.

&) ¢, =596Nm/ e (=130
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3. Os sistemas com amortecimento viscoso podem surgir de trés formas diferentes.
Sendo um sistema linear, massa-mola-amortecedor, com rigidez de 9.000 N/m, que
possui uma massa de 10 kg e um amortecedor de 300 Nm/s, qual seria o tipo de
amortecimento desse sistema?

Julgue qual é a alternativa que melhor descreve o amortecimento do sistema e assinale
a alternativa correta.

a) O sistema é superamortecido, tendo em vista que ¢ >1.

b) O sistema é subamortecido, tendo em vista que ¢ >1.

c) O sistema é criticamente amortecido, tendo em vista que { =1.

d) O sistema é superamortecido, tendo em vista que ¢ <1.

e) O sistema é subamortecido, tendo em vista que ¢ <1.
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Unidade 3

Vibragées forcadas

Convite ao estudo

Caro aluno, vocé ja parou para pensar como funcionam as diversas
maquinas existentes? Imagine uma pequena furadeira manual usada para
reparos (com certeza vocé ja usou uma!). Essa pequena maquina contém
um motor elétrico (ou seja, é uma maquina rotativa) e, portanto, apresentara
vibra¢do devido ao movimento do motor, que, na pratica, sempre terd um
desbalanceamento. Com isso, devemos ser capazes de analisar todos os tipos
de sistemas, que apresentardo as mais diversas formas de vibragao.

O objetivo desta unidade de ensino é que vocé se torne capaz de dimen-
sionar e avaliar vibragdes forcadas e com mais de um grau de liberdade. Para
isso, vamos estudar a analise de vibracdes forcadas de um grau de liberdade,
depois a andlise de vibragdes forcadas com dois graus de liberdade, finali-
zando os estudos com vibrag¢des for¢adas com varios graus de liberdade.

Agora, pense que vocé é um engenheiro de uma multinacional fabri-
cante de navios que atualmente estd desenvolvendo um novo modelo de
navio. Apds desenvolver as condi¢des de funcionamento do navio, a equipe
passou a vocé os dados necessarios para que vocé realize alguns calculos a
fim de dimensionar as vibragdes que podem causar problemas estruturais
no navio, dado que com tais célculos serd possivel prever frequéncias vibra-
cionais que devem ser evitadas e os efeitos que o navio pode sofrer durante
o funcionamento.

Devido a complexidade desse problema, podemos dividi-lo em trés
partes. A primeira parte serd responsavel pela realizacao dos célculos, aproxi-
mando o problema em um grau de liberdade para obter dados gerais. Em
seguida, vamos dividir o problema em dois graus de liberdade, para assim
obter algumas informac¢des mais especificas de pontos-chave do navio. Por
final, vamos observar o navio de forma mais ampla, tornando o problema o
mais proximo possivel da realidade, a fim de explicar outras caracteristicas
que ndo poderiam ser expressas por demasiadas simplifica¢des.

Vocé ja imaginou como devem ser tratados problemas de vibragdo
provindas do funcionamento de maquinas? Saberia como resolver um
problema vibracional por forgas externas 8 maquina?



Nesta unidade vamos percorrer os conteudos necessirios para que
possamos resolver e analisar diversos sistemas com vibragdes forcadas,
0 que nos leva a um inicio de analise de vibra¢des forcadas com um grau
de liberdade, compreendendo seu funcionamento e levando em conta as
forgas externas, como as for¢as vindas de uma base ou suporte, bem como as
internas em sistemas autoexcitados. Apos isso, veremos sistemas com dois e
mais graus de liberdade com suas diferentes formas de analise e condigoes de
estabilidade e instabilidade.



Respostas de um sistema

Dialogo aberto

Bem-vindo a mais uma se¢do de estudos sobre vibragdes. Imagine que vocé
esta indo para o seu emprego em uma multinacional e, quando vai ligar seu carro,
percebe que, quando vocé dd a partida no motor, o carro oscila brevemente e depois
0 motor apenas mantém uma vibracdo minima, podendo ser ouvido até mesmo
de dentro da cabine. Esse efeito é a vibragio livre causada pela perturbacio inicial
devido ao arranque do motor, mas, como o sistema do automével é amortecido,
essa vibragdo é dissipada, restando apenas a vibragdo provinda do funcionamento
do motor, ou seja, uma vibragdo forcada.

Agora vocé é o engenheiro de uma multinacional fabricante de navios, respon-
savel pelos calculos de vibragoes dessa empresa. Os dados do novo modelo do
navio foram passados a vocé, para que realize alguns calculos que permitirdo
que dimensione a vibragdo, algo que fara com que os outros engenheiros possam
analisar os materiais empregados na constru¢do do navio, dimensionar os esforcos
do sistema de propulsio, definir os tipos de elementos que serdo usados, entre
outras consideragdes.

Primeiramente, a equipe pede que vocé dimensione a resposta vibracional
esperada para a hélice do navio na base do seu eixo, quando o motor exercer ao
eixo um deslocamento harmonico angular de 0,07 sen(296 ¢) rad . O intuito dessa
analise é garantir a equipe os dados necessarios para que ela possa checar se os
materiais preditos estio adequados para o projeto. Para tanto, sabe-se que a agua é
um meio fluido que exerce ao sistema um fator de amortecimento de 0,1. Alguns
dados da hélice enviados a vocé foram: o peso de 10° N e o momento de inércia
de massa polar de 10.000 kgm®. Ainda, a hélice estd ligada a0 motor por um eixo
oco, conforme mostrado pela Figura 3.1, com médulo de elasticidade transversal
G do aco é 80 GPa.

Figura 3.1 | Sistema da hélice do navio

Aguxl (prové
amortecimento)

20m

Motor

- 02m \
Helice Eixo da hélice Perturbagio vibrataria
(10°N) oco escalonado  do motor

(g coswt)

Fonte: Rao (2008, p. 133).
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Com base nas informagdes que lhe foram dadas, vocé ja conseguiria
resolver tal problema? Ja consegue imaginar como ocorrem as vibragoes
nesse sistema de propulsio?

Nesta secdo vamos analisar as respostas vibracionais com excitagdo
forcada externa e interna para sistemas com um grau de liberdade. Isso
nos permitira resolver diversos problemas de engenharia. Dedique-se aos
estudos e boa sorte.

Nao pode faltar

Tem-se que as vibragdes forcadas ocorrem quando um sistema mecénico,
ou estrutural, sofre com esfor¢os externos, como mostra Rao (2018, p. 101).
A natureza da excitagdo pode ser harménica, ndo harmonica periédica e ndo
periddica ou aleatdria. A resposta harménica é a denominagdo dada a um
sistema submetido a uma excita¢do harménica, enquanto que para a pertur-
ba¢do aplicada repentinamente é dado o nome de resposta transitdria.
Observe o sistema massa-mola-amortecedor apresentado pela Figura 3.2.

Figura 3.2 | Sistema massa-mola-amortecedor

k

+X

Fonte: elaborada pelo autor.

Se aplicarmos uma excitagdo harmoénica da forma F(t)=Fe“"™ ou;
F(t)=F, cos(wt +¢) ou; F(t)=E,sen(wt+¢), considerando que F, é a ampli-
tude do esfor¢o, w éafrequénciae ¢ é o angulo de fase (que depende direta-
mente do valor de F(t) na condi¢io inicial, onde ¢ = 0, sendo normalmente
zero) e considerando que o sistema apresentado na Figura 3.2 é viscosamente
amortecido, sua equagdo de movimento sera dada por:

mx +cx +kx=F(t) (3.1)

Essa equagdo é ndo homogénea, tendo sua solugdo geral x(t) como a
soma da solugdo homogénea (x,(t)) com a solugdo particular (x,(t)). A
solugdo homogénea representa a vibragdo livre presente no sistema, ou seja,
¢ a solugdo da equagdo m¥+cx+kx=0, vista anteriormente. A vibracdo
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livre em um sistema amortecido se dissipara com o tempo, o que nos deixard
apenas com a solugdo particular ( x,(t) ).

Assimile

E importante lembrarmos que a resposta harmdnica é a que ocorre
! quando um sistema é submetido a excitagdo harmoénica; enquanto

que, se a perturbagdo for ndo periddica, a resposta recebe o nome de

resposta transitdria.

Resposta de um sistema nao amortecido submetido a for¢ca harmdnica

Se uma for¢a F(t)=F,cos(wt) agir em um sistema ndo amortecido, a
equag¢do de movimento tomard a seguinte forma:

m¥ + kx = F, cos(wt) (3.2)

A solugdo homogénea para a Equagdo 3.2 de movimento serd, assim
como vimos anteriormente, dada por:

x,(t) =C, cos(w,t) + C,sen(w,t) (3.3)

Dado que, nesse caso, a for¢a é harmonica; portanto, a solu¢do particular
também serd harmonica e terd a mesma frequéncia (w ) da for¢a, tomando
a seguinte forma.

x (t)= X cos(wt) (3.4)

P

Em que X é uma constante que denota a maxima amplitude de x,(t) . Se
substituirmos a Equagao 3.4 em 3.2 e resolvermos para X, teremos:
E 9

0 st

e .

Uma vez que 6, =F,/k expressa a deflexdo da massa sob a for¢a F,, por
vezes conhecida como deflexao estatica. Lembrando que a solucio total da
Equagio 3.2 (equagdo de movimento) é a soma das duas solugdes, teremos:

x(t) = C, cos(w,t)+ C,sen(w,t) +$cos(wt) (3.6)

Para definir as constantes da equagio, usamos as condigdes iniciais do

sistema, em que Xy =Xy € Xyg) =%+ Assim, teremos:
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E
Cl =X, _m € C2 = wo (3.7)

Consequentemente, resltando em:

x, ——2>—lcos(w t)+
o k—mwz] .0

0
w

n

x(t)=

sen(w,t) + ——— cos(wt)

A amplitude maxima desse movimento pode ser expressa em uma razio,
conhecida como fator de amplia¢do (que pode ser encontrado na literatura
como M e FA), dada por:

oy (39)

Temos que a variagdo do fator de ampliacdo denota trés casos distintos,
sendo:

Caso 1: quando 0<wj/w, <1, diz-se que o denominador da Equagdo 3.9
serd positivo e a resposta particular estara em fase com a forga externa, como
mostrado pela Figura 3.3.

Figura 3.3 | Resposta harménica quando 0 < w/wn <1

F(r) = Fycos wr x,(1) = X cos wt

Fy

(,|\ PN ™ L\«

Fonte: Rao (2008, p. 103).

Caso 2: quando w/w,>1, o denominador da Equagdo 3.9 é negativo,
sendo, portanto, a solucdo expressa por:

x,(t) =—X cos(wt) (3.10)

Em que a amplitude é redefinida para ser positiva, dada por:

) o

Como x,(t) e F(t) tém sinais opostos, apresentam uma defasagem de
180° entre si, o que pode ser percebido na Figura 3.4. Ainda, temos que,
quando a razao w/ w, se torna muito maior que um, ou seja, tende a infinito
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(w/w, — o0 ), teremos entdo a amplitude tendendo a zero (X —0).

Figura 3.4 | Resposta harménica quando w/wn >1

F(r) = F, cos wt xp(r) = —X cos ot

Fy

MDD \yw
-X

Fonte: Rao (2008, p. 103).

Caso 3: ocorre quando w/w, =1, ou seja, quando a frequéncia excitadora
¢ igual a frequéncia natural. Com isso, a amplitude X se torna o0, e essa
condi¢do é conhecida como ressonéncia, dado que sua resposta é obtida por:

x(t) = x, cos(w,t) +ﬁsen(wnt) +%sen(wnt) (3.12)
wﬂ

Assim, podemos considerar o efeito da ressonancia como um ganho na
amplitude, representado pela Figura 3.5.

Figura 3.5 | Efeito da ressonancia

0 =
2 H“\_H
“_T=Talr -

(0

Fonte: Rao (2008, p. 103).

Os trés casos apresentados anteriormente podem ser representados pelo
grafico do fator de ampliagdo mostrado na Figura 3.6, no qual é possivel
perceber que quanto mais a razdo de frequéncias se aproxima de 1, mais a
amplitude tem um aumento de valor.
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Figura 3.6 | Fator de ampliagdo em sistemas ndo amortecidos
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Fonte: Rao (2008, p. 103).
Resposta de um sistema amortecido a for¢a harmdnica

Tem-se que um sistema massa-mola viscosamente amortecido subme-
tido a uma for¢a harmonica terd a seguinte equagdo de movimento:

m¥ + cx + kx = F, cos(wt) (3.13)

Para tanto, de acordo com Hibbeler (2011, p. 525), existird uma solugdo
homogénea que, representando a vibracdo livre do sistema, tendera a se
dissipar com o tempo, restando apenas a solugdo particular da Equagdo 3.13
para ser analisada, dada por:

x,(t) = X cos(wt + ) (3.14)
Sendo X e ¢ constantes a serem determinadas como:
F cw
X= 0 e p=tg | ————— 3.15
% o=t [k —mw’ ] ( )

g

Lembrando que w,=\k/m, (=c/c., §, =F/k e r=w/w, , podemos
substituir para X e ¢, obtendo o fator de ampliagdo ( X/6, ) e o 4ngulo de
fase como sendo:

X 1 2Cr
P el ¢:tg’l[ ] (3.16)
8, (l—rz)2 +(2Cr)2 1-r*
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Com base na Figura 3.7 podemos observar os efeitos do amortecimento
para o grafico de amplia¢do, diminuindo o efeito da ressonancia e inibindo o
ganho de amplitude.

Figura 3.7 | Fator de amplitude amortecido

FA=T4 12

0 04 08t12 16 20 24 28 32

1.0
r= 7
UJ"

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 106).

ooc Reflita
E possivel perceber o qudo diferente sdo os comportamentos dos

sistemas vibracionais livre e amortecido. No entanto, vocé acha que o
amortecimento anula a ressonancia ou ela é apenas atenuada?

Vibragao com amortecimento Coulomb

Tem-se que 0 movimento vibratério de um sistema com amortecimento
Coulomb submetido a uma for¢a harmonica F(t):sen(wt) é expressa pela
seguinte equagao:

m5é+kx:|:uN:F(t):FOsen(wt) (3.17)

De acordo com Rao (2008, p. 115), apesar de a solu¢ao da Equagdo 3.17
ser muito complicada de se obter, podemos simplificd-la, tendo em mente
que, se a forca de atrito for grande, o movimento sera descontinuo, e se a
forga de atrito for pequena comparada a F,, podemos aproximar o amorte-
cimento devido a esse atrito a energia dissipada por um amortecedor viscoso
equivalente, durante um ciclo completo. Assim, ¢ dito que a energia dissipada
pelo atrito é dada por:

AW = 4uNX (3.18)
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Em que 1 é o coeficiente de atrito cinético, N é a for¢a normal do sistema
e X éaamplitude. Assim, energia dissipada por um amortecimento viscoso
¢ dada por:

AW:T(CequZ (3.19)
Em que ¢, denota a constante de amortecimento viscoso equivalente.
Igualando as Equagdes 3.18 e 3.19, teremos:

4uN

4uNX =mc, wX? —c¢ =
A e (3.20)

Sendo assim, podemos resolver a solugdo particular x,(t) = Xsen(wt — )
a fim de se encontrar a amplitude, que é dada por:

. 2)\2 zré 5 \2 A
- W)+ W w w
R R T
! ! (3.21)
Com
gzceq: o __ApN __ 2pN
o 2mw, 2mwmwX  TmwwX (3.22)
Substituindo 3.22 em 3.21, temos que:
214
1— 4uN
X:i 7F,
k 2
W, (3.23)

Para evitarmos valores imaginarios de X e ¢, devemos atribuir algumas
condigdes para a utilizagdo dessa equagdo, que, conforme ja foi dito, deve ter
a forga de atrito menor que a amplitude da for¢a harménica (F, ). As condi-
¢coes sdo:

4uN

,

E 4
>0 ou X >—.
uN

1—

Se obedecermos a essas condi¢des, permaneceremos dentro do campo
dos valores reais e racionais tanto para a amplitude quanto para o angulo de
fase, sendo que este tltimo é dado por:
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2, 4pN
| G - w, -
¢_tgl[k q 2]—tgl : _tgl TFkXZ
—mw 1-Y 1-Y
E E (3.24)
Substituindo 3.23 em 3.24 teremos:
4uN
TF
—tg ! 0
p=tg e YA
1—| 2N
(3.25)

Vibrag¢ao forcada com amortecimento por histerese

Conforme ji vimos, o amortecimento por histerese dissipa a energia
do movimento vibratério a partir da deformagio do sistema. Se uma forca
harmonica F(t)= FEsen(wt) for aplicada a um sistema submetido a esse tipo
de amortecimento, teremos a seguinte equagao de movimento:

Bk

m¥+—x+kx=F sen(wt) (3.26)
w

Dado que (ﬁk/ w)a'c = (h/ w)ic expressa a for¢a de amortecimento por histe-
rese. Assim, obtemos a amplitude e o angulo de fase para a solugéo particular
x,(t) = Xsen(wt) , COMO sendo:

i
x= P
k[l—wz +
w’l
(3.27)
E
¢=tg"' ’82
-2
“n (3.28)
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O amortecimento viscoso é o mais simples para ser utilizado na pratica,
visto que apresenta equagdes de movimento lineares. Nos casos de amorteci-
mento Coulomb, por histerese e outros amortecimentos, mesmo que sendo
complexos, podemos definir uma constante de amortecimento viscoso
equivalente, assim como apresentado anteriormente (RAO, 2008, p. 118).

Pesquise mais
Para saber mais sobre os equacionamentos e as definicdes dos

movimentos amortecidos por amortecimento Coulomb e histerese, dé
uma olhada nas paginas 115 a 118 do livro do RAO, que pode ser encon-
trado na sua biblioteca virtual:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Resposta a um sistema amortecido com movimento harmonico de base

De acordo com Rao (2008, p. 110), é muito comum os sistemas vibrato-
rios serem excitados pela base ou suporte. A Figura 3.8(a) mostra um sistema
com vibragdo de base, sendo y(t) o deslocamento da base e x(t) o desloca-
mento da massa em relagio a base. Tem-se que o alongamento da mola sera
x—y e avelocidade relativa serd x—y , conforme pode ser percebido pelo
diagrama de corpo livre apresentado na Figura 3.8(b).

Figura 3.8 | Movimento harmdnico de base

+i
+x +x

w I

k |L] e y(t) =Y sen wt k(x-y) e(x-1)

Base

(a) (b)

Fonte: Rao (2008, p. 111).

Se¢do 3.1/ Respostas de um sistema - 123



Com isso, a equa¢ao de movimento passa a ser:
mX+c(x—y)+k(x—y)=0 (3.29)

Se tivermos um deslocamento y(t)=Ysen(wt) vindo da base, entdo a
Equagdo 3.32 torna-se:

mi + cx + kx = ky + cy = kYsen(wt) 4+ cwY cos(wt) = Asen(wt —«)  (3.30)

Uma vez que A=Y,/k*+(cw)’ e a=tg"'(—cw/k) . Podemos perceber que

a excita¢do da base é andloga a imposicdo de uma for¢a de amplitude A a um
sistema; portanto, sua solugéo sera:

x,(6)= Tk +(cw) sen(wt—¢1—a) (3.31)

[(k —mw’ )2 + (cw)2 2
Em que:
6 =tg" [ kj:w} (3.32)

Se aplicarmos identidades trigonométricas, podemos reescrever a
Equagio 3.31 como sendo:

xp(t):Xsen(wt—QS) (3.33)

Portanto, X e ¢ sio dados por:

s

_ L+ (2¢r)

— (k,mwz)er(cw)z - (1*1’2)2+(2§r)2 (3.34)

X K+ (ccu)2
Y

=tg! (3.35)

20r°
1+ (4¢> =1)r

Resposta de um sistema amortecido ao desbalanceamento rotativo

O desbalanceamento é uma das principais causas de vibragdes em
madquinas rotativas. Nesse tipo de sistema, consideramos a massa total do
sistema como sendo M, e m/ 2 o valor das massas de desbalanceamento que
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giram a uma velocidade angular w , conforme pode ser observado na Figura
3.9(a). Com isso, as massas geram uma forga centrifuga mew’ / 2w que causard
uma vibragdo na massa M. No sistema apresentado, tem-se que a simetria
A - A garante que a oscilagdo ocorra somente no eixo vertical com forga
periodica F(t)= mewzsen(wt) , € com isso a equagdo de movimento se torna
(RAO, 2008, p. 114):

M + cx + kx = mew’sen (wt) (3.36)

Figura 3.9 | Vibragdo por desbalanceamento rotativo

ol

@ Q’P{ T, — — 's’én w? co8 e
e cos wr- g

§——

]
-l ?cos o ;
%
‘Y""\ A \Ik (0 l . 1

5 cwsenar s ':," ew’ senw it

(a) (k)

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 114).

A resposta para essa equacdo continua sendo x,(t)= Xsen(wt —¢), e w,
passa a ser \/k/M . Sendo assim, a amplitude toma a forma:

Yo mew*
B 2 A (3.37)
[(k Muw ) —l—(cw) ]
E
¢:tg‘l[$] (3.38)

Definindo ¢ =c/c, e ¢, =2Muw,, podemos reescrever 3.37 e 3.38 como
MX r

sendo: (e
E:[(l—r) (24)}/ T [1—1’2]

(3.39)

Pesquise mais
Para saber mais sobre os equacionamentos e as definicGes de desba-

lanceamento rotativo, dé uma olhada nas pdginas 113 a 115 do livro do
RAO, que pode ser encontrado na sua biblioteca virtual:
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RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Com isso, podemos afirmar que:
A ressonéncia é afetada pelo amortecimento.
Impondo-se velocidades muito altas, o amortecimento é desprezivel.

Para 0<(< 1/ V2 , temos a ocorréncia do maximo de MX/ me quando a

solu¢do nos da que r=————>1, assim:
J1-2¢°
[%] 1 (3.40)
me Jnix 2C\1-C?

Portanto, os picos ocorrem a direita da ressonincia de r = 1.
MX
me

Para (> 1/ \/5 , temos que nao atinge um mdximo; seu valor cresce

de0alcom r=0 e r— oo , respectivamente.

Cl@ Exemplificando
! O diagrama esquematico de uma turbina hidraulica Francis é mostrado na

Figura 3.10, no qual a 4gua escoa de A, passa pelas pas B e desce até a pista de
descarga C. O rotor tem uma massa de 195 kg e um desbalanceamento (me) de
3,5 kg.mm. A folga radial entre o rotor e o estator é de 5 mm. A turbina opera
na faixa de velocidade de 600-6000 rpm. Podemos admitir que o eixo de ago
suporta o rotor e esta fixado nos mancais. Determine o didmetro do eixo de
modo que o rotor fique sempre afastado do estator em todas as velocidades
de operagdo da turbina. Suponha que o amortecimento seja desprezivel.

Figura 3.10 | Turbina hidraulica Francis

Rotor

J _-l |‘_ 5mm
A= R ////'/‘%////—- ),

7

c

Calha de descarga

Fonte: Rao (2008, p. 114).
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Solugdo: podemos encontrar a amplitude maxima do desbalanceamento
a partir da Equagdo 3.38. Considerando o amortecimento desprezivel,

temos que:

o mew’ _ omew’ mew’

{(k_sz)z +(0w)2}% (k—sz) k(l—rz)

Em que me=3,5kg-mm, M =195kg e ovalor-limitede X=5mm .0
valor de w esta na faixa de:

2 27
2 9o rad 2 rad
600X 20 K a 6.000x 2007 A

_ /k — |k — rad i
Enquanto que w, = A/I_ %95—0,071&/% K , se k estiver em

N/m. Para w:ZOWVKteremos:

(3,5%107)x(207)’ 1dr
 k—7,8x10'7

0,005 = : Hk:7,83><1047r2%
(207r)
(0,0716vk )2

ki1—

Para w= 2007rra% teremos:

(3,5%107)x(2007)’ 20072
 k—7,8x10°7

— _ 6_2N
0,005 = —k=7,8x10°T Aj

(2007)’

(0,0716vk )2

ki1—

Pela Figura 3.10 podemos perceber que, se r— o0 a amplitude de
vibragdo do eixo pode ser minimizada. Para isso, sendo r:w/wn e
sabendo que w, :W, teremos que ter uma rigidez k pequena.
Isso pode ser conseguido selecionando o valor de k como sendo
k=7,83x10"7* N/m , tendo em vista que a rigidez de uma viga de
secgdo circular com massa na extremidade é dada por:

3El 3E(wd*
k===
I I’ 64

Podemos determinar o didmetro do eixo como sendo:
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. 6akl  (64)(7,83x10'7%)(2)
C3mE - 3r(2,07x10")

d =2,0281x10 "m*

Ou seja,

d=0,11934 m=119,34 mm

Assim, teremos que ter um eixo com diametro de 119,34 mm para
garantir que o deslocamento vibracional se mantenha dentro de uma
amplitude de 5 mm, garantindo assim a integridade do sistema.

Autoexcitagao é bem comum em maquinas

De acordo com Rao, podemos definir como autoexcitagao:

A forga que age sobre um sistema vibratério normalmente é
externa ao sistema e independente do movimento. Todavia, ha
sistemas para os quais a for¢a excitadora é fun¢ao dos parame-
tros de movimento do sistema, como deslocamento, velocidade
ou aceleragdo. Tais sistemas sdo denominados sistemas vibra-
torios auto-excitados, visto que o proprio movimento produz

a forga excitadora. A instabilidade de eixos rotativos, a tremu-
lagdo de pds de turbinas, a vibragdo de tubula¢oes induzida pelo
escoamento de fluido, a vibracdo nas rodas de um automovel e
o movimento aerodindmico induzido nas pontes sdo exemplos
tipicos de vibragdes auto-excitadas. (RAO, 2008, p. 119)

Analise de estabilidade dinamica

Um sistema é dinamicamente estdvel se o movimento convergir ou
permanecer estavel com o tempo. Porém, se a amplitude do deslocamento
aumentar continuamente com o tempo, o sistema serd dinamicamente
instavel (isso ocorre devido a autoexcitagdo que alimenta o sistema com
energia). Para exemplificar, vejamos um sistema amortecido com um grau
de liberdade:

mx+cx+kx=0 (3.41)

Se admitirmos uma solugdo x(t)=Ce", que ja conhecemos, teremos uma
equagdo caracteristica dada por:

52+i5+£:0 (3.42)
m m
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Resultando nas seguintes raizes:

(3.43)

Assim, o movimento se torna aperiodico e divergente se as raizes forem
reais e positivas, dado que essa condi¢do pode ser evitada se k/m e ¢/m forem
positivos. Para analisar essa condi¢do, teremos que expressar as raizes como
sendo:

ss=p+iq e s,=p—ig> (344)

Uma vez que p e q sio nimeros reais, de modo que:

(s=s)(s—s5,)=5"—(s,+s,)s+s5,=5 +is+£:0 (3.45)
m m
As Equagoes 3.44 e 3.45 nos resultardo que:
Lo (n4,)=-2 e kzslszzszrqz (3.46)
m m

Essas equagdes mostram que ¢/m serd positiva para todo valor de p
negativo e que k/m deve ser positivo para p’+q°. Assim, o sistema serd
dinamicamente estavel se c e k forem positivas (RAO, 2008, p. 119).

Pesquise mais

Estude mais sobre estabilidade e instabilidade dinamica nas paginas
- 119-123 do livro do RAO, que pode ser encontrado na sua biblioteca

virtual:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Sem medo de errar

Vocé, engenheiro de uma fabricante de navios, recebeu uma tarefa da
equipe de engenharia para dimensionar a vibragdo torcional da hélice do
novo modelo de navio que estdo projetando, e com os resultados de sua
andlise a equipe poderd pensar em estratégias para resolver problemas, caso
necessario. Os primeiros calculos pedidos foram para a resposta vibracional
esperada da hélice do navio na base do eixo, quando o motor exercer um
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deslocamento harmonico angular de 0,07sen(296t) rad . Para efetuar os
calculos, sabe-se que a égua exerce ao sistema um fator de amortecimento
de 0,1. E a equipe lhe deu os seguintes dados da hélice: peso de 10°N e o
momento de inércia de massa polar de 10.000 kgm®, dado que a hélice estd
ligada ao motor por um eixo oco de ago, conforme mostrado na Figura 3.1.
O modulo de elasticidade transversal G do aco é 80 GPa.

Figura 3.1 | Sistema da hélice do navio

Agua (prové
amortecimento)

_____ e _?H_m_ Iy _-'.: -

— == A [].4_@____/'1_‘_,)
—_——— = \ Motor

Ny 02m 0,6m \\
Hélice Eixo da hélice Perturbagiio vibratéria
(][15 N) oco escalonado do motor
(e COSawl)

Fonte: Rao (2008, p. 133).
Resolugao:

Se fizermos uma relagio com o movimento vindo da base, para um
sistema torcional, podemos escrever a equa¢ao do movimento vibracional
como sendo:

Jf+c,(0—a)+k (0—a)=0

Em que 6 ¢é o deslocamento angular do eixo e a ¢é o deslocamento
angular da base dada em asen(wt). A solugio particular para esse sistema
nos da:

0P (t) = Osen(wt — @)

Que nos resulta na resposta harmonica dada pelas equagdes:

%
kt2 + (c[o.z)2 ’

' (kt - ]sz )2 + (th)z

3
-1 ]Octw

O=q 2
k, (k,—]owz)—i—(wct)

Sendo que J,=10"kgm®, (,=0,1, e w:296rad/s, Ainda, podemos
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encontrar a rigidez torcional dos eixos aplicando a equagdo dada por k, = %

, sendo G o modulo de elasticidade transversal, ] o momento de inércia do
eixo e [ o comprimento do eixo. Observando o esquema mostrado na Figura
3.11, podemos aplicar a equagdo da rigidez como se segue.

Figura 3.11 | Caracteristicas do eixo

20m 30m
L | 1]
I A——
0,4mI 0,6m
____T__T___ —_———- ] L — —|
/ 0,2m
Eixo 2 0, \
Eixo 1
Fonte: elaborada pelo autor.
G 80x10° [%(0,6“ —0,4“)]
(k) =—1L= =27,2272x10°N-m,
! L 30 rad
80x10° [i(o,4“ 70,2“)]
_ 2]2 _ 32 _ 6 N-m
(k),= —9,4248x10°N-m//
2 1 20 rad
2

Aplicando a equivaléncia de molas em série, teremos:

. (k),(k), (27,2272x10°)-(9,4248x10°) - oL3x10N-m
"k, (), 27,2272x10°+9,4248x10° -

rad

Assim, como a equag¢do de amortecimento pode ser escritacomo ¢=¢ (2\/ mk) ,
podemos fazer a seguinte relacdo com movimento torcional:

¢ :<(2 J ok, ):0,1(24 hot ~(7,0013x10"’)): 52919,8624N'm'%ad

Agora, substituindo os valores encontrados nas equagdes de resposta
harmonica, teremos:

(7,0013x10°)° +((5,2920x10‘*)~(296))2 8

©=0,07
((7,0013%10°)—(10*)-(2967))" +((5,292010")-(296) )
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©~1,382x10 ’rad

(10")-(5,2920x10")-(296 )

(7,0013><106)4[(7,0013><106)7(104)(2962 )}+(2964(S,2920><104))2
¢ =1tg'(—2,35013) = —66,9498° = —1,1685rad

Com essa amplitude de deslocamento e esse dngulo de fase, podemos
escrever a solu¢io particular como sendo:

0,(t)= (1,382>< 10*3)sen(296t +1,1685)
Por fim, com esses dados a equipe poderd concluir alguns calculos do
projeto e chegar a valores importantes para dar continuidade aos testes.

Avancando na pratica

Projeto de uma esteira vibratoria

Descrigao da situagao-problema

Vocé e sua equipe de engenheiros desenvolveram uma nova esteira vibra-
toria para selecdo de graus variados, dado que ela foi construida para gerar
uma amplitude de vibra¢io de 20 mm quando vazia, por terem determi-
nado durante os célculos do projeto que essa seria a amplitude maxima para
garantir a integridade da maquina. Porém, quando o protdtipo foi construido,
percebeu-se que a esteira estava apresentando amplitudes maiores que a
definida. Para garantir o bom funcionamento da esteira, vocé foi incumbido
de definir a nova massa da esteira para que ela opere na amplitude desejada,
sabendo que ela se encontra instalada sobre quatro molas de 1.200 N/m cada
e que a maquina trabalha com uma amplitude de for¢a harmonica de 120 N
a 6 Hz de frequéncia.

Resolugao da situagao-problema

Para resolver o problema apresentado, precisamos primeiramente
perceber que se trata de um sistema for¢ado sem amortecimento, o que nos
remete a seguinte equagdo de amplitude:
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X — 6st

]

Rearranjando a equagdo, temos que:

Lembrando que w,=,/ %1 , podemos encontrar a massa aplicando
m= y , - Sendo assim, devemos encontrar o valor de w, para entdo encon-
w,
n

trar a massa. Considerando que §, =F, /k , teremos que:

120
8, _E/k_ 4.800_125
_ /4800
X X 20x10°

Em que k=4-1.200=4.800.

Mas temos que:

Portanto, teremos que:

2

=(1-1,25)—

w

n

2
Yl =025
w.

n

Observe que o valor é negativo, o que s6 poderia ser verdade se o quadrado
da razdo de frequéncias fosse negativo, mas sabemos que nio é possivel,
portanto, lembrando que a variagdo do fator de amplificagdo permite que
invertamos o denominador para garantir um valor positivo, teremos entdo:

2
el
w
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Assim temos um valor positivo que nos permite dar continuidade aos
calculos.

Assim:

w 627
w, =——=>"1—2573rad
"5 15 4

Utilizando a equagdo deduzida anteriormente teremos:

m= 4800 _; s4g

"J 25 23

Ou seja, para mantermos a esteira vazia oscilando com uma amplitude de
20 mm, precisaremos de uma esteira de 7,54 kg.

Faga valer a pena

1. Um sistema vibratério pode apresentar diversos tipos de excitagdes.

é a denominagao dada a um sistema submetido a excitagdo harmonica, enquanto que
para a perturbagdo nao periédica é dado o nome de

Assinale a alternativa que completa corretamente as lacunas, respectivamente.
a) Resposta harmonica e resposta nao harmonica.

b) Resposta transitdria e resposta nao transitdria.

¢) Resposta transitoria e resposta harmonica.

d) Resposta harmonica e resposta transitdria.

e) Resposta harmonica e resposta periddica.

2. Um motor em funcionamento gera uma for¢a harmonica devido ao desbalan-
ceamento de F(t)= 4005en(33,45t>N . Tem-se que o motor tem uma massa de 500
kg e estd montado sobre uma superficie suportada por 4 molas de 2.000 N/m cada.
Determine a razao de frequéncias a que o sistema estd operando.

Assinale a alternativa que representa a razdo de frequéncia do sistema.

w_ rad
a) —=10,3625 47

n

w o rad
b) =-=8,3625 K

n
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v _ rad
0 =125 4

n

d) ~==7,35rad/

wﬂ
w rad
&) —=14,3625 4

n

3. Um sistema massa-mola com massa de 10 kg e rigidez de 4.000 N/m se desloca
sobre uma superficie plana. Se o sistema estiver submetido a uma for¢a periédica de
F(t)= 97,9874sen(12,57t) , qual seria o coeficiente de atrito da superficie para que a
amplitude de deslocamento nao passe de 40 mm?

Assinale a alternativa que apresenta o valor correto do coeficiente de atrito.

a) 10,12,
b) ©20,20 .
) 1=0,06
d) ©=0,012,
e) 1=0,10.
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Segao 3.2

Vibragoes sob condi¢des forcantes gerais e
sistemas com dois graus de liberdade

Dialogo aberto

Caro aluno, nesta segdo vamos focar nossa analise em problemas mais
complexos, pois os sistemas vibracionais podem ter mais de um grau de
liberdade. Imagine que vocé esta dirigindo uma motocicleta e passa por uma
pedra na estrada. Note que a motocicleta ndo oscila puramente para cima e
para baixo. Porém, as suspensdes podem fazer como que a oscile alternada-
mente, primeiro com a roda da frente e depois a traseira, o que faria com que
ela rotacionasse em torno do seu centro de gravidade, trazendo uma coorde-

nada linear e uma angular para serem analisadas, totalizando em dois graus
de liberdade.

Agora, pense que vocé é um engenheiro de uma multinacional fabricante
de navios, que atualmente estd desenvolvendo um novo modelo de navio.
Apds desenvolver as condi¢des de funcionamento do navio, a equipe passou
avocé os dados necessarios para que vocé realize alguns calculos para dimen-
sionar as vibracdes que podem causar problemas. Neste segundo momento,
vamos analisar a vibracao da caixa de transmissdo da hélice, mecanismo que
esta representado na Figura 3.12, para dimensionar suas formas de vibracéo.

Figura 3.12 | Caixa de redugdo da hélice nautica

Motor

% Engrenagem 1,
80 dentes

Didm. 0,4m o
Hélice

Eixo de
aco 2,
d ext. =0,5m
dint. =0,3m

¥
R

50m E—

*

4

/ Engrenagem 2,
Volante 40 dentes

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 185).
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Isso se faz importante para que possamos ter mais dados para que a
equipe de engenharia dimensione corretamente os componentes da maquina
e selecione os materiais que serdo empregados para sua fabricagdo. Os
momentos de inércia polar de massa do volante, motor, engrenagem 1, engre-
nagem 2 e hélice sdo dados em [kg.m"], sendo respectivamente 45.000, 5.000,
1.250, 750 e 10.000. Vocé ja imagina como trabalhar com um sistema com
mais de um grau de liberdade? J& consegue imaginar como seria o esquema
do sistema apresentado na Figura 3.12?

Nesta se¢do de estudos vamos finalizar as analises com um grau de liber-
dade e dar inicio a analise de sistemas com dois graus de liberdade. Com isso,
posteriormente serd possivel analisar sistemas com vérios graus de liberdade.
Portanto, veremos as vibragdes com excitagdo nao periddica, os resultados
provindos dessas for¢as e como é dado o espectro de resposta de um sistema
ndo periddico. Logo em seguida, vamos analisar os sistemas com dois graus
de liberdade, passando por sistemas simples até os mais complexos, de forma
a compreender os contetidos necessarios para sua vida profissional.

Lembre-se de ler o contetido antes de cada aula e de resolver os exercicios
propostos. Vamos 14!

Nao pode faltar

Caro aluno, ja vimos anteriormente as respostas harmonicas de um
sistema. Portanto, aqui vamos nos ater a outros tipos de resposta. Podemos
analisar um sistema submetido a uma excitagdo periddica ndo harménica
fazendo uso do principio de superposi¢do. Ja um sistema sujeito a uma
perturba¢ao nio periddica repentina tera uma resposta de vibragdo transi-
toria e, com isso, devera ser analisado pelo que é conhecido como integral
de convolugéo.

Resposta a for¢a periddica geral

7

Se o sistema ¢ submetido a uma for¢a periédica F(t) com periodo
7 2m/w, entdo podemos expandi-la com uma série de Fourier (como jd
vimos anteriormente), tendo uma equagio da forma:

F(t):%+iaj cos(jwt)+ibjsen(jwt) (3.47)
=1

j=1
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Em que:

0 2 [ Fycos(j t)dt, =012 (3.48)
E
2 pr . .
bj:;J; F(t)sen(]wt)dt, j=1,2,3,-- (3.49)

Assim, podemos expressar a equagdo de movimento como:

mx +cx + kx =F(t) =a?°+iaj cos(jwt)+ibjsen(jwt)
Jj=1

j=1

Dado que o lado direito dessa equagido é uma constante mais uma soma
de formas harménicas; portanto, pelo principio de superposi¢do, a solu¢ao
em regime permanente é a soma das solu¢des das seguintes equagdes:

m5é+c5c+kx:% (3.51)
mi+cx+kx=a, cos(jwt) (3.52)
mx +cx+kx= bjsen(jwt) (3.53)

Assim, podemos expressar o resultado dessas equagdes como sendo:

%, (1) :ZT: (3.54)

[a%] cos(jut —¢,)

V=) (e (355

4]

xp(t):

xp(t)z - - sen(jwtfq&j)
\/(1—] r ) +(2§]r) (3.56)
Na qual:
g1 Zer w
K [l—jzrz] o

Assim, a solugdo geral é a soma das solugdes, podendo ser expressa por:
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%]
(1-7r )2 +(2¢jr)
%)
« % _
R> (1- ) +(2¢ir) sl =5 (3.57)

xp(t):ﬁJri cos(jwtfgb/)Jr
2k o

Nessa situagdo, podemos perceber que, a medida que j cresce, a ampli-
tude torna-se cada vez menor, e os termos tendem a zero; com isso, normal-
mente alguns dos primeiros termos sdo suficientes para obter uma resposta

razoavel.

oo Reflita
Sera que e é realmente posswel representarmos e analisarmos todos os
Y

' tipos de movimentos vibratérios de forma analitica, ou hd casos em que
outros métodos sdo aplicaveis, se ndo os Unicos possiveis?

Resposta a uma for¢a periddica de forma irregular

De acordo com Rao (2008, p. 143), “em alguns casos a for¢a que age
sobre um sistema pode ser bastante irregular e s6 pode ser determinada por
procedimentos experimentais. Entre os exemplos de tais forgas, citamos a
for¢a do vento e as for¢as induzidas por terremotos” Em casos como esses,
as forcas tomam a forma gréfica, ndo sendo possivel determinar nenhuma
forma analitica para se descrever F (t) . Contudo, essa forca somente existird
em determinados pontos discretos de tempo t,,t,,--,t, . Em todos os casos
¢ possivel determinar os coeficientes de Fourier por integracdo numérica, se
F,F,F, denotarem os valores de F(t) em t,t,,:-,t, , como mostrado na

Figura 3.13.
Figura 3.13 | Exemplo de resposta a forga periddica irregular
Fr)
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Fonte: Rao (2008, p. 144).
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Entéo a aplicagdo da regra trapezoidal nos resultard em:

2 N
%ZEZE (3.58)
i=1
2 & 2jmt, .
aj:NZECOS - s j=12,00 (3.59)
i=1
aj_;zpisen[%:f], =12, (3.60)
i=1

Assim, conhecidos os coeficientes de Fourier, a resposta em regime
permanente pode ser determinada pela Equagio 3.57, levando-se em conta
que r passa a ser r= (2”/7'%) :

Pesquise mais
Qg Para compreender melhor o conceito de forga periddica irregular, dé
- uma olhada no exemplo 4.3 na pagina 144 do livro do RAO, que pode ser
encontrado na sua biblioteca virtual:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Resposta a uma for¢a nao periodica

Sabemos que as forcas periddicas podem ser representadas por séries de
Fourier em sobreposi¢des de componentes harmoénicos de vérias frequén-
cias. Porém, quando a for¢a excitadora nao for periddica, faz-se necessaria
a utilizagdo de um método diferente para representar a resposta do sistema.
Para tanto, sdo usadas diversas formas de resolucio, sendo, de acordo com
Rao (2008, p. 145):

Representar a excitacdo por uma integral de Fourier.
Usar o método da integral de convolugao.
Utilizar o método das transformadas de Laplace.

Primeiramente, aproximar F(t) por um modelo de interpolagdo
adequado e, entdo, usar um processo numérico.

Integrar numericamente como equag¢io de movimento.
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Integral de convolugao

A forma mais simples de for¢a ndo periddica é a forca de impulso, que
consiste em uma for¢a de magnitude F que ocorre em um curto periodo de
tempo At.Se x, e x, forem as velocidades da massa m antes e depois do
impulso, respectivamente, podemos expressar o impulso como:

impulso = FAt = mx, —mx, (3.61)

Podemos chamar a magnitude do impulso de F e expressar a equagdo em
uma forma geral por:

t+At
F= f Fdt (3.62)
Dessa forma, definimos um impulso unitario como sendo f dado por:

t+AL
f=1lim Fdt = Fdt =1 (3.63)
"~ At—0J 0
Apesar de o impulso unitario ndo ter significado fisico, ele nos ajuda
na analise da resposta de um impulso. Assim, sendo o impulso dado em
um sistema massa-mola amortecido de um grau de liberdade um impulso
unitrio em t =0, poderemos escrever a equagio de movimento como:

mi+cx+kx=0 (3.64)
E sua resposta é dada por:
x(t)=e " {xo cos(wdt)JrWsen(wdt)} (3.65)
Wq

Lembrando que:

2
(== wn\/? wy=w,\1-C* = L[L}
2mw, m. m \2m

>

Estando a massa do sistema em repouso antes do impulso, entdo x =x=0
para t<0 (t=0"), obtendo assim:

f=1=mx(t=0)—mx(t =0 )=mx, (3.66)

Nas condigdes iniciais em que x(t=0)=x,=0 e x(t=0)=x,= l/m , a

solucdo reduz-se a: .
o

x(t)=gt)= sen(wdt) (3.67)

mw,
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Sendo g(#) conhecida como fungédo resposta ao impulso. No caso da
magnitude do impulso ser F, ou seja, ndo unitaria, a velocidade inicial %,

se torna F/m, e a solu¢do passa a ser:

Fe !
x(t) ==——sen(w,t) = F g(t) (3.68)

mw,

Considerando que o deslocamento da massa até o impulso é x =0, para
qualquer mudanca de velocidade devido ao impulso, teremos que substituir
na Equagio 3.68 o tempo decorrido apds o impulso dado por t—7, e com
isso a Equagdo 3.68 tomara a seguinte forma:

x(t)=Fg(t—7) (3.69)

A Figura 3.14 mostra o impulso dado por uma for¢a externa arbitraria
F(t). De acordo com Rao (2008, p.147), podemos admitir que a forca externa
F(t) é uma composi¢io de uma série de impulsos de magnitudes variadas;
assim, tem-se que no tempo 7 a forca excitadora F(r) é aplicada por um
curto periodo de tempo (A7 ).

Figura 3.14 | Resposta a uma condigdo forgante geral

F(t)

T e ———— — — — —

O >
1 T+ At
Fonte: Rao (2008, p.147).
A resposta a esse impulso em ¢ é dada por:
Ax(t)=F(r)Arg(t—7) (3.70)
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Tem-se que essa equagio representa a resposta a apenas um impulso, uma
vez que a resposta total serd dada pela soma de todos os impulsos, assim:
x(t):ZF(T)g(t—T)AT (3.71)

Levando em consideragido que A7 —0, poderemos integrar a Equagido
3.71 da seguinte forma:

Mﬂ:j;HTMQfTMT (3.72)
Substituindo a Equagdo 3.67 em 3.72, teremos:

1 f —CQw,, (t=7
x(t):m—wdj; F(r)e )sen<wd [t—T])dt (3.73)

Essa integral é conhecida como integral de convolu¢io ou integral
de Duhamel. E perceptivel que essa equagio nio leva em consideragio as
condi¢oes inicias do sistema, porém essas condi¢des foram utilizadas nos
passos de desenvolvimento da equacéo.

A vpartir dos equacionamentos que discutimos até aqui, podemos
elaborar um grafico — apresentado na Figura 3.15 - que mostra a varia¢do
da resposta de qualquer quantidade maxima com a frequéncia natural. Esse
grafico é conhecido como espectro de resposta, sendo largamente usado em
engenharia de projeto para terremoto.

Figura 3.15 | Exemplo de espectro de resposta
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Fonte: Rao (2008, p. 151).
Transformada de Laplace

O método da transformada de Laplace pode ser aplicado para se deter-
minar a resposta de um sistema forcado por qualquer tipo de excitagio.
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Esse método consiste na conversio de equagdes diferenciais em equagdes
algébricas que sdo faceis de se trabalhar (RAO, 2008, p. 157).

A transformada de Laplace de uma fungio x(t) é definida por x(s) =1x(t),
dada por:

%(s) = Lx(t) = fo Yot x(t)dt (3.74)

Em que s é uma quantidade complexa chamada de variavel subsidiaria,
e afungio e é denominada de nicleo da transformacao.

Para resolvermos a equagdo de movimento de uma vibragdo forcada
usando esse método, é necessario determinar as transformadas das derivadas.
Assim, utilizando a equagdo de movimento mi +cx +kx = F(t) , definiremos
as transformadas das derivadas:

_ d*x

_W(t)

dx
M=) e x0)

Dessa forma, podemos determinar a primeira expressdo como:
dx o dx
1—(@)= T (t)dt 3.75
=" (3.75)

Integrando por partes, poderemos definir a transformada como sendo:

e

” t)= e’“x(t)|zc +5 fo Y et x(t)dt = s%(s) — x(0) (3.76)

Em que x(0)=x, é o deslocamento inicial da massa. De maneira analoga,
poderemos determinar a transformada de Laplace da derivada de segunda
ordem:

d’x
dt?

1—(t)= j;we’“ Z%(t)dt = s"%(s) — sx(0) — x(0) (3.77)

Dado que x(0)=x, é a velocidade inicial da massa. Podemos ainda
definir a transformada da forga periddica F(t):

F(s)=1F(t)= fo Y e R()dt (3.78)

Assim, a equagdo de movimento vibratério pode ser reescrita como:
mlx(t) +clx(t) + klx(t) =1F(t) (3.79)
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(ms2 +cs+k)§(s):f(s)—&—mk(o)—i—(ms—&—c)x(o) (3.80)

Assim, podemos escrever a razio Z(s) entre atransformada de excita¢do
F(s) e a transformada de resposta x(s) como sendo:

Z(s) :y: ms*> +cs+k (3.81)
x(s)

Essa razdo ¢ conhecida como impedancia generalizada do sistema. A
fung¢ao admitéincia ou fungéo transferéncia do sistema é dada pela reciproca
darazdo Z(s), sendo denotada por Y(s) da seguinte forma:

Fo=a X0 1 1 (3.82)
Z(s) F(s) ms +cs+k m<52+2g“wns+wn2)

Assim, a transformada da resposta do sistema pode também ser escrita
como:

x(s) =Y (s)F(s) (3.83)
Para se determinar a resposta x(t) por meio de sua transformada x(s),

teremos que inverter a transformada de Laplace, podendo ser expressa
simbolicamente por:

x(t)=1"%(s)=1""Y(s)F(s) (3.84)
O operador 1"' envolve uma integral de linha no dominio complexo.
Felizmente, as fun¢des de Laplace mais utilizadas ja foram deduzidas, resol-

vidas e tabeladas, portanto podemos usar as tabelas de conversdo de opera-
dores de Laplace para resolver as inversas necessdrias.

Pesquise mais
Para saber mais sobre transformadas de Laplace, dé uma olhada nas

paginas 157 a 159 do livro do RAO, que pode ser encontrado na sua
biblioteca virtual:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.
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O video sugerido a seguir explica as transformadas de Laplace de uma
forma mais simples para facilitar o entendimento:

INTRODUGCAO a transformada de Laplace.

Sistemas com dois graus de liberdade

Sabemos que os graus de liberdade (GDL) de um sistema sdo caracteri-
zados pela quantidade de coordenadas independentes para se descrever o
movimento do sistema. A Figura 3.16 demonstra trés exemplos de sistemas
com dois graus de liberdade.

Figura 3.16 | Sistemas com dois graus de liberdade

i) CGom gy

. l—r-m] W)
"""" lan] .« | L

i\l B i

(a) ~ (b)

bi,m rsu_.u}
k, iy gy Bl gy

— i) |
71
i

iy -
oy

Fonte: adaptada de Rao (2008, p.178-179).

A Figura 3.16a nos mostra um sistema com uma massa que, devido
a sua configura¢io, pode se movimentar tanto na vertical quanto
rotacionar a massa pela flexdo das molas independentes. Ja a Figura 3.16b
traz um sistema também com apenas uma massa, porém nesse sistema
a massa pode se mover tanto vertical quanto horizontalmente. Por fim,
a Figura 3.16c nos mostra um sistema com duas massas que podem se
mover independentemente, o que nos garante duas coordenadas horizon-
tais para trabalhar. Todo sistema vibracional terd que trazer quantas
equagdes forem necessarias para sua solugdo, considerando-se que o
nimero de equagdes deve ser igual ao niimero de graus de liberdade. O
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sistema demonstrado na Figura 3.16¢ nos leva ao diagrama de corpo livre

apresentado na Figura 3.17.

Figura 3.17 | Diagrama de corpo livre de um sistema com dois GDLs
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Fonte: Rao (2008, p. 179).
Sendo uma vibragao forcada com dois graus de liberdade, devem existir

duas equagdes de movimento, com isso:

(3.85)

mljél +(Cl +CZ)5C1 _Cz)'cz +(k1 +k2)x1 _kzxz =K
(3.86)

mzjéz _szl +(Cz +C3)5Cz _kle +(k2 +k3)xz =K
Por termos duas equagdes diferenciais de segunda ordem acopladas,
podemos escrever as equagdes na forma de matricial da seguinte forma:
[m]%(6) +[c] %)+ [k]%(t) = F(t) (3.87)
Sendo [m], [c] e [k] as matrizes de massa, amortecimento e rigidez do
sistema, respectivamente expressas por:

kl + kz _kz

) )
—k,  k,+k,

—C ¢, +¢,

m 0
0 m,

, [c]: e [k}: .

2

m]=

Sendo também x(t) e F(t) vetores de deslocamento e forga, expressos

o E
Sc'(t):{j:lig} e F(t):{F‘Z;}

Pelas massas estarem acopladas, a solucdo dessas equagdes se torna
complicada, dado que normalmente as condi¢des iniciais admitidas
para sua solu¢do sdo x,(t=0)=x,0), x,(t=0)=x,0), x,(t=0)=x,(0) e

respectivamente por:

i, (t=0)=1,(0) .
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Analise de um sistema livre nao amortecido

Esse tipo de analise nos permite determinar as frequéncias naturais e os
modos de vibrar de um sistema vibracional qualquer. Para tanto, as for¢as F,
e F, sdoigualadas a zero, e os amortecimentos desprezados. Assim a equacgdo
de movimento se torna:

m () + (k, +k,)x, () —k,x,()=0 € mi,(t)—kx,(t)+(k, +k,)x,(t) =0 (3.88)

Assumimos que as massas m, e m, podem ser mover com a mesma
frequéncia w e o mesmo angulo de fase ¢ ; assim, teremos as solu¢des dadas
por:

x,(t) =X, cos(wt +¢) € x,{t) =X, cos(wt+¢) (3.89)

Em que X, e X, sdo as amplitudes maximas. Substituindo as respostas
na Equagdo 3.88, teremos:

[{=mw” +(k +,,)} X, —k,X, | cos (wt +¢) =0 (3.90)
[—kzXl—F{—mzwz +(k2+k3)}X2]cos(wt+¢):0 (3.91)

Uma vez que, para satisfazer a Equacdo 3.90 e 3.91 em qualquer instante
de tempo £, os termos entre colchetes devem ser zero, assim teremos:

{=mw +(k +K)} X, ~ X, =0 € —k,X, +{-mw’ +(k,+k,)}X,=0 (3.92)

Que representa duas equagdes algébricas homogéneas simultdneas com
X, e X, . Para uma solugdo nio trivial para as amplitudes, o determinante
dos coeficientes deve ser zero, assim:

{=mw +(k +k,)} —k,

det —k, {=mw’ +(k, +k,)}

-0 (3.93)

A solugéo desse determinante nos resultard em uma expressiao polinomial
cujas raizes serdo representadas por w, e w,, que representam as frequéncias
naturais do sistema em forma de autovalores da matriz de coeficientes. Para
tanto, de acordo com regras de matrizes, existirao dois autovetores associados
a cada autovalor, representados respectivamente por:

1) 1 (
X(l) _ [Xll ]_{ X1l ] e X(z) _[Xln}_
X0 [ X
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Esses vetores normais sdao conhecidos como vetores modais ou formas
modais do sistema, dado que r, e r, sdo as razdes de amplitude. Visto que a
Equagdo 3.93 é homogénea, as razdes podem ser determinadas como:

L X _ —mw? Jr(k1 +k2) _ k,

' le kz _mz"')l2 +(kz +k3)

i :Xél):—mlw22+(kl+k2): k, (3.95)
’ le kz _mz"‘}z2 + (kz + ks) .

Com isso, podemos representar as respostas como:

55(1)(1‘): xil)(t) _ X]U) cos (w]t—O—(f)l) _ primeiro
B0 X" cos (wlt +¢,) modo

(3.96)
x2(t) B X? cos(wyt +¢,) _ segundo

£(2)(t) .e - 2 -
() X cos(w,t + ¢, ) modo

(3.97)

Essas equacdes mostram as respostas em cada forma do sistema, ou seja,
os modos da vibragdo, em que X", X, ,% e ¢, sdo constantes que podem
ser obtidas a partir das condi¢des iniciais do sistema.

Assimile

As frequéncias naturais e modos de vibrar de um sistema sé podem ser
encontrados considerando o sistema como sendo livre e desprezando os
amortecimentos. Isso seria como se uma maquina estivesse desligada e
sem nenhum elemento que dissipasse as energias da vibragdo.

De forma analoga, para um sistema torcional com dois graus de liber-
dade, teremos:

]19.1 +(k11 +k:2)01 —k,0,=M, e ]zéz —k,,0, +(kt2 +kt3)92 =M_ (3.98)

t2

O que para uma analise de vibracdo livre nos permitira encontrar as
frequéncias naturais e os modos de vibrar do sistema. Para isso, teremos que
igualar os momentos M, a zero, obtendo assim:

10,4k, +k,)0,—k,0,=0 e J,6,—k,0,+(k, +k,)0,=0  (3.99)
Dessa forma, aplicando os mesmos procedimentos vistos para sistemas

lineares, teremos as mesmas equagdes com as seguintes modifica¢des: x — 0,
m—J], X—0 ek—k.
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Saiba mais

Para saber mais sobre os sistemas torcionais, dé uma olhada nas paginas
! de 184 a 186 do livro do RAO, que pode ser encontrado na sua biblioteca

virtual:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Acoplamento de coordenadas e coordenadas principais

Podemos dizer que os diversos sistemas com # graus de liberdade podem,
dependendo do interesse da anélise, ser simplificados conforme dito anterior-
mente e vimos até aqui. Tais simplifica¢ées podem ser realizadas fazendo uso
de aproximagdes definidas, como a associa¢do de massas, rigidez e amorte-
cimento. Geralmente, as coordenadas que descrevem os n graus de liber-
dade de um sistema sdo geométricas e independentes, medidas em relacdo
a posi¢do de equilibrio do corpo vibratério. Lembrando que os sistemas
vibratdrios podem ser interpretados diferentemente, dependendo da visdo
do engenheiro e da necessidade da analise. Como exemplo disso, veja o
torno mecanico da Figura 3.18% Sabemos que ele possui varios elementos
associados, porém, se quisermos analisar a vibragdo geral que o torno como
um todo sofre, podemos representd-lo como uma massa equivalente de
todos os elementos suportada sobre molas, como mostrado nas Figuras 3.18b
e 3.18c.

Figura 3.18 | Torno mecanico representado por coordenadas variadas

Ponta Ponta
Cabegote fivo  giratria fixa Cabegote movel
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L/

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 187-188).
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Observe ainda que a Figura 3.18b representa o sistema em dois graus
de liberdade, podendo ser representado por qualquer conjunto coorde-
nadas, (x,x,), (x,0), (x,,0) e (y,0). Como exemplo, para a analise de
uma vibragao livre sem amortecimento, se usarmos as coordenadas x e 6,

teremos a seguinte equa¢do de movimento:
X X 0
.. = 3.100
Ja se usarmos as coordenadas y(t) e 0(t), teremos:
y y|_ |0
.. = 3.101

Ainda temos os sistemas for¢ados que nos entregam uma equagio de

movimento do tipo:
. E
(b i ]
xZ xZ F‘Z

Considerando que o sistema tem, por caracteristica, que m,=m,,
m,, =m, € m, =0, a forca excitadora harménica ¢ dada por:

E()=Fge* ,j=1,2 (3.103)

m 0
0 J,

(kl +kz) _(klll _kzlz)
—(kh—kL) (k> +kL)

m me

(ktk) (kb —kL)
(ki +kL) (kL +k0?)

me ]p

k
k

k
k

11

lmll le 12

m m

12 22 12 22

Como w ¢é forgante, entdo teremos como resposta:
x](t):Xjei”’,j=1,2 (3.104)

Assim, X, e X, sdo quantidades complexas que dependem de w e dos
parametros do sistema. Dessa forma, substituindo 3.103 e 3.104 em 3.102,

teremos:
X, Fm}
= (3.105)

Definindo uma impedéncia mecénica Z, (iw) como sendo:

res=1,2 (3.106)

(7"'}2”’11 +iwc“ + kn) (7w2m12 + iwclz + ku)

(—wzmlz +iwe,, + klz) (—wzmzz +iwe,, + ku)

Z, (iw)=—w’m_ +iwc_+k

s 2

Podemos reescrever a Equagao 3.105 como:
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|2 (iw)| X =F, (3.107)
Essa equagdo pode ser resolvida para a resposta do sistema:

X=[z(iw)] F (3.108)
Como a matriz de impedéncia [Z (iw)] pode ser dada por:

Z, (iw) Z, (iw)
z, (iw) (3.109)

Entdo, podemos escrever sua inversa:

[Z(w)] = : (3.110)

O que nos leva a:

2 (3.111)

mljc'l—l—k(xl—xz):O (3.112)

Assim, s6 precisaremos substituir as Equagdes 3.111 e 3.112 em 3.104,
para obter as respostas completas do sistema.

Sistemas semidefinidos

Observe o sistema apresentado na Figura 3.19a. Esse sistema ¢ restrito,
0 que é representado pelas duas molas engastadas, acopladas as massas; ja
o sistema da Figura 3.19b ndo apresenta tais restricdes. Esses sistemas sdo
denominados de sistemas semidefinidos ou sistemas degenerados, ou
ainda sistemas irrestritos.

Figura 3.19 | Diferenca entre sistema acoplado e sistema irrestrito

Fonte: elaborada pelo autor.
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Para um sistema semidefinido, como o da Figura 3.19b, teremos as
equagdes de movimento definidas como:

mléé1+k(x1—x2):0 e m25éz+k(xz—xl):0 (3.113)
Dado que, para vibragio livre, a resposta é harmonica e é dada por:
x}.(t):chos(wt—l—qﬁj), j=12 (3.114)
Substituindo 3.114 em 3.113, teremos:
(—mw” +k) X, —kX, =0 € —kX, +(-mw’ +k)X,=0  (3.115)

Em que o determinante da matriz de coeficientes deve ser zero, o que
resulta em:

wz[mlmzwz—k(rnl +m2)}:0 (3.116)
Na qual as raizes dardo as frequéncias naturais, sendo:

w=0 e w= Kl +m,) (3.117)

mm,

Esse tipo de sistema apresenta a caracteristica de ter a primeira frequ-
éncia natural igual a zero.

Exemplificando

Imagine que dois vagles estdo interligados por uma mola e se
movimentam livremente sobre trilhos, como mostrado na Figura 3.20.
Se o vagdo m, for submetido a um impulso F(t)=>506(¢) , vamos definir
a resposta do sistema, usando o método de transformadas de Laplace.

Figura 3.20 | Vagdes sobre trilho

x,(t) X,(t)
'_’k — 200N/m ’_’

Ll

Fonte: elaborada pelo autor.
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Solugao:

Considerando que os deslocamentos e as velocidades dos vagdes inicial-
mente sdo iguais a zero, e sabendo que o sistema sofre com vibragdo
forcada provinda de uma forga do tipo F(t)=F(t), teremos suas
equagbes de movimento dadas por:

mXx, +kx, —kx,=Fo(t) e —kx +m,, +kx,=0 Aplicando as trans-
formadas de Laplace, poderemos reescrever as equagdes como:

(mls2 + k)fl(s) —kx,(s)=F, e —kx(s)+ (mzs2 + k)?z (s)=0

Podemos resolver essas equagdes para x,(s) e Xx,(s), obtendo:

F, (mzs2 —I—k)

%(9)= § {mlmzs2 +k(m, +mz)} B Res

Ek
s {mlmzs2 +k(m, + mz)}

Aplicando fragdes parciais e lembrando que w’ = k/m , que nesse caso

L, 11
serd w” =k|—+—|, teremos:
ml mZ
_ F 1 m w _ E 1 1 w
‘xl(s): 0 e} : 2 5| € x,(s)= s [_2_ 2 2]
m +m,(s"  wm s"+w m+m, (s ws +w

A tabela de conversdo do dominio de Laplace para o dominio do tempo
— encontrada no apéndice D do livro de Rao (2008, p. 406) — nos da as
seguintes relagbes:

1 2
——1f €

2
$? S 4w

~— sen(wt)
Sendo assim, teremos:

F,

0
m, +m,

F

x()=—
m, +m,

t—isen(wt)]

w

t—l—isen(wt)] e x,(t)=
wm,

Sabendo que m, =10kg, m,=3kg, k=200N/m e F,=50N,
podemos fazer as substituicdes necessarias, comegando por w’, assim
teremos:

11
W? =200|—+4=| — w=1+/86,67 =9,311ad
10 3 A

Finalmente, as respostas podem ser escritas como:

10+3

x)=—2|r+
! 9,31-10

sen(9,31t)] =3,846(t +0,0322sen(9,31t))

x,(t) = 3,846t +0,124sen(9,31¢)
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50 1
x,(t) = m[r fﬁsen(9,3lt)] =3,846(t —0,107sen(9,31¢))

x,(t)=3,846t —0,412sen(9,31¢)

Com isso, podemos expressar as respostas em fungdo de qualquer
tempo apods a excitagdo do sistema.

Autoexcitagao e analise de estabilidade

De acordo com Rao (2008, p. 192-193), quando um sistema com dois
graus de liberdade esta sujeito a forgas autoexcitadoras, os termos das forgas
podem ser combinados aos termos de amortecimento e de rigidez, e assim a

k

equagdo de movimento se torna:
xl 12| % _ 0

{5&1} k
Lt
xZ
x,()=Xe", j=12 (3.119)

k

C. C

11 12 11

m m C

mll le
c

21 22 21 22 21

Apresentada a seguinte solucdo:

Substituindo a solu¢do na Equagdo 3.118 e igualando o determinante a
zero, teremos a equagao caracteristica do sistema dada por:

as'+as’ +a,s’ +as+a,=0 (3.120)

Realizando alguns procedimentos algébricos, perceberemos que a
condi¢do de estabilidade dependerd de todos os coeficientes (a, ,a,,a, ,a, €
a, ) serem positivos e que seja satisfeita a condigao:

aa,a,>a,a; +a,a; (3.121)

ngj Saiba mais
Consulte o livro a seguir para saber mais sobre acoplamento de coorde-
nadas e coordenadas principais (paginas 186 e 187) e para mais informa-
¢Oes sobre os sistemas semidefinidos, autoexcitagdo e analise de estabi-
lidade (paginas 191 a 193):

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.
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Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé é o engenheiro de uma fabricante de navios e,
apos desenvolver as condi¢des de funcionamento do novo modelo que estao
desenvolvendo, a equipe passou a vocé os dados necesséarios para que realize
alguns calculos para dimensionar as vibragdes que podem causar problemas.
Nesse momento, vocé e sua equipe vao analisar a vibra¢do da caixa de trans-
missdo da hélice para dimensionar suas formas de vibragdo, mecanismo que
estd representado na Figura 3.12. Os momentos de inércia polar de massa do
volante, motor, engrenagem 1, engrenagem 2 e hélice sdo dados em kgm®,
sendo respectivamente 45.000, 5.000, 1.250, 750 e 10.000.

Figura 3.12 | Caixa de reducdo da hélice nautica

Motor
\ Engrenagem 1,
80 dentes
— Hélice

— \

E 3 Eixo de

aco 2,
d ext. =0,5m
d int. =0,3m

Engrenagem 2,
Volante 40 dentes

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 185).
Resolugao:

Para resolvermos esse problema, devemos levar em conta primeiramente
que, como o momento de inércia de massa polar do volante é consideravel-
mente maior que nos outros componentes, ele pode ser tido como estatico
em relagdo ao sistema. Ainda, podemos considerar o motor e as engrena-
gens como um momento de inércia unico e equivalente, tendo em vista
que encontram-se bem préximos. Por fim, como a engrenagem 1 ¢ duas
vezes maior que a engrenagem 2 e a hélice estd acoplada a engrenagem 2, o
momento de inércia da engrenagem 2 e da hélice em relagdo ao motor serd,
respectivamente:

=J,=(2)10.000 = 40.000 kgm’

eqi

(J12),, = (2) 750=3.000 kgm® ¢ (J,,)

Considerando que a distancia entre o motor e as engrenagens ¢ pequena,
teremos:
Ji=J,+t ] +(]E2) =5.000+1.250+3.000 =9.250 kgm2

eq
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Lembrando que o moédulo de elasticidade transversal do ago é
G=280x10"N-m’, a rigidez torcional do eixo um pode ser determinada como
sendo:

_¢
t1 l

1

32 4 rad

4 9 4
7d, ]_80><10 [wo,4 ]_50,26><10"N‘m

A rigidez do eixo 2 foi calculada anteriormente e obtivemos
k,, :7,0013><106N'rr/ad. Uma vez que o eixo 2 ndo pode ter seu compri-
mento desprezado, devemos considerar o sistema como tendo dois graus de
liberdade, como indicado na Figura 3.21.

Figura 3.21 | Diagrama de corpo livre do sistema de propulsdo

N 0,(1) v, L)

J, A

Fonte: Rao (2008, p. 185).

Assim, considerando k, =0, k, =k, , k,=k,, m, ], e m,=],,podemos
aplicar a Equacéo 3.93, para encontrar as frequéncias naturais do sistema:

{_]1w2 +(kt1 +kt2)} _ktz

et 7kt2 {7]2“)2 + (ktz + k3 )}

=0

Resolvendo o determinante, as raizes resultardo em:

2 VA
BRI |G I O (TR A Y L
b 2], 2], 2], 2], 1.,

Substituindo os valores teremos:

(50,26><106 +7,0013><106) 7,0013x10°

2 _
“ 2(9.250) " 2(40.000)

2
wl’z
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w?,w,’ ={3.095,205405 + 87,51625} i[{3.095,205405+ 87,51625)" —951.041,4541 :
1
w?w,’ ={3182,721655} + [9178675,679}4

Assim teremos:

w =153,0887269 — w, =12,37312/ € w,’ =6.212,354583 - w, = 78,82ra%
Ainda ¢ possivel dimensionar as formas de vibrar a partir de:

—J i +(k,+k,)  —9250(153,0887269)+(50,26x10° +7,0013x10°)
n= = - =7,9764
k 7,0013%10

12

—wl (a4 ) —9250(6212,354583) 4 (50,26 x10° +7,0013x10°)
= 1Y) 1 2) _ - =—0,02899
k 7,0013x10

2

Com isso as formas modais serdo:

) ()
O _Ji__1 o _J1__ 1
0, | 79764 |6, | —0,02899

Esses valores denotam as frequéncias que devem ser evitadas durante o
funcionamento do sistema de propulsdo e suas formas de vibrar associadas,
pois, caso as frequéncias w, e w, sejam atingidas, haverd picos de amplitude
no sistema, que podem ocasionar tensoes excessivas e até falhas catastroficas
do sistema.

Avangando na pratica

Resposta de um sistema amortecido ao impacto

Descrigao da situagao-problema

Vocé ¢é dono de uma empresa de testes vibracionais, e sua empresa foi
contratada para realizar alguns testes de vibracdo em uma estrutura. Para
isso vocé utiliza um martelo de impacto com célula de carga para medir a
for¢a do impacto, conforme mostrado na Figura 3.22. Supondo que a estru-
tura tem massa de 15 kg e rigidez de 2.500 N/m, sendo a for¢a de impacto
F=25N"s, seu trabalho serd determinar a resposta do sistema se ele estiver
amortecido com ¢=10 N-s/m.
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Figura 3.22 | Impacto martelo versus estrutura

Sinal da _
célula de carga, |—>_\(r)
F(r) m

— ATy

0

Fonte: Rao (2008, p. 146).

Resolugio da situagao-problema

Como sabemos a rigidez e a massa do sistema, podemos calcular que a

frequéncia natural é dada por:

k  [2.500
w =, |—=]"===12,911ad
e

Ainda com os dados que nos foram dados, podemos calcular o fator de
amortecimento como sendo:

<_£_ c 10 .
c. 2Jkm  242.500-15

c

0,026

Com isso, poderemos calcular a frequéncia da excitagdo dada por:

w, =\1-Cw, =1-0,026’ .12,91:12,90”%

Se admitirmos que o impacto é dado ao sistema em t = 0, entdo obteremos
a resposta dada pela equagao:

e 25 —(0,02612,91)¢
x(t)=F sen(wdt)zie e -sen(12,90t)
mo, 15-12,90

x(t)=0,129¢ *** sen(12,90¢)

Portanto, a resposta do sistema ao impacto pode ser encontrada pela
equagdo definida em qualquer instante de tempo, como o apresentado no

grafico da Figura 3.23.
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Figura 3.23 | Grafico de resposta do sistema submetido a impacto

015 T T T T T
01
0.05

#it)

0.05

0.1

015 L L L L L

Fonte: elaborada pelo autor.

Facga valer a pena

1 . A andlise de um sistema vibratdrio segue as leis da fisica e da matematica, como

todos os problemas de engenharia. Temos que uma das regras mais simples da
matemdtica é que, para resolver um sistema, temos que ter a mesma quantidade de
equagdes e varidveis. Assim, se um sistema de equagdes tem trés varidveis, ele terd que
apresentar, pelo menos, trés equagoes.

De acordo com o conceito apresentado no texto-base, é correto o que se afirma em:
a) Um sistema vibratodrio tera que apresentar o numero de equagdes correspondente
ao numero de graus de liberdade do sistema.

b) Um sistema vibratorio segue as leis da fisica e, portanto, sempre apresentard resso-
nancia.

¢) Os sistemas vibracionais sdo puramente matemadticos e, com isso, extrapolam as
leis da fisica.

d) Sistemas nos quais ocorre vibragio podem, sempre, ser simplificados a um grau
de liberdade.

e) Todo sistema vibratério apresenta varidveis suficientes para seu ndmero de
equagoes.

2. Os sistemas vibratorios excitados externamente podem apresentar diversos tipos
de respostas, dependendo da forma como sofrem a perturbagdo. Um exemplo ¢ a
resposta a um esfor¢o externo, apresentado na figura a seguir:

Figura | Resposta a esfor¢o externo

o)

Fonte: Rao (2008, p. 160).
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Qual ¢ o tipo de excitagdo apresentada no grafico?
Assinale a alternativa que melhor descreve a excita¢do apresentada no grafico.

a) O grafico nos traz uma forga de excitagdo ndo periddica.

b) O grafico nos traz uma forga de excitagdo periédica harmonica.

¢) O grafico nos traz uma excitagao por impulso.

d) O grafico nos traz uma forga de excitagdo ndo periédica irregular.

e) O grafico nos traz uma forca de excitagdo periddica de forma irregular.

3. Se um sistema com dois graus de liberdade, como o apresentado na figura a
seguir, tiver m, =1.000 kg e m, =5.000 kg , qual seriam as frequéncias naturais do
sistema se a rigidez da primeira mola for k, =0,3x10° N/m e a da segunda mola for
k, =3x10° N/m ?

Figura | Sistema com dois graus de liberdade

Base
A LI,

my
| xy(1)

. | x(1)

Fonte: Rao (2008, p. 198).

Assinale a alternativa correta.

2) w,=6,8347 134/ ¢ w, =58,2701 1ad/
b) w,=7,3892 1ad/ e w,=62,0748 rad/.
O w,=6,8347 134/ e w, —62,0748 rad/
d) w,=8,2467 14/ e w, =65,0495 134/

e) w,=8,8347 1ad/ e o, —557485 rad/.
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Se¢ao 3.3

Sistemas com varios graus de liberdade

Dialogo aberto

Caro aluno, ja vimos que é possivel simplificar sistemas complexos de
forma a trabalhar com eles mais facilmente e vimos também como simplificar
sistemas a apenas um grau de liberdade. Mas quanto mais simplificado for,
mais o sistema se distancia da realidade, portanto nem sempre ¢ interessante
simplificar demasiadamente um sistema dindmico. Para fins de compreensao
dos efeitos gerais, pense que é vélido observar um sistema como um todo,
por exemplo um carro que oscila na estrada. No entanto, por vezes queremos
ver os efeitos vibracionais nos componentes de um sistema, remetendo-nos
a trabalhar com vdrios graus de liberdade, tal como se quisermos observar as
vibragdes dos elementos da caixa de cimbio de um automével.

Lembre-se de que, nesse momento, vocé é um engenheiro de uma multi-
nacional fabricante de embarcagdes que atualmente estd desenvolvendo um
novo modelo de navio. Vocé foi colocado como responsavel pela equipe de
analise vibracional e estd realizando os calculos para o setor de engenharia
de construgio naval.

Primeiramente, vocé definiu os efeitos vibratdrios na raiz do eixo da
hélice, o que foi importante para que a equipe chegasse a algumas conclusoes
acerca dos materiais empregados no projeto da hélice. Agora, vocé vai definir
as frequéncias naturais do conjunto de propulsdo do navio, a fim de encami-
nhar tais frequéncias para a equipe de engenharia naval a fim de que possam
examinar se o regime de funcionamento da hélice podera causar danos a
estrutura do sistema.

Para isso, vocé e sua equipe chegaram a conclusio de que poderiam, para
facilitar os cdlculos, considerar todo o sistema como um sistema torcional,
como mostrado na Figura 3.24, considerando o motor como sendo fixado ao
navio por uma haste com rigidez k, =7x10°N-m/rad .

Figura 3.24 | Sistema de propulsdo simplificado

Motor Eixo Hélice

Js

AOUONNNNNNNANNNANYN
_\k
I\)k

Fonte: elaborada pelo autor.
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Também foram calculados os momentos de inércia de massa polar do
motor, do eixo e da hélice, como sendo respectivamente ], =4,0x10°kgm’,
J,=43x10°kgm® e J,=5x10kgm’. Além disso, sabe-se que as rigidezes
do eixo sdo dadas por k,, =k, =14x10°N-m/rad e que o amortecimento da
agua e as frequéncias naturais podem ser desprezados, tendo em vista que o
coeficiente de amortecimento da agua é de 0,1.

Nesta secdo veremos como trabalhar com sistemas com vérios graus de
liberdade, estudando a modelagem, a aplicagdo da segunda lei de Newton
a esses sistemas, a utilizagdo das equagdes de Lagrange, os teoremas de
expansdo, bem como as respostas de sistemas com varios graus de liberdade,
a analise modal, a autoexcita¢do e a estabilidade desses sistemas.

Portanto, nédo se esquega de ler o contetido deste livro com atengao. Bons
estudos!

Nao pode faltar

Em engenharia, nds tendemos sempre a simplificar ao maximo os
sistemas a fim de facilitar a sua andlise. Porém, na realidade, as maquinas e
estruturas sdo sistemas com infinitos graus de liberdade, ou seja, sdo sistemas
continuos. Os célculos para sistemas continuos, como ja foi dito anterior-
mente, sdo complexos e envolvem a utilizacdo de equagdes diferenciais
parciais, que, em parte, ndo apresentam solu¢do analitica. Porém, geralmente
podemos reduzir os graus de liberdade dos sistemas a um nimero finito de
graus, o que nos resultam sistemas de equagdes diferenciais ordinarias que
sao relativamente simples de serem resolvidas.

Um método simples para aproximar um sistema continuo de um sistema
de varios graus de liberdade seria substituir a massa ou a inércia distribuida
por varias massas concentradas, ligadas por molas e amortecedores com
massa desprezada. Sdo utilizadas coordenadas lineares e angulares para se
descrever o movimento do sistema. Os modelos gerados por essa simplifi-
cagdo sdo chamados de sistemas de pardmetros concentrados ou sistemas de
massas discretas ou ainda sistemas de massas concentradas (RAO, 2008, p.
207).

Outra forma de simplificar um sistema continuo ¢ substituir a geometria
do sistema por um grande niimero de pequenos elementos; esse método é
conhecido como método dos elementos finitos (MEF) — ou FEM, sigla em
inglés que significa Finite Element Method, amplamente usado em mecéanica
e em simulagdo computacional.
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>oc Reflita
Serd que as simulagBes computacionais sdo suficientes para resolver
}

qualquer problema de vibragGes? Sera que qualquer pessoa pode fazer
uma simulagdo sem nunca ter estudado vibragGes?

Dedugao de equagdes de movimento pela segunda lei de Newton

Para se deduzir a equagido de movimento de um sistema com varios graus
de liberdade, podemos usar a segunda lei de Newton, que para sistemas
lineares tomara a forma de:

mx, = ZFU (para a massa m, ) (3.122)
i

Ou para sistemas com coordenadas angulares:
S ZM’i (para corpo rigido de inércia J,) (3.123)
]
Podemos aplicar essas dedugdes ao sistema massa-mola-amortecedor
mostrado na Figura 3.25.

Figura 3.25 | Sistemas com varios graus de liberdade

k, -|(f) k. ‘f” k; F {f} Vr F, U] k, f““] ki

% % nmy | % ni, | % | % I % I % I
€ c; Cy
Ponto 1 l’ml[n 2 +—P Punm i +—D— +—b [’Unlu;+—b Ponto u " :

Fonte: Rao (2008, p. 209).

De acordo com a Figura 3.25, devido ao sistema estar acoplado, teremos
uma relagdo de elementos que nos dara a seguinte equagdo de movimento:

mi, —cx,  +(c,+c,., )% —kx_ +(k +k,.,)x,=F (3.124)

n"'n n""n—1 n" n—1
Isso nos permite escrever a equagdo na forma matricial, resultando em:
[m]%+[c] X +[k]z=F (3.125)
Em que [m], [c] e [K] sd0 respectivamente as matrizes de massa, amorte-

cimento e rigidez. Assim, como vimos anteriormente, essas matrizes tomarao
as seguintes formas:

m 0 0 0

0 m, 0 0
[m|=l0 0 m, 0
0

0 0 0 0 m
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(a+c) - 0 0 0
—c, (cZ + cs) —C 0 0
[c] = 0 -, (63 +c4> 0 0
: 0 0
0 0 0 -, (c,+c,..)
(k,+k,) k, 0 0 0
-k, (k+k) -k 0 0
[k]=] o -k, (k,+k,) 0 0
: . : .0 0
0 0 0 ek, (k,+k,,,)

Ainda, X, X, X e F sdo os vetores aceleracio, velocidade, deslocamento
e forga, respectivamente, dados por:

0) I X0) 5 (1) E(t)
L %@ L 150 5 |50 o KO
X=| 5, x= " | Xx=] e F= .

x,(t) %, (1) %,(t) E,(t)

Isso nos permite trabalhar simultaneamente com as equagdes, o que é
necessario em sistemas acoplados.

Coeficiente de influéncia

De acordo com Rao (2008, p. 220), por vezes é ttil representar as equagdes
de movimento de sistemas com varios graus de liberdade em termos de coefi-
cientes de influéncia. Para isso, devemos associar os coeficientes de influ-
éncia a cada uma das matrizes das equa¢des de movimento. O coeficiente de
inércia é associado a matriz de massas, e o coeficiente de rigidez a matriz de
rigidez. Existem, ainda, casos em que é conveniente reescrever as equagoes
de movimento utilizando a inversa da matriz de rigidez ou a inversa da
matriz de massa. Assim, temos que os coeficientes correspondentes a essas
matrizes sdo, respectivamente, o coeficiente de influéncia de flexibilidade e o
coeficiente de inércia inverso.

Pesquise mais

Para saber mais sobre a aplicagdo e o desenvolvimento dos equaciona-
- mentos por coeficientes de influéncia, veja as paginas de 210 a 217 do

livro:
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RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Utilizagdo de equagdes de Lagrange para deduzir equagdes de
movimento

Podemos deduzir as equagdes de movimento de um sistema vibracional
fazendo uso das equagdes de Lagrange; isso ¢ util, pois utilizam-se das teorias
de energia, cuja importéancia ja foi demonstrada. Podemos expressar essas
equagdes para um sistema de n graus de liberdade como:

oT
94,

oT oV

(n)
=Q", j=123,n (3.126)
8q] 8q] !

dt| 04,

Na qual ¢; ¢ a velocidade generalizada e Q(") ¢ a forca generalizada
nao conservativa correspondente a coordenada generahzada q;. As forgas
Q podem ser tanto forcas dissipativas quanto forgas externas que nao sio
derivaveis de uma fungao potencial. Ainda, temos que T é a energia cinética
e V é a energia potencial do sistema.

Podemos calcular a forca QE.") que age sobre a k-ésima massa do sistema
pela seguinte equagio:

" S, a"k+F Ve g 92 3.127
QJ ; 8q 8q. * dq (3.127)

j j J

Sendo F,,F, e F, as forcas externas que agem sobre a k-ésima massa
nas coordenadas X,y e z. Ainda, x,, y, e z, sdo os deslocamentos da
k-ésima massa. Para um sistema torcional, podemos substituir as forgas F
pelos momentos M, tendo os deslocamentos lineares x, y e z, substituidos
por deslocamentos angulares em torno de cada eixo de rota¢do dados por

6., Oy ed,.

Se o sistema for conservativo, entao a somatodria das for(;as nao conserva-
tivas sera nula, ou seja, QE") =0, e a equag¢do toma a forma de:

T
6q

_OT OV, j=123,0m (3.128)

8q]. 8q].

dt
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Com isso, é possivel utilizar as equagdes de Lagrange para deduzir as
equac¢des de movimento na forma matricial. Vejamos a equagio de Lagrange
na forma linear, dada por:

4
dt

or
Ox,

T oV
gL NV b 105 (3.129)
Ox, Ox,

Em que E corresponde a for¢a generalizada na i-ésima coordenada
generalizada x,, e x, éa velocidade generalizada. Assim, podemos expressar
as energias cinética e potencial, respectivamente, como formas matriciais
dadas por:

T:%?c"[m]?c (3.130)
V:%z”‘[k]z (3.131)

Aplicando a teoria de matrizes juntamente com a simetria de [m] e [k],
obteremos:

OT lopr 1o lopr g2 2o 14 ors
0%, 2 2 = =X i=12,3, 3.132
o 26 [M}x—kzx [m]é o [m}x mx i=12,3,,n ( )
81—qu bvd lﬂT Q2T o 7T .

o =50 KETF o =0"[kx=k"X i=123.n  (3.133)

i

Em que 6, € o delta de Kronecker (sendo igual a 1 quando j=i e igual
a0quando j=i); § é o vetor coluna dos deltas de Kronecker; ] ¢ o vetor
linha correspondente A i-ésima linha da matriz [m]; e k' é o vetor linha
correspondente a i-ésima linha da matriz [k]. Ainda, devemos diferenciar a
Equagéo 3.132 em fungio do tempo, obtendo:

X, i=1,234n (3.134)
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Assim, se substituirmos as Equagdes 3.132, 3.133 e 3.134 em 3.129,

teremos a equagdo de movimento na forma matricial de um sistema massa-
-mola com virios graus de liberdade, representada por:

[m]%+[k|]Z=F (3.135)
Na qual,
K
Folb
F

E, no caso de néo existir for¢as ndo conservativas atuando sobre o sistema,
entdo a equagdo se torna:

[m]%+[k]Z=0 (3.136)

Essa equagdo corresponde a vibragéo livre e ndo amortecida do sistema.
Nesse caso, se aplicarmos uma perturbagio inicial ao sistema, ele vibrard
indefinidamente. Podemos aplicar uma solugdo para equagdo da seguinte
forma:

x,()=X,OT(t), i=12,3,--,n (3.137)

Em que X, é uma constante, e T é uma fun¢io do tempo t. Essa solu¢do
mostra que a razao entre as amplitudes das duas coordenadas xi(t)/xj(t)
¢ independente do tempo, ou seja, todas as coordenadas tém movimentos
sincronos. Com isso, a configura¢do do sistema ndo muda de forma, mas
as amplitudes se alteram. A configuragio do sistema é dada pelo vetor
(autovetor):

Xl
3=

X

n

Dado que esse vetor é conhecido como a forma modal do sistema.
Substituindo 3.137 em 3.136, obtemos:

[m] XT(t)+[k] XT(t)=0 (3.138)
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Isso nos leva a seguinte equagao:
[[K]—w?[m]| X =0 (3.139)
Que tem como solugio:

T@)=C, cos(wt—Hb) (3.140)

Em que C, é aamplitude e ¢ é o 4ngulo de fase. Nesse caso, a Equagdo
3.140 mostra que as coordenadas podem ter um movimento harmonico com
a mesma frequéncia w e o mesmo 4ngulo de fase, mas w ndo é um valor
arbitrério e deve satisfazer a Equag¢do 3.139. Para uma solugio ndo trivial da
Equagéo 3.139, o determinante de X ézeroe, portanto:

A=|k]-w[m] =0 (3.141)

Isso resulta em uma equagdo polinomial de n-ésima ordem em w’. A
solugdo desse polindmio dara n valores de w’ (autovalores) em ordem ascen-
dente, ou seja, suas raizes quadradas dardo w, <w, <---<w, . Osvalores de w
sao as frequéncias naturais do sistema, e w, é chamada de frequéncia funda-
mental, por ser a primeira. Essas frequéncias representam todos os possiveis
pontos de ressonancia do sistema e, conforme ja foi discutido, devem ser
evitados, pois apresentardo picos de amplitude (RAO, 2008, p. 221).

Assimile

Os sistemas vibratdrios com vérios graus de liberdade apresentam em
! sua solugdo os autovetores e autovalores, que correspondem a forma

modal e as frequéncias naturais correspondentes.

Teorema de expansao

Os autovetores possuem propriedades de ortogonalidade, sendo linear-
mente independentes. Com isso, formam uma base no espago n-dimen-
sional. Assim, qualquer vetor pode ser representado pela combinacéo linear
dos n vetores linearmente independentes. Se ¥ for um vetor qualquer nesse
espac¢o n-dimensional, este pode ser expresso por:

=) c X" (3.142)
i=1

7 PR T w(i)T
Em que ¢, ¢ uma constante. Se multiplicarmos esse vetor por X' [m],
poderemos expressar ¢, como:

= 3.143
" (3.143)
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Em que M, ¢é a massa generalizada no i-ésimo modo normal. Se os
vetores modais X" forem normalizados, temos que ~ sera dado por:

¢=X"[m|%, i=1,2,34n (3.144)

Essa equagdo é conhecida como teorema de expansio e é muito ttil para
se representar a resposta de sistemas com varios graus de liberdade, sujeitos
a condigoes forcantes gerais, por um procedimento conhecido como analise
modal.

Pesquise mais

Para compreender melhor as teorias por trds do desenvolvimento das
equagdes dos modos normais, autovalores, autovetores e as proprie-
dades que os precedem, dé uma olhada nas paginas 219 a 226 do livro:

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Sistemas irrestritos

Sistemas ndo acoplados ou sistemas que podem se mover sem restrigdes
nem suportes sio chamados de sistemas irrestritos. Um exemplo desse caso
seria a aplicagdo de vagdes unidos por elementos de mola, como mostrado
na Figura 3.26.

Figura 3.26 | Vag®es unidos por elemento de mola

k, k,

Fonte: Rao (2008, p. 227).

Esse sistema move-se por inteiro como um corpo rigido e, devido a
isso, pode ser considerado um modo de oscilagdo com frequéncia zero. A
energia cinética é sempre positiva, sendo entdo a matriz de massas positiva e
definida. J4 a energia potencial é zero sem que % seja zero. Portanto, a matriz
de rigidez é semidefinida (RAO, 2008, p. 226).
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Vibragao livre de sistemas nio amortecidos

Um sistema livre e ndo amortecido tem sua equa¢do de movimento dada
na forma matricial por:

[m]%+[k]Z=0 (3.136)

Sua solugdo pode ser expressa por uma combinagdo de solugdes lineares
representadas por:

()= i:X(")Ai cos(wt +¢,) (3.145)

i=1

Em que X é 0 i-ésimo vetor modal e w , sua frequéncia natural corres-
pondente. A, e ¢ sdo constantes a serem determinadas pelas condi¢des
iniciais do sistema dadas por:

5(0)= 3" X4, cos(4)) (3.146)

e (0)=—3 X" Aw, sen(s,) (3.147)

i=1

C@ Exemplificando
f Um péndulo composto pode ser observado na Figura 3.27.

Figura 3.27 | Péndulo composto

Fonte: Rao (2008, p. 218).

Esse péndulo teve sua equagdo de movimento encontrada a partir das
equacbes de Lagrange e se apresenta da seguinte forma:
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(m1 +m, Jrn13)ll2 (m2 + m3)lll2 ml L él
(my+m)lL,  (my+m)E  mlLL|16,{+
myl 1, myL1, ml ||6,
(m, +m, +m,)gl, 0 o |[e] o
+ 0 (m,+m,)gl, 0 [{6,t=10
0 0 m,gl.||0, 0

Com isso, podemos determinar as frequéncias naturais do sistema tendo
[[=20cm, I,=30cm, [,=40cm, m =1kg, m,=2kg e m,=3kg.
Devemos substituir os valores na equagdo de movimento, resultando

em:

(14+2+43)0,02*  (2+3)0,02-0,03 3-0,02-0,04[6,
(2+3)0,02:0,03  (2+3)0,03°  3-0,03-0,04|14, | +
3:0,02:0,04 3:0,03-0,04 3.0,04° |4,
(1+2+3)9,81-0,02 0 0 6| o

+ 0 (2+3)9,81-0,03 0 6, =10

0 0 3.9,81:0,04||6,| [0

0,24 030 024|[6,| [1L772 0 o |[e] o
0,30 0,45 036{6,1+| 0 14,715 0 |{6,l=10
0,24 0,36 0,48|/4, 0 0 1L,772||6,| |0

Para o movimento harmdnico temos que s [m])_(". +[k]X =0 e, nocaso
de ser movimento angular, podemos substituir o X por ©, ou seja:

0,24 0,30 024|[6,] 1,772 o0 o |[e,] [o
00,30 0,45 0,36/{0,1+ 0 14715 0 |{1©,I=10
0,24 0,36 0,48(|O, 0 0o 1L772||6,] |o

Como o determinante da matriz de coeficientes deve ser zero, entdo
A=O:Hk}7w2[m]

, assim, podemos encontrar a seguinte matriz:

w*(0,24)—11,772 w*(0,30) w?(0,24)
w*(0,30) w*(0,45)—14,715 w?(0,36)  |=0
w*(0,24) w*(0,36) w*(0,48)—11,772

Resolvendo o determinante da matriz e igualando a zero, temos:
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w® —600,8625w" +54132,806w” —590047,6 =0

Utilizando o método de polindmios para resolver, encontraremos as
seguintes raizes:

w,” =12,6335 — w, = 3,554364rad/s

w,’ =94,6116 — w, =9,726849rad/s

w,’ = 493,619 — w, =22,217538rad/s

Com isso, encontramos as frequéncias de pico de amplitude do sistema.

Vibrac¢ao forcada de sistemas ndo amortecidos utilizando analise
modal

Analogamente a um sistema livre, a equa¢do de movimento de um sistema
com mais de um grau de liberdade ndo amortecido, submetido a excitacéo,
¢ dada por:

-

[m]%+[k]Z=F (3.148)

Para resolver essa equagiao por andlise modal, primeiramente devemos
resolver o problema de autovalor:

w*[m] X =[k]X (3.149)

Além disso, temos também que determinar as frequéncias naturais e
modos correspondentes. Pelo teorema de expansdo, a solu¢io da Equacdo
3.148 pode ser expressa como vetor, pela combinagdo linear dos modos
normais:

() =q,OX" +q4,OX? 4+ +q,) X" (3.150)

Em que g,(t) sdo as coordenadas generalizadas dependentes do tempo,
conhecidas como coordenadas principais ou coeficientes de participacdo
modal. Podemos reescrever a Equagdo 3.150 como:

X()=[X]q,() (3.151)

Sendo [X] e 4,(t) a matriz modal e o vetor das coordenadas principais,
respectivamente, dados por:
4.(t)
R o . ()
[X]:[X“’ X0 X0 e G.(= q2:

q,(t)

Como [X] ndo é em fungdo do tempo, podemos determinar a aceleragio como:
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() =[X]q() (3.152)
Assim, podemos reescrever a Equa¢io 3.148 como:
[ X]a + k][ x)a =F (3.153)
Pré-multiplicando a Equacdo 3.153 por [X ]T , obtemos:
[XJ [ X]g +[X] [k][X]g =[] F (3.154)
Normatizando os modos normais pela ortogonalidade, temos:

(X ][] =[1] (3.155)

(X] [k][x] =[N\ (3.156)

Se definirmos um vetor de forgas generalizadas Q(t) associado s coorde-
nadas generalizadas g,(t) como sendo Q(t)= [X]T E(t) , podemos reescrever
a Equagdo 3.154, aplicando as Equagdes 3.155 e 3.156, tendo assim a equagdo
reduzida dada por:

dO+\w \Jd®H =0 (3.157)

Essa equagdo denota um conjunto de n equagdes diferenciais de segunda
ordem ndo acopladas, do tipo:

G +wlqn)=Q1) i=1,2,.,3
Que apresenta a seguinte soluqéo:

q,(t)=q,(0) cos(w,t) + 40
wl

sen(w,t)Jri‘folQ‘(T)sen[w‘(t77)]d'r i=1,2,..,n (3158)

Para encontrar os deslocamentos e as velocidades generalizadas iniciais (
q,(0) e ¢,(0) ), devemos encontrar os deslocamentos e as velocidades fisicas
iniciais ( x,(0) e x,(0) ). E uma vez determinados ¢,(t), podemos determinar
os deslocamentos fisicos x,(t) .

Vibragoes forcadas em sistemas com amortecimento viscoso

Por vezes, 0 amortecimento do sistema ndo pode ser desprezado, como
em casos em que a resposta do sistema é exigida em tempos longos e quando
as frequéncias de excitagdo estdo préximas das frequéncias naturais. E
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conveniente, a fim de analisar sistemas com amortecimento viscoso, intro-
duzir na dedu¢ido das equagdes de movimento uma fun¢do R conhecida
como fungéo de dissipagdo de Rayleigh, dada por:

R:%;%T BE: (3.159)

Em que [c] é a matriz de amortecimento. Nesse caso, a equagdo de
movimento sera:

[m]%+[c]% +[k]7=F (3.160)

Para simplificar os célculos, faremos uma aproximag¢do da matriz de
amortecimento, para uma combinagio linear das matrizes de massa e rigidez.
Assim, teremos:

[1d®+a[1+ 8N\ \]Jdo +[\ o \JiO=0a0)  (3.161)

Esse amortecimento é conhecido como amortecimento proporcional,
sendo « e f constantes. Substituindo a Equa¢do 3.161 em 3.160, teremos:

[m] % +[a[m]+ B[k]|% + (k| =F (3.162)

Como vimos anteriormente, podemos expressar o vetor solugdo como
uma combinag¢do dos modos naturais; assim, teremos:

0 =[X]4() (3.163)

Portanto, a Equagao 3.162 pode ser reescrita como:
[m][ X]q(6)+[c[m]+ BIK]|[ X]4() +[K]| X]d(t) = F(t) (3.164)
Analogamente ao procedimento realizado na Equagdo 3.153, pré-mul-

tiplicando a Equagédo 3.164 por [Xr e normalizando pela ortogonalidade,
teremos a equagao reduzida:

[1a®+[al]+ 8\ \[[dO +[\ o \Jir=a®)  (3.165)

Sendo assim, teremos uma combina¢do de equagdes diferenciais de
segunda ordem ndo acopladas que pode ser reescrita como:

G0 +(a+w’8)q0)+wqH)=Q®) i=12.,n (3.166)

Podemos escrever que:
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a+w’B=2(w, (3.167)

Em que ¢; é o fator de amortecimento modal, correspondente ao i-ésimo
modo normal. Assim, a Equac¢do 3.166 se torna:

Gt)+20wg,(t) +wlq®)=Q#) i=1,2,..,n (3.168)
Dessa forma, a solugdo, quando ¢, <1, pode ser expressa como:

G
J1-¢?

+ w%hj;[ Q(r)e sen[wm (t — T)]dT

Sendo w, =w,\1-¢> .

q,(t)=e " Jcos(w,t)+ sen(w,t)

—e
Wi

‘7,(0)+{ ! g’”"sen(wdlt)]lj(o)Jrizl, 2, . (3169)

Pesquise mais
CQ Veja o livro a seguir para saber mais sobre as definicdes dos equaciona-
~ mentos de vibragdo forgada ndo amortecida e amortecida (paginas de
229 a 235) e para compreender melhor a ortogonalidade por meio do
problema de autovalor e sua solugdo (paginas de 221 a 224):

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Autoexcitagio e analise de estabilidade

Temos que o atrito gera um amortecimento negativo em sistemas vibra-
torios, o que leva o sistema a instabilidade. Para sistemas com n graus de
liberdade, a equagdo de movimento ¢ dada por:

[m]%+[c]% +[k]x =F (3.170)

Ja vimos anteriormente a solugdo para analise de estabilidade de sistemas
com dois graus de liberdade, sendo que essa mesma solugdo pode ser esten-
dida para resolver problemas com n graus. Assim, podemos deduzir uma
solu¢do como:

x(t)=Ce" (3.171)

Em que s é um niimero complexo a ser determinado e C é o vetor de
amplitudes de ¥, dado por:
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A parte real de s determina o amortecimento do sistema e a parte imagi-
néria determina a frequéncia natural. Assim, a substitui¢do da Equa¢do 3.171
em 3.170, para vibragdes livres em que F =0, resulta:

([m]sz +[c]s+[k])ée“ =0 (3.172)
Para uma solu¢io néo trivial de C.,o determinante dos coeficientes de

C; éigualado a zero:

D’s :|[m]52 +[c]s +[k]| = (3.173)

A Equagio 3.173 resulta em uma equagio polinomial de ordem m = 2n,
tendo assim:
D(s)=a,s" +as"" +a,s" " +-+a, s+a,=0 (3.174)

Para resolver a equa¢do polinomial de forma simplificada, podemos
aplicar o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz. Para aplicar esse critério,
devemos montar o seguinte determinante de m-ésima ordem (T, ) como sendo:

al a3 aS a7 aZ m—1

aO aZ a4 aé aZm—Z

0 al a3 aS uZm—3

T =|0 a, a, a, a,, 4

0 0 a a, a,, s
o O (3.175)

Assim, as subdeterminantes serdo dadas como:

¢ g (3.176)
'T.=|a )

3 0 2 Gyl

0 a

a
1 3
al a3
a

aO aZ
1

Nesses subdeterminantes, todos os coeficientes g,com i > m e i < 0
devem ser substituidos por zero. Pelo critério de Routh-Hurwitz, para que
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a estabilidade do sistema seja satisfeita, todos os coeficientes a, e todos os
subdeterminantes T, devem ser positivos.

Sem medo de errar

Vocé e sua equipe ja resolveram alguns célculos sobre o navio e obtiveram
alguns dados que lhes permitirdo encontrar as frequéncias naturais do sistema
de propulsdo. Assim, vocés chegaram a conclusdo de que poderiam facilitar
os calculos se considerassem todo o sistema como um sistema torcional,
como mostrado na Figura 3.24, considerando o motor como sendo fixado ao
navio por uma haste com rigidez k, @7 10°N m/rad . Vocés encontraram
que, J,=4x10°kgm?®, J,=43x10°kgm’ > e ], =5x10’kgm’. E, além disso,
sabe-se que as rigidezes do eixo sdo dadas por <<Eqn_s3191.wmf>>, uma
vez que, para seus calculos, vocés desprezardo o amortecimento da agua e as
frequéncias naturais, ja que o coeficiente de amortecimento da dgua é de 0,1.

Figura 3.24 | Sistema de propulsdo simplificado

Motor Eixo Hélice

I

kt1 kf2 kt3

NOOUONUNNNNNANNNNNN
_\.g
I\Jc"'

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolugao:

Para encontrarmos as frequéncias naturais, aplicaremos as equagdes de
Lagrange, lembrando que, para as frequéncias naturais, o sistema estara em
regime de vibracdo livre e, ainda desprezando o amortecimento, teremos
uma vibragdo livre ndo amortecida. Com isso, a equagio de Lagrange sera:

d|oT| 0T oV
|t =0
dt(9q,) 9dq; 0g,

Considerando que nosso sistema ¢é torcional teremos que g, =06, . Para
i=12,3, teremos:

T
00,

T
00,

4
dt

oT

oT) 9T 9v_, 4
09,

oT 0V d
_ +—=0,— =0
a0, 06, dt

oT OV
-—+—=0e— =0
06, ' 00, dt

-4 —
00, " 90,
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A energia cinética do sistema é:
1 . 1 - 1 .
T 25]1912 +E]2922 +§]3932
A energia potencial devido a rigidez do sistema sera:
1 1 2 1 2
V= Ekrlglz +5krz (92 - 91) +5kt3 (93 _92>

Substituindo as energias na equagdo de Lagrange, teremos trés equagdes
dadas por:

d|l o (1., 1 1.
(#[80-[2]1012-5-2]2922-%2]3932]] 89[ ]02+ ]92+ ]92]
1
0 2 2 2

+£[ k,.0; +2 k ,(6,-6)) +5kt3(03—02) ]:o
jt[aé;[ ]“+ ]02+ ]02] —a%[ J .02+~ ]62+ ]02]
8?9[ k02+ k., (6, 01)2+5kt3(93—02)2]:0
df o

6? 62 6? 62 02 |+
dt[%[;“+ 160, ]] LRI
Ok 2Lk (6,—0 +1k (0,6, |=0
+89 t11+ ( 1) +2t3(3 2) -

E aplicando a derivagdo teremos:
]19.1 + (ku + ktz)el +kt292 =0
]zéz + (krz + krs)ez —k,0,—k,;0,=0

]353 + kt303 - krsez =0

Isso nos permite gerar a seguinte equagio de movimento em forma
matricial:

50 oll6] [(k,+k,)  —k, o6 [o
0 J, 0{6,t+| —k, (k,+k,) —k,[{6,t=10
0 0 J.|l6 0 —k k. |l6 0

3]s 13 13
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Substituindo os valores de J e k, teremos:

4x10° 0 o |[d] |(7x10°+14x10°) —14x10° o g

0
1 1
0 43x10° o {d,f+| —14x10° (14x10° +14x10°)  —14x10°[{0,1 =10
0 0 5x10°||d, 0 —14x10° 14x10° ||0] |0
4x10° 0 o |[6] [21x10° —14x10° o 8] [o
0 43x10° 0 |10, 1+|—14x10° 28x10° —14x10°|{0,1=10
0 0 5x10°||4, 0 —14x10°  14x10° |6, |0

Para conseguirmos encontrar as frequéncias naturais, teremos que
igualar a equagdo acima a equagdo caracteristica de frequéncias dada por
—w’ [m] X +[k] X =0. Assim, teremos:

4x10° 0 0 |[[e,] |21x10° —14x10° 0 o] fo
—w'| 0 43x10° 0 |{O,t+|—14x10° 28x10° —14x10°[{O,+=10
0 0 5x10°||©, 0 —14x10°  14x10° ||©, 0

Agora, temos que igualar o determinante da matriz de coeficientes a zero:

4x10° 0 0 21x10°  —14x10° 0
A=0=—uw’| 0 43x10° 0 |+|—14x10° 28x10° —14x10°
0 0 5x10° 0 —14x10°  14x10°

O que nos resultara em:

—w2<4><105)+21><106 —14x10° 0
0= —14x10° —w2<43><106)+28><106 —14x10°
0 —14x10° 7w2(5><103)+14><10"’

g (8,6><1016)+w4 (2,45371><102°>—w2 (1,272356><1022)+1,372><1021 =0

Esse polindmio nos retornard as seguintes raizes:
w,’ =0,10806 — w, = 0,32872 rad/s
w,’ =52,72257 — w, =7,26103 rad/s
w,’ =2800,32054 — w, =52,91805 rad/s

Assim, encontramos as raizes do polindmio que representam as frequén-
cias naturais do sistema. Concluindo, temos que essas frequéncias devem ser
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evitadas, pois sdo as frequéncias nas quais ocorre ressonancia e, consequente-
mente, os picos de tensdo do sistema que podem levé-lo a falhas catastroficas.

Avangando na pratica

Resposta de vibracao por analise modal

Descrigao da situagao-problema

Imagine que vocé é responsavel por uma equipe de engenheiros de
uma empresa que presta consultoria em andlise de sistemas dinidmicos.
Nesse momento, sua equipe esta analisando uma mdquina de uma indus-
tria quimica que esta apresentando picos de vibragdo, e vocé e sua equipe
modelaram o sistema obtendo a seguinte equagdo de movimento:

'.5?.1 + xl _ E

xZ 'x2 P‘Z
Assim, para dimensionar a resposta da maquina, vocés decidiram
aplicar a andlise modal, sabendo que as massas sdo m, =20kg e m,=2kg

, k,=60N/m, k,=10N/m e k,=0. Além disso, as condigdes iniciais do
sistema foram medidas como:

L [x@) 1 L [5©@] [0
0-[Zalb| < 5o Ll-[)

Resolugio da situagao-problema

0

0 m,

m

k+k,  —k,
-k, k,+k,

1

Primeiramente, devemos encontrar as frequéncias naturais e os modos de
vibrar da maquina. Para isso, vamos aplicar um equacionamento ja conhe-
cido e levar em conta que as frequéncias naturais sio dadas quando o sistema
¢ livre, portanto, quando F = 0. Dessa forma, teremos a matriz de correlagio
dada por:

{=mew” +(k +k,)} —k, 1X1} _ {0}

—k, {fmzw2 +(k2 +k3)} X, 0
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Ou seja:

e io+ " {2;21310} {2}_{2}

Em seguida, devemos igualar a zero o determinante da matriz que corre-
laciona tanto as frequéncias quanto as amplitudes X, e X, , assim:

{—Zsz +7o} ~10
det
~10 {—2w2 +1o}

O que nos resulta na seguinte equag¢do polinomial:

40w* —340w* +600=0

E a equagdo polinomial tem duas raizes:

w =251/ e w; =erad/

w,=1,5811184/" e o, =2, 4495124/
S S

O que nos da:

Substituindo w,> na matriz de correlagdo, encontraremos que X, =2x,",
e substituindo w,” na matriz, obtemos X,” =—5X,*, 0 que nos permite
montar os vetores modais como:

- 1 - 1
X(l) — 12})(1(1) e X(Z) — {5} X1(2)

Pela ortogonalizagdo dos modos normais em relagdo a matriz de massas,
obteremos os valores de X, e X, . Dessa forma:
1
=1
2

20 0

X m)x0 =1= (X {2}

[1
X" =,|—=0,1890
14

20 0
0 2

X [m) X =1=(x,2) {~5}

o8
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/ 1
X?=,/—=0,1195
14

Assim, a matriz modal se torna:

0,1890  0,1195

[X] _ [j(m X(z)} _
0,3780 —0,5975

Para determinarmos a resposta, podemos escrever a equagio de
movimento em relacdo as coordenadas generalizadas:

4,()+ wiz% (t)=0

A resposta generalizada do sistema sera:

sen(wit)

q,(t)=q,,cos(w;t)+ G
w[

Em que g, e g, sdo os valores iniciais de q,(t) e ¢,(t), respectivamente.
Podemos definir essas condi¢des por meio das condig¢des iniciais do sistema
dadas anteriormente. Assim, teremos:

1
0

0,1890 0,3780
0,1195 —0,5975

o378
10=1, 39

. {qw(o)} —[X] [m]30) = {g}

95,(0)

20 0
0 2

,0(0)

.
1o {qm«»

|-z -

Resultando nas respostas generalizadas de cada frequéncia natural, que
sao dadas por:

q,(t)=3,78cos(1,5811¢) e q,(t) =2,39cos(2,4495t)

Assim, podemos determinar o deslocamento das massas como sendo:

{3,78cos(1,5811t)}

2,39 cos(2,4495¢ )

0,1890 0,1195
0,3780 —0,5975
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Resultando em:

x,(t)| |0,7144cos(1,5811¢) 40,2856 cos (2, 4495t )
x,(1)] | 1,4288cos(1,5811¢)+1,4280cos (2, 4495¢)

Essa equa¢do nos denota o comportamento de cada uma das massas
quando passam por suas frequéncias naturais, como mostrado nos graficos
da Figura 3.28.

Figura 3.28 | Resposta do sistema por andlise modal

Fonte: elaborada pelo autor.

Como podemos perceber, os graficos mostram os deslocamentos das
massas a qualquer instante de tempo, para as frequéncias naturais do sistema.
Com isso, concluimos com éxito a resolugdo da problematizagdo proposta.

Faga valer a pena

1. Os sistemas vibratérios que apresentam uma quantidade determinada de graus

de liberdade sdo conhecidos como sistemas discretos, enquanto que um sistema com
infinitos graus de liberdade pode ser chamado de sistema continuo, sendo este ltimo
muito complexo de ser resolvido.

Em relagdo aos sistemas apresentados no texto-base, assinale a alternativa correta.

a) Os sistemas continuos podem ser satisfatoriamente simplificados em sistemas
discretos, a fim de facilitar sua resolugao.

b) Sistemas discretos podem ser transformados em sistemas continuos, para que
sejam mais complexos de serem resolvidos.

c) Para facilitar a resolugdo de determinados sistemas discretos, podemos dividi-los
em vdrios sistemas de um grau de liberdade.

d) Sempre que um sistema vibratério for complexo para ser resolvido, podemos
contratar alguém para resolvé-lo.

e) Uma vez que os sistemas continuos sio complexos, ndo existe forma de resolvé-los
sem o uso de simulagdo computacional.
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2. Os sistemas vibratérios com varios graus de liberdade podem ser resolvidos com
métodos matriciais que tém uma forma caracteristica como [m]x + [C ]x + [k]% =F,

Considere que um sistema vibratério acoplado qualquer com trés graus de liberdade
apresenta a seguinte equa¢do de movimento:

3 0 0][% 3 -1 0l[x] [o
0 4 Of{%,1+1.000—-1 5 —3[ix,{=10
00 7|k 0 -3 3 0

3

Com base na equagdo de movimento apresentada, qual é o tipo de vibragdo e quais os
valores das massas do sistema? Considere que as massas sio dadas em quilogramas
(kg). Assinale a alternativa correta.

a) Vibragdo forcada nao amortecida, sendo as massas: m, =3 kg , m, =4 kgem, =7 kg.
b) Vibragao livre amortecida, sendo as massas: m, =3 kg, m, =4 kg e m, =7 kg.

¢) Vibragdo livre ndo amortecida, sendo as massas: m, =3 kg, m, =4 kg e m, =7kg.
d) Vibragao forcada ndo amortecida, sendo as massas: m, =7 kg ,m, =4 kg em, =3 kg.
e) Vibragdo livre ndo amortecida, sendo as massas: m, =7 kg, m, =4 kg e m, =3 kg.

3. Observe o sistema acoplado mostrado na figura a seguir:

Figura | Sistema acoplado

Fonte: Rao (2008, p. 245).

Durante a andlise desse sistema vibratorio, foram deduzidas algumas equagdes de
movimento, dadas por:
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mx, =—kx, fk(xl fx2)73k(xl fo)

2mix, = —2kx, fk(xz fxl)fk(xz fx3)

mx, :ka3f3k(x37xl)fk(x3fx2)

A partir das equagdes apresentadas no texto-base, defina a equagdo de movimento na

forma matricial, que rege o sistema vibratorio.

Assinale a alternativa que apresenta a equacao matricial correta.

0

a) [0 2m
0

m 0
b) |0 2m
0o 0

m 0
c) |0 2m
0 0
m 0
d) [0 2m
0

m 0
e) |0 2m
0

o o O

(=]

%] sk
i f=|—k
i |-3k
) [k
X, t+|—2k
i | —k
2] [k
it =|—2k
i |-k
&) |5k
i 0+ k
i | 3k
2] [ sk
eyl
-3k
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Unidade 4

Controle e medicdes de vibracao

Convite ao estudo

Caro aluno, imagine que vocé estd em seu carro, dirigindo em uma autoes-
trada e, de repente, quando atinge uma certa velocidade, o carro se torna
instavel e comega a emitir ruidos muito altos, ficando quase que insuportavel
dirigir. Este efeito ocorre devido a vibra¢des causadas pelos esforcos gerados
por problemas no veiculo e a condigoes adversas de rugosidade do asfalto,
movimento das partes do carro, rotagdo do motor, dentre outros fatores. Nos
podemos medir e reduzir estas vibragdes através das estratégias corretas.

Para isso, nessa unidade de ensino vocé verd as ferramentas necessarias
para que conhega e aplique o controle e medigdes de vibragdes, a fim de
compreender e aplicar a melhor forma de controlar vibragdes para minimizar
seus efeitos.

A fim de contextualizar, imagine que vocé é o engenheiro mecanico
responsavel pela anélise de vibragdes mecénicas do departamento de desen-
volvimento de motores de uma fabricante de motores para caminhoes de
grande porte. Nesse momento, sua equipe estd desenvolvendo um novo
motor de alta poténcia em tamanho reduzido. Durante o processo de proto-
tipagem, foi montado um protétipo preliminar do caminhéo e, nos testes
iniciais, foram observadas vibracoes de grande magnitude na cabine. Essas
vibragdes devem ser analisadas com cautela, a fim de se propor solugdes
vidveis para o problema. Vocé ja consegue imaginar como devem ser feitas as
abordagens para reduzir as vibragoes? Como podemos medir e controlar as
vibragdes de um sistema?

Num primeiro momento iremos analisar o sistema quanto ao balance-
amento das partes mecinicas do motor, em seguida iremos conhecer ferra-
mentas utilizadas para inibi¢ao da vibragao e posteriormente iremos inserir
um sistema de medigado de vibragoes a fim de monitorar a perda de eficiéncia
do motor, devido a vibragdes.

Nesta ultima unidade de ensino, vocé verd quais sdo as estratégias para
redugdo e controle de vibragdes, assim como serdo apresentadas as formas de
medicio e os elementos utilizados para medir e controlar vibragdes, além de
aprender a aplicar os métodos propostos.



Secao 4.1

Parametros de controle de vibra¢ao

Dialogo aberto

Vocé ja notou que quando estamos com o carro estacionado e ligamos
o motor podemos sentir o trepidar do carro devido ao funcionamento do
motor? Isto ocorre por diversos fatores, como, por exemplo, a explosdo do
combustivel nas cdmaras dos cilindros, o movimento das partes do motor
e principalmente, o desbalanceamento do motor. Nessa se¢do, iremos
dar enfoque em como controlar certas vibragdes diretamente na fonte
da vibragao.

7

Para contextualizar esse assunto, imagine que vocé é o engenheiro
mecénico responsavel pela analise de vibragdes do departamento de desen-
volvimento de motores de uma fabricante de motores para caminhdes. Sua
equipe estd desenvolvendo um novo motor de alta poténcia em tamanho
reduzido, sendo que, para isto, estdo testando um protétipo preliminar de
um motor de 8 cilindros configurado em V. O protétipo foi montado em
um caminhdo de testes e foram observadas vibragdes de grande magnitude
na cabine. A primeira hipétese levantada pela equipe seria o dimensiona-
mento incorreto dos cilindros, que se encontram desbalanceados, tendo em
vista que os cilindros estdo dispostos em 90° cada, como pode ser observado
na Figura 4.1. Assim, cabe a vocé determinar se o motor estd devidamente
balanceado ou néo e, ainda, verificar quais sdo as possiveis causas das vibra-
¢des que devem ser analisadas.

Figura 4.1| Posicionamento dos cilindros do motor V8

2 34 58 7.8

A |
! |
| |
i |
! |
! |
| |

- 200mm_
400mm

I
I 600mm

Fonte: elaborada pelo autor.
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Vocé ja imagina como se deve proceder para averiguar o balanceamento
dos cilindros do motor? Consegue imaginar quais as outras possiveis causas
de vibragdes que podem ocorrer no motor?

Nesta se¢do de estudos, vocé compreendera os efeitos do desbalancea-
mento de motores alternativos e elementos rotativos, bem como verd como
podem ser balanceados e o que tal corre¢do causa de efeitos positivos nos
sistemas. Isto te dard insumo para realizar uma andlise critica acerca das
causas, efeitos e controle de vibra¢des. Bons estudos!

N3o pode faltar

Nomograma

Os limites dos niveis aceitaveis de vibragdo saio mostrados em um grafico
chamado nomograma de vibragao, sendo especificados em termos da
resposta de um sistema livre sem amortecimento com um grau de liberdade,
sujeito a vibragdo harmonica. Este grafico apresenta as variagdes de ampli-
tude de deslocamento, velocidade e aceleragdo em fungido da frequéncia de
vibragdo, como pode ser observado na Figura 4.2.

Figura 4.2 Nomograma de vibragdo
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Fonte: Rao (2008, p. 306).
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Para entendermos o nomograma, devemos ter em mente os equaciona-
mentos que o produzem; assim, tendo o movimento harmoénico dado por
x(t)=Xsen(wt), a velocidade e a aceleragio serdo dadas respectivamente por:

v(t)=5c(t):chos(wt)=27ercos(wt) (4.1)
alt)=x(t)= fszsen(wt) = 747r2f2Xsen(wt) (4.2)
Em que w ¢ a frequéncia circular (rad/s), f é a frequéncia linear (Hz) e

X é a amplitude de deslocamento. Assim, a amplitude de deslocamento e os
valores maximos de velocidade e de aceleragio estdo relacionados como:

Vo =27fX (4.3)

a,,=—4rfX==-2nfv,, (4.4)

Aplicando o logaritmo nestas relagdes acima, nos resultard as seguintes
reagdes lineares:

ln(vmdx):ln(wa)Jrln(X) (4.5)

In(v,,.)=-In(a,,)—In(27f) (4.6)

Desta forma, para um valor constante de amplitude X, temos que In(v,,.)
varia com ln(2 f ) em linha reta com inclinagdo +1 para a Eq. 4.5. J4 com o
valor constate de 4,,, , temos que o In(v,,,. ) varia com In(27f) em linha reta
com inclinagéo -1 para a Eq. 4.6. Assim, cada ponto do nomograma denota
uma vibra¢do harmonica especifica (RAO, 2008 p.305).

Com isto, é possivel encontrar e documentar vérias faixas de vibragdo que
sdo usuais na engenharia. Sabendo que f ¢ a frequéncia e X a amplitude de
deslocamento, podemos citar algumas, como:

1. Vibrag¢des atdmicas: f=10"Hz com X=10"a10 *mm.

2. Microssismos ou pequenos deslocamentos da crosta terrestre:
f=0lalHz com X=10"2al0 "mm.

3. Vibragdbes de maquinaria e edificios: f=10a100Hz com
X=0,0lalmm.

4. Oscilagdo de edificios altos: f=0,1a5Hz com X =10 a 1000mm.

A severidade de vibragio de maquinaria é definida pela norma ISO
20816-1:2016 em quinze faixas de severidade para quatro classes de
maquinas, sendo: (1) pequenas, (2) médias, (3) grandes, (4) turbomdquinas.
A norma ISO 4866 fornece a severidade de vibragdo para edificios, causada
por explosdo e para vibracdo em regime permanente na faixa de frequéncia
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de 1 a 100 Hz. Por fim, é importante comentar que a sensibilidade humana
as vibragdes tem seus limites recomentados pela norma ISO 2631. A fim de
exemplificar, podemos citar a cabe¢a com 25 Hz, os globos oculares de 30 a
60 Hz, as pernas de 2 a 20 Hz e a coluna vertebral de 10 a 12 Hz.

Assimile
E importante ressaltar que a tolerancia do ser humano a vibragdo de
! corpo inteiro é a mais baixa, de acordo com a norma ISO 2631, estando
na faixa de frequéncia de 4 a 8 Hz. Ainda, é interessante saber que, em
estudos realizados, foram observadas as seguintes faixas de frequéncia
para os efeitos em seres humanos: tontura e ndusea (0,1 a 1 Hz), turva-
mento da visdo (2 a 20 Hz), perturbagdo da fala (1 a 20 Hz), interferéncia
com tarefas (0,5 a 20 Hz) e fadiga posterior (0,2 a 15 Hz). (Rao, 2008 p.
306 e 307).

Redugao de vibragao na fonte

De acordo com Rao (2008, p. 306), “a primeira coisa a ser explorada no
controle de vibragdes é tentar alterar a fonte de vibragdo de modo que ela
produza menos vibragdo” Sabemos que isto por vezes é inviavel, seja por
inviabilidade financeira ou pela impossibilidade devido a fonte de vibragao.
Vibragées provindas de terremotos, turbuléncias atmosféricas, irregulari-
dades nas estradas e trepidagdo de motores & combustdo sdo exemplos de
vibragdes que nao podem ser controladas a partir da alteragdo da fonte.
Porém, fontes como o desbalanceamento de madquinas alternativas ou
rotativas sdo facilmente alteradas para que se controle suas vibragoes.

Balanceamento de maquinas rotativas

A fabricagdo de componentes, na pratica, sempre apresentard desvios
devido a diversas variaveis incontroléveis, como, por exemplo, desgaste
de equipamentos, falta de manuten¢io adequada, vibragdes na planta da
fabrica, dentre infinitos outros motivos. Portanto, as maquinas rotativas terdo
pequenos desvios que resultam, basicamente, em uma massa excéntrica ou
desbalanceada. E possivel reduzir os efeitos deste desbalanceamento a partir
da remogdo de um pouco de material ou acrescentando uma massa igual em
uma posi¢do que cancele os efeitos da outra. Assim, podemos ter dois tipos
de balanceamento, sendo:

1. Balanceamento em um plano ou estatico: este ¢ o mais comum,
sendo bastante aplicado em diversos sistemas, como o balancea-
mento das rodas de um carro. Um exemplo deste balanceamento
pode ser visto na Figura 4.3.
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Figura 4.3| Balanceamento de um disco em um plano
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Fonte: Rao (2008, p. 308).

Observe que, por ser um disco montado sobre um eixo, a massa
desbalanceada encontra-se em um tnico plano, gerando esforcos
nos mancais da ordem de:

E =a72mrw2 e E :%mrw2 (4.7)
Balanceamento em dois planos ou dindmico: ocorre quando o
elemento rotativo é um corpo rigido alongado. Por isto, a massa
desbalanceada estarda em um ponto qualquer do corpo ou distribuida
sobre o mesmo. Para resolver este problema, é possivel considerar a
massa de desbalanceamento como sendo duas massas equivalentes
nas extremidades do corpo, como mostrado na Figura 4.4.
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Figura 4.4| Representacdo do balanceamento em dois planos
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Fonte: Rao (2008, p. 310).

Pesquise mais

Para ver o passo a passo dos procedimentos de balanceamento estético
e dindmico, veja as paginas de 308 a 312 do livro do Rao, disponivel em
sua biblioteca virtual.

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Rodopio (whirling) de eixos rotativos

Os balanceamentos de eixos rotativos vistos anteriormente consideram
os eixos como sendo corpos rigidos, ou seja, sem deformagio. Porém, em
alguns casos, essa considera¢do nio é plausivel, como é o caso de compres-
sores, motores elétricos, turbinas, bombas, dentre outros dispositivos em
que existe um elemento rotativo pesado, montado sobre um eixo leve e
flexivel apoiado em mancais (RAO, 2008, p. 312). O desbalanceamento dos
elementos rotativos, juntamente com a rigidez e amortecimento do eixo, os
efeitos giroscopicos e o atrito de fluido nos mancais, causam a deflexdo do
eixo, isto pode gerar instabilidades no sistema devido a rotagdo. Este efeito
¢ conhecido como rodopio (whirling) ou chicoteio (whipping) ou velocidade
critica. A Figura 4.5a mostra um eixo em rodopio.
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Figura 4.5| Eixo em rodopio
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Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 312).

A Figura 4.5b mostra o deslocamento do rotor devido a flexdo do eixo em
rotagdo, dado em coordenadas lineares x e y. Assim, a vibragdo causada por
este efeito terd a seguinte equagdo de movimento:

mWJF(Ci +c)w+kwfiwciw: mwae™ (4.8)

Sendo que a é a excentricidade do rotor, ¢, é o amortecimento interno do
eixo e w é uma quantidade complexa definida por w=x+iy .

Devido as configuragdes do sistema em rodopio, podemos encontrar a
seguinte equacio de velocidade angular:

w=

(4.9)

Na qual w, ¢é a frequéncia angular natural do sistema e ¢ é o amorte-
cimento do sistema. Esta velocidade angular ocorre quando a amplitude é
maxima, o que a denota a velocidade critica de rodopio. Assim, podemos
perceber que quando o sistema ndo possui amortecimento, a velocidade
critica serd igual a frequéncia angular natural. Portanto, a velocidade critica,
por apresentar a amplitude méxima, deve ser evitada. Na pratica, um sistema
com varios graus de liberdade apresentara varias frequéncias naturais e, desta
forma, varias velocidades criticas.
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Pesquise mais
CQ Para saber mais sobre o rodopio (whirling) de eixos flexiveis e ainda ver
~ como sdo feitos os calculos para resposta de um sistema submetido a
este tipo de vibragdo, veja as paginas de 313 a 315 do livro do Rao, dispo-
nivel em sua biblioteca virtual.
RAO, S. S. Vibragdes mecanicas. 4 ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Balanceamento de motores alternativos

As vibragdes em motores alternativos advém primeiramente das varia-
¢Oes periddicas da pressdao dos gases no interior do cilindro e, em segundo
das forcas de inércia associadas as partes moveis do sistema. Sabemos que as
partes essenciais de um motor alternativo sio: o pistdo, a biela e a manivela. A
Figura 4.6a mostra um conjunto de um cilindro do motor alternativo.

Figura 4.6| Cilindro do motor alternativo
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Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 315 e 316).

Podemos perceber pelo diagrama da Figura 4.6b que a for¢a gerada a
partir da queima do combustivel induz um torque M, que tende a girar o
eixo da manivela e, também, verificamos que a resultante das forcas tende a
se anular, mas que produz um torque resultante M, = Fhtg(¢) no corpo do
motor, sendo i dado pela geometria do sistema:

preos(0) (4.10)

sen (¢)
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Sendor, g e ¢ mostrados na Figura 4.6b, podemos reescrever M, como:

Fr cos(@)
e cos (gb)
Temos que M,, varia com a pressdo do cilindro, a velocidade de rotagio

do motor e o tipo de ciclo operacional, sendo F governada pela quantidade
de cilindros no motor.

(4.11)

Ainda, para encontrar as forcas desbalanceadoras da inércia das partes
moveis, devemos levar em consideragdo a geometria de funcionamento que
¢ mostrada na Figura 4.6¢, que nos dard a forga vertical e a for¢a horizontal
gerada pela inércia das partes méveis, que sdo dadas respectivamente, por:

cos(2wt) (4.12)

2,2
F = (mp —Q—mc)rwz cos(wt)—f—mp e

E,
F = —mprw2 sen(wt) (4.13)

Sendo m, amassa do pistdo (massa reciproca ou alternativa) e m_amassa
do pino da manivela com a massa concentrada da biela (massa rotativa).

oc Reflita
Sera possivel balancear qualquer tipo de motor utilizando estes métodos,
: ou apenas os motores alternativos?

Com isto, é possivel realizar o balanceamento dos cilindros de um motor
com N cilindros, se considerarmos d, como a distancia entre os cilindros e
«a, o angulo de defasagem entre as manivelas de cada cilindro, sabendo que
todos os cilindros devem ter as mesmas dimensdes r e [ e a mesma velocidade
angular w .

Assim o balanceamento ¢ feito a fim de anular as resultantes das forgas
horizontais e verticais, sendo:

(Fx )"”“1 - Z(F" )i =0 ¢ <Fy )totul - Z(Fy )i =0 (4.14)

i=1 i=1
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Podemos reescrever as forgas como:

(F )i = (mp +mc>i rw? cos(wt+ozi)+(mp)‘ ro’

x i

cos (Zwt + 2041.) (4.15)

(Fy)i Zf(mc)i rw? sen(thrai) (4.16)

Com isto, teremos 0os momentos em torno dos eixos z e x, dados respec-
tivamente por:

N
:ZND(FX),. L=0 e M=) (F)1=0 (4.17)
i=2 i=2

Sendo que as massas de todos os cilindros sdo iguais, entdo (mp)i =m,
e (mc),-:mc e, considerando as condi¢bes iniciais do sistema, onde #=0,
podemos encontrar as condi¢des que devem ser satisfeitas para que o motor
alternativo esteja com a montagem balanceada, dadas para as forcas de
inércia como sendo:

Zcos( ) 0 e Zcos(Za)zO (4.18)

i=l1

isen(ai)zo (4.19)

E para os momentos no eixo z e x, teremos as condi¢des:

Zlcos( ) 0 e Zlcos(Za)zO (4.20)

gli sen(a,)=0 (4.21)

Assim, é possivel arranjar os cilindros do motor alternativo, para que o
motor fique balanceado, reduzindo assim os niveis de vibracéo.

Pesquise mais
Para compreender completamente as equagdes e ver as dedugdes

das equagbes para o balanceamento de um motor alternativo, dé uma
olhada nas paginas de 315 a 318 do livro do Rao, disponivel em sua
biblioteca virtual.

RAO, S. S. Vibragdes mecanicas. 4 ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.
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Para melhor compreender como dever ser realizado o balanceamento de
um motor alternativo, observe o exemplo a seguir:

Cl@ Exemplificando
! O arranjo das manivelas em um motor de 6 cilindros em linha é

mostrado na Figura 4.7. Se os cilindros estiverem separados por uma
distancia a=200mm na dire¢do axial, e as posi¢cdes das manivelas
forem o, =, =0°, a, =, =120° e o, =, =240°, 0 motor estara
balanceado ou ndo? Considere uma massa rotativa de m_=2,5kg e
uma velocidade de 3500 rpm.

Figura 4.7| Desenho esquemdtico de motor com seis cilindros
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Fonte: Rao (2008, p. 341).

Resolugdo
Para saber se o motor se encontra balanceado, basta checar se as condi-

¢Oes dadas pelas equagbes 4.17, 4.18, 4.19 e 4.20, sdo satisfeitas. Assim,
teremos:

icos(a,):o p icos(Zai):O e isen(ai):o
i=1 i=1 i=1

E para os momentos no eixo z e x, teremos as condigGes:

N

ili cos(a,)=0, > I cos(2a,)=0 e il, sen(a,)=0
i=2 i=2 =2

Portanto:

icos (a,) =0— (2 cos(OO) + 2cos(120°) +2cos (240°)) =0;

i=1

icos (2(1,) =0— (2 cos (OO) +2cos (240°) +2cos (480°)) =0;e
i=1

isen(a,) =0— (2sen(0°)+2sen(120°) + 2sen (240°)) =0
i=1
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E para os momentos, temos:

il cos(a ): 0502 C05(1200>+2605(24O°)+
= [ ' +3cos(240°)+4cos(120°)+5c05<00)

ili cos(2,)=0—0,2
i=2

cos(240°) + 2 cos (480°) +
+3cos(480°)+ 4cos(240°) + 5cos(0°)

sen(120°) + 2sen (240°) +

=0
+3sen(240°) +4sen (1200) -+ SSCH(OO)

N
Zl, sen((y,) =0—0,2
i=2

Assim, conclui-se que como todas as condigoes foram satisfeitas, o
motor dado se encontra devidamente balanceado.

Controle de vibracao

Na pritica, é possivel reduzir as forcas que causam vibragdes, mas nao
conseguimos elimind-las. Aqui, veremos alguns dos métodos mais utilizados
para se reduzir tais esfor¢os. A forma mais bésica e simples de se controlar
vibragdes é o controle das frequéncias naturais. Sabe-se que quando uma
vibragdo alcan¢a a frequéncia natural, o sistema entra em ressonincia
causando grandes deslocamentos, o que pode ocasionar grandes deforma-
¢oes e tensdes indesejaveis (RAO, 2008, p. 318).

De acordo com a equagdo de frequéncia natural (w, = W ), podemos
alterar a frequéncia, alterando a rigidez (k) ou a massa (m) do sistema. Isto
pode ser feito substituindo materiais, partes, inserindo elementos, dentre
outras a¢des comuns na engenharia.

Outra forma para se controlar vibragdes é a introdu¢do de amorteci-
mento ao sistema, a partir da utilizagdo de juntas pinadas e parafusadas, que
garantem a movimentac¢do entre as partes do sistema, dissipando energia
pelo atrito entre as partes. Ainda, podemos inserir elementos de amorteci-
mento ao sistema. Para ilustrar este método, podemos escrever a equagio de
movimento de um sistema com um grau de liberdade com amortecimento
interno submetido  for¢a harmoénica ( F(t) = Fe*' ), como:

mjé+k(1+i77)x =Fe" (4.22)
Sendo 7 o fator de perda dado por:

energia dissipada em um ciclo
(AW/ 27r> de deslocamento harmonico

n= P -
w maxima energia de

deformagdo no ciclo (4.23)
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A amplitude da ressonancia (w=w,) ¢é dada por:

E E

0 __ 0

ki aEn

(4.24)

Tendo em vista que a rigidez do sistema é proporcional ao moédulo

de Young (E), sendo k=aE onde a

¢ uma constante, podemos perceber,

portanto, que quao maior for o modulo de elasticidade menor sera a ampli-
tude da ressonéncia. A Tabela 4.1 mostra alguns valores de fator de perda

para materiais viscoelasticos.

Tabela 4.1] Fator de Perda de alguns materiais viscoelasticos

Material Fator de Perda (7] )
Poliestireno 2,0
Borracha dura 1,0
Tapetes de fibra com matriz 0,1
Cortica 0,13a0,17
Aluminio 1x10°*
Ferro e ago 2a6x10™

Fonte: Rao (2008, p. 319).

Os materiais viscoelasticos sdo amplamente usados para amortecimento
de sistemas, tendo como desvantagem as mudangas de propriedades devido
a temperatura, frequéncia e deformagdo. Outra forma de inserir amorteci-
mento ao sistema ¢é a partir da constru¢do/arranjo do sistema. A Tabela 4.2
nos mostra a equivaléncia de amortecimento devido ao arranjo do sistema.

Tabela 4.2| Amortecimento equivalente devido a construcgdo/arranjo

Tipo de Construgao/ Arranjo

Fator de Amortecimento Viscoso Equiva-
lente (%)

de aco-concreto

Construgdo soldada lad
Construgao aparafusada 3al0
Estrutura de ago 5a6
Camada viscoeldstica nao restringida sobre 4a5
viga de aco-concreto

Camada viscoeldstica restringida sobre viga 528

Fonte: Rao (2008, p. 319).
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Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé é o engenheiro mecanico responsavel pela analise
de vibragdes do departamento de desenvolvimento de motores de uma
fabricante de motores para caminhdes. Sua equipe esta desenvolvendo um
novo motor de alta poténcia em tamanho reduzido, para isto estdo testando
um protétipo preliminar de um motor em V de 8 cilindros. O protétipo
foi montado em um caminhéo de testes e foram observadas vibragoes de
grande magnitude na cabine. A primeira hipotese levantada pela equipe
seria o dimensionamento erréneo dos cilindros, encontrando-se desbalan-
ceados, tendo em vista que os cilindros se encontram dispostos em 90° cada,
podendo ser observado na Figura 4.1. Assim, cabe a vocé determinar se o
motor estd devidamente balanceado ou néo e, ainda, verificar quais as possi-
veis causas das vibragdes que devem ser analisadas.

Figura 4.1| Posicionamento dos cilindros do motor V8
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Fonte: elaborada pelo autor.
Resolugao

Para o sistema do motor V8 apresentado no problema, devemos, primei-
ramente, observar se o motor se encontra balanceado, sendo que, para isto,
devemos checar as condigdes para os esforgos:

icos(ai)zo , icos(Zai)zo € isen(ai)zo
i=1 i=1 i=1

Para os momentos no eixo z e x, teremos as condigoes:

ilicos(ai)zo, ilicos(Zai):O e il‘.sen(ai)zo
i=2 i=2 i=2

Considerando 0° no eixo x, para as for¢as do motor, teremos:

icos (a,)=0— (2cos(315°) +2cos(45°) +2cos(135°) +2cos(225°)) =0;
i=1
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icos (2,)=0— (2 c0s(630°)+2cos(90°) +2cos(270°) +2cos (450°)) =0;e
i=1

isen(ai) =0— (2 sen(315°)+2sen(45°)+2sen(135°) + 25en(225°)> =0

i=1

E para os momentos:

ZN:Z (a)=0—0.2 0-2cos(315%) +1-2cos(45°) +2-2c0s (135°) +] _ .
cos(a)=0—s o
= o ) +2-3c05(225°) TS
zN:l (20,)=0 .| 0-2¢05(630°) +1-2c05(90°) +-2-2cos(270%) +

_ Voo N
w2 e ' +2'3COS(4500) ;€

0-2sen(315°)+1-2sen(45°) 4 2.2sen(135°) +
+2-3sen(225°)

N
Zli sen(oe,.) =0—0,2
i=2

Com isso, podemos perceber que, devido aos momentos, existe um
desbalanceamento do motor, o que deve estar gerando parte da vibracdo
registrada. Com isso, temos que o projeto deve retornar para a equipe de
balanceamento a fim de realizar os ajustes; caso seja impossivel, teremos que
resolver de outras maneiras. Outras fontes de vibragdo que podem ocorrer
sao: devido a explosdo do combustivel ou devido as partes rotativas desba-
lanceadas do motor, como, por exemplo, engrenagens e eixos.

Avangando na pratica

Dimensionamento da velocidade critica de um
rotor em rodopio

Descri¢ao da situagao-problema

Imagine que vocé é o engenheiro responsavel por uma fabricante de kits
didéticos para experimentos universitarios, sendo que sua equipe estd desen-
volvendo um novo modelo de turbina de teste para tinel de vento. Os dados
técnicos da turbina e suas caracteristicas de funcionamento te permitirao
dimensionar a velocidade critica do sistema, que deve ser evitada durante o
funcionamento do equipamento.

Os dados apresentados descrevem um rotor com 20 kg de massa
concentrada, montado no ponto central de um eixo de ago de 1 metro de
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comprimento com rigidez de 19x10* N/m . Sabe-se ainda que a turbina deve
funcionar a 6000 rpm e o sistema apresenta coeficiente de amortecimento
estimado em 0,01.

Resolugao da situagao-problema

Para resolver o problema proposto, podemos encontrar a frequéncia
natural do sistema usando:

k 19x10*
W, = |—= =97,47134
=,

Ainda, podemos encontrar o amortecimento do sistema utilizando a equagéo:

c=2¢km =2-0,01119x10* .20 = 38,987N'%n

Com isto, aplicando a equagdo da velocidade critica de rodopio, teremos:

w 97,47
n _ > — rad
w= = 7 =101,62 K

e i | 1(38.987
2w 2( 97,47

n

Sabendo que o sistema opera a 6000 rpm, temos que:
6000
== rad
w 0 2m=628,32 K

Concluindo, podemos perceber que a turbina ird funcionar muito acima
da velocidade critica; portanto, ndo havera problema em sua operagao, consi-
derando-se que, ao iniciar o movimento, a turbina passe rapidamente pela
velocidade critica.

Facga valer a pena

l.o primeiro aspecto a ser explorado no controle de vibragoes é tentar alterar a

fonte de vibragdo, de modo que ela produza menos vibragao. No entanto, sabe-se que
por vezes isto ¢ inviavel. Vibragoes provindas de terremotos, turbuléncias atmosfé-
ricas, irregularidades nas estradas e trepidagao de motores a combustao sao exemplos
de vibragoes que ndo podem ser alteradas na fonte.

De acordo com o texto-base, assinale a alternativa que traz exemplos de vibragdes que
podem ser alteradas na fonte.
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a) Maquinas submetidas a vibragoes externas.

b) Maquinas rotativas e maquinas alternativas, desbalanceadas.

¢) Maquinas submetidas a condigoes ambientais.

d) Maquinas rotativas e maquinas alternativas, balanceadas.

e) Maquinas de impacto, como prensas rotativas e puncionadeiras.

2. Um sistema rotativo de um torno CNC, encontra-se gerando vibragdes exces-
sivas que causam desconforto para o operador e para os trabalhadores ao redor. Nas
ultimas semanas, alguns funciondrios faltaram ao trabalho, apresentando atestados
meédicos devido a enxaquecas.

Analisando o texto-base, assinale a alternativa correta.

a) A maquinas deve estar operando sem fluido de lubrificagao.

b) A norma ISO 2372 traz recomendagdes que devem ser aplicadas para a sensibili-
dade humana.

¢) De acordo com o diagrama do corpo humano, a frequéncia que a maquina deve
estar gerando ¢ da faixa de 30 a 40Hz.

d) AISO 2631 traz recomendagdes de vibragoes para a sensibilidade humana, deve-se,
entdo, aplicar o controle de vibra¢oes para manté-las dentro dos niveis recomendados.
e) A empresa deveria empregar pessoas com menor sensibilidade a vibragoes.

3. Em um sistema sem amortecimento submetido ao rodopio, a velocidade critica
serd igual & frequéncia natural. Sabendo disso, avaliando um sistema em rodopio com
frequéncia natural de 20 rad/s, que funciona a 30 rad/s, sabe-se que este ndo apresenta
problemas. Mas se inserirmos um amortecedor de 20 N.s/m ao sistema, isto melho-
rard o funcionamento do sistema?

Assinale a alternativa correta.

a) Melhora o funcionamento do sistema, pois uma vez que o sistema ganha amorteci-
mento, 0 mesmo sofrerd menos efeitos de vibragao.

b) Melhora o funcionamento do sistema, ja que a frequéncia natural decai com o
amortecimento.

¢) Piora o funcionamento do sistema, uma vez que a velocidade critica do rodopio
aumenta para 28,28rad/s, o que é mais proximo da frequéncia de funcionamento.

d) Piora o funcionamento do sistema, uma vez que a frequéncia natural se eleva com
o0 amortecimento, gerando ressonéncia.

e) Piora o funcionamento do sistema, ja que a frequéncia natural fica diferente da
velocidade critica, o que pode ocasionar falhas no sistema.
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Secao 4.2

Introduc¢ao de amortecimento

Dialogo aberto

Caro aluno, vocé certamente ja esteve no interior de uma construgao no
instante em que passou um caminhio pesado em uma rua préxima, episddio
que fez com que toda a estrutura da construcdo vibrasse intensamente. Esse
efeito é bastante comum nos prédios e casas brasileiras, tendo em vista que
nossas constru¢des sao feitas, em sua grande maioria, de alvenaria, que
absorve praticamente toda a vibracdo do solo, o que pode causar grandes
danos a estrutura.

A fim de contextualizar os contetidos dessa se¢do, lembre-se de que vocé é
o engenheiro mecénico responsavel pelo departamento de vibragdes de uma
fabricante de motores para caminhdes, que ficou responsavel pela analise de
vibra¢do do novo modelo de motor da empresa. Na ultima anélise, foi reali-
zado o calculo de balanceamento do motor alternativo, que evidenciou que
0 mesmo se encontrava desbalanceado. Ao encaminhar o pedido de balan-
ceamento ao departamento competente, 0 mesmo retornou dizendo que o
motor estava em seu limite de viabilidade e que recomendavam a utilizagdo
de um absorvedor de vibragdes para o motor. Para avaliar a viabilidade dessa
recomendacio, sabe-se que as especificagdes técnicas do motor trazem que o
motor tem massa igual a 360 kg e permanece na maior parte do tempo funcio-
nando em 4500 rpm. Vocé fez alguns testes e constatou que a magnitude
da forga desbalanceadora ¢ de 250 N. Finalizando, o intuito dessa andlise é
manter a amplitude de vibragdo em torno de 1,5 mm. Preliminarmente, vocé
ja consegue pensar em como resolver este problema com os dados fornecidos
pela equipe de projeto? Imagina como deve ser o absorvedor e como ele deve
ser utilizado?

Nesta secao de estudos, vocé devera se tornar capaz de aplicar as mais
diversas formas de controle de vibragdes, passivas e ativas, isolando sistemas
ou utilizando absorvedores dindmicos de vibragdo. Preparado para mais esse
desafio? Bons estudos!
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Nao pode faltar

Isolamento de vibragio

Temos que “o isolamento de vibragdo é um procedimento pelo qual os
efeitos indesejaveis da vibragdo sdo reduzidos” (RAO, 2008, p. 320). Podemos
isolar um sistema de forma passiva inserindo um membro resiliente (ou
isolador) entre a massa vibratdria (ou equipamento, ou carga util) e a fonte
de vibragdo. Alguns exemplos de isoladores sdo: molas de metal, molas de
borracha, feltros e molas pneumaticas. Outra maneira seria isolar um sistema
de forma ativa, inserindo um sistema com sensores, servomecanismos,
processadores de sinal e acionadores.

A forma de saber a efetividade de um isolador é através de sua transmis-
sibilidade (T ), que é definida pela razdo entre a amplitude da for¢a trans-
mitida e a for¢a excitadora. Basicamente, aplicamos o isolamento para dois
tipos de vibragao:

(1) para isolar a vibragdo de uma méquina ao suporte; ou
(2) para isolar a vibra¢do vinda do suporte para a maquina.

Para um sistema com um grau de liberdade, podemos escrever a equagdo
da forca transmitida a base como sendo:

E(t) = kx(t)+ cx(t) (4.21)
Ja se o sistema estiver recebendo a vibra¢do da base, a equagéo se torna:

E () = m3(t) = k[ x(t) — y()]+ c[x(1) — y(1)] (4.22)

Em que [x— | e [*— 7] denotam o deslocamento e velocidade relativos
da mola e amortecedor, respectivamente.

Assimile

A transmissibilidade de um isolador de vibragdo é definida pela razdo da
! forga transmitida pela forga excitadora. Com isto, é possivel perceber

a porcentagem de transmissdo de forca que demonstra a qualidade

do isolador.
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A redugao da forga transmitida a fundagao por uma maquina subme-
tida & uma forga harmonica F(t)=F, cos(wt) nos gera a ji conhecida equagio
de movimento mi +ci+kx=F cos(wt) que nos dard uma (também ja
conhecida) resposta harménica x(t)= X cos(wt — ) , sendo X a amplitude de
deslocamento e ¢ o angulo de fase, dados por:

E | we
X:kk—mwz)z“‘wzcz}% e ¢_tg [k—mwz] (423)

Temos que a for¢a transmitida serd representada pela equagio:
F(t) = kx(t) + cx(t) = kX cos (wt - ¢>) —cwXsen (wt - qb) (4.24)
Assim, a magnitude da forca total transmitida sera:

Y }%(k2+wzcz)%

E, =|(kx)’ +(c5c)2}4 =Xk +w'c =

1

V2 (4.25)

[(k — mw’ )2 + Wi

A transmissibilidade ¢ expressa pela equagdo a seguir, em que 7 =w/w, .

b RV
iz K+ wic _ 1+(2Cr) (4.26)
£ (k —mw’ )2 +uw'c (1 —r )2 + (20)2

A Figura 4.8 mostra a variagdo de T. com r, sendo perceptivel que, para
se obter um isolamento, a for¢a transmitida a fundagdo do sistema deve ser
menor que a for¢a de excitagdo no isolador. A Figura 4.8 ainda mostra que a
frequéncia forcante deve ser +/2 vezes maior que a frequéncia natural para
o isolamento.

Figura 4.8| Transmissibilidade ( T ) pela razdo de frequéncias (r)
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Fonte: Rao (2008, p. 321).
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. Saiba mais
C:gj Para saber mais sobre o grafico apresentado na Figura 4.8, dé uma
! olhada nas observagdes feitas por RAO em seu livro na pagina de 321:
RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Para a redugio da for¢a transmitida a massa, ou seja, para isolar um
sistema submetido a uma vibragao vinda da base, a equagdo governante sera:

mz +cz + kz = —my (4.27)

Em que z=x—y denota o deslocamento relativo da massa em relagdo a
base. Se 0 movimento da base for harmonico, entdo o movimento da massa
também o serd. Portanto, a transmissibilidade serd a razdo dos desloca-
mentos, dada por:

X ) (428)

Y (1—72)2 +(2§r)2

Sendo exatamente igual a equagdo 4.29, que também é igual a razdo entre
as aceleragdes do sistema. Assim, para grandes valores de r e baixos valores
de ¢, temos que o termo (2§r)2 se torna pequeno, podendo ser desprezado
para simplificar a analise. Com isto, a equacdo se torna:

n (r >2, (= pequeno) (4.29)

1
T =
r rz _
A frequéncia natural e a frequéncia de excitagdo sdo dadas por:

wn:\/?:\/? e w=271N (4.30)
m 65t

Em que 6, éa deflexdo da mola e N ¢ a frequéncia de excitagdo em rpm,

entdo a razao se torna:
w 27rN 2 R
—= (4.31)
wn 1-R

Sendo que a relagdo R=1—T, pode ser usada como indicador de quali-
dade do isolador, denotando a porcentagem de redugdo obtida na forga
transmitida. Assim, a equagdo pode ser representada como:

N_—/g 2= R 299092/ 2= R
B (4.32)
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Esta equa¢do gera um grafico entre o logN e logd,, que é usado em
projetos de engenharia para definir molas adequadas para o sistema, como

mostrada na Figura 4.9.

QOOO Reflita

E possivel termos um sistema dindmico exercendo esforgos vibratérios
: sobre uma base (flexivel ou semiflexivel) e; também podemos ter um
sistema dinamico recebendo vibragdo da base. Mas serd que existem

apenas estas duas configuragdes?

Figura 4.9 | Grafico de eficiéncia de isolador
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Fonte: Rao (2008, p. 322).

C@ Exemplificando
I Um sistema vibratério de um grau de liberdade deve ser isolado

de sua base, de modo a limitar a transmissibilidade em ressonéancia
de T =4 . Assim, se fizermos w=w,_, por estar em ressonancia,
devemos usar a equagio:

1+(2¢)
r‘T
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Assim, podemos definir o fator de amortecimento ¢, como sendo:

! —L:0,1291

o s

Que é o fator de amortecimento do sistema para que o isolador do
sistema mantenha a transmissdo do esforgo limitadaa T =4 .

Para sistemas praticos, por vezes a fundagdo na qual o elemento vibra-
torio é montado se move com a vibragdo, podendo ser fundagdes flexiveis
como, por exemplo, 0 motor montado no carro, ou a turbina montada na asa
de um avido. Esses sistemas podem ser representados como sistemas com
dois graus de liberdade, como mostra a Figura 4.10a.

Figura 4.10| Diferenca entre sistema montado sobre base flexivel e semiflexivel

F(1) = Fj cos wi X0
Mégquina (m,) ]

|~{:I:;Jnt (1)

F(t) = Fycos af xy(r)

Miquina () T

Estrutura
de suporte (m,)

l //'. Parcialmente flexivel
Estrutura de suporte (m,) com impedéncia
mecinica Z{w)
(a) (b)

Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 323 e 324).

Assim, teremos duas massas m, e m,. Considerando um movimento
harmonico, teremos duas amplitudes e duas frequéncias naturais, sendo
a primeira frequéncia natural igual a zero, pois o sistema ndo é acoplado
(restringido), assim teremos:

m, +m, )k
w=0 e w’ :M (4.33)
mlmZ
A forga transmitida é dada por:
—m,kw’F,

—_ 2 —_
E=-muwX,=

(4.37)

[ Y ma) ]
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Assim, a transmissibilidade passa a ser:

E —m,kw’ 1 m, 1

"y W_%MW—WM%V][ﬂiﬁjﬁi{wm+%)pff
m k

2

2
w,

v ) (4.34)

2

Nota-se que, conforme a frequéncia natural w, é reduzida, a forca trans-
mitida se torna menor.

Por outro lado, para uma fundagdo semiflexivel, como a mostrada pela
Figura 4.10b, temos a aplicagdo da impedéancia mecanica (Z(w)) da base,
dada por:

Z(w) = for¢a aplicada de frequéncia w

Deslocameto

Podemos considerar como um sistema de dois graus de liberdade que
terd a for¢a transmitida dada por:

E=X,Z(w)= kZ(”)ZFO 2 (4.35)
[Z(w)(k —mw )— kmw }
Entao, a transmissibilidade sera:
roB_ kZ(w) (4.36)

" F {Z(w)(k—mlwz>—kmlw2}

De acordo com Rao (2008, p. 324), “a impedéincia mecanica Z(w)
depende da natureza da estrutura da base e pode ser determinada por meios
experimentais medindo-se o deslocamento produzido por um vibrador que
aplique uma for¢a harménica a estrutura da base”

Pesquise mais
CQ Para saber as dedugbes das equagbes das forgas transmitidas e dos
- valores de transmissibilidade, dé uma olhada nas pdaginas de 320 a 325
do livro do Rao disponivel em sua biblioteca virtual.
RAO, S. S. Vibragdes mecanicas. 4 ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.
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Controle ativo de vibragiao

Temos que o controle ativo é definido pela inser¢io de um sistema que
utiliza de poténcia externa para operar o controle de vibra¢io, podendo ser
denominado eletromecénico, eletrofluidico, eletromagnético, piezelétrico
ou fluidico, dependendo do tipo de sensor, processador e acionador, empre-
gado para o controle. Um sistema ativo de controle de vibragio, como obser-
vado na Figura 4.11, consiste em manter uma distancia I constante entre a
massa e o plano de referéncia, sendo que, para isto, toda vez que uma forca
excitadora variar a distincia, o sensor ird captar o deslocamento emitindo
um sinal ao processador que, ao processa-lo, envia um sinal ao acionador,
gerando uma forga contraria, que tende a estabilizar o sistema, mantendo a
distancialconstante.

Figura 4.11] Sistema submetido a controle ativo de vibragdo

Base

Forga ou
— movimento
de controle

Movimento
de controle,
wit)

pe—————————

R ]
wsnnata 3 (1)
[ Re S osta — Acionador
/"}.” "+—+?‘ P atm(] dcl
referéncia
Poténcia I ,f / \ \ |
Sensor

Sinal do  Processador — Sinal de
sensor de sinal comando

Fonte: Rao (2008, p. 326).
Absorvedores de vibragao

Podemos apresentar dois tipos de absorvedores de vibragiao ou neutra-
lizadores de vibragio, conforme ilustra as Figuras 4.12a e 4.12b, respectiva-
mente. Sdo eles: (1) absorvedor dindmico de vibra¢do ndo amortecido; e (2)
absorvedor dindmico de vibragdo amortecido.
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Figura 4.12| Diferencgas entre absorvedor ndo amortecido e amortecido

Fy sen o

Maquina (rm,) T Mg
3 aquina (m) T

x(e)

F, sen wt

Isolador
(ky/2)

Isolador Isolador

Isolador
(ky/2) (k,/2) s

(ky2)

Base rigida Base rigida

Absorvedor dinimico Absorvedor dindmico de vibragho
de vibragio
(a) (b)
Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 327 e 329).

Podemos perceber pela Figura 4.12 que os absorvedores sdo basicamente
um sistema massa-mola que é inserido no sistema base, o que permite dois
graus de liberdade. O objetivo é neutralizar a amplitude de vibragdo da
madquina ( X, ), com base na amplitude de vibragdo do absorvedor ( X, ). Para
um absorvedor nao amortecido, podemos escrever a amplitude do sistema
principal e do absorvedor como sendo, respectivamente:

2
%: L) (4.37)
kl wl wZ kl
%: 21 : (4.38)
ke WJ 1_[WJ Kk
kl wl wZ kl

Quando w=w,, temos que X,=0. Assim, podemos reescrever a
Eq. 4.38 como:

x,=—fg K& (4.39)
kZ k2

E perceptivel que a forga da mola k, ¢é oposta a forga excitadora anulan-
do-a; portanto:

k,X,=mw’X,=—F,

0

(4.40)
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O absorvedor ndo amortecido retira o sistema da ressonincia quando
o mesmo funciona em regime proximo da frequéncia natural (w=uw,),

porém, gera duas novas frequéncias de ressonancia (2, e ©Q,) que devem
ser evitadas, dadas por:

2
ml wl

2 b

A3l
. (4.41)
i

Com estes dois picos, temos que a maquina experimenta grandes amplitudes
quando passa pelo regime de partida. Portanto, para se reduzir a amplitude da
maquina, deve-se adicionar um absorvedor amortecido (RAQ, 2008, p. 329).

F

Devido ao amortecimento do absorvedor, como mostrado na Figura
4.12b, se definirmos:

u=m, / m, , como sendo a razdo de massas;
6, =EF, / k, , como sendo a deflexio estdtica do sistema;
w *=k,/m, ,como sendo o quadrado da frequéncia natural do absorvedor;

w,'=k /m , como sendo o quadrado da frequéncia natural da
massa principal;

f=w,/w,,como sendo o quadrado das frequéncias naturais;

g =w/w, , como sendo a razdo de frequéncia forgada;

¢, =2m,w, » COMo sendo a constante de amortecimento critico e;

(=q, / ¢, , como sendo o fator de amortecimento;

Poderemos expressar as magnitudes X, e X, como sendo:

2 2 %
X, (2¢e) +(g" 1)
b |(26e) (8 1+ ng?) +{uf g~ (¢ -1)(g 1)) (4.42)
2 %
X, _ (2¢g) +1*
6§

: 2 | (443)
o (2ce) (g -1+ ug’) +H{nfe (g7 -1)(g - )}
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A Figura 4.13a mostra o grafico de X, /6, em relagdo a w/w, para f=1
e p= 1/20 em alguns valores de ¢- Quando ¢, =0 ou ¢, =00, entdo X sera
infinito. Com isto, X, tera seu minimo em algum ponto entre estas configu-
ragdes de ¢, . O grafico da Figura 4.13b mostra uma curva AB que deve ser a

mais horizontal possivel para se ter um valor de X, 6timo.

Figura 4.13| Graficos de resposta de sistema com absorvedor amortecido

12

Curva horizontal
X em A

A

0 -
06 0,7 0.8 0,9 10 1,1 1.2 L3

Curva horizontal

()

Fonte: Adaptada de Rao (2008, p.330 e 331).

Na prética, podemos definir o fator de amortecimento 6timo através

da equagdo:

3
C-zdtima = = 3
8(1+p)

Assim, o valor de X, /6, se torna:

[5] :[i] )
5“ Stimo 65t mdx H

(4.44)

(4.45)

Pesquise mais
Para saber mais sobre absorvedores dindmicos de vibragdo, veja as

paginas de 327 a 331 do livro do Rao disponivel em sua biblioteca virtual.
RAO, S. S. Vibragées mecanicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,

2008. 424 p.
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Sem medo de errar

Relembrando que vocé ficou responsavel pela analise de vibra¢ao do novo
modelo de motor para caminhdes da empresa, temos que o calculo de balan-
ceamento do motor alternativo foi realizado e se constatou que o mesmo se
encontrava desbalanceado. Com isso, o pedido de balanceamento foi encami-
nhado ao departamento competente. O departamento retornou dizendo que
o0 motor estava em seu limite de viabilidade e, com isso, recomendaram a
utilizagdo de um absorvedor de vibragdes. Para avaliar a viabilidade dessa
recomendacio, sabe-se que as especificacdes técnicas do motor trazem que
o motor tem massa igual a 360 kg e permanece a maior parte do tempo com
funcionamento em 4500 rpm. A partir de alguns testes, vocé constatou que a
magnitude da for¢a desbalanceadora é de 250 N. Finalizando, o intuito dessa
andlise é manter a amplitude de vibragdo em torno de 1,5 mm.

Soluc¢ao

Primeiramente, podemos definir a frequéncia de vibragao da maquina
como:

4500
f=""—=75Hz
60

. w
Ou seja, como f :2— , temos que:
i

w= f-2m=471,241a4
S

A partir dai, podemos definir o absorvedor, sabendo que o motor estara
montado sobre um suporte que devera ter amplitude igual a zero. Entdo, a
amplitude da massa do absorvedor deve ser igual e oposta a da forca excita-
dora, ou seja:

|FO| =m,w’X,

Assim, substituindo os valores de F,=250N e de X, =1,5mm =0,0015m
na equacio, teremos:

250:m2-47l,242-0,0015

Ou seja,
250

=——— =0,75052kg
471,24%-0,0015

m,
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Considerando que a amplitude principal deve ser zero na frequéncia de
funcionamento; entdo, podemos definir a rigidez do absorvedor através da
equagao:

Sk
mZ
Isolando a rigidez, temos que:
k, =m w*

Como sabemos a massa do absorvedor e a frequéncia de funcionamento,
podemos definir a rigidez como sendo:

k, =0,75052-471,24* = 166665,8281%

Com isto, foi possivel determinar os parametros do absorvedor dindmico ndo
amortecido para o motor que sdo suficientes para que o absorvedor dindmico
anule a vibragdo no suporte do motor na frequéncia de funcionamento do
mesmo, finalizando com éxito a resolu¢do da problematizagdo proposta.

Avangando na pratica

Defini¢ao de um isolador de uma maquina de
lavar

Descrigao da situagiao-problema

Imagine neste momento que vocé é o engenheiro da equipe de projetos
de uma multinacional fabricante de mdquinas de lavar roupas. O novo
modelo que estd sendo desenvolvido serd uma maquina de grande porte,
com 30 kg de massa, com funcionamento em 1200 rpm. Foi definido que um
isolamento de 80% ¢é adequado para a maquina. Considerando um fator de
amortecimento de 7% para o sistema, vocé foi incumbido de definir a rigidez
do isolador da maquina.

Resolucao da situagao-problema

Sabendo que a mdquina tem massa de 30 kg, fator de amortecimento
de ¢=7%=0,07¢ w:(1200/60)2#:125,664rad/s, podemos definir a
transmissibilidade a partir do isolamento de 80% como sendo T,=0,2.
Assim, teremos: Y
2 2
1+(2¢r)

L=l
(17r2> +(2Cr)z
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1+(2(0,07)r)
(1-r) +(2(0,07)r)

0,2° =

Isolando-se a razdo (r) das frequéncias naturais, teremos:
0,04r* —0,018816r* —0,96=0

Resolvendo a equagdo, teremos as raizes r>=5,1398 e r’=—4,6694.
Usando a raiz positiva, teremos: > =5,1398 ou r, =2,267 . Assim:

125,664
wnzﬁ:ﬂzss,z;slsracy
n 2,267 s

Com isso, é possivel calcular a rigidez dada por:
k=mw,’ =30-55,4318° =92,18kN/
m

Resumindo, vocé definiu que a rigidez do isolador para garantir um isola-
mento do sistema de 80%, deve ser k=92,18k% , finalizando com éxito a
resolucdo da problematizagdo proposta.

Faca valer a pena

1. O controle ativo de vibragdes ¢ definido por um sistema que gera esfor¢os contra-

rios e iguais ao de uma vibragdo para que a mesma seja anulada. Dependendo dos
tipos de elementos aplicados a um sistema de controle ativo, o0 mesmo pode ser
denominado eletromecénico, eletrofluidico, eletromagnético, piezelétrico ou fluidico.

Assinale a alternativa que traz os elementos basicos de um sistema de controle ativo
de vibragoes.

a) Sensor, microcontrolador e acelerador.

b) Acelerdmetro, acionador e sensor.

¢) Sensor, acionador e processador grafico.

d) Sensor, processador de sinal e acionador.

e) Processador interno, sensor e acelerdmetro.
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2. Em uma fébrica, uma maquina estampadora de placas de ago deve ser isolada
da fundagcéo, pois gera forgas de vibragio muito grandes para as outras maquinas,
causando o desbalanceamento e manutengdo frequente das mesmas. Se a forca
harmonica causada pela maquina for F(t) =300sen (27t) e a eficiéncia do isolador
for de 70%, qual seria a for¢a transmitida para uma maquina localizada nas proximi-
dades da estampadora?

A partir da pergunta realizada no texto-base, assinale a alternativa correta:
a) F,=90N.

b) F, =80N .
c) E,=210N.
d) E,=120N.
e) F.=290N.

3. Se um sistema de leitura de DVD’s tem massa de 0,7 kg e gera uma frequéncia de
4 Hz na leitura do DVD, qual deve ser o valor da rigidez do isolador de borracha para
que o aparelho reduza 85% da vibragdo para a base do sistema?

A partir da pergunta realizada no texto-base, assinale a alternativa correta:

a) k:67%-
b) k:ss%.
0) k:s&s%.
d) k:ﬁs%.
e) k:57%.
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Secao 4.3

Medigoes de vibracao e aplica¢des

Dialogo aberto

Caro aluno, imagine que vocé se encontra em uma fabrica na qual existe
uma maquina que estd gerando um ruido muito grande, sendo dificil até
mesmo de permanecer perto dela. Nesta situagdo rotineira, suponha que ja
foram realizadas vérias manuten¢des e substituicdes de pecas que acredi-
tavam ser o motivo do problema, porém, nada resolveu. Note que isto poderia
ser evitado com a medi¢éo de vibra¢des e monitoramento da maquina.

Para contextualizar esses assuntos, lembre-se de que vocé é o engenheiro
mecénico responsavel pela analise de vibragdes do departamento de desen-
volvimento de uma empresa fabricante de motores para caminhdes. Sua
equipe estd desenvolvendo um novo motor de alta poténcia, que serd o novo
modelo que ird para o mercado de caminhdes de grande porte. Vocé e sua
equipe montaram um protétipo do motor em um caminhdo de testes, que
apresentou grandes vibragdes na cabine que foram resolvidas aplicando-se
um absorvedor de vibragdes de rigidez de 167 kN/m . Com isto, vocé deve
determinar a melhor forma de coletar os dados dos proximos testes, para
dimensionar os niveis de vibragdes e ruidos no caminhio, sendo que estes
dados serao analisados e armazenados para posterior consulta. Além disso,
vocé deve ainda elaborar uma estratégia de monitoramento de vibragdes
para esse projeto. Vocé ja sabe quais equipamentos sdo usados para medigao
vibragdes? Com o seu conhecimento adquirido até aqui, vocé conseguiria
pensar em um sistema de monitoramento de vibra¢des para o motor?

Nesta se¢ao, veremos 0s métodos e elementos de um sistema de mediqéo
de vibragdo, testes dinidmicos para determinagido das caracteristicas
dindmicas de mdquinas e estruturas. Além disso, veremos como deve ser
feita a monitora¢do de vibra¢do em sistemas para auxiliar nos processos de
diagnostico e manutengido de equipamentos. Portanto, para se tornar capaz
de aplicar os conceitos de medi¢do de vibragao, lembre-se de estudar todo o
contetdo deste livro e ir além, buscando complementar seus conhecimentos.
Bons estudos!
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Nao pode faltar

Na pratica, a medigdo de vibragdes é importante devido a varios fatores,
como niveis de producdo excessivos, na qual as maquinas tendem a funcionar
em condigdes forcantes que geram grandes vibragdes. O monitoramento das
frequéncias naturais ajuda na configuracdo das condi¢des de operagao das
maquinas; além disso, é de grande importincia 0 monitoramento das vibra-
¢Oes causadas por terremotos, ventos e ondas do mar em estruturas.

A medicao de vibragdes segue o esquema apresentado na Figura 4.14, na
qual é possivel perceber que o movimento vibratério é captado pelo transdutor
ou sensor; porém, como o movimento é razoavelmente pequeno, deve-se
utilizar um conversor de sinal que amplifica o sinal para uma magnitude
desejada para ser apresentada ou armazenada para analise dos dados obtidos.

Figura 4.14| Esquema basico de medigdo de vibragdo

— Unidade de
Maquina ou Transdutor ou Instrumento de = .
- . apresentagdo, Andlise de
estrutura > sensor de converso de .
) L ; " 3 registrador ou dados
vibratéria vibracdo sinal . q

Fonte: Rao (2008, p. 345).

soc Reflita
Seria possivel realizar o monitoramento e analise de vibragdo sem os

equipamentos adequados, apenas de forma visual? E realmente neces-
sario medir e monitorar as vibragdes em maquinas e estruturas?

Descreveremos agora alguns dos principais equipamentos para um
sistema de medigdo de vibragdes.

Transdutores e sensores

Os transdutores sdo dispositivos que transformam variaveis fisicas em
sinais elétricos equivalentes, sendo que alguns transdutores sdo menos utili-
zados devido a sua lentiddo de resposta e ndo linearidade. (RAO, 2008 p.
345). Os mais usados em medigdes de vibragao sio:

(1) transdutor de resisténcia variavel, no qual um movimento mecanico
modifica a resisténcia elétrica de um reostato, extensdmetro ou semicon-
dutor, modificando assim sua tensao ou corrente elétrica de saida;

(2) transdutor piezelétrico, utilizam materiais piezelétricos como
conversor de sinal, como, por exemplo, quartzo, turmalina, sulfato de litio e
sal de Rochelle, que geram carga elétrica quando sujeitos a uma deformacéo
ou tensdo mecanica;
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(3) transdutores eletrodinamicos, consiste em um condutor elétrico em
forma de solénoide que gera uma carga elétrica enquanto se movimenta em
um campo magnético;

(4) transdutor transformador diferencial (LVDT), consiste em um
dispositivo com uma bobina primaria no centro e duas secunddrias nas
extremidades de um nucleo magnético. Temos que quando o nucleo se
movimenta, faz com que uma tensio se desloque entre as bobinas gerando
um sinal de saida.

Por defini¢do, temos um sensor de vibragio quando um transdutor é
usado em conjunto com outro dispositivo para medir vibragdes. Os sensores
mais comuns sdo denominados de instrumentos sismicos, que consistem em
um sistema massa-mola-amortecedor montado sobre o corpo vibratério.
Assim, o movimento de vibrac¢do é medido pelo deslocamento da massa em
relagdo a base, como mostra a Figura 4.15.

Figura 4.15] Instrumento sismico

x (1)

" —

(1)

Fonte: Rao (2008, p. 348).

Para se medir o deslocamento da vibragdo podemos usar um transdutor
de deslocamento, também conhecido como sismometro ou vibrometro, que
mede o deslocamento relativo entre a massa e a base. Os acelerdmetros sdo
amplamente usados para medir vibracdo e registrar terremotos. A partir
destes é possivel determinar o deslocamento e velocidade de vibragao através
da integracdo dos dados obtidos. Ainda podemos usar um transdutor de
velocidade para medigéo de vibragao.

Por serem um sistema massa-mola amortecido, temos que os sensores de
vibragdo montados sobre um sistema vibratdrio apresentam uma defasagem
no angulo de fase que varia com a construgdo do instrumento, sendo um
fendmeno conhecido como distor¢do de fase, que é um atraso de tempo entre
a vibragao medida e a medigdo, dado por t'=¢/w, em que ¢ ¢ o dngulo de
fase e w a frequéncia de vibragdo. Na pritica, a distor¢ao de fase somente é
percebida nas primeiras interagdes de medida, sendo que o registro de saida
do acelerdbmetro é razoavelmente verdadeiro apos as primeiras frequéncias
de operagio.
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Pesquise mais

Para saber mais sobre os transdutores e sensores de vibragdo, veja as
paginas de 345 a 352 do livro do Rao, disponivel em sua biblioteca virtual.
RAO, S. S. Vibragdes mecanicas. 4 ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Instrumentos de medi¢ao de frequéncia

Osinstrumentos de medi¢do de frequéncia sdo, em sua maioria, mecénicos
e baseados na ressonancia. Alguns dos instrumentos mais comuns sdo:

1.

Instrumento com uma palheta ou tacometro de Fullarton,
composto por uma tira em balan¢o que pode ter seu comprimento
variavel, com marcagdes de frequéncias e uma massa presa a extre-
midade da tira. Este mecanismo é colocado sobre a superficie do
sistema vibratério e a tira é modificada até obter o maior desloca-
mento, sendo este o ponto de ressonancia ou frequéncia natural. Um
instrumento deste tipo pode ser visto na Figura 4.16a.

Instrumento com varias palhetas ou tacometro de Frahm, consiste
em varias palhetas em balan¢o com massas diferentes em suas extre-
midades, como observado na Figura 4.16b, que garantem uma ampla
faixa de frequéncias. Quando colocado na superficie do sistema
vibratdrio, a palheta correspondente ird vibrar com amplitude maior,
indicando a frequéncia de ressonancia.

Estroboscopio, instrumento que produz pulsos de luz intermi-
tentes com frequéncia indicada pelo gerador de pulso. Temos que
uma marca é feita no sistema (rotativo) e quando em rotagao, uma
vez exposto a luz, quando a marcagéo for vista de forma estatica, a
frequéncia natural do sistema coincide com a frequéncia de pulso do
estroboscdpio. Este instrumento é mostrado na Figura 4.16c.

Figura 4.16]| Instrumentos de medicdo de frequéncia
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Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 352 e 353).
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Excitadores de vibragao

Os excitadores de vibragao (ou vibradores) sdo usados em vdrias aplica-
¢des, como na determinaqéo de caracteristicas das méquinas e estruturas,
em ensaios de fadiga de materiais, em testes de vibragdo localizados, dentre
outros. Podem ser mecénicos, eletrodindmicos ou hidraulicos.

Os vibradores mecinicos podem ser um sistema com um garfo escocés,
que é usado para frequéncias de até 30 Hz e cargas menores que 700 N, ou
um sistema rotativo desbalanceado que pode gerar cargas entre 250 N e
25000 N, em altas frequéncias.

Os excitadores eletrodinamicos sdo o inverso de um transdutor eletro-
dinimico, sendo que a bobina, ao receber a tensdo elétrica, gera um deslo-
camento com intensidade proporcional a corrente I e o fluxo magnético D,
dado por F=DII, sendo [ o comprimento da bobina. Este é um dos excita-
dores mais comuns, por ser relativamente barato e exercer cargas de até
30000 N em frequéncias de 5 Hz a 20 kHz.

Assimile

Existem diversos tipos de excitadores de vibragdo ou vibradores, cada
! qual para uma aplicagdo, dependendo da frequéncia e intensidade de

perturbagdo que se deseja oferecer ao sistema.

Analise de sinal

A andlise de sinal do sistema vibratério é de suma importincia, pois
¢ através dela que os engenheiros serdo capazes de definir estratégias de
resolucdo de problemas. A andlise de sinal pode ser feita tanto visualmente
quanto computacionalmente, através de tratamento de sinal. Isto dependera
da aplicagido e necessidade da medigéo, e s6 poderd ser definida pela equipe
de engenharia ao avaliar um sistema. Diversas vezes, na analise de sinal, a
resposta no dominio do tempo nao nos ¢ util; para tanto, devemos converter
a resposta para o dominio da frequéncia. Observando a aceleragio no
dominio do tempo, como indicado na Figura 4.17a, ndo conseguimos tirar
nenhuma conclusio. Porém, quando convertemos para o dominio da frequ-
éncia, como mostrado na Figura 4.17b, podemos perceber um acumulo de
energia na frequéncia de 25 Hz, que pode indicar um componente gerando
uma vibrag¢do indesejada.
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Figura 4.17| Diferenca entre o dominio do tempo e o dominio da frequéncia
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(a)
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Fonte: Rao (2008, p. 354).

Os analisadores de espectro garantem a visualiza¢do no dominio da frequ-
éncia de um sinal separado em vérias bandas simultaneas. Este dispositivo é
amplamente usado para monitora¢do de vibracao em tempo real, a partir do
método de filtragem digital ou do método de transformada rapida de Fourier
(FFT). Sendo o filtro digital mais adequado para analise de largura de faixa
percentual constante, e o FFT o mais adequado para analise de largura de
faixa constante.

Ensaios dinAmicos de maquinas e estruturas

Existem basicamente dois métodos de ensaios dinidmicos usados em
vibragdo, as medi¢des da forma operacional de deflexdo (ODS) e a analise
modal. No primeiro método sdo medidas as vibragdes na frequéncia de
regime permanente da maquina, usando-se um acelerémetro em um ponto
da mdquina ou estrutura para servir de referéncia e outro acelerémetro
movel para medir as vibragdes em vérios outros pontos e dire¢des, o que
permite observar os movimentos absolutos e os esfor¢os, permitindo identi-
ficar problemas e elaborar estratégias para resolvé-los.

A analise modal experimental é usada para a determinacdo das frequ-
éncias naturais, fatores de amortecimento e formas modais. A ideia basica é
que, quando uma maquina ou estrutura sofre uma excitagdo, entdo apresen-
tard um pico acentuado quando passar por sua frequéncia natural (frequ-
éncia de ressonancia).
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Para realizar este tipo de teste sio necessarios:

1.
2.

Um excitador para aplicar uma for¢a conhecida a estrutura;
Um transdutor para converter o movimento em um sinal elétrico;

Um amplificador de sinal para condicionar o sinal emitido pelo
transdutor, para que este seja compativel com o analisador;

Um analisador de dados para processar o sinal com uso de
software adequado.

Saiba mais

Estude mais sobre a andlise de sinal e ensaios dinamicos, nas pdginas de
354 a 364 do livro do Rao disponivel em sua biblioteca virtual.

RAO, S. S. Vibragbes mecanicas. 4 ed. Sdo Paulo: Pearson Prince Hall,
2008. 424 p.

Monitorac¢ao e diagnostico de falha de maquinas

De acordo com Rao (2008, p. 364), as maquinas produzem baixos niveis
de vibragdo quando projetadas adequadamente; porém, devido ao seu
funcionamento, comegam a apresentar folgas devido ao desgaste natural das
partes, desvios e desbalanceamentos que aumentam os niveis de vibragao.
Para tanto, os critérios de severidade para vibragdes dados por normas como
a ISO 2372 sdo bons pardmetros para checagem e andlise de vibragdes.

Para que possamos manter uma maquina ou estrutura em boas condi-
¢oes, sdo necessarias manutengdes que podem ocorrer de trés formas bésicas:

1.

Manuten¢do apos avaria ou manuten¢ao corretiva: este tipo de
manuten¢do é usado para mdquinas baratas e que ndo oferecem
riscos devido a falhas, que consiste na utilizagdo da maquina ou
estrutura até sua falha para, entdo, substituir a mesma ou parte dela.

Manutengido preventiva: sio manuten¢des programadas, feitas em
periodos fixos, estipulados por dados estatisticos de manutengdes
anteriores. E um método caro, pois envolve paradas de produgio,

substitui¢do de partes sem necessidade e nio elimina a possibilidade
de falha.

Manuten¢do progndstica por monitoragio continua: envolve o
monitoramento das condi¢des de funcionamento das maquinas a fim de
garantir a detecgdo de condigdes de falha. Com isto, hd uma redugéo de
custos, pois elimina manuten¢des desnecessarias e falhas catastréficas.
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A Figura 4.18 mostra diversas técnicas de manuten¢do progndstica,
ressaltando a importincia da técnica de monitoragdo de vibragao.

Figura 4.18| Diagrama das técnicas de manutengdo
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Fonte: elaborada pelo autor.

O monitoramento da vibragdo nos oferece diversas andlises que nos
mostram dados importantes sobre as condigées da maquina. A analise no
dominio do tempo nos fornece dados sobre a forma de funcionamento da
maquina com rela¢do ao desgaste natural, que nos permite criar dados estatis-
ticos de manutengdo para prever periodos de monitoramento. J4 a andlise
no dominio da frequéncia nos fornece dados que nos permite comparar
como a maquina esta e identificar partes com problema, ja que cada parte da
mdquina ou estrutura possui uma frequéncia identificivel, como mostrado
na Figura 4.19.

Figura 4.19| Relagdo entre resposta de vibragdo e componentes de maquina
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Fonte: Rao (2008, p. 367).
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Pesquise mais

Para saber mais sobre monitoramento de vibragdes e as posi¢des dos
instrumentos, dé uma olhada no site da Dinamox na pagina intitulada
“Saiba onde monitorar a vibragdo e quais as vantagens. La ha algumas
informagGes muito interessantes sobre o monitoramento de vibragdes.

A andlise no dominio da quefréncia leva em consideragdo o inverso da
transformada de Fourier do logaritmo do espectro de energia denominado
de cepstro, sendo:

o(r)=F" {log Sx(w)} (4.46)

Onde F{} é a transformada de Fourier e Sx(w) é o espectro de energia
do sinal x(f). O espectro pode ser definido como o espectro do espectro da
energia do sinal x(f). Permite-nos identificar, de forma mais rapida, partes
com defeito ou mau funcionamento.

Observe a diferenga entre um grafico no dominio da frequéncia de uma
caixa de cdmbio em mau funcionamento e um grafico do mesmo compo-
nente no dominio da quefréncia, dados na Figura 4.20a e b, respectivamente.

Figura 4.20| Diferencgas entre o dominio da frequéncia e o dominio da quefréncia
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Fonte: adaptado de Rao (2008, p. 368).

E possivel observar que o grafico indicado na Figura 4.20 nos
traz picos mais perceptiveis que os da Figura 4.20a, permitindo uma
melhor visualiza¢io.

E@ Exemplificando
! Se um sistema vibratério com amplitude de 4 mm, for analisado

usando-se um sensor de vibragdo com massa de 0,5 kg e rigidez de
10000 N/m, sem amortecimento, que ao ser montado sobre o sistema
vibratoério apresentou amplitude de 12 mm, qual seria a frequéncia do
sistema?
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Solugao:

Temos que o sensor analisa a vibragdo através do deslocamento relativo
entre a massa do sensor e o sistema vibratdrio. Assim, teremos que o
deslocamento relativo Z é dado por Z=X-Y, sendo Y o deslocamento do
corpo e X o deslocamento do sensor. Portanto, sendox=12mmey=4
mm, teremos:

Z=X-Y=0,012—0,004 =0,008m

Sabendo que o deslocamento relativo é dado por:

Yr? 0,004r” 5

2
> —0,008=1———t =71 =—
1—r 1—r 3

7 =

w k ~
Como r=— e w, =,[— entdo, teremos:
W m

n

k  [10000
w = |—=, |——=1414272d
R e

Assim, podemos dizer que:

el 2
r=" s w=rw,=,|7141,42=115,4712d/
) 3 S

“n

€

Desta forma, sabemos que o sistema esta vibrando com uma frequéncia
de 115,47 rad/s.

Sem medo de errar

Como responsavel pela andlise de vibragcdes do departamento, vocé e
sua equipe definiram um absorvedor de vibrag¢des para que as vibragdes do
motor ndo sejam transmitidas para a cabine do caminhao. Nesse momento,
vocé deve elaborar uma estratégia de monitoramento e coleta de dados vibra-
cionais para analise, incluindo as caracteristicas dindmicas do motor.

Resolugao:

Para um sistema vibratorio, é importante termos em mente que as vibra-
¢Oes naturais sdo de suma importancia, pois é nelas que o sistema sofrera
com os maiores picos de tensdo, deslocamento, velocidade e aceleracio,
considerando que as vibragdes naturais ocorrem devido ao tdo conhecido
fenémeno de ressonéncia.

Para que possamos determinar as frequéncias naturais de forma pratica,
ou seja, as frequéncias de ressondncia reais, devemos aplicar o teste modal,
que nos fornecerd as caracteristicas dindmicas do motor, que inclui as
frequéncias que devem ser evitadas e suas formas modais, permitindo-nos
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elaborar estratégias de modificagdo de tais frequéncias se algumas coinci-
direm com as frequéncias de opera¢do do motor: (1) motor em fase neutra
sem aceleragio, (2) em regime de troca de marcha e (3) em regime normal
de funcionamento.

Para realizar uma andlise modal, devemos usar alguns equipamentos
de excitagdo como, por exemplo, vibradores ou um martelo de impacto,
sendo que devemos aplica-los em pontos-chave do motor, como os suportes,
centros das faces do motor e pontos variados, a fim de definir as frequéncias
naturais e formas modais.

Para o correto monitoramento das vibrac;(")es do motor, devemos nos
preocupar com o conforto actstico da cabine e, portanto, devemos inserir
instrumentos de medi¢do tanto no motor quanto na cabine. Alguns dos
pontos que devem ter sensores de vibragdo e sensores acusticos sdo: (1)
suportes do motor, (2) painel de instrumentos da cabine, (3) encostos de
cabeca dos bancos (passageiro e motorista), (4) volante de dire¢do, (5) caixa
de cambio, dentre outras posi¢des, dependendo das necessidades de cada
modelo de caminhao.

O monitoramento deve ser feito com o motor ligado e passando por vérias
frequéncias de funcionamento. Com isto, os sensores captardo as vibragoes
de perturbagdes acusticas e enviardo os dados para um conversor/amplifi-
cador/condicionador de sinal, passando por um analisador que processara
os dados e, finalmente, os mostrard em uma tela ou armazenard os dados. O
monitoramento podera mostrar partes com problema que podem ser substi-
tuidas, fornecer dados para banco de dados estatistico de tempo de vida util
de partes do motor e tempo de manuten¢io de pegas.

Portanto, finalizamos a estratégia de medicdo e monitoramento de vibra-
¢oes, o que ¢é de extrema importancia para garantir o bom funcionamento do
sistema vibratdrio.
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Avangando na pratica

Determinacao de frequéncias naturais a partir
da analise grafica

Descrigao da situagao-problema

Agoravocé trabalha parauma montadora de automéveis como engenheiro
mecanico, sendo o responsavel pela equipe de analise vibracional. Vocé e sua
equipe foram chamados para realizar uma andlise modal no novo carro da
frota de sedans de pequeno porte. Para tanto, foram definidos quatro pontos
de andlise, sendo: (1) suporte do motor, (2) suportes das suspensdes, (3)
eixo da dire¢do e (4) painel de instrumentos. Foram instalados sensores nos
pontos descritos e inseridos acelerdbmetros nos principais pontos de geracio
de vibra¢do em um carro: motor e eixos das rodas. Ao realizar o teste, foi
obtido o grafico mostrado na figura 4.21.

Figura 4.21| Fungdo de transferéncia experimental
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Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 375).

Para analisar este grafico é importante saber que a ressonancia ocorre
nos picos de magnitude e quando a 4ngulo de fase muda em 180°. Quais as
conclusdes que vocé e sua equipe podem inferir a partir deste grafico?
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Resolugio da situagao-problema

Analisando o grafico mostrado na Figura 4.21, podemos observar que
existem seis picos de magnitude. Se tragarmos uma linha em cada pico até
seu dngulo correspondente, teremos algo parecido com o que é mostrado na
Figura 4.22.

Figura 4.22| Analise do grafico
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Fonte: adaptada de Rao (2008, p. 375).

Podemos perceber que, dos seis picos, somente quatro ocorrem com
mudanga de 180° do angulo de fase, sendo que nos pontos centrais do grafico
a mudanca de fase ndo atinge 180° e, portanto, nos pontos 3 e 4 correspon-
dentes ao eixo da dire¢ao e ao painel de instrumentos do carro ndo ocorrera
ressondncia. Ja nos outros quatro pontos ocorrem ressonancia, sendo os
pontos 1 e 2 correspondentes ao suporte do motor e aos suportes das suspen-
¢oes. Como o eixo das frequéncias possui crescimento linear, se aplicarmos
uma interpola¢do simples poderemos encontrar que as frequéncias naturais
do sistema que ocorrem, aproximadamente em:

A primeira ressonancia no suporte do motor, ocorre em: w,"” ~469,39Hz
A segunda ressonancia no suporte do motor, ocorre em: w,” ~1201,65Hz

A primeira ressondncia nos suportes das suspengdes, ocorre em:
w,? 22220,59Hz

A primeira ressondncia nos suportes das suspengdes, ocorre em:
w,” ~1437,93Hz
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Com isto, estes dados podem ser encaminhados para a equipe de projetos
para auxiliar na tomada de decisdes para o projeto, finalizando assim a
resolucio da problematizagdo proposta.

Faca valer a pena

1. 4 medicdo de vibragdo é realizada para que possamos compreender melhor

o comportamento de uma mdquina ou estrutura, sabendo suas caracteristicas
dindmicas, monitorando a eficiéncia em seu funcionamento e prevendo possi-
veis falhas catastroficas. Um sistema de medi¢ao de vibragdo é composto por trés
elementos bésicos, sendo que um exemplo de esquema de medigdao é mostrado na
figura a seguir.

Figura| esquema de medicdo de vibragdes

— Unidade de
Méquina ou Transdutor ou Instrumento de N .
- " apresentagéo, Andlise de
estrutura > sensor de conversdo de .
N L 3 ,“ 3 registrador ou dados
vibratéria vibracdo sinal . 0

Fonte: elaborada pelo autor.

Quais sdo os trés elementos usados para medicio de vibracdao? Assinale a
alternativa correta:

a) Transdutor ou sensor, conversor de sinal e processador.

b) Sensor, conversor de sinal e computador.

¢) Transdutor, sensor e conversor de sinal.

d) Sensor, condicionador de sinal e amplificador de sinal.

e) Transdutor ou sensor, amplificador e condicionador de sinal.

2. As medi¢des de vibragdo podem ser usadas para monitorar sistemas vibratérios
como maquinas e estruturas, sendo uma importante ferramenta auxiliar nas tomadas
de decisdo para manutengéo, além de ser uma 6tima alternativa para outros métodos
de monitoragdo progndstica.

O texto-base nos traz uma aplicaciao de medi¢ao de vibragao. Como o monitora-
mento pode auxiliar na manuten¢ao de maquinas e estruturas?

a) A monitoragdo de vibragao sé é util para prever falhas, o que garante a manutengao
no tempo certo, eliminando outros tipos de manutengao.

b) Ao monitorar vibragoes eliminamos o desgaste natural da maquina, uma vez que
esta passa a ser observada a todo momento.

¢) O monitoramento de vibragdo é aplicdvel apenas em maquinas e estruturas de alto
custo, portanto, ndo sendo uma ferramenta boa para auxiliar a manutengéao de todos
os tipos de maquinas.
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d) A monitoragdo de vibragdo ¢é 1til para observar as condi¢des de funcionamento,
com isto, mostra quando e onde uma maquina ou estrutura estd apresentando
problemas, facilitando a manutengao, além de reduzir as manuteng¢des desnecessérias
e prevenir falhas catastréficas.

e) Aplicando a monitoragdo regular nas maquinas e estruturas, podemos evitar que
as mesmas sofram falhas catastroficas, evitando assim a substituicdo das maquinas ou
partes com defeito, com isto pode-se eliminar qualquer tipo de manutengio e garantir
que os equipamentos nao se deteriorem.

3. Imagine que vocé é o engenheiro responsavel pelos testes de vibragdo em aeronaves
de um hangar de manuten¢do. A aeronave que se encontra em manuten¢do no
momento estd apresentando ruidos altos na parte interna, gerando reclamagoes por
parte dos passageiros, sendo que a hipétese é que a jungao das asas com a fuselagem
estd entrando em ressonancia. Como vocé faria as medigdes de vibragdo para definir
os niveis do problema?

A partir da pergunta feita no texto-base, assinale a alternativa correta.

a) A substitui¢do das placas da fuselagem préximas das asas, resolveria o problema,
nao necessitando de medi¢des de vibragao.

b) Uma vez que a hipdtese é a raiz da asa, o correto é instalar sensores de vibragdo nas
jungdes e alguns sensores actsticos dentro da aeronave para medir as vibragdes destes
que sdo os pontos criticos.

¢) A aeronave deve ser completamente desmontada para que os mecanicos aerondu-
ticos possam encontrar o problema.

d) O correto ¢é que insiram sensores na cabine dos pilotos, nos trens de pouso e nos
motores da aeronave para diversificar os pontos de medicao.

e) Sendo que o problema sdo as asas, basta que sejam substituidas por asas novas.
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