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Palavras do autor

estudo de matematica em nivel avangado requer rigor. Cada resultado

enunciado precisa ser devidamente obtido dos anteriores por meio das

ferramentas da logica matematica, de modo que a demonstracio de
teoremas e proposicdes é necessaria para o bom entendimento dos conceitos
apresentados. Sem isso ndo hd o que se aprender, existiria apenas uma cole¢io
de resultados sem clara conexao e o avanco do conhecimento matematico seria
impossivel. Nesse sentido, é fundamental que vocé, estudante, tenha contato
com a andlise matemdtica. A presente disciplina tem como um de seus objetivos
fundamentar rigorosamente os resultados vistos no calculo de uma variavel,
mas seria ingénuo imaginar que ela se resumiria a isso. Por trds do arcabougo
tedrico desenvolvido ao longo do texto estio elementos de maior profundi-
dade, como a familiarizagdo com técnicas de demonstragdo em matematica, o
raciocinio critico e a visio mais global de como a matematica é desenvolvida.

A primeira unidade trata dos nimeros reais. Uma simples pergunta
como "o que é um numero?" pode parecer tdo natural e basica que é dificil
formular uma resposta para ela. Nesta unidade serdo tratados os conjuntos
dos nimeros naturais, inteiros e racionais, levando assim a construgéo dos
nimeros reais. Antes de estudar as propriedades das fung¢des do célculo, é
preciso primeiro entender bem o que é a reta real.

A segunda unidade trata de sequéncias numéricas. Nela serdo desen-
volvidos os conceitos de limite e de convergéncia, abrindo caminho para o
estudo de fun¢des sob o ponto de vista da andlise. Esse tema serd abordado
na Unidade 3, na qual serdo vistas nogoes basicas de topologia da reta, permi-
tindo introduzir os conceitos de limite e de continuidade de uma fungao.
Ja as fun¢des que admitem derivada e integral serdo tratadas na Unidade 4,
assim como suas principais propriedades.

E importante que cada passo das demonstragdes, exemplos ou aplica-
¢Oes apresentadas seja refeito por vocé, leitor. A persisténcia é uma virtude.
Garantimos que o estudo serd muito mais proveitoso e o contetdo serd bem
melhor fixado se for feita uma leitura ativa, na qual vocé refaca cada detalhe
e preencha cada lacuna das demonstragdes. Ao final, o conhecimento adqui-
rido tera valido a pena.






Unidade 1

Constru¢ao dos nameros reais

Convite ao estudo

Caro estudante, seja bem-vindo a primeira unidade da disciplina de
Anidlise Matematica. Se um aluno de ensino médio lhe perguntasse o que é
um numero, como vocé responderia? E se um aluno do ensino superior lhe
perguntasse, a resposta seria a mesma? O mesmo questionamento vale para
as perguntas seguintes: como sdo construidas as quatro operagdes (adigéo,
subtragdo, multiplicagdo, divisdo)? O que é o infinito? Existe mais de um
tipo de infinito? Por que os numeros reais podem ser apresentados como
uma reta, a "reta real”? O estudo dessa unidade lhe permitira responder a
todas essas questdes e aprofundar seu conhecimento a respeito da matemad-
tica formal. Os conceitos e resultados necessarios para isso serdo desen-
volvidos gradualmente e de forma rigorosa, utilizando as ferramentas da
teoria de conjuntos e da l6gica matematica, indispensaveis ao longo de toda
a sua carreira.

Para motivar os estudos da unidade, imagine que vocé foi convidado para
ministrar um curso de formagdo continuada para professores de Matemética
que lecionam no ensino médio. A primeira parte do curso serd sobre o
conceito de niimero e a reta dos nimeros reais. Vocé deve abordar o conceito
de niimero, a construgdo dos niimeros naturais, niimeros racionais e, por fim,
a construc¢do dos niimeros reais. Vocé precisard elaborar diferentes atividades
para que a classe se familiarize com os conceitos e precisard, também, induzir
os professores a se colocarem no papel dos alunos para formular perguntas
e duvidas e para encontrar novas maneiras de transmitir o conteudo aos
estudantes. Ao longo da unidade estdo descritas trés possiveis situagdes em
sala de aula que podem ser abordadas e que vocé precisard desenvolver. A
primeira aula compreendera a constru¢ao dos nimeros naturais e de trés das
quatro operagdes (soma, subtragdo, multiplicagdo). Ja a segunda aula resga-
tard o conceito de infinito e introduzird a opera¢do de divisdo. Por fim, a
terceira aula versard sobre os niimeros reais.

Para resolver essas questdes, primeiramente desenvolveremos na Se¢éo 1.1
o conceito de numero natural e a constru¢do dos niimeros naturais. Isso nos
levard a nogdo de infinito e de enumerabilidade e, com isso, serdo também
desenvolvidas as quatro operagdes (soma, subtragdo, multiplicagio, divisdo) e
0s conjuntos dos ntimeros inteiros e dos numeros racionais, estes ultimos na



Secdo 1.2. Por fim, vale notar que nem todo nimero pode ser apresentado como
um ndmero racional. Esses nimeros, chamados de "irracionais", formam, com
o conjunto dos niimeros racionais, a reta real, assunto da Secéo 1.3.

Apés os estudos de cada se¢do, vocé estard apto a vencer os desafios
propostos e podera levar esse conhecimento para aprofundar o ensino dos
nimeros reais em sala de aula.



Secao 1.1

Conjuntos enumeraveis e nimeros naturais

Dialogo aberto

Nesta sec¢do trataremos da construgdo dos ntimeros naturais, assim como
da formalizagdo da nogdo intuitiva de contagem e da nogdo de infinito. Esta
primeira se¢do também serd importante para que vocé se familiarize mais com
as técnicas de demonstragdo de teoremas; isso lhe trard maior maturidade
matemitica e o ajudara a seguir os passos tracados ao longo do resto do livro.
E esperado que vocé tenha jé familiaridade com conceitos basicos da l6gica
matematica, assim como da teoria de conjuntos. Caso ndo se sinta confortavel
com esses conceitos, é recomendavel que faga uma revisdo do contetudo.

O que é um ndimero? Existem diferentes respostas possiveis a essa
pergunta, mas do ponto de vista da andlise matematica esse conceito precisa
ser bem fundamentado, de modo que a construgido dos niimeros naturais
precisa ser feita rigorosamente. Isso se da por meio dos axiomas de Peano,
como veremos.

Lembre-se de que, para motivar a sua aprendizagem, vocé se coloca no
papel de um professor que esta preparando um treinamento para docentes
de matematica que estdo participando de um curso de formacédo continuada.
A primeira aula versara sobre o conceito de numero natural, e mostrara
ser preciso desenvolver o conceito primitivo de contagem. Explique em
palavras, como se estivesse em uma aula, a constru¢ao dos niimeros naturais
e os axiomas de Peano. Nio utilize férmulas nessa primeira abordagem e
argumente por que o conjunto dos niimeros naturais ¢ infinito.

Note que as aulas precisam conter atividades praticas que utilizem esses
conceitos, para melhor fixagdo do conteudo. Proponha aos alunos que
construam, a partir dos axiomas de Peano, as operagdes de adigdo e multi-
plicagdo. Peca para eles elencarem os problemas que aparecem ao se tentar
fazer as operagdes inversas (subtragdo e divisdo), e pergunte como estender
o conceito de numero para além dos niimeros naturais, de forma a englobar
essas operacdes. Prepare um gabarito para a corre¢do, apontando também
possiveis erros de raciocinio que vocé julgue serem mais comuns de aparecer.
Quais dicas vocé daria aos professores para que eles apresentassem esses
conceitos em sala de aula?

O conteudo aprendido nesta se¢do e nas seguintes desta unidade serdo
de fundamental importancia para o entendimento das unidades seguintes.
Aqui, desenvolveremos o conceito de niimero natural e, a partir do conjunto
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dos naturais, definiremos o que sdo conjuntos finitos, enumeraveis e nio
enumerdveis. Da constru¢do dos nimeros naturais seguem as operagoes de
adicdo e multiplicacdo. Fica a pergunta: as outras duas operagdes (subtracio,
divisdo) podem ser feitas dentro do conjunto dos naturais? Prepare detalha-
damente seu plano de aula, com respostas a questdes que vocé imagina serem
de importancia para o aprendizado dos alunos.

N3o pode faltar

Numeros naturais

Vamos, entdo, a construcio dos nimeros naturais, cuja ideia central é a
nogao de que todo numero natural tem um sucessor (o equivalente de "somar
1" ao numero). Esse sucessor deve ser unico para cada nimero, e numeros
diferentes devem ter sucessores diferentes. Assim, a partir do primeiro
elemento do conjunto (o nimero 1), todos os outros serdo obtidos (a questao
sobre o zero dever ou nao ser incluido nos nimeros naturais ndo vem ao
caso no momento; do ponto de vista descrito anteriormente, bastaria, ao
inseri-lo, considera-lo como o primeiro elemento do conjunto, cujo sucessor
serd 1). Formalmente, essa construgio se da por meio dos axiomas de Peano,
nome que faz referéncia ao matematico Giussepe Peano (1858-1932). Para
que possamos compreender os axiomas, consideramos N o conjunto dos
nimeros naturais (a ser construido) e postulamos que N tem as seguintes
propriedades (LIMA et al., 2006):

1. Todo numero natural tem um tunico sucessor e ndimeros naturais
distintos tém sucessores distintos. Isto é, existe uma func¢io injetora s:N—N
tal que, para cada n€N, s(n) é o sucessor de n.

2. Existe um unico numero natural, o nimero 1 ("um"), que ndo ¢
sucessor de nenhum outro niimero, mas tem sucessor como os demais. Isto
é, a imagem da fungdo s é s(N)=N—{1}.

3.Se ACN ¢é um subconjunto dos niimeros naturais tal que 1€ A e, se
ncA entdo s(n)€ A, segue que A=N. Isto é,se 1€ A e se todo sucessor de
um elemento de A também pertencer a A, entdo temos A=N.

Essas trés propriedades sio as chamadas de axiomas de Peano e sio
suficientes para a construgdo dos nimeros naturais e das operagdes de adi¢ao
e multiplicagdo, como veremos. Do primeiro axioma segue que se m=n,
entdo s(m)=s(n), isto é, a primeira propriedade faz referéncia as func¢des
injetoras, ou seja, ndo ha dois elementos distintos no dominio com a mesma
imagem, e também fala sobre a sequéncia de nimeros que tém sucessores
(lembro aqui que ¢é imprescindivel para a boa fixacdo dos contetdos que
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vocé, estudante, faga no papel todas as passagens mencionadas aqui e que
ndo foram demonstradas, e refaga todas as demonstradas, de preferéncia
consultando o texto somente ao final da demonstragéo).

O segundo axioma trata especificamente do nimero 1, que apesar de
ter um sucessor é o tnico que nio é sucessor de nenhum outro. O terceiro
axioma, denominado principio da indug¢ao, é a base para a construgdo das
operagdes de adi¢ao e multiplica¢do, assim como a demonstrac¢do de diversas
propriedades dos niimeros naturais.

Lembre-se

® O principio da indugdo pode também ser enunciado da seguinte
maneira: se uma propriedade de numeros naturais (ou de conjuntos
indexados pelos numeros naturais) for valida para n=1, e se, supondo a
propriedade vélida para algum ndmero natural k arbitrario, mostrarmos
por argumentos da Légica que a propriedade sera valida também para
k+1, entdo a conclusdo sera de que a propriedade sera valida para todo
numero natural. Uma aplicagdo desse principio serd vista na demons-
tragdo das propriedades da adigdo e multiplicagdo a seguir.

Sigamos para essas operagdes. A adigdo, que associa ao par (m,n) o
namero m+n, é definida da seguinte maneira a partir dos axiomas de Peano:

m-+1=s(m)
m+s(n)=s(m-+n)

Ao substituir s(n) por n + I e s(m + n) por (m + n) + 1, obtemos:
m+m+1)=(m+n)+1

Note que utilizamos aqui somente as defini¢des dadas nos axiomas 1 e 2,
de modo que a construgdo nao depende de nenhuma outra estrutura que nao
as ja apresentadas. Ainda mais, as equagdes apresentadas sdo validas para
qualquer nimero natural. J4 a multiplicagdo de dois nimeros, que associa
ao par (m,n) o numero m-n , é obtida a partir das seguintes defini¢oes:

m-1=m
m-s(n)=m-n+m
em que a operagio de multiplicagdo deve ser feita sempre antes da
operacio de adi¢éo.

Rearranjando as equagdes, temos:
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m-(n+1)=m-n+m

Pelo terceiro axioma de Peano, o principio da indugdo, mostra-se que:

m+(n+ p)=(m+n)+ p (associatividade da adi¢do).

m-(n+p)=m-n+m-p (distributividade - relaciona a adi¢dio com a
multiplica¢io).

m-+n=n+m (comutatividade da adi¢ao).

m-n=n-m (comutatividade da multiplicagdo).

A demonstragao dessas propriedades é deixada para vocé, aluno. A seguir
sdo demonstradas as tltimas duas. Lembre-se de que é extremamente impor-
tante que vocé refaca os exemplos no papel apos estuda-los, consultando a
resolucio so ao final, ou que tente resolver o exemplo sem antes ver a solugdo
e, entdo, comparar depois as respostas. A leitura ativa, destrinchando todas
as passagens do texto, é fundamental para o aprendizado em matemdtica.

L)

Exemplificando

Vamos mostrar que m+n=n+m € m-n=n-m. Suponhamos que
sejam verdadeiras as outras duas igualdades anteriores, a associati-
vidade da adigdo e a distributividade das operagGes. Vamos comegar
com a comutatividade da adigado.

Mostramos primeiro que m+1=1+m, pelo principio da indugdo
(indugdo em m). Para m=1 a equagdo é trivialmente satisfeita.
Suponhamos que a equagdo valha para um dado m. Entdo queremos
mostrarque (m+1)+1=1+(m+1), parapodermos aplicaro principio
da indugdo. Isto é, queremos mostrar que s(m)+1=1+s(m) .

Temos que sm+1=m+1D)+1=>1+m)+1. Mas
(1+m)+1=1+(m+1), de modo que A—{a,a,,...a,}. Logo, pelo
principio da indugdo, a igualdade m+1=1+m ¢é valida para todo
meN, como queriamos demonstrar.

O préximo passo é mostrar que m+n=n-+m. Para isso, mantemos
m fixo e fazemos indugdo em n. Para n=1, acabamos de demons-
trar o resultado. Suponhamos que a equagdo seja satisfeita para
algum n. Queremos mostrar que m+s(n)=s(n)+m . Pela associa-
tividade da adigdo, m-+(m+1)=(m+n)+1. Utilizando nossa
hipétese m+n=n+m, temos m+(n+1)=m+m)+1. Novamente
pela associatividade da adi¢do, temos que (n+m)+1=n-+(m-+1).
Como mostramos anteriormente que m+1=1+m, temos entdo
n+(m+1)=n+(1+m) e portanto, pela associatividade da adigdo,
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n+m+1)=m+1)+m e m+s(n)=s(n)+m, como queriamos
demonstrar. Assim, pelo principio de indugdo, a comutatividade da
adicdo é valida para quaisquer niUmeros naturais.

A comutatividade da multiplicagdo segue os mesmos passos
apresentados aqui. A diferenca é que, em vez de utilizarmos a
associatividade da adigdo nos passos intermedidrios, é preciso
utilizar a propriedade distributiva. Fica como exercicio para vocé,
aluno, demonstrar a comutatividade da multiplicagdo utilizando
este exemplo como guia.

Embora as nog¢des de adigdo e multiplicacdo sejam bastante familiares,
notemos que os nimeros naturais, como construidos aqui, precisam ser
munidos dessas estruturas adicionais por meio de argumentos logicos, como
feito. A operagdo de adi¢do permite atribuir ao conjunto N uma relagio de
ordem: dizemos que m é menor do que n, e escrevemos m < n, quando
existir um numero j€N tal que n=m+j. Nesse caso, dizemos também
que n é maior do que m, e escrevemos n > m . Dizemos que m é menor ou
igualan(m < n)se 7 ou f:X — A,emémaiorouigualan(m > n)se
m>noum=n.

Temos agora o conjunto N dos nimeros naturais, dotado dessas duas
operagdes. O sucessor de 1 é denotado pelo numero 2, o sucessor de 2 por
3, e assim por diante, como conhecido. Vale notar que, como todo nimero
natural tem um sucessor, o conjunto dos niimeros naturais tem as proprie-
dades do que gostariamos de chamar de um conjunto infinito. Veremos a
seguir como definir rigorosamente conjuntos finitos e infinitos.

Conjuntos finitos

A nogio de conjunto finito é bastante intuitiva, no entanto sua definicdo
parece circular. Ndo basta dizer que um conjunto finito é aquele que tem um
nimero finito de elementos, pois isso seria transferir o problema: precisari-
amos definir o que é um "numero finito de elementos”. Vejamos entdo uma
defini¢édo precisa.

Defini¢do: seja X, ={mecN; m<n}.Um conjunto A é dito finito quando
¢ vazio ou quando existe uma bijegio f:X, — A (lembremos que uma
fungdo ¢ bijetora se é a0 mesmo tempo injetora e sobrejetora). Nesse caso,
dizemos que A tem n elementos, ou que o niimero de elementos de A é n. Um
conjunto ¢ dito infinito quando nao ¢é finito (LIMA, 2016b).

Note que, se existir uma bije¢ao entre um conjunto finito A e um conjunto
qualquer B, entdo B também sera finito. Por qué?
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Para ilustrar o conceito, suponhamos que A= {@,{I}N} , isto é, o
conjunto formado pelos seguintes elementos: o conjunto vazio &, o conjunto
unitario {1} e 0 conjunto dos niimeros naturais N . Vale notar que, embora
separadamente &, {1} e N sejam conjuntos, cada um deles ¢ visto como um
elemento de A. Assim, definindo afun¢do f:X, — A por f1)=o, f(2)= {1} ,
f(3)=N, vemos que A ¢ finito, segundo a defini¢do apresentada.

soc Reflita
O nimero de elementos de um conjunto é bem definido? O que acontece
se existir outra bijecdo g:X, — A ? Qualarelagdo entre me n?

Entéo, temos aqui a defini¢do precisa do que é um conjunto finito. Como
consequéncia direta, temos também a definicdio do que é um conjunto
infinito. A seguir, veremos algumas propriedades dos conjuntos finitos.

Lema 1.1: seja AC X, um subconjunto proprio, isto ¢, A= X, . Entdo ndo
existe bijedo f:X, — A (LIMA, 2016a).

Dem.: utilizaremos a demonstracio por contradi¢do. Suponha por
absurdo que exista tal fun¢do para um dado valor de n, por exemplo, 7,
Seja 1, o menor numero natural para o qual isso acontece e n,—1 tal que
s(n,—1)=n,. Suponha que n,€A. Tomemos uma bije¢io g:X, — X, tal
que a composta h= fog:X, — A satisfaca h(n))=n,. Entdo a reostrigé(; de
h ao subconjunto X, —{n,} - X, , €uma bijecdo entre os conjuntos X, , e
A—{n,}, contradizendo o fato de 1, ser o menor nimero natural para o qual
existe a bijecdo. Ja se n ¢ A, seja a, € A tal que f(n,)=a, . Entdo a restricdo
defaX, , éumabijecio sobre A—{a,}, 0 que é uma contradicio. J

Faga vocé mesmo

Com base no lema anterior, demonstre o seguinte teorema:

Teorema 1.2: seja A um conjunto finito. Entdo, para qualquer subcon-
junto proprio BC A, ndo existe bijegdo entre A e B.

Um segundo resultado sobre conjuntos finitos é o seguinte teorema:
Teorema 1.3: todo subconjunto de um conjunto finito também é finito.

Dem.: consideremos primeiramente os conjuntos X, definidos anterior-
mente, X, = {m eN;m< n} . Fagamos indug¢éo em n. Para n=1o0 resultado
é trivial. Suponha que valha para algum »n e consideremos o conjunto X
com BCX

n+1’

.. subconjunto préprio. Se n+1¢ B, temos BC X, e o resultado
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esta provado. Suponhamos, entdo, que n+1< B . O conjunto B—{n—H} é
finito por hipétese, logo, existe uma bije¢do f:X, — B— {n + 1} ,com m<n.
Fagamos a defini¢do da fungdo g:X, . — B tal que g(k)= f(k) para k<m e
g(m+1)=n+1. Como f¢ bijegdo, segue que g ¢ bije¢io e, portanto, B ¢é finito.
Pelo principio da indugao, temos entdo que o resultado é valido para todo n,
e o teorema esta provado. [

O Teorema 1.2 também nos da informagio sobre conjuntos infinitos.
Usando a contrapositiva do teorema, podemos dizer que "se existe bijecdo entre
um conjunto A e um subconjunto proprio, entdo A é infinito" (lembremos que
a contrapositiva da afirmagio "se p é verdade entdo g é verdadeiro" é "se q é falso
entdo p é falso", em que p e g sdo duas proposigdes). Vale notar aqui que, dessa
forma, o Teorema 1.2 implica que o conjunto dos nimeros naturais ¢ infinito.
De fato, seja o subconjunto dos nuimeros pares, P:{keN; k=2b, heN} ,
subconjunto préprio de N. Entdo a fungdo f:N— P dada por f(k)=2k ¢é
uma bijecdo entre N e P (lembre-se da leitura ativa: mostre este resultado).
Dessa forma, pelo Teorema 1.2, N ¢ infinito.

Conjuntos enumeraveis

Definigdo: um conjunto A é enumeravel se A ¢ finito ou se existe uma
bijegdo f:N—A.

No caso em que existe a bije¢do, A ¢ dito infinito enumeravel. Se A for infinito
e ndo existir bijegdo com N, entdo A é dito ndo enumeravel (LIMA, 2016b).

Cl@ Exemplificando
! A operagdo de subtragdo exige que estendamos o conjunto dos

numeros naturais para um conjunto maior, o dos nimeros inteiros,
formadopelosnimerospositivosenegativos: Z = {...—2,—1,0,1,2,,..} .
Temos que Z é enumeravel. De fato, a funcdo f:N — Z dada por
f@2n)=n—1, f(Q2n—1)=-n, é uma bijecdo. Lembre-se da leitura
ativa, demonstre este resultado!

A nogdo de enumerabilidade estd intrinsecamente ligada ao conjunto
dos ntimeros naturais, que é utilizado, entao, para enumerar os elementos
do conjunto. A ideia de que é possivel associar um numero natural a cada
elemento do conjunto nos diz que, em algum sentido, os conjuntos enume-
raveis sdo os "menores" conjuntos infinitos, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.4: todo conjunto infinito tem um subconjunto infinito
enumerdvel.
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Dem.: seja A um conjunto infinito. Para demonstrar o teorema, basta
definir uma fungdo injetora f:N— A, pois nesse caso a imagem de N
por f, f(N), serd um conjunto enumeravel. Tomemos um elemento a, € A .
Definimos entdo f(1)=g,. Claramente o conjunto A—{q} ¢ infinito.
Além disso, ao retirarmos um subconjunto finito de A, o conjunto restante
continuara infinito (por qué? Verifique as propriedades da unido de dois
conjuntos finitos). Assim, prosseguimos por inducdo, da seguinte maneira:
suponhamos que estejam definidos a, = f(1), a,=f(2), .., a,=f(n)

Entdo o conjunto A—{a,a,...a,} ¢é infinito e, portanto, existe um
elemento a,, €A—{a,a,,..a,}. Definimos f(n+1)=a,,. O conjunto
A—{al,az,...,an +1} continua infinito e, portanto, tal procedimento nos da
a funcdo f desejada, que é injetora. Assim, o conjunto { fG); iEN} é um
subconjunto infinito enumeravel de A, como querfamos demonstrar. [J

Assimile
Assim, vocé pode notar que existem dois tipos de conjunto infinito:
! o infinito enumeravel e o infinito ndo enumerdvel. Em ambos os
casos, sendo A esse conjunto, temos que existe uma fungdo injetora
f:N— A. A diferenca é que no caso de A ser enumeravel, existe
alguma f que é bije¢do. Ja no caso em que A é ndo enumeravel, ndo
existe f:N— A sobrejetora.
Perceba ainda que, para concluir que um conjunto é ndo enume-
rdvel, ndo basta encontrar uma fungdo f:N— A que seja injetora,
mas que ndo seja sobrejetora. E preciso que nenhuma funcdo
desse tipo seja sobrejetora. De fato, se considerarmos o exemplo
dos numeros inteiros, a funcdo identidade id:N—Z, id(k)=k é
injetora, mas ndo é sobrejetora. No entanto, vimos anteriormente
que Z é enumerdvel.

Estamos trabalhando para desenvolver uma importante habilidade: a de
dominar técnicas de demonstragdo em matematica. Desde a demonstracao
de resultados basicos como os da constru¢do da soma e da multiplicacao
(que, apesar de bem conhecidos, ndo sio triviais, tendo em vista somente os
axiomas de Peano e utilizando como ferramenta apenas a légica matematica)
até resultados mais complicados sobre conjuntos enumeraveis, o formalismo
utilizado para a demonstragdo dos teoremas é o mesmo que serd utilizado
ao longo de todo o livro. Dessa forma, é de extrema importancia que vocé,
leitor, domine as técnicas aqui apresentadas e consulte as referéncias ao final
da segdo, para aprofundamento.
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Saiba mais
Apresentamos nesta sec¢do resultados basicos sobre os nimeros naturais
! e os conjuntos finitos e infinitos. Ja para uma visdo mais aprofundada do
conteldo apresentado aqui, ver Lima (2016a), capitulo 1, p. 1-11. Essa
leitura é de grande importancia para o aprofundamento dos conceitos
envolvidos nesta seg¢do.
Ja como outra sugestdo de leitura complementar para aqueles que querem
se aprofundar na aplicagdo dos conceitos em sala de aula, indicamos uma
discussdo pedagdgica sobre os nimeros naturais, voltada a professores
do ensino médio, em que os resultados |a apresentados estdo em uma
linguagem mais préxima a que deve ser utilizada com os alunos dessa fase
de escolarizagdo. Ver Lima et al. (2006), capitulo 2, p. 25-37.

LIMA, Elon Lages et al. A matematica do ensino médio. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matemadtica, 2006. v. 1. (Colegdo Professor de
Matematica).

LIMA, Elon Lages. Analise real: fungdes de uma varidvel. 12. ed. Rio de
Janeiro: Associagdo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada,
2016a. v. 1. (Colegdo Matematica Universitaria).

Sem medo de errar

Relembrando, vocé deve preparar um curso de formagio continuada para
professores do ensino médio abordando rigorosamente a no¢do de nimero,
sendo a primeira aula sobre nimeros naturais.

Como primeiro passo vocé deve apresentar os axiomas de Peano, junta-
mente com a nogdo de sucessor, e depois deve introduzir a multiplicacio
e a adi¢do. Estes axiomas podem ser lidos sem a necessidade de introduzir
nenhuma equacio. E sua fungdo apresentar a melhor maneira de fazer essa
leitura. Intuitivamente, por exemplo, a operagdo de adigdo (somar k a um
nimero) equivale a aplicar k vezes a fun¢do "sucessor”, ou equivalentemente
somar "1" k vezes (lembre-se de que a tnica coisa que estd definida nos
axiomas de Peano ¢ o sucessor). Analogamente, dada a adi¢do, a operacdo
de multiplicagdo m-n equivale a somar ao numero m outras (m-1) copias. O
foco nos axiomas de Peano e nas operagdes de adigdo e multiplicagado é extre-
mamente importante para as proximas se¢des, de modo que estes precisam
ser bem assimilados pelos alunos. Proponha, por exemplo, atividades em
grupo que envolvam demonstracdes utilizando o principio da indugdo
finita (terceiro axioma de Peano). Prepare os enunciados e gabaritos dessas
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demonstracoes. Consulte livros didaticos (as referéncias ao final da unidade,
por exemplo) para formular essas questdes.

Note que a transi¢do entre "somar 1" e "somar k" ndo é direta; vale a pena
sempre ressaltar a limitagdo dos axiomas de Peano quanto a isso e lembrar da
necessidade de aplica-los recursivamente. Também ¢é importante mencionar
novamente que, para que essas operagdes valham para todos os nimeros
naturais, elas precisam satisfazer o principio da indugéo (terceiro axioma de
Peano). Proponha que os alunos demonstrem, em dupla, as propriedades de
associatividade, comutatividade e distributividade da adi¢ao e multiplica¢io,
como no exemplo feito no capitulo, e prepare um gabarito para as proprie-
dades nao demonstradas ao longo do texto.

Vale notar que os axiomas de Peano nio definem a subtra¢do ("inversa"
da adi¢do). Se m > n, definimos p=m—n como o (inico) numero natural,
tal que m=n+p.Ja se m < n, a quantidade p definida anteriormente nio
pertence aos numeros naturais. Logo, para que a operagio de subtragdo faga
sentido para quaisquer nimeros naturais, ela precisa estar definida em um
conjunto maior, o conjunto Z dos nimeros inteiros, que também engloba o
zero. Ja ao introduzirmos a operagio de divisdo ("inversa" da multiplica¢io),
também "saimos" de Z . Precisaremos considerar o conjunto Q dos nimeros
racionais (ou fracionarios), assunto da proxima se¢do. Permita que os alunos
elaborem perguntas sobre o conjunto Z, preparando um gabarito-teste, e
exponha como deve ser feita essa extensdo (o que passa por definir o que é
um numero negativo).

Os axiomas de Peano podem ser apresentados em sala de aula, introdu-
zindo a ideia de que "somar 1" é suficiente para, recursivamente, somar e
subtrair quaisquer nimeros. Para o ensino fundamental, o material dourado
¢ uma boa maneira de introduzir os estudantes a esses conceitos. Escreva
detalhadamente seu plano de aula, utilizando os conceitos e dicas aqui

apresentados.

Avanc¢ando na pratica

Palestra para o publico nao especializado

Descrigao da situagao-problema

Imagine a situagdo em que vocé, estudante, ¢ um matematico que foi
contratado para dar uma palestra de divulga¢do sobre o infinito para um
publico nédo especializado, mas com bastante interesse em matematica. Vocé
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deve tratar dos conceitos de infinito, abordando o conceito de contagem e
depois distinguindo o infinito enumeravel do ndo enumeravel. Como vocé
organizaria a palestra? Para quais topicos vocé daria mais atengdo?

Resolu¢io da situagao-problema

O conceito de contagem segue da defini¢do de conjunto finito e do niimero
de elementos do conjunto A. Uma contagem ¢ uma bije¢do f:X, — A, isto é,
uma maneira de ordenar os elementos do conjunto. Ha diferentes contagens
(por exemplo, diferentes bije¢des), diferentes maneiras de comegar a contar
os elementos de um conjunto. Um conjunto de bolinhas de gude coloridas
pode ser til para ilustrar o conceito. Argumente que ha uma quantidade
finita de maneiras de contar as bolinhas. Dar mais énfase a conjuntos finitos
pode ajudar a introduzir brevemente o conceito de infinito enumeravel. O
conceito de infinito ndo enumeravel estd mais distante do cotidiano. Esta
associado a ideia de um continuo, como um intervalo de reta.

Faca valer a pena

1.um conjunto A se diz limitado se existe n€N tal que k <n Vk € A . Queremos

mostrar o seguinte resultado: “todo conjunto finito é limitado”. Para isso, escrevemos
A= {“1 s, | € definimos . Entdo temos a, <n Vk € A . Por outro lado,

se A é limitado, segue que A é finito. Vemos isso pois, pelo que acabamos de mostrar,
ACX,,portanto,pelo_____, segue que A é finito.

Complete a demonstragio preenchendo as lacunas. H4 somente uma alternativa
correta.

a) n=a, ; Teorema 1.3

b) n=a,+..+a, ; Teorema 1.2

c) n=a,+..+a, ; Teorema 1.3

d) n=a,; Teorema 1.2

e) n=a,+..+a, ;Lemall

2. Um importante resultado, bastante intuitivo, mas nao trivial de se mostrar, é o
seguinte teorema:

Teorema 1.5: todo subconjunto dos niimeros naturais é enumeravel.

Vamos demonstrar esse resultado. O procedimento é andlogo ao utilizado para
demonstrar o Teorema 1.4. Seja A CN. Se A ¢é finito, entdo é consequentemente
enumerdvel. Suponhamos A infinito. Vamos definir recursivamente uma fun¢ao
f:N— A, que depois mostraremos ser bijeao. Seja f(1) = menor elemento de A, e
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f(k+1)= menor elemento de A — {f(l),...,f(k)} . Claramente, A — {f(l),...,f(k)}
¢ infinito para todo k, . Assim, a funcéo f estd definida para todo niimero
natural. Temos que f ¢ injetora, pois . Para mostrarmos que f é sobre-
jetora, suponhamos que exista a € A que ndo estd na imagem de f. Entdo a> f(k)
para todo k€ N.Mas, como A CN, segue que flk)>k VkeN. Logo, ,0
que ¢ impossivel. Assim, segue que f:N — A ¢ bije¢do e A é enumeravel. OJ

Complete as lacunas da demonstracdo com a alternativa correta.
a) pois A éinfinito; f(i)> f(j) se i>j; a>k VkeN

b) pois A é infinito; f(i)< f(j) se i>j;a>k ¥V k€N

¢) pois A é enumeravel ; f(i)> f(j) se i<j;a>k VkeN

d) pois A ¢ infinito; f(i)> f(j) se i>j; a>k VkeN

e) pois A é enumeravel; f(i)> f(j) se i>j; a>k VkeN

3. Sejam A um conjunto finito e B um conjunto infinito enumeravel. Considere as
seguintes afirmagoes:

1. O conjunto das partes de A, formado por todos os subconjuntos de A, é finito.

2. O conjunto formado por todas as fungdes f: A — A ¢ infinito.

3. O produto cartesiano AxXA = {(a,b); a,be A} é finito.

4. Toda fungéo injetora f:B— B ¢ sobrejetora.

5. Toda fungéo sobrejetora f:B— B ¢ injetora.

Marque a alternativa que indica todas as afirmagoes verdadeiras.
a)le3.

b)leb5.

c)1,2e4.

d)1,3e5.

e)2,3e4.
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Numeros racionais e irracionais

Dialogo aberto

Na se¢do anterior vimos a constru¢do dos nimeros naturais, envol-
vendo adi¢do e multiplicagdo, e estendemos esse conjunto ao dos numeros
inteiros para que a operagdo de subtrac¢io estivesse bem definida. Nesta se¢ao
trataremos do conceito de divisao de dois numeros reais, levando assim a
construgdo dos numeros racionais. Também introduziremos o conceito de
corpo e veremos que nem todo niimero ¢é racional, o que leva ao conjunto
dos niimeros irracionais.

Veja que os nimeros racionais estdo presentes como contetido tanto no
ensino fundamental quanto, implicitamente, no ensino médio. Um bom
entendimento da operagdo de divisdo nos ajuda, por exemplo, a calcular
quocientes de polindmios, ou mesmo futuramente a calcular quocientes
de numeros irracionais (muitas vezes envolvendo a raiz quadrada). Dessa
forma, um bom entendimento da estrutura desses nimeros fard com que
vocé possa, além de ter dominio sobre o conteudo, melhorar sua capacidade
didética no ensino basico.

Continuamos a preparagdo das aulas para o curso de formagdo conti-
nuada de professores do ensino médio. Vocé agora precisa preparar a segunda
apresentacdo do curso, e se lembra de que uma das maiores dificuldades
encontrada em sala de aula é na compreensao do conceito de infinito, sendo
importante,entdo, que os professores discutam e argumentem a respeito.
Como ja foram abordadas as operagdes de soma, multiplica¢do (de nimeros
naturais) e subtragdo (de nimeros inteiros), resta construir a operagdo de
divisdo. A partir de exemplos praticos, uma boa continuagdo é desenvolver
o conceito de fragdo e de nimero racional. Todo nimero é racional? Mostre
exemplos de nuimeros irracionais e dé exemplos de como tais conceitos
podem ser desenvolvidos em sala de aula. Como determinar se uma fragao
¢ maior do que a outra, se elas ndo forem irredutiveis? Vocé decide propor
uma dinidmica em que os professores se coloquem na posi¢do dos alunos
e formulem duvidas sobre os conceitos apresentados. Prepare vocé mesmo
uma lista de duvidas, apresentando também as respostas como gabarito.

Dessa forma é esperado que vocé, aluno, apds estudar esta se¢io, esteja
confortével para lidar com ndmeros racionais e irracionais, assim como
com o conceito de corpo, que serd retomado na préxima secdo. Lembre-se
do estudo ativo: para uma boa aprendizagem, em que o contetdo seja, de
fato, fixado na memoria, é preciso refazer e completar as passagens das
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demonstragdes, assim como trabalhar os exemplos dados e a se¢ao Faga vocé
mesmo. Esteja certo de que esses esfor¢os valerdo a pena.

N3o pode faltar

Na se¢do anterior vimos a constru¢do dos nimeros naturais, assim
como as operagdes de adi¢do e multiplicagdo nesse conjunto. Os nimeros
naturais levam ao conceito de enumerabilidade de conjuntos infinitos, de
modo que demonstramos diferentes resultados sobre conjuntos finitos
e enumeraveis. Também introduzimos a operac¢do de subtragio como
a "inversa" da adigdo; para isso foi necessario estender o conjunto dos
numeros naturais para os numeros inteiros, pois a subtragido de dois
numeros nem sempre pertencea N.

Apés ter visto todos esses conceitos mencionados, podemos avangar
nossos estudos e definir a operacao de divisio. Assim como no caso da
operagdo de subtragdo, a divisdio nem sempre pertencerd ao conjunto, de

modo que também precisamos estendé-lo. Dados dois niimeros naturais p, g,

primos entre si (p e g ndo tém fatores comuns), define-se a razdo r = £ como

q
o ndmero r tal que g-r=p. Claramente, como peq nao tém fatores comuns,

segue que rcN somente se g=1. Assim, vemos que para a operagdo de
divisio estar bem definida precisamos estender o conjunto dos niimeros
naturais. Definimos assim o conjunto @ dos numeros racionais:

Q= L s BPQEZL, q=0
q

Veja que, pela defini¢do, o conjunto dos racionais é formado por nimeros
que sdo a razdo de dois nimeros inteiros, p e g, com a restri¢do de que g deve
ser diferente de zero.

O conjunto Q é enumeravel

Trataremos aqui de alguns outros resultados sobre conjuntos
enumerdaveis, de modo que esta é uma boa oportunidade para rever
os conceitos da secdo anterior (inclusive os resultados apresentados
nas questdes ao final da secdo) caso ndo se sinta confortdvel com as

demonstra¢des apresentadas.

Nosso primeiro objetivo ¢ demonstrar que Q é um conjunto enumeravel.
Para isso, precisamos de resultados adicionais sobre conjuntos enumeraveis,
estendendo os obtidos na se¢do anterior. Os enunciados dos resultados a
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seguir (Lemas 1.6 e 1.7, Teoremas de 1.8 a 1.10) foram baseados em Lima
(2016b, p. 50). A demonstragao de cada um, embora siga os moldes apresen-
tados 14, estd ora mais detalhada neste texto, ora apresenta uma abordagem
um pouco diferente.

Lema 1.6: seja B um conjunto enumeravel e f:A— B injetora (Figura
1.1). Entdo A é enumerdvel.

Dem.: sendo B enumeravel, existe uma bije¢do g¢g:B—N. Assim, a
composta gof:A—N ¢é uma fun¢do injetora. A imagem de gof é um
subconjunto de N e, portanto, é enumeravel pelo Teorema 1.5. Logo, segue
que A é enumerdavel. O

Figura 1.1 | finjetora. x:éyéf(x):tf(y)
FUNCAO INJETORA
A f B

Fonte: elaborada pelo autor.

O Lema 1.6 tem a seguinte interpretagdo: se tivermos um conjunto enume-
ravel B e uma fungdo injetora f:A — B, intuitivamente A nio pode ser "maior”
do que B. Matematicamente, isso significa que A precisa ser enumeravel.

Lema 1.7: seja A um conjunto enumeravele f:A — B sobrejetora (Figura
1.2). Entdo B é enumerdvel.

Dem.: se f:A— B é sobrejetora, isso significa, por defini¢do, que para
cada a€ A existe be B .Queremos utilizar o lema anterior na demonstracio;
para isso precisamos de uma fung¢io injetora h: B— A, tal que f(a)=0b . Para
cada bc B tomemosalgum ac A talque f(a)=b efagamos h(b)=a . Assim,
h esta definida em todo o conjunto B e é injetora. De fato, para b,b’€ B temos
elementos distintos a,a’c A com h(b)=a e h(b)=a’. Segue do Lema 1.6
que B é enumerdavel. O
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Figura 1.2 | f sobrejetora. Vy € B, Ix € A; y:f(x)

FUNGCAO SOBREJETORA
A f B

— T

Fonte: elaborada pelo autor.

O Lema 1.7 é o reciproco do Lema 1.6: se f:A — B for sobrejetora, entdo
B precisa ser "'menor” do que A, e se A for enumeravel, entdo B precisa ser
enumeravel.

Precisamos ainda dos seguintes resultados auxiliares:
Teorema 1.8: o produto cartesiano NxN ¢é enumeravel.

Dem.: a demonstragio desse resultado se encontra em diversos textos de
andlise e baseia-se na decomposigio de um niimero em fatores primos. E um
resultado da teoria de nimeros (que estd fora do escopo deste texto) que cada
natural tem uma tnica decomposi¢do em fatores primos. Em particular, os
nimeros naturais da forma 2" -3" sio diferentes para cada par (m,n). Isso nos
mostra que a fungdo f:NxN—N, f(mn)=2"-3",¢ injetora. Segue do Lema
1.6 que NxN é enumerével. (]

Faga vocé mesmo

Vimos que o produto cartesiano NxN é enumerdvel. Por outro lado,
sabemos que um conjunto A é enumeravel se existe bijecdo entre ele e
o conjunto dos niumeros naturais. Com essas informagdes, demonstre o
teorema a seguir:

Teorema 1.9: sejam dois conjuntos enumerdveis A e B. O produto carte-
siano AxXB= {(u,b); acA,be B} é enumeravel (LIMA, 2016b, p. 50).
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Notemos que faz sentido o produto cartesiano de dois conjuntos enume-
réveis ser enumeravel, pois seria o andlogo de o produto cartesiano de dois
conjuntos finitos ser finito.

Assim, chegamos ao resultado desejado:
Teorema 1.10: o conjunto Q é enumeravel.

Dem.: da definicdo do conjunto dos racionais dada, podemos nos
restringir a fracdes cujo numerador e denominador sdo primos entre si (caso
existam fatores comuns entre o numerador e o denominador, é possivel
"canceld-los" a partir da seguinte regra, que é um caso particular da definicdo
de multiplicacdo que veremos em breve: para n€Z ,n=0, temos 2" _P).

qan 4q
Entio a fungio f:Q—ZxZ dada por f(p/q)=(p.q) ¢ injetora. Como Z
¢é enumeravel, segue do Teorema 1.9 que ZxZ é enumeravel e entdo, pelo
Lema 1.6, Q é enumeravel. UJ

O corpo Q: adigao e multiplicagao
Podemos também definir em @ as operagdes de adigdo
[erm:p-ner'q e multiplicacao |2.2_P™| " com as respectivas

q n qn qn 4qn
operagdes inversas (subtragdo e divisdo; note que a divisdo ja foi definida

entre elementos de N, mas agora estendemos a elementos de Q ). Segue que
Q ¢ fechado em relagdo a soma e & multiplicagdo (a soma e a multiplicagdo
de elementos de Q também sdo elementos de Q ). Dessas definicoes, e das
propriedades da adi¢do e multiplicagio dos nimeros naturais, segue que a
adi¢do e multiplica¢do de niimeros racionais satisfazem as seguintes proprie-
dades: para a,b,ccQ:

1. (a+b)+c=a+(b+c) (associatividade de adi¢o).
2. a+b=b+a (comutatividade da adicio).

3. a+0=0+a=a, em que o elemento "zero" existe e é Ginico para todo a
(elemento neutro da adi¢ao).

4. a+(-a)=0, em que (—a) existe e é unico para cada elemento a
(inverso aditivo).

5. (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade de multiplicagéo).
6. a-b=b-a (comutatividade da multiplicagdo).

7. a-1=1-a=a, em que 0 "'um" é Unico para todo a (elemento neutro da
multiplica¢do).
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8. a-(a')=1, em que (a') é Unico para cada elemento a (inverso
multiplicativo).

9. a-(b+c)=a-b+a-c (distributividade).

As propriedades de 1 a 4 sdo relativas a operagio de adi¢io, denotada pelo
simbolo "+ ", enquanto as propriedades de 5 a 8 referem-se a multiplica¢io,
denotada pelo simbolo "-". Ja a propriedade 9 se refere a como essas duas
operagdes "interagem”. O conjunto Q, munido das operagdes de adi¢do e
multiplicagdo, satisfazendo essas nove propriedades, é, entdo, dito um corpo,
o corpo Q dos nimeros racionais (FIGUEIREDO, 1996).

anc Reflita

Dos conjuntos numéricos tratados até agora, apenas o conjunto Q,

! dos nimeros racionais, € um corpo com relagdo as operagdes usuais de
adicdo e multiplicagdo. Qual a primeira lacuna ao checarmos se N é
um corpo? Veja qual propriedade faltante nos faz construir o conjunto
7, . Da mesma maneira, qual das propriedades apresentadas falha ao
tentarmos verificar se 7Z é um corpo? Veja qual propriedade faltante
nos faz construir o conjunto Q.

Geralmente, dado um conjunto X néo vazio, se for possivel muni-lo
de duas operagdes, "+ " e "-", de modo que X seja fechado com respeito a
essas operagdes (o resultado das operagdes entre dois elementos do conjunto
¢ também elemento do conjunto) e satisfazendo as propriedades de 1 a 9,
dizemos que a operagdo "+ " é uma "soma" e a operagdo "-" é uma multi-
plicagdo. Nesse caso, dizemos que (X, - ,x) é um corpo com respeito as
operagdes de soma "+ " e multiplicagdo "-". Note que, caso a propriedade
9 (distributividade) nio valha, ndo hd como diferenciar entre as duas opera-
¢oes definidas, ja que ambas satisfazem o mesmo conjunto de propriedades
(a diferenca é que o elemento neutro e a inversa de cada elemento serdo
diferentes para as operagdes "+ "e "-"). E a propriedade distributiva que nos
permite diferenciar entre as duas operagdes, dizendo que "+ " éasomae """
¢ a multiplicacdo. Em outras palavras, temos a seguinte defini¢do de corpo:

Definigao: (X L - ,><) , isto é, um conjunto X munido das operagdes "+ "e

7

non . . ~ .
-" ¢ dito um corpo com respeito a essas operagdes se as propriedades de 1 a

9 forem satisfeitas para quaisquer elementos do conjunto. Nesse caso, "+ " é
chamada de soma e "-" é chamada de multiplica¢do (LIMA, 2016a).

Uma digressdo: um conjunto com as propriedades de 1 a 4 ¢ dito um
grupo abeliano com respeito a operagdo "+ " (o que também vale para
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as propriedades de 5 a 8 e a operagdo "-"). No entanto, o estudo dessas
estruturas de grupo esta fora do escopo do presente texto e ¢ mencio-
nado aqui apenas como curiosidade; esses conceitos sdo desenvolvidos
em cursos de Algebra.

Cl@ Exemplificando
! Vejamos um exemplo de um corpo em que as operagdes de adigdo e

multiplicagdo ndo sdo necessariamente iguais as usuais. Considere o
conjunto A:{O,l}. Primeiramente, definiremos a operagdo “-” nesse
conjunto, que queremos chamar de multiplicagdo. Para isso, basta
definir como essa operagdo age entre quaisquer elementos do conjunto.
Tomamos, como esperado, 1 como o elemento neutro da multiplicagdo.
Definimos0-0=0,0-1=0, 1-1=1. Desse modo, essa operagdo se
reduz a multiplicagdo usual, restrita ao conjunto A e, portanto, satisfaz as
propriedades de 5 a 8. No entanto, vemos que, se a operagao de adicao
for definida como a usual, a soma de dois elementos de A ndo necessa-
riamente pertence a A (por exemplo, terlamos 14+1=2, mas 2¢ A).
Assim, a operagdo “+ ” ndo pode ser a adigdo usual, caso queiramos que
A sejaum corpo.

Para que A seja um corpo, consideraremos a seguinte operagdo “+”
em A, com 0 como seu elemento neutro: 04+0=0, 0+1=1, 1+1=0.
Assim, A é fechado com respeito a ambas as operagdes. Para que “+ ”
seja considerada uma soma, uma condigdo necessdria é que satisfaca
as propriedades de 1 a 4 (fica a seu cargo verificar que isso de fato
acontece. Para isso, é necessario trabalhar com “ + ” aplicada a cada par
de elementos do conjunto, em particular a 1+41). Também, verifica-se
que a propriedade distributiva (9) é vélida, de modo que, com essas
operagdes, (A, - ,x) éum corpo.

Vamos verificar a propriedade distributiva. Como 1 é o elemento
neutro da multiplicagdo, basta verificar que 1-(1+0)=1-1+1-0 e que
1-A1+1)=1-1+1-1. Mas pela definigdo da soma e adi¢do essas igual-
dades sdo validas, de modo que a propriedade distributiva é verificada.

Além de ser um corpo, o conjunto @ é um corpo ordenado, no sentido
de que existe uma relagio de ordem entre os elementos do conjunto que
é preservada pelas operagdes de adicdo e multiplicagdo, como veremos a
seguir. Embora os nimeros naturais também apresentem uma relagdo de
ordem (dada pela operagdo de adi¢do), veremos que a estrutura no conjunto
@Q dos nuimeros racionais é muito mais rica. Vale a pena fazer mentalmente
o paralelo com o corpo Q no que segue.
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Definigdao: um corpo (F, - ,x) ¢é dito ordenado se existir um subcon-
junto P CF, o subconjunto dos elementos positivos, que satisfazem as duas
condigdes a seguir:

1.Se a,beP,entdo a+beP e a-beP.
2.Se acF,entdoou acP,ou (—a)eP ,ou a=0.

Definiremos agora o conjunto dos nimeros negativos, —P =F — (P U {0}) .
Temos entdo a unido disjunta F= PU{O}U(—P) . Vale notar que o subcon-
junto —P ndo é fechado quanto a adigdo e multiplicagdo. A relagio de ordem
"<"em F ¢é definida como foi feito para os nimeros naturais: dizemos que
"a é menor do que b" (a<b) quando existir ce P, tal que b=a+c. Nesse
caso, também dizemos que "b é maior do que a". Se a for menor ou igual a
b escrevemos a<b (e, analogamente, b>a ). A relagdo de ordem satisfaz as
seguintes propriedades:

1. a<b,b<c = a<c (transitividade).

2.Dados a,bcF,ou a<b,ou a=b ou a>b (tricotomia).

3.Se a<b,entdo a+c<b+c YceF (monotonicidade da adigdo).

4.Se a<b e ceP ,entdo a-c<b-c (monotonicidade da multiplicagdo).

Vale notar que dizer que c€ P ¢é o mesmo que dizer que ¢ >0 . Isso pode
ser visto pela tricotomia (propriedade 2), em que colocando b=0 os nimero
positivos (pertencentes ao conjunto P) ficam definidos da seguinte forma:
ceP se,esomente se, c>0.

A relagdo de ordem definida no conjunto F :PU{O}U(—P) satisfaz as
propriedades apresentadas. Isso se da devido as caracteristicas do conjunto P
dos niimeros positivos. Demonstremos, como exemplo, a primeira proprie-
dade, a transitividade: se a<b e b<c, isso significaque b—acP e c—beP.
Assim, c—a=(c—b)+(b—a) é a soma de dois elementos de P, sendo entdo
também um elemento de P pela propriedade 1.

Assimile

Com as operagdes de adigdo e multiplicagdo usuais, vimos que o conjunto
! @ dos numeros racionais € um corpo, pois satisfaz todas as proprie-

dades necessdrias (de 1 a 9). Além disso, com a relagdo de ordem usual,

@ é um corpo ordenado. O conjunto dos nimeros racionais positivos é

definido da maneira usual:

P=1xcQ; xzﬂ,p,qEN
q
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Lembremos que essa relagdo de ordem é dada da seguinte forma: se
gneN e p,meZ,entdo:

E>E se, e somente se, p-n>q-m, em que aparece a relacdo de
q n
ordem e a multiplicagdo dos nimeros inteiros, que sdo conhecidas.

7

E um exercicio saudével verificar que a relagdo ">" é uma relagio de
ordem no corpo Q, com respeito ao conjunto dos niimeros positivos P
definido anteriormente.

De fato, se pn>q-m, entdo existe keN tal que pn=qgm+k.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que g e 1 sejam positivos (o sinal do

namero racional fica entio igual ao sinal do numerador). Logo, £ - | L
n q-n
com ie Q € k>0. Logo, temos a seguinte caracterizagao dqa relagao de

q ;ln " . .
ordem ">"em Q, definida anteriormente:

£>ﬂ se, e somente se, existe c€Q, tal que £>ﬂ+c , justificando o

q,n . q n
nome "relacio de ordem". Assim, temos sempre que ou £~ ou 2 _",
q n n
P _™M Revi i d des d f: is sera
ou P _ ™ Revise esses conceitos e as demonstragdes desses fatos, pois serdo

q n
importantes para a se¢ao seguinte.

Notemos que nem todo nimero é racional, isto é, nem todo niimero pode
ser escrito na forma p/q, onde p,q€Z . De fato, suponhamos que a=p/q,
com g*=g-a=2 (definimos esse nimero a pelo simbolo a—=+/2 . Entdo
p*=2-¢* e,como p’=p-p, ¢ =q-q, as decomposi¢cdes em fatores primos
desses numeros p’ e q° contém um nimero par de fatores de 2 (tanto para
p* quanto para q°, verifique! ). Logo, 2-q’ contém um niimero {mpar de
fatores de 2 em sua decomposigdo em fatores primos e, portanto, chegamos a
conclusdo de que é necessério que p’=2-q°, 0 que é uma contradigao.

Note que o niimero 2, no paragrafo anterior, ndo tem papel especial: outro
nimero natural n poderia ser escolhido tal que a*=a-a=n. No entanto,
esse valor de n ndo pode ser qualquer um. Por exemplo, para n=4 , teremos
a’ =4 que nos dé duas solucdes, a=2 ou a=-2.Em ambos os casos, a€Z
. Precisamos entdo encontrar uma propriedade do niimero 2 que é utilizada na
demonstragdo de que V2 niio é um nimero racional. Vemos que a proprie-
dade desejada é a de que 2 é um ndimero primo, para que cheguemos a uma
contradigdo: a de que as decomposi¢des em fatores primos de p* e q° tenham
um nimero par de fatores de 2, e outra um nimero impar de fatores de 2.

Assim notamos que, para qualquer numero primo n escolhido, os
mesmos passos nos levam a conclusdo de que V# ndo é um niimero racional
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(embora intuitivo, vale a pena fazer a demonstragdo desse fato seguindo a
mesma linha de raciocinio da demonstragdo anterior). E um resultado da
teoria de niimeros (que esta fora do escopo do presente texto) que o conjunto
dos nimeros primos é infinito. Assim, segue desta discussdo que o conjunto
dos niimeros irracionais também é infinito, pois contém o seguinte conjunto:

{\/; ; nEN € primo} , que é infinito (e enumeravel; verifique este tltimo fato).

Portanto, sabemos o que é um corpo, quando esse corpo é ordenado
e verificamos que Q ¢é enumerdvel e é um corpo ordenado. Mais ainda,
sabemos agora que nem todo niimero é racional, o que dd origem ao conjunto
dos niimeros irracionais. Veremos na proxima se¢ao que os numeros racio-
nais, juntamente com os numeros irracionais, formarao os numeros reais (a
reta real), que também sdo corpos ordenados, porém ndo enumeraveis.

Saiba mais

Apresentamos aqui as principais caracteristicas de corpos e corpos
! ordenados. Para saber mais estude resultados adicionais, outros

exemplos e uma discussdo mais aprofundada nas Se¢des 3.1 e 3.2 do

seguinte livro (paginas 61 a 75):

LIMA, Elon Lages. Curso de analise. 14. ed. Rio de Janeiro: Associagdo Insti-

tuto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016. v. 1. (Projeto Euclides).

Sem medo de errar

Relembrando, vocé deve preparar um curso de formagao continuada para
professores do ensino médio abordando rigorosamente a no¢do de niimero,
sendo esta aula sobre os niimeros racionais e irracionais.

Para fixar os conceitos da aula anterior, vale a pena perguntar aos alunos a
defini¢cdo de conjunto infinito. Note que podem surgir respostas do tipo "um
conjunto ¢ infinito se existir uma bije¢do entre ele e o conjunto dos niimeros
naturais”, ou "um conjunto ¢ infinito se contém os nimeros naturais’, ou
outro argumento similar. Note que, no primeiro caso, essa ¢ a definicdo de
infinito enumerével (veremos que nem todo conjunto é enumeravel). No
segundo caso, conjuntos que ndo sdo numéricos ou nio contém todos os
nimeros naturais estariam desconsiderados. A resposta correta, por mais
obvia que possa ser, ¢ "um conjunto ¢ infinito se nio ¢é finito". Claro, isso
remete a definicdo de conjunto finito, que é o passo seguinte. A defini¢do de
conjunto finito, por sua vez, é precisa, e foi apresentada na se¢do anterior.
Atente-se a esses detalhes, pois sdo sutilezas que precisam ser esclarecidas e
fazem parte do desenvolvimento da maturidade matemética.
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Posteriormente, pode ser interessante praticar com os seus alunos uma
atividade didatica para apresentacdo em sala de aula e que envolva o conceito
de fragdo, como a divisio de uma barra de chocolate em seus pedagos. A
ideia serve mais para a apresentacdo aos alunos do ensino fundamental/
meédio, mas ilustra o conceito de contagem dentro do conjunto dos racionais.

Figura 1.3 | Exemplo ilustrativo de fragdes

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 1.3 apresenta uma opg¢do de atividade para inspira-lo, baseada
no exemplo do chocolate. Veja que a partir de um chocolate foram extraidos
pedacos que correspondem a fragdes. Do total de cinco pedagos (esquerda),
deixamos trés na figura do meio e um na figura da direita. Desenvolver esse
exemplo, variando o tamanho do chocolate e suas fragdes, pode ser um bom
exercicio a ser apresentado para alunos do ensino fundamental, por exemplo.

Apés apresentar o conjunto dos nimeros racionais, essa ideia
de repartir nimeros em fragdes motiva a demonstracdo de que esse
conjunto é (infinito) enumerédvel. E importante que os professores
do curso sejam capazes de demonstrar sozinhos (ou em grupo) essa
afirmacao e os lemas que a precedem, que podem ser enunciados, e vocé
precisa de um gabarito completo. Uma atividade em grupo pode, entdo,
ser proposta, incluindo a comparagdo das demonstragdes dos diferentes
grupos (corrigindo os possiveis erros e apontando como as demonstra-
¢des podem ser melhoradas).
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Com a opera¢io de divisdo, que da origem aos niimeros racionais, um
bom exemplo para mostrar que nem todo nimero ¢ racional é 0 v2 , 0 que
pode ser demonstrado rigorosamente apds uma discussdo com os alunos
sobre decomposi¢do em fatores primos.

Ja o conceito de uma fragdo ser maior do que a outra pode render discus-
sdes que comparam a relagio de ordem nos nimeros racionais com a relacéo
de ordem nos nimeros inteiros. Isso foi realizado no quadro Assimile. Para
ilustrar, veja o exemplo a seguir, que seria a comparacdo das fragdes 3/5 e 4/7:
qual é maior? Utilizaremos a defini¢do dada, supondo, sem perda de genera-
lidade, que p e m sdo inteiros e g e n sdo naturais:

P M se esomentese, p-n>q-m

q n

demodoque p=3,9=5,m=4e¢e n=7.Como 3-7=21 € 5-4=20 , temos
que 3/ 5> 4/ 7 . Vale passar exemplos com outras fragoes, para fixar o conceito.

Propondo que os professores se coloquem na posi¢ao dos alunos para
os quais dardo aula, eles podem, depois de todas essas discussdes, elaborar
possiveis dividas que estdo respondidas ao longo desta se¢do. Pense nos
conceitos que sdo mais dificeis de se assimilar do seu ponto de vista e liste as
questdes que podem surgir (ou que surgiram para vocé durante o estudo), e
elabore as respostas para elas.

Avangando na pratica

A fabrica de sabonetes

Descri¢ao da situagao-problema

Um fabricante de sabonetes tem participacdo de mercado em vérias
cidades do estado de Sdo Paulo. As vendas em cada cidade variam em lucra-
tividade, de modo que o fabricante estd pensando em quais cidades investir
mais. Dessa forma contratou vocé, matemético, no papel de consultor externo.
Além de realizar algumas andlises mais urgentes, consta no contrato que vocé
deve treinar o time responsavel da propria empresa para que eles possam
realizar sozinhos andlises similares no futuro. Durante o treinamento, vocé
percebeu uma grave dificuldade por parte dos funciondrios da empresa com
questdes de matematica basica, e julgou que faz parte do escopo da consul-
toria prestada sanar essas duvidas. Além disso, para aumentar o interesse na
apresentacio, vocé decidiu ensinar matematica no contexto de negécios da
propria fabricante.
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Tenha em mente que o conceito de contagem e de niimeros inteiros
(com as operagdes de adi¢do, subtra¢do e divisdo) sdo familiares, no
entanto, para muitas pessoas a operagao de divisdo é a mais dificil de
ser efetuada. Prepare uma apresenta¢do em que vocé defina e exempli-
fique as operagdes entre fragdes, focando também na relagdo de ordem
do conjunto dos racionais. Essa apresentacdo terd o intuito de guiar os
funcionarios no entendimento dos niimeros fracionarios e no conceito de
qual fragdo é maior que a outra.

Resolu¢io da situagao-problema

A apresentagdo deve conter uma introdugdo aos numeros naturais e aos
nimeros inteiros, levando assim a conclusdo de que nédo é possivel realizar
a operacdo de divisdo nesses conjuntos. Para que ela se efetue, a introdugédo
das fragdes se torna necessaria. Apds a apresentagdo dos resultados basicos,
pode ser interessante introduzir a relagio de ordem entre fracdes baseada na
relagdo de ordem entre os nimeros inteiros, para que os funcionarios possam
perceber em qual cidade é mais vantajoso investir. Assim, a comparagao entre
fracdes se transforma em comparagdo entre numeros inteiros.

As vendas totais da empresa trazem os valores chamados de receita, a
qual poderiamos analisar em cada cidade. Descontando todos os custos
(produgdo, marketing, etc.) e os impostos e juros de empréstimos, chegamos
ao valor conhecido como lucro, que deve ser maximizado. Queremos um
quantificador que meca em qual cidade é melhor concentrar os investi-
mentos. Poderifamos entido comparar a receita por cidade com os custos por
cidade, definindo a margem como (receita-custos)/receita.

Vejamos um exemplo, na Tabela 1.1, com quatro cidades, em que ¢é
apresentada a margem calculada na dltima coluna:

Tabela 1.1 | Amostra do banco de dados por cidade

Cidade Receita Custos em reais Margem
Cidade 1 3 milhes 2 milhdes e 200 mil 4/15=8/30
Cidade 2 5 milhoes 4 milhoes 1/ 5= 6/ 30
Cidade 3 6 milhdes 5 milhdes 1/6=5/30
Cidade 4 1 milho 700 mil 3/10=9/30

Fonte: elaborada pelo autor.
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A partir do exemplo vemos que, embora a cidade 4 seja a que tem menor
receita, a analise nos mostra que ela é a melhor cidade para se investir, pois é a
que tem a maior margem. Aumentando os investimentos espera-se aumentar
a receita e, assim, aumentar o lucro da empresa. Ja a cidade 3, embora tenha
a maior receita, é a que apresenta a menor margem.

Facga valer a pena

1. Foi evidenciado que o conjunto dos nimeros racionais é enumeravel. Para isso,

utilizamos o resultado de que o produto cartesiano NxN ¢é enumerdvel. Mas serd

que o produto kv ¢é enumerdvel?
NxNx..xN
Paraisso, prosseguimos porindug¢io. Notemosqueoconjunto Nx Nx N = (N X N) xN

¢é enumeravel, pois o produto cartesiano de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Segue que, supondo kv enumeravel, entdo também ¢é
NxNx..xN
enumeravel. Prosseguindo por indugio, temos que X% ¢ enumerdvel para
NxNx..xN

todo k. Segue também que o produto cartesiano de um néimero finito de conjuntos
enumerdveis é enumeravel, da mesma maneira que no Teorema 1.2.

Assinale qual alternativa preenche corretamente a lacuna da demonstragao.

a) k+1 vezes k vezes

NxNx..xN=NU|NxNx..xN

n vezes k vezes

b)_NXNX...XNZNX NxNx..xN

C) k+1 vezes k vezes

T NxNx..xN=Nx|NxNx..xN

d_ m vezes
NxNx..xN

e) o k vezes
NxNx..xN

2. Em um corpo ordenado F, definimos o valor absoluto de um elemento a como:
ase a>0, —g se a<0 e 0se a=0. Denotamos o valor absoluto de a por ‘a‘ .
Demonstraremos a seguinte propriedade (desigualdade triangular): se a,b € F, entdo
‘a + b‘ < ‘a‘ + ‘b‘ . Para isso, notemos que se ¢ =0 ou b =0, a igualdade é trivialmente
satisfeita. Jase a>0, b>0, entdo |a + b| = |a| +|b| . Também, se a <0, b<0, temos

, ’a’:—a e ‘b‘ — —b. Assim, como —(a—i—b):—a—b, segue também que
|a-+b| = |a| 4[| - Ja no caso em que um dos elementos ¢ positivo e outro negativo, sem
perda de generalidade a >0 e b <0, entdo |a| =ae ‘b‘ =—b, de modo que
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e ‘a + b‘ < max {a +b,— (a + b)} , isto é, 0 méaximo entre essas duas quantidades. Mas,
como b énegativo, a—b>a+b e a—b>—-a—b, de modo que nesse caso

Assinale a alternativa que completa corretamente a sequéncia l6gica da demonstragao.
Q) __|a+b|=—(a+b); __|a|+|b|=a—b;__|a+b|=|a|+]t
b)__|a+bl=a—b;__|a|+|b|=b—a;_|a+b|=|a|+|b|

o) __|a+b|=(a+b); __|a|+|p|=a—b;__|a+b|<|a|+|b

d) __|a+b|=—(a+b); _|a|+|p|=a—b;_|a+b|<|a|+|p|

) _|a+b|=—(a+b); __|a|+|p|=b—a;__|a+b|<|a|+|p|

3. Consideremos o conjunto A = {0, 1,2} com operagdes “+ 7 e “-” entre seus
elementos. Queremos que (A, . ,—!—) seja corpo. Definimos “-” da seguinte maneira: 1
¢ 0 elemento neutro da multiplicagdo, 0-1=0-2=0 e 2-2=1 e impomos que a multi-
plicagdo é comutativa. Temos que essa operagao satisfaz os axiomas de corpo.

Para qual operagdo “+ ” definida a seguir (A, . ,+) é corpo, sendo “+ ” a operagao
de soma, suposta comutativa, com 0 seu elemento neutro?

a) 14+1=2,2+1=0, 2+2=0

b) 141=0, 2+1=0, 2+2=1

Q) 141=0,24+1=2,242=1

d) 1+1=2,2+1=0, 24+2=1

e) 1+1=2,2+1=0, 2+2=2
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Sec¢ao 1.3

O corpo dos numeros reais

Dialogo aberto

Caroaluno, vimos nas segdes anteriores os conjuntos dos niimeros naturais,
inteiros e racionais. Esses conjuntos foram elaborados gradativamente, no
intuito de construir com rigor as quatro operagdes algébricas fundamentais
(adi¢do, subtracdo, multiplicagdo e divisdo). Como uma consequéncia
disso, foram desenvolvidos os conceitos de conjuntos finitos, infinitos e
enumeraveis, assim como o de corpo algébrico.

Esta secdo fecha a Unidade 1 e trata da construgédo do corpo dos niimeros
reais, assim como dos conceitos de supremo e infimo de um conjunto.
Trataremos também da ndo enumerabilidade do conjunto dos niimeros reais.
Veremos que o conjunto dos niimeros racionais ndo é completo, no sentido
que sera definido ao longo da segdo. Intuitivamente, veremos que existem
conjuntos de numeros racionais limitados por nimeros que nio sdo racionais
(os irracionais, vistos na se¢do anterior). Assim, a fim de podermos trabalhar
com um "continuo" de niimeros, é necessario "completar" o conjunto dos
racionais para conter todos os "limites" de seus subconjuntos; surge, entdo, a
reta real. As nogdes de convergéncia e de continuidade, que serdo vistas nas
proximas unidades, baseiam-se fortemente na propriedade de completude
dos nimeros reais.

Lembramos que vocé estd ministrando um curso de formagéo continuada
para professores do ensino médio. O tema da aula de hoje serd o conjunto dos
nameros reais e suas propriedades. Mostrando aos professores do curso como
sdo construidos os niimeros reais, aparece, entdo, o conceito de supremo e
infimo. A partir da defini¢o, surge o questionamento: o supremo e o infimo
de um conjunto sdo sempre nimeros que pertencem a esse conjunto?

Para esclarecer as ideias, proponha para a classe um exemplo simples,
como o indicado a seguir.

Considere o conjunto A= i—i;kl,k2eN . Em seguida, apresente

1 2
nimeros que ndo pertencem a ele, independentemente dos valores adotados

para k,k, €N. E correto afirmar que o nimero 5 pertence a esse conjunto
se tomarmos valores suficientemente grandes para k,k,cN? Em que a
determinagdo do supremo e do infimo desse conjunto pode ser ttil para vocé
responder a essas questdes?
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Prepare outros exemplos, utilize graficos ou ilustracdes (que podem ser
criadas por vocé mesmo) para a resolu¢io dos exercicios propostos. Qual
a melhor maneira de apresentar o contetdo, de modo a garantir que eles
possam fixa-lo? Exercicios, demonstra¢io de teoremas, debates entre os
alunos sobre os conceitos? Proponha essas atividades, sempre se lembrando
de preparar o gabarito correspondente.

Para vencer o desafio proposto aqui, é necessario dedicar-se aos
estudos desta se¢do, pois o contetdo apresentado sera fundamental para a
compreensio de sequéncias, séries e continuidade de fung¢des, temas centrais
da analise matematica.

Nao pode faltar

Na se¢do anterior estendemos o conjunto dos niimeros inteiros Z para o
conjunto dos nimeros racionais Q , a fim de permitir a operagio de divisdo. O
conjunto Q é enumeravel e, com as quatro operagdes fundamentais (adigdo,
subtracio, multiplicagdo e divisdo), é um corpo, como vimos. No entanto,
também vimos que existem (infinitos) nimeros que nio pertencem ao
conjunto dos racionais (ou seja, que ndo podem ser representados por fragoes
cujo numerador e denominador sdo inteiros). Chamaremos o conjunto desses
ndmeros de niimeros irracionais, e o denotaremos pelo simbolo 1.

Assim, definimos o conjunto dos numeros reais, denotado por R,
como sendo a unido dos conjuntos dos nimeros racionais e irracionais:
R =QUI. Trabalharemos nesta se¢do as propriedades desse conjunto e a
sua representagdo como uma reta "continua', conceito que serd utilizado ao
longo de todo o restante do curso.

A relagao de ordem nos nimeros reais

Queremos que o conjunto dos nimeros reais tenha estrutura de corpo e
"herde" a relagdo de ordem dos nimeros racionais. Isto é, dados a,b numeros
reais queremos definir, como na se¢do anterior, uma relagio de ordem "<" tal
que apenas uma das situagdes a seguir ocorre: ou a<b ou a=b ou a>b.
Além disso, como é de se desejar, essa relagio de ordem, quando restrita aos
racionais, deve se reduzir a relagdo ja definida na se¢do anterior. Para isso é
necessario introduzir os conceitos de supremo e infimo de um subconjunto
de R, assim como de cotas superiores e inferiores de um conjunto. Como
nossa relagdo de ordem esta definida apenas em Q, consideraremos apenas
esse conjunto por enquanto.
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Entdo consideraremos um conjunto ACQ . Seguiremos as defini¢des
dadas em Lima (2016b, p. 74). Mas vale notar que essas defini¢des sdo as
mesmas em qualquer livro-texto de andlise (como de fato precisam ser),
como pode ser visto, por exemplo, em Figueiredo (1996, p. 7-8). Dizemos
que um numero x€Q ¢é cota inferior de A se, para todo elemento y€A,
tivermos x<y. Nesse caso dizemos que A ¢ limitado inferiormente.
Analogamente, x€Q ¢é cota superior de A se, para todo elemento y€A,
tivermos x>y, e, nesse caso, A é limitado superiormente. O infimo de
A, inf(A), é a maior das cotas inferiores de A em Q (lembrando que A é
um subconjunto de Q, o corpo que estd sendo estudado). Ja o supremo
de A, sup(A), é a menor das cotas superiores de A em Q. Ou seja, um
nimero x€Q ¢é infimo de A se for cota inferior de A e se, para qualquer
outra cota inferior y de A, tivermos x> y . Por outro lado, x €Q é supremo
de A se for cota superior de A e se, para qualquer outra cota superior y de
A, tivermos x<y.

E@ Exemplificando

1 . . .
Consideremos o conjunto A = {—;n IS N} ,isto é, o conjunto dos numeros
n

racionais da forma l/n ,onde néum numero natural. Temosque ACQ,
e vemos que A é limitado inferiormente e superiormente. Afirmamos
que sup(A)=1. De fato, temos que paratodo n€ N, vale l/n <1.Assim, 1
é cota superior de A. Mostraremos, entdo, que 1 é a menor cota superior
possivel. Mas isso segue do fato de que 1€ A, pois se tivermos algum
outro elemento x, que é cota superior de A, x serd maior que todos os
elementos do conjunto A. Como 1€ A segue que x>1 e, portanto,
temos de fato sup(A)=1.

Quanto ao infimo de A, notamos que todo nimero racional negativo
é cota inferior de A, visto que este é formado somente por numeros
positivos. Pelo mesmo argumento, 0 é cota inferior de A. Afirmamos que
0 é a maior cota inferior de A, isto é, que inf(A)=0. De fato, tomemos
y uma outra cota inferior de A, e suponhamos y>0 racional. Entdo
y:p/q , com p,g€N . Mostraremos que existe um elemento de A,
que é menor que y e maior que zero.Se p=1, temosque y= l/q €A e
portanto, tomando g=2, segue que y/ZeA. Como y/2<y, y ndo é
cota inferior de A. Por outro lado, se p>1 escrevendo z :y/p , temos
que z<y etambém que z é daforma z= l/q €A . Assim, obtemos que
y ndo pode ser cota inferior de A, o que é uma contradigdo. Logo, temos,
de fato, inf(A)=0.
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O exemplo apresentado nos mostra que que o infimo (e analogamente
o supremo) de um conjunto A ndo necessariamente pertence ao conjunto
A. No entanto, se A tiver um elemento minimo, isto é, um elemento ye€ A
tal que y<x VxcA, entdo inf(A)=y (analogamente para o supremo,
como vimos no exemplo). Temos, entdo, o seguinte lema, que traduz o que
dissemos anteriormente:

Lema 1.11: Se y€ A for elemento maximo de A, entdo sup(A)=y.Sey
for elemento minimo de A, entdo inf(A)=y .

Na discussdo apresentada é necessario enfatizar que a todo momento
supusemos que ACQ , onde Q ¢ o corpo em que nossa relagdo de ordem
esta definida. Surge, entdo, uma pergunta natural de se fazer: serd que o
infimo (ou o supremo) de um conjunto A sobre o corpo Q sempre é um
elemento de Q ? Isto ¢, serd que Q é completo, no sentido de que sempre
contera o supremo e o infimo de seus subconjuntos e, dessa forma, poderia
ser representado por uma "reta"?

Temos a ideia intuitiva de que isso ndo é possivel, pois vimos na
secdo anterior a existéncia dos numeros irracionais, que ndo podem ser
representados como uma fragdo de niimeros inteiros. Retomemos o exemplo
da raiz quadrada de 2, que vimos ser um numero irracional na se¢do anterior.
Consideremos o seguinte subconjunto de Q:

A:{xe@; x>0ex2<2}

Como no exemplo anterior, vemos que inf(A)=0, pelos mesmos
argumentos 14 utilizados. Procuremos agora, no corpo Q, o supremo desse
conjunto. Suponhamos que sup(A)= p / g ;ondep e gsaotomados primosentre
si. Isso implica, em particular, que p/q é cotasuperior de A,istoé,que p/q>x
para todo x€A . Claramente ndo podemos ter p/geA, pois nesse caso
existe um numero racional b tal que (p/q + b)2 <2,istoé, tal que p/q+beA.
De fato, tomando 0<b<1, temos que (p/q—H;)2 = (p/q)2 +2p-b/g+b° e

[p] +22.p b <|E +2p~b+b2—[p+b]
1) q 1) q q
Assim,
2 2
[p] +[2p+1 b < p-i—b]
a) \q q

De modo que o lado direito da inequagdo é menor do que 2 sempre que:

b <27(p/q)2

2p/g+1
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Em particular, como 0<b<1, segue que b* <b. Tomando entio o
numero racional b menor do que o lado direito da inequagio apresentada,
por exemplo:

1 2—(p/a)
<7.7
2 2p/g+1

temos (p/q + b)z <2.Logo, precisan;os ter p/q & A .Setivermos (p/q)2 >2,
existird um racional ¢, tal que ( p/ q— c) <2 (para demonstrar essa parte basta
repetir os argumentos expostos anteriormente, trocando b por —c e invertendo
o sinal da igualdade). Entdo s6 nos resta uma opgdo: devemos ter ( r/ q)z =2,
isto é, sup(A) = p/ q= \/E . Mas vimos na segdo anterior que \/E ZQ, de modo
que o conjunto A definido ndo tem supremo em Q . Dizemos, entdo, que Q
ndo é um corpo completo (isto é, um corpo em que todo subconjunto limitado
superiormente tem supremo dentro do proprio corpo).

A propriedade mencionada nos mostra que, se quisermos trabalhar com
um corpo em que o supremo e infimo de um conjunto limitado também
pertenga ao corpo, precisamos estender o corpo Q a um conjunto maior.
Este conjunto maior serd o conjunto R dos nimeros reais, que queremos
que seja um corpo ordenado e completo, preservando a relagdo de ordem
ja existente entre elementos de @ . Uma constru¢do rigorosa dos nimeros
reais, demonstrando que um corpo com tais propriedades existe, estd fora
do escopo deste livro. Suporemos aqui a existéncia da relacdo de ordem
usual dos nimeros reais e veremos, entdo, que o supremo de todo conjunto
ACR limitado superiormente existe em R . Se esse supremo nio pertencer
a Q, entdo por defini¢do sup(A) é irracional, pertencendo tambéma R . O
argumento apresentado pode parecer tautoldgico e, de fato, ndo contém o
rigor necessario a um curso de Andlise Matematica. Deixamos os detalhes
da demonstra¢do de que R é um corpo ordenado completo para que vocé,
aluno dedicado, pesquise na literatura especializada. Para o que segue,
tomamos por axioma que R é um corpo ordenado completo.

. Saiba mais
C:g:‘ A construgdo dos numeros reais como um corpo ordenado completo
! pode ser feita a partir dos chamados cortes de Dedekind. Embora fora do
escopo do presente texto, sugerimos a leitura do livro de Geraldo Avila,
em que ha uma boa discussdo sobre o assunto, nas paginas de 53 a 64.

AVILA, Geraldo. Analise matematica para licenciatura. 3. ed. S3o Paulo:
Blucher, 2006. p. 53-54.
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Supondo, entdo, definida a estrutura de corpo dos nimeros reais, o
fato de esse corpo ser completo nos permite uma representagdo pictérica
de R, a chamada "reta real" (ver Figura 1.4). Nela, os nimeros reais sdo
representados sobre uma reta "continua” (ver Figura 1.1), o que reflete a
propriedade do supremo dos nimeros reais, que enfatizamos novamente:
todo subconjunto ACR, limitado superiormente, tem supremo em R
(ver também Figueiredo (1996), pagina 8, assim como os comentarios nas
paginas 11 e 12).

Figura 1.4 | A reta real

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: elaborada pelo autor.
Intervalos

A relagdo de ordem nos numeros reais permite definir a nogdo de
intervalo como sendo um subconjunto B de R em que, dados x,y€B,
temos que z€ B paratodo x<z<y.Para b>a, definimos:

(a,b):{xER;a<x<b} [a,b]:{xER;anSb}

[a,b):{xER;a§x<b} (a,b]:{xER;a<x§b}

Os intervalos do tipo (a,b) sio ditos abertos, enquanto os intervalos do
tipo [a,b] sdo ditos fechados. J4 os intervalos do tipo (a,b] ou [a,b) ndo sdo
nem abertos nem fechados. Mas dizemos que, por exemplo, (a,b] é aberto
a esquerda e fechado a direita. Podemos, entio, formular a defini¢do de
supremo e infimo de um conjunto ACR como a seguir: um nimero x € R
¢ supremo do conjunto ACR se:

1. x>y paratodo ye A
2.Dado £>0, existe y€ A tal que y€(x—e,x]

A primeira propriedade nos diz que x é cota superior de A. Ja a
segunda propriedade diz que x é a menor cota superior de A. De fato,
se b>x for também cota superior de A, definindo e=b—x temos que
o intervalo (b—s,b} ndo contém nenhum elemento de A, e portanto
nao satisfaz a propriedade 2. Analogamente, w é infimo do conjunto
ACR se:
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1. w<y paratodo ye A
2.Dado £>0, existe y€ A tal que y€[w,w+e)

Notemos que sup(a,b) :sup[a,b]:b e inf(a,b):inf[a,b]: a, isto é, o
supremo e o infimo de um intervalo encontram-se em seus extremos (ndo
importando se estes sdo abertos ou fechados).

Assimile
E importante ressaltar que o conceito de supremo depende do conjunto
! em que estamos trabalhando (o que também vale para o infimo). Como
vimos, existem conjuntos que tém supremo em R, mas ndo tém
supremoem Q.
Também vale notar que existem subconjuntosde R que ndoapresentam
supremo. Esses conjuntos, ditos ilimitados, sdo tais que seus elementos
“tendem ao infinito” quando ordenados do menor para o maior. Isto &,
um conjunto A é ilimitado superiormente se, para qualquer a >0, existir
x€A com x>a.Uma definicdo andloga pode ser dada para conjuntos
ilimitados inferiormente. Exemplos de subconjuntos de R ilimitados
(superiormente e inferiormente) sdo os conjuntos N, Z, Q. Exemplos
de subconjuntos ilimitados superiormente sdo as semirretas:

[a,oc):{xeR;xza}, (a,00)={x€R;x>a} .
Ja exemplos de subconjuntos ilimitados inferiormente sdo as semirretas:

(fx,a}:{xeR;xSa}, (—x,a):{xeR;x<a}.

Temos o seguinte resultado sobre a relagdo entre o supremo e o infimo de
conjuntos distintos, que retiramos de Lima (2016a, p. 121-122):

Teorema 1.12: sejam A e B subconjuntos de R limitados. Suponha que,
para todo a€A e beB, tenhamos a<b . Entdo segue que sup(A)<inf(B).
Além disso, temos que sup(A)=inf(B) se, e somente se, para cada £>0
existirem a€ A, beB com b—a<e.

Dem.: demonstremos primeiramente que sup(A)<inf(B). Temos que
todo beB ¢é cota superior para A, por hipétese. Como sup(A) é a menor
cota superior para o conjunto A, segue que bzsup(A) para todo beB.
Reescrevendo essa tltima desigualdade, sup(A)gb para todo beB. Mas
isso significa que sup(A) ¢ uma cota inferior para B. Pela defini¢ao de infimo
de um conjunto, inf (B) ¢ a maior cota inferior para B, de modo que, entio,
devemos ter inf(B)>sup(A).
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Vamos agora a segunda parte da demonstragdo. Suponhamos,
primeiramente, que sup(A)=inf(B). Utilizaremos as defini¢des de supremo
e infimo dadas em termos de intervalos (as propriedades 2 do supremo e do
infimo mencionadas anteriormente). Dado >0, pela definigdo de sup(A)
existe a€ A tal que a € (sup(A)—e/2,sup(A)] . Isto é, sup(A)—e/2<a<sup(A).
Por outro lado, pela defini¢do de inf (B) , existe, para 0 mesmo ¢, um numero
beB tal que be(inf(B),inf(B)+¢/2), ou seja, inf(B)<b<inf(B)+e/2.
Assim, como por hipotese sup(A)=inf(B), juntando as desigualdades,
obtemos  sup(A)—¢/2<a<b<inf(B)+e/2. Utilizando novamente a
igualdade sup(A)=inf(B)=k, chegamosa a,b€ (k —¢/2,k+ 5/2) e, portanto,
b—a<e.

Resta, entdo, mostrar que, se para cada >0 existirem a€ A, b€B com
b—a<e,entdo sup(A) =inf (B) . Utilizaremos como técnica de demonstragio
a contrapositiva, isto é, suporemos que o resultado é falso e chegaremos a
negagdo da nossa hipdtese. Suponhamos, entdo, sup(A)<inf(B). Tomemos
£>0 dado por £=inf(B)—sup(A) (note que aqui utilizamos a suposicio de
que o resultado do teorema ¢ falso). Nosso objetivo é mostrar que b—a>e
para todos ac A, be B (note que esta é a negacdo da hipdtese do teorema,
isto é, de que existem gacA, beB com b—ag<e). Mas, de fato, para
quaisquer ac A, beB, temos que a<sup(A) e inf(B)<b, de modo que
b—a>inf(B)—sup(A).Isto é b—a>e , terminando, assim, a demonstragao. O

O lema apresentado pode ser visualizado tomando A e B como intervalos,
que escolheremos como abertos para ilustragéo. De fato, dados dois intervalos
(a.,b) e (c,d), com b<c, os conjuntos A= (ab) e B= (c.d) satisfazem as
hipéteses do Teorema 1.12. Como sup(A)=b e inf(B)=c, temos que, como
b<c, sup(A)<inf(B). Além disso, temos que sup(A)=inf(B) se, e somente
se, b=c,istoé, A=(a,b) e B= (b,d) . Entéo, dado qualquer >0, temos que
o intervalo (b —&/2,b+¢f 2) contém elementos tanto de A quanto de B.

R é nao enumeravel

Por fim, analisemos a enumerabilidade de R . Vimos que o conjunto Q ¢
enumeravel, mas que R contém também o conjunto dos nimeros irracionais,
que mostramos na se¢ao anterior ser infinito. Enunciaremos sem demonstrar
o teorema a seguir, cuja demonstracdo pode ser encontrada em Lima (2016b,
p- 85-86). E interessante, antes de consultar a demonstra¢do do teorema,
refletir sobre sua plausibilidade e até tentar esbogar uma demonstragao.

Teorema 1.13 (teorema dos intervalos encaixados): seja uma sequéncia
de intervalos fechados e limitados ¢, >...¢, D.... Entdo existe x € R tal que x
pertence a cadaumdos ¢, , keN.
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Utilizaremos o resultado apresentado para demonstrar o resultado final
desta segdo (baseada fortemente em Avila (1993, p. 43), que apresenta uma
versdo mais completa da demonstragdo):

Teorema 1.14: o conjunto dos nimeros reais é ndo enumeravel.

Dem.: suponhamos que R seja enumeravel, e tomemos uma bijegdo
com N, tal que os elementos de R possam ser indexados como x,,
S5 e %, ... . Tomemos um intervalo fechado e limitado ¢, que nio contém
x, . Tomemos agora, um segundo intervalo fechado ¢, > ¢, que ndo contém
x,. Prosseguindo iterativamente, tome para cada keNum intervalo
£,,, D¢, quendo contém x, . A sequéncia dos intervalos fechados ¢, satisfaz
a propriedade dos intervalos encaixantes ¢, D ... ¢, D .... Logo, pelo teorema
dos intervalos encaixantes, existe y € R, tal que y pertence a cada um dos
¢, , keN. Mas como por hipétese a interse¢do de todos os conjuntos ¢,
ndo contém nenhum elemento de R, chegamos a uma contradi¢do. Logo,
concluimos que R ¢ ndo enumeravel. O

X.

soc Reflita
Q Vimos que o conjunto dos nimeros reais é ndo enumeravel. Também
’ vimos que o conjunto dos numeros racionais é enumeravel. Fica entdo a
pergunta: o que é possivel dizer sobre o conjunto dos numeros irracio-
nais? E enumerével ou ndo enumerdavel? Como vocé demonstraria isso,

utilizando os resultados desta unidade?

Terminamos, assim, nossa primeira unidade de estudo. E importante
levar desta se¢do as nogdes de supremo e infimo de um conjunto, assim como
a construgao dos intervalos numéricos, pois eles serdo bastante importantes
nas unidades seguintes. Trabalhar com as nogdes do "infinitesimalmente
pequeno” (o ¢ das definigdes) é uma das ferramentas mais importantes
da andlise, o que sé pode ser feito apos introduzirmos os nimeros reais.
Vale a pena revisar a defini¢do de supremo dada em funcdo dos intervalos,
envolvendo essa quantidade ¢, assim como os resultados que seguem dessa
definicdo. Esteja certo de que vocé ndo se arrependera.

Sem medo de errar

Vale aqui, inicialmente, um comentério sobre a func¢éo e a importincia
da qualificagdo do professor, que tem como objetivos proporcionar
um ensino de qualidade e garantir que o aluno aprenda o conteudo
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programatico da disciplina, assim como (e as vezes principalmente)
capacitar os alunos para que tenham senso critico em relagdo ao que lhes
¢ ensinado. Assim, a pergunta "por que é assim?" surge naturalmente na
mente dos alunos cada vez que um conceito novo lhes é apresentado e
quando sdo incentivados a refletir sobre os ensinamentos. Agora, para
dar respostas satisfatérias aos alunos, fugindo do lugar comum (por
exemplo "porque é assim que funciona a matematica"), é de extrema
importancia que o professor ndo fique restrito em sua formag¢ao apenas
ao contetdo a ser ministrado em sala de aula. Afinal, o conteudo ja
estd escrito no livro-texto. O papel do professor ¢ ir além do livro do
aluno, trazendo novas reflexdes e diferentes pontos de vista. Claramente,
para isso ser possivel, o professor precisa saber mais do que o contetudo
programatico. A experiéncia e o estudo constante sdo pecas fundamentais
que permitem a transmissdo de conhecimento adicional ao da leitura
e estudo do livro didatico. E nesse sentido que um curso de formagio
continuada de professores é importante. E vocé, leitor, treinando essa
habilidade nas situagdes hipotéticas propostas ao longo da se¢do ou tendo
em vista a atividade de educador, vivendo a sala de aula, também precisa
ter assimilados contetdos que vdo além do "necessario".

Lembre-se de que a aula que sera dada serd sobre a constru¢do dos niimeros
reais. No papel de professor, levando em conta o que foi dito no paragrafo
anterior, prepare seu plano de atividades resumindo os tépicos a serem
apresentados e descrevendo-os da maneira mais simples possivel. E interessante
dar énfase nas duvidas sobre supremo e infimo de seus subconjuntos. Vale
notar que nem todo subconjunto dos reais contém seu supremo e seu infimo.
Notamos durante a segao que intervalos abertos do tipo (a,b) tém seu supremo
e infimo nas extremidades, mas niao contém os a e b.

5 5
Vejamos o conjunto proposto A= ——kf;kl,kzeN . Mesmo que

1 2
tomemos o menor valor possivel de k,, k, =1, teremos que 5/k, >0 sempre,

de modo que o niimero 5 nio pertence a A. De modo anélogo, o nimero -5
também ndo pertence a A. No entanto, pode-se mostrar que sup(A)zS e
inf (A) =-5, 0 que nos revela um conjunto com constru¢ao um pouco mais
complicada, mas que também nédo contém nem seu supremo nem seu infimo.

Vejamos graficamente o que acontece fazendo k, =1. Seja o conjunto
B= S—E;kzeN , isto ¢, a restricdo do conjunto A a condi¢do k =1.

2
Definimos a fungdo f:(0,00)—R por f(x)=5-5/x. Entdo, vemos que
a restricdo de f aos naturais nos dd, como imagem, o conjunto B. Vamos
construir graficamente a fungio f (Figura 1.5).
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Figura 1.5 | Representacdo grafica do conjunto B
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Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, vemos graficamente que, ao fazer k, percorrer os naturais, o
conjunto B é "percorrido” ao longo da funcdo f (pontos azuis). Para k =1,
temos f(1)=0 (ponto cinza), os outros valores sendo denotados pelos pontos
azuis. Vemos da figura que o supremo de B (que é igual ao supremo de A) é 5 e que
esse numero ndo pertencera ao conjunto. A funcio f "tenderd assintoticamente”
a 5. Observamos aqui que uma abordagem gréfica dos conjuntos numéricos
que possam ser descritos como a imagem de uma fungdo é bastante util para se
ganhar intuigio sobre suas propriedades (em particular as de supremo e infimo),
de maneira que pode ser bastante interessante apresentar essa ferramenta aos
alunos de seu curso. Embora ndo seja uma demonstragdo formal, é uma técnica
extremamente valida para desenvolver a intuigdo sobre a extensao dos conjuntos.

E interessante, entdo, propor uma série de exercicios de cdlculo de supremo
e infimo com conjuntos da forma descrita anteriormente, para que os alunos do
curso os solucionem, ou em duplas ou em trios, por exemplo. Esses exercicios
podem ser tirados de livros de calculo ou analise (referéncias ao final da se¢do), ou
elaborados por vocé. O importante é que vocé tenha preparado o gabarito desses
exercicios, para poder tirar as possiveis duvidas dos alunos.

Avanc¢ando na pratica

Artigo para revista de divulgacao

Descri¢do da situagao-problema

Digamos que vocé foi convidado para escrever um artigo para uma
revista que divulga a matematica, cujo tema é "a reta real". Que tdpicos
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vocé abordaria no seu texto? Qual a melhor énfase a ser dada, para captar
a atencdo do publico leitor?

Resolugao da situagao-problema

O texto ndo pode ser muito técnico, pois é escrito para um publico ndo
especializado. E importante mencionar o conceito de enumerabilidade
utilizando a ideia de contagem, e argumentar que o conjunto dos racionais
¢é enumerdvel (fica a tarefa de encontrar uma argumentagdo boa para um
artigo de divulgagdo). Dai, é possivel relacionar a enumerabilidade dos
racionais com os "buracos" na reta real, ressaltando, assim, a importincia
dos nimeros irracionais. E interessante dar a énfase na ideia intuitiva de
"continuo", que faz a ligagdo com o preenchimento da reta. Assim, isso leva
a ideia intuitiva de que o conjunto dos nimeros racionais ndo é completo,
pois os "extremos" de conjuntos de racionais podem néo ser racionais. Vale
a pena mencionar o conjunto a seguir, visto no texto:

A= {x racional tal que x >0 e x* < 2}

Nele, o "limite superior” (o supremo do conjunto) é a raiz quadrada
de 2, que é irracional. Colocando a reta real como a unido dos numeros
racionais e irracionais, os "extremos" de qualquer conjunto de numeros
reais também serao nuimeros reais. Assim, nesse sentido, o conjunto dos
nimeros reais sera completo. Vale citar fatos histoéricos também, como
apresentado ao longo dos primeiros capitulos de Avila (2006).

Por fim, elencamos os demais conceitos da se¢do que podem ser
explicados ao publico leigo sem a necessidade de introduzir tecnicalidades,
como o conceito de intervalo. Intervalos abertos e fechados sdo do tipo,
respectivamente:

(a,b):{xE]R;a<x<b}, [a,b}:{xE]R;angb},

e assim por diante. Esses intervalos podem ser representados na reta
real com suas proprias notagdes, ou por pontos em branco (extremidades
abertas) e pontos pintados (extremidades fechadas), da maneira que segue:

Figura 1.6 | Intervalos abertos e fechados

(-8, -5) [-4, -1] (1, 3] [4,7)

3

8 -7 6 -5 -4 -3 -2 o 1 2 4 5 6 7 8 9

Fonte: elaborada pelo autor.

Essa é apenas uma das possibilidades, cabendo propor outras no texto.
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Faca valer a pena

1. Queremos mostrar a seguinte propriedade de um intervalo aberto (a,b): se
X € (u,b) , entdo existe £ >0, tal que (x —&Xx+ E) C (a,b) . Para isso, consideremos

, onde |x| é o valor absoluto de x. Temos |x|=x se x>0
e |x|=—x se x<0. Segue entio que y€(x—c,x-+¢) também pertence a
(a,b), de modo que para esse valor de ¢ vale (x—E,x—i—s)C (a,b) . Isso significa
que, em um intervalo aberto, nenhum ponto do intervalo estd em seu extremo:
sempre é possivel encontrar um outro intervalo aberto ao redor desse ponto que
esteja contido no intervalo original.

Qual alternativa preenche corretamente a lacuna?
a) e=|x—al

b) e=|x—b]|

) e=max{|x—al,|x—b|}

d) e=min{|x—al,|x—b[}

e) e=|b—al|

2. Considere as seguintes afirmagdes a seguir:

1. O conjunto dos numeros irracionais ¢ nao enumerével.

2. Todo conjunto finito contém seu supremo e seu infimo.

3. O conjunto dos niimeros irracionais é infinito.

4. A soma de dois numeros irracionais é sempre irracional.

5. A soma de um nimero racional com um irracional é sempre um niimero irracional.

Assinale a alternativa que contém todas (e apenas) as afirmagdes corretas.
a) Somente as aﬁrmaq()es 1, 2 e 3 estao corretas.

b) Somente as afirmacdes 1, 3 e 5 estdo corretas.

c) Somente as afirmacdes 1, 2, 3 e 5 estdo corretas.

d) Somente as afirmacdes 2, 3 e 4 estdo corretas.

e) As afirmacdes 1, 2, 3, 4 e 5 estdo corretas.

3. Provaremos aqui que o intervalo aberto (0,1) é ndo enumeravel. Para isso,
basta construirmos uma bije¢do f:R — (0,1). Isso pois, se (0,1) fosse enumeravel,
pela defini¢do de enumerabilidade R também o seria, o que é uma contradigao.

Comecemos construindo uma bijegdo . Definimos, para xE(0,00),
g(x):LL- Entio vemos que g(0)=0 e g é crescente: se X<y, entdo
2 1+x

g(x)<g(y)- Em particular, g ¢ injetora (demonstre essas afirmagdes). Como
sup{g(x);xG[O,oo)}zl/Z, segue que g é bijecio. Da mesma forma, definimos

a bijegdo h:(—oo,O)—>(l/2,l) por . Assim, a fungéo f:R—>(0,1)
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definida por f(x)=g(x) se x>0 e f(x)=h(x) se x<0 é bijeao e, portanto,
(0,1) é nio enumeravel.

Qual das alternativas preenche corretamente as lacunas?

2) g:(0

b)g:[O,oo
c)g Ooo
d)g Ooo

e) g:[O,oo

)—[0,1/2) ; h(x
—[0,1/2); h(x
)= [0,1/2) 5 h(x

)—[0,1/2) 5 h(x

—>[0,1/2]; h x =—

x+1

1
J’__
x+1 2

+1

1
x

2'x+1

41
3

1
—+_
2

1

2
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Unidade 2

Sequéncias e séries numeéricas

Convite ao estudo

Na unidade anterior tratamos da constru¢do dos nimeros reais. Partimos
dos axiomas de Peano e construimos os numeros naturais; a partir da necessi-
dade de definir as quatro operagdes fundamentais, estendemos esse conjunto
para os inteiros e os racionais; por fim, incluimos o conjunto dos racionais,
formando, assim, a reta real.

Ao longo do tempo, muitos problemas relacionados a medigdes
geram tabelas em que é possivel encontrar um padrao. Se houver a possi-
bilidade de escrever analiticamente uma expressdo para esse padrio,
entdo conseguiremos estimar o limite para “tempo infinito” dos valores
da tabela; essa é, em linhas gerais, a ideia de sequéncia numérica, que
serd desenvolvida nesta unidade.

Analisaremos esses problemas do ponto de vista da convergéncia de
sequéncias, obtendo os resultados relevantes para as séries numéricas, que
sdo obtidas quando queremos analisar a convergéncia da soma dos elementos
de uma das tabelas mencionadas anteriormente, por exemplo. Vale ressaltar
que estamos aqui interessados no estudo de sequéncias e séries sob o ponto
de vista da Analise Matematica, isto é, da obtencdo das suas propriedades de
convergéncia, demonstradas rigorosamente.

A unidade também tem o papel de introduzir as técnicas de demonstragdo
em analise que envolvem estimar quantidades muito pequenas, o famoso ¢
(1é-se “épsilon”), levando, assim, ao conceito de limite de uma sequéncia.
Segundo Lima (20164, p. 23), “A partir daqui, todos os conceitos importantes
da Anélise, de uma forma ou de outra, reduzir-se-ao a algum tipo de limite”

Suponha que vocé atua como um matemdtico contratado para prestar uma
consultoria de métodos quantitativos, na qual devera resolver problemas de
inumeras dreas: finangas, engenharia, epidemiologia e estatistica. E bastante
usual que vocé tenha de utilizar sequéncias e séries numeéricas para obter
soluc¢des aproximadas para os problemas com os quais lida.

Primeiramente surgem problemas relacionados & convergéncia de
sequéncias, sendo necessario treinar os funciondrios da empresa para que
possam no futuro resolver sozinhos esses tipos de problema. Outro fator que
pode gerar inseguranca por parte dos funciondrios é o fato de as sequéncias



serem infinitas, enquanto a quantidade de dados a serem analisados é sempre
finita (mesmo que muito grande).

Como conciliar essas duas caracteristicas inerentes a analise e aos
problemas praticos, respectivamente? Uma vez esclarecida essa questdo,
chega o momento de aplica-la aos problemas enfrentados pela empresa. Um
exemplo é o crescimento de uma populacdo de bactérias em uma cultura
sob condigdes controladas, e a pergunta é: pode-se conter esse crescimento,
tendo como controle somente as condi¢oes do ambiente?

Para ajudé-lo a vencer o desafio proposto, a primeira se¢do apresentara
o conceito de sequéncia numérica, da correspondente convergéncia (limites
de sequéncia) e suas principais propriedades. Ja o conceito de subsequéncia
e suas principais aplicagdes serdo vistos na Se¢do 2.2. A Se¢do 2.3, por sua
vez, tratara de um tipo especial de sequéncia, que sio as sequéncias de somas
parciais, cujo limite é uma série numérica.

Fique certo de que seus esfor¢os aqui sdo muito relevantes. A disciplina
de Analise Matemdtica é uma 6tima oportunidade para que sua maturidade
matematica seja desenvolvida e aprimorada. Bons estudos!



Secao 2.1

Sequéncias numéricas e seus limites

Dialogo aberto

Caro estudante, acompanhamos todos os dias noticias sobre a variagdo
de moedas e investimentos nas bolsas de valores ao redor do mundo. Mas,
afinal, como podemos descrever a variagdo cambial de nossa moeda ao
longo do tempo? Faz sentido considerar a proje¢do do que acontecera para
tempos muito longos? E o crescimento de epidemias pode ser visto como um
fendmeno cujo comportamento a longo prazo pode ser predito?

O estudo de sequéncias podera ajuda-lo a ter uma melhor compreensio
sobre esses questionamentos.

Esta secio abordard o conceito de sequéncia e sua convergéncia.
Perguntas do tipo “quando esta sequéncia converge?” poderdo ser respon-
didas a partir do estudo do contetido aqui apresentado. Do ponto de vista
da andlise, serd também uma introdugéo as técnicas de demonstragdo que
envolvem a estimativa de grandezas, em particular de quando uma determi-
nada grandeza é pequena o suficiente (o famoso ¢ ).

Lembre-se do contexto de aprendizagem: vocé foi contratado por uma
empresa para dar uma consultoria de métodos quantitativos, tratando de
questdes de diversas areas. O projeto atual trata de atender a um problema de
epidemiologia que, em sua modelagem matematica, envolve duas sequéncias
x, € y, . O problema consiste em avaliar o nimero de individuos infec-
tados por uma certa doenga que estd se espalhando. Aqui, y, é o nimero
de individuos infectados em fun¢do do tempo (medido em intervalos igual-
mente espagados, de dias, nesse caso, e denotado pelo nimero n de dias) e
x, € o numero de individuos que em algum momento contrairam a doenga,
mas que se curaram.

Apbs a contengdo da doenga, foi identificado um critério que relaciona as
duas sequéncias, sendo ele o seguinte: a partir de um certo instante de tempo,
n, > vale |x,—L|<|y,| para n>n, (um nimero natural), sendo que y, —0.
Desse modo, qual a interpretagdo de L?

Agora o seu desafio é demonstrar, utilizando a defini¢do de limite, que
entdo a sequéncia x, — L. Utilizando essa experiéncia profissional, aproveite
a oportunidade e elabore um plano para o treinamento sobre tal desafio, a
fim de apresenta-lo aos integrantes de equipe da drea de epidemiologia que
analisam o comportamento dessa doenca, os quais tém bagagem vindas de
dreas do conhecimento que ndo a matematica.
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Ao longo desta se¢do, conheceremos as ferramentas necessdrias para se
atacar esse tipo de problema.

Nao pode faltar

Na unidade anterior tratamos da construgéo dos niimeros reais. Nesta unidade
e nas seguintes suporemos que a reta real ja estd dada, sendo entéo utilizada como
“pano de fundo” para as estruturas que forem sendo introduzidas.

Nesta secéo estudaremos o conceito de sequéncia, assim como o conceito de
limite e de convergéncia. Demonstraremos diversas propriedades de sequéncias
convergentes, sob o ponto de vista da andlise. Para isso, é necessario, em geral,
partir da definicdo precisa de limite de uma sequéncia e chegar em um majorante
para a quantidade desejada. Vejamos a seguir os primeiros conceitos.

Sequéncias numéricas

Considere um conjunto enumerével de niimeros reais e os ordene da seguinte
forma: x,, x,, .., x,, .... Chamamos essa sucessdo (enumeravel) de niimeros reais
de sequéncia. Mais precisamente, uma sequéncia é uma fungdo f:N—R, dos
numeros inteiros com valores nos nimeros reais. “Uma sequéncia também ¢
chamada de sucessao” (FIGUEIREDO, 1996, p. 17). Assim, temos que essa fun¢io
fdefine a ordem dos elementos x, mencionados: f(1)=x,, f(2)=x,, etc. Para

ke N arbitrario, escrevemos f(k)=x,. A sequéncia apresentada também pode
ser denotada da seguinte forma: (x, ), em que fica subentendido que o indice k
varia entre os nimeros naturais.

C@ Exemplificando
I A seguir, apresentamos exemplos de sequéncias, para melhor assimi-

lagdo do conceito.

--Asequéncia l, 1, .., 1, ..., definida por x, =1 para todo k, ou equiva-
lentemente f(k)=1 paratodo k, é uma sequéncia constante.

-- Asequéncia dada pela fungdo identidade id:N — R , dada por x, =k
para todo k. Nesse caso, os elementos da sequénciasdo 1,2, 3, ...

-- A sequéncia alternada 1, -1, 1, -1, .., isto é com x, =1 e
X, =—1,para keN.

7

Note que a sequéncia ndo é um conjunto. Por defini¢do, o conjunto
{x,;;keN} formado pelos elementos da sequéncia nio ¢é ordenado. A
ordenacdo dos elementos vem apenas quando definimos a fun¢do f do
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pardagrafo anterior. Os “elementos ordenados” x, da sequéncia sio chamados
de termos da sequéncia, sendo x, o k-ésimo termo (FIGUEIREDO, 1996).

Dizemos que a sequéncia (x,) ¢ limitada quando existirem a e b reais,
tais que todos os seus termos estejam contidos em um intervalo [a,b} ,isto é,
quando tivermos a <x, <b para todo k€N . Se isso ndo acontecer, dizemos
que a sequéncia ¢ ilimitada. Analogamente, dizemos que a sequéncia (x,)
¢ limitada superiormente se existir b€ R, tal que x, €(—oo,b| para todo

keN, e limitada inferiormente se existir ac R, tal que x, €[a,00) para
todo k€N (LIMA, 2016b).

Assim, temos definido o conceito de sequéncia. Uma pergunta interes-
sante é o que acontece quando analisamos os termos da sequéncia para k
muito grande, “tendendo ao infinito”. Essa ideia nos leva ao conceito de limite
de uma sequéncia, que exploraremos a seguir.

O limite de uma sequéncia

Lembremos que a fun¢do valor absoluto ou mddulo, denotada por
| . |, é definida da seguinte maneira: se x>0 entdo |x| =x,ese x<0 entio

|x|:—x. Lembremos também que vale a desigualdade triangular,
|+ <[ +[y] -

Dizemos que o limite de uma sequéncia (x,) é L se, quando n
tender ao infinito, tivermos que os termos x, se aproximardo arbitraria-

mente de L. Escreveremos entdo limx,=L. Em linguagem matematica,

n—00

limx, =L significa que, dado €>0, existe N, €N tal que, se n>N,, entdo

s
x,—L|<e . Dizemos também, nesse caso, que a sequéncia ¢ convergente (ver
também, por exemplo, Figueiredo (1996, p. 17-18), que apresenta comenta-
rios interessantes sobre essa defini¢do).

Qooc Reflita
O limite de uma sequéncia sempre existe? Isto é, dada uma sequéncia
: (’%) arbitraria (porém exigimos que seja limitada), existe L = lij{lxn ?
Um exemplo que pode ajudar a responder a essa pergunta é o seguinte:
tome a sequéncia (x,) definida por x, =1 e x,=-—1, para
ke N . Qual o limite dessa sequéncia? Voltaremos a esse assunto na
segdo seguinte.
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Também podemos escrever (e essas notagdes sdo encontradas em
diferentes livros-texto) que limx, =L,x,—==—L ou, simplesmente, que
x,—L (quando n—o0).

Vale notar que a condi¢do |x, —L|<e significa que, para n suficiente-
mente grande, os elementos da sequéncia estardo todos dentro do inter-
valo (L—E,L+€). Isto ¢, para ¢ suficientemente pequeno, os elementos
da sequéncia estardo bem proximos de L. Note também, no entanto, que a
constante N, , da defini¢do de limite, depende do valor escolhido de ¢ . Isto
é, para cada valor de ¢ pode ser que precisemos tomar um N, diferente.
Vejamos isso no exemplo a seguir.

C@ Exemplificando
, Seja a sequéncia (x,) definida por x =1/n. Afirmamos que

limx, =0. De fato, tomemos £>0, e suponhamos sem perda de
generalidade £<1 (jd que estamos interessados no comportamento
da sequéncia quando ¢—0). Entdo, temos que existe N €N tal
que N0>1/5. Logo, para n>N,, temos também n>1/5. Istol é,
1/n<e.Como x,=1/n, segue que |x”|<5 para todo n>N,, isto é,
|xn—0|<5 para todo n>N,. Logo, o limite da sequéncia é L=0.
Notamos entdo que N, depende de e, pois a condigdo imposta é de
que N, > 1/5. Diminuindo cada vez mais ¢, precisamos aumentar cada
vez mais N, . Outros exemplos podem ser encontrados em Avila (20086,
p. 74-78).

Temos também outra propriedade: a condi¢do limx, =L, equiva-
lente a dizer quex, »L quando n—oc. Isto é, que x, se aproxima
arbitrariamente de L confirme n tende ao infinito. Logo, ndo é possivel
que exista M=L tal que limx, =M , pois, nesse caso, os elementos x,
da sequéncia (x,) se aproximariam arbitrariamente de dois numeros
distintos quando n— oo . Essa argumentacao é traduzida no teorema a
seguir, que demonstraremos rigorosamente.

Teorema 2.1: se existe o limite da sequéncia (x”) , entdo ele é unico.
(LIMA, 2016a).

Dem. Sejam limx, =L elimx, =M . Queremos mostrar que L=M .
Suponhamos, por absurdo, que M =L (em particular L> M , sem perda de
generalidade), queremos entdo chegar a uma contradi¢do na demonstracéo.
Definimos a quantidade §=L—M >0. Pela defini¢do, dadoe>0, existe
N, €N tal que, se n>N,, entdo |xn —L| <e . Assim, tomando &=§/2, temos
que |x,—L|<§/2 paran>N,. Mas entio x,€(L—¢/2,L+8/2) para todo
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n>N,. Mas como §=L—M>0, temos que n>M, e|x,—M|>6/2 para
todo n>N,. Isto ¢, para todo ¢>0 come <§/2, temos que |x, —M| >6/2
para todo n>N,. Logo, como §>0, nao podemos ter M=L, o0 que é uma
contradi¢do. O tinico caso em que a contradi¢do ndo existe é quando §=0
(ou seja, L=M ), pois entdo nao podemos tomar 0<5<6/2 e nio vale a
ultima afirmacao feita. O

Faga vocé mesmo

Segue um corolario da demonstragdo do teorema apresentado, para que
vocé, aluno, demonstre.

Corolario 2.2: seja limx, =L . Entdo, para M <L, existe M,eN tal
que, se n> M, , entdo x, > M .Também, para K> L, existe K, €N tal
que,se n> K, entdo x, <K (LIMA, 20164, p. 27).

0’

Em particular, se L>0 eM=0, o Coroldrio 2.2 assume a seguinte
forma: seja limx,=L>0. Entdo existe N,eN tal que, se n>N,, entdo
x,>0 . Isto é, se o limite de uma sequéncia for positivo, entdo, para N, € N
suficientemente grande, todos os termos x,com n>N, também serdo
positivos. Esse resultado é conhecido como teorema de permanéncia do
sinal (LIMA, 2016b).

Logo, vemos que o limite de uma sequéncia, quando existe, é nico.
Notemos também que, quando temos duas sequéncias convergentes, elas
preservam as quatro operagdes fundamentais (adi¢do, subtragido, multipli-
cagdo e divisdo). Temos entdo o teorema a seguir:

Teorema 2.3: sejam duas sequéncias convergentes (x,) e(y,), com
limx,=L e limy,=M . Entdo valem as seguintes propriedades (LIMA,
2016b, p.115-116):

a) lim(xn—l—yn):L—l—M.
b) lim(xn-yn):L-M.

<) lim[x”] _L sempre que M =0 .
) M

Dem. Ver Lima (2016b, p.115-116) para a demonstra¢io das trés
propriedades, ou também Avila (1993, p- 22-23). Vamos, no entanto,
demonstrar a seguir a propriedade (a), como ilustrac¢do. Sejam limx, =L
elimy =M, e tomemos ¢>0. Entdo existem, pela definicdo de limite,
L,M,€N tais que, para n>L, temos |x,—L|<e/2 e para n>M, temos
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y,—M|<e/2. Tomando N,=max{L,M,} e definindo a sequéncia
(x,) por z,=x,+y,, temos z, —(L+M)=x,+y,—(L+M) e portanto
z,—(L+M)=(x,—L)+(y,—M). Vale entdo, pela desigualdade trian-

gular, |z;1 —(L+ M)| <|x,—IL|+

y,—M|. Agora, se n>N,, cada um

dos termos do lado direito é menor do que ¢/2, de maneira que

z, f(L+M)|<5. Isto é, chegamos a conclusdo de que, dado e>0, existe
N,eN tal que, se n>N,, entdo |(x,+y,)—(L+M)<e. Assim, pela
definigio, temos lim(x, +y,)=L+M . [J

Note que, na demonstra¢do apresentada, tomamos, dado ¢>0,

x,—L|<e/2 e |y,—M]|<e/2. Pela definigio de limite, no entanto, temos
somente que “|x, —L|<e ”. No entanto, para o comportamento da sequéncia
quando n— oo ¢ indiferente se, na defini¢ao de limite, tomamos |xn —L| <e
ou |x,—I|<e/K, onde K é uma constante positiva. A nica diferenga, nesse
caso, serd o valor de N, €N tomado. Para a demonstracdo de boa parte

dos resultados em analise é importante ter esse conceito em mente, pois
muitas vezes (como no Teorema 2.4, a seguir) esse raciocinio serd utili-
zado, tanto aqui quanto em outros livros-texto sobre o assunto. Isso ocorre
pois, geralmente, queremos que no final a quantidade desejada seja menor

do que ¢ (ou seja, é uma razdo estética). Vejamos o que ocorreria se, no
lugar de |x,—I|<e/2 e|y,—M]|<e/2, na demonstragio do Teorema 2.3,

tivéssemos |x, —L|<e e |y, —M|<e, como na definigdo. Teriamos entdo

znf(L+M)|<25, chegando & conclusio final de que “dado >0, existe
N, €N tal que, se n>N,, entdo |(x,+y,)—(L+M)|<2e” o que é perfeita-
mente valido para nossos prop6sitos. Veremos entdo que o resultado é equiva-
lente a conclusdo da demonstraciao do teorema. Para isso, tomando >0,
definimos A= 5/2 . Assim, como >0, existe K, €N tal que para n>K, vale
|(x,+y,)—(L+M) <2X. Mas isso significa que |(x, +,)—(L+M)|<e. Ou
seja, comecamos com ¢ >0 arbitrdrio e chegamos a concluséo de que, para

n>Kg,

vale |(x,+y,)—(L+M)/<c. A unica diferenca quando dividimos
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¢ por uma constante é que o nimero N, €N da defini¢do de limite pode
precisar ser mudado; mas isso ndo influencia as conclusoes.

A seguir aprenderemos duas propriedades importantes dos limites de
sequéncias, no que se refere & comparagao entre os limites de sequéncias
distintas. Consideraremos dois casos. O primeiro é o caso de uma sequéncia
que tende a zero e outra sequéncia que supomos limitada. Entdo o limite da
“sequéncia” produto serd zero.

Teorema 2.4: seja(x,) uma sequéncia com limx, =0 e (y,) uma
sequéncia limitada (ndo necessariamente convergente). Entdo vale
lim(x,y,)=0 (LIMA, 20162, p. 28).

Dem. Dado que (y,) ¢ limitada, entio existe C>0 tal que

|7,]<CVneN. Assim, temos que |x,-y,

<C-|x,| vneN. Tomemos entdo
£>0.Dadoque (x,) éconvergentepara0,existe N, € N talque, para n> N, ,temos

|x,|<e/C. Assim, temos que

x,-y,|]<(¢/C)-C=¢, demonstrando assim

o resultado. O

A segunda propriedade diz respeito ao “sanduiche” de sequéncias, em
que os “paes” tendem ao mesmo limite. Isto é, tomemos trés sequéncias
(x,)(»,) e (z,)tais que limx,=limz,=L e x,<y, <z, para todo n.
Queremos tirar informagdo sobre o comportamento de (y,) para n
grande. Claramente, como x, <y, <z, , é intuitivo que tenhamos também
limy =L . Vamos a demonstragao.

Teorema 2.5 (teorema do sanduiche): sejam as sequéncias (x,), (»,)
e (z,) tais que limx, =limz, =L, com x, <y, <z, paratodo n -- note que
essa é a inica restrigdo a sequéncia (y, ). Entdo segue que a sequéncia (y,) é
convergente, com limy, =L (LIMA, 2016a, p. 27).

Dem. A demonstragdo usa conceitos similares aos da demons-
tragdo do Teorema 2.3a. Tomemos ¢>0. Existem entio L,M,eN

tais que para n>L, temos

x,—L|<e e para n>M,, temos
|z,—L|<e. Assim, com N,=max{L,M,}, valem as duas igualdades:
x,,z,€(L—&,L+¢). Como por hipdtese x, <y, <z,, entdo temos também

y,€(L—eL+¢), x,,z,€(L—c,L+¢), isto &,

y,—L|<e. Ou seja, tomamos

e>0 e encontramos NOEN tal que, se n>N, vale

y,—L|<e. Pela
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definicdo de limite, segue que limy, =L . Esse teorema também pode ser
encontrado na literatura com o nome de teorema do confronto ou teorema
da sequéncia intercalada (AVILA, 2006, p-83). O

Assimile
Note que a manipulagdo dos termos da sequéncia para demonstrar uma
! propriedade envolve, geralmente, os seguintes passos: primeiramente,
tomamos um dado ¢ >0 . Entdo, para demonstrar a propriedade desejada,
analisamos os termos das sequéncias envolvidas de modo a termos algum
N, €N, tal que possamos majorar uma certa quantidade, geralmente da
forma |;»c}1 —L|, por alguma quantidade que dependa de ¢ >0 e que tenda
a zero para € muito pequeno. Geralmente essa quantidade é da forma
s/C, com C constante, de forma que chegamos a desigualdades do tipo
|x,l — L| < E/C . Ajustando essas constantes intermedidrias da demonstragdo,
conseguimos chegar ao resultado desejado, que geralmente é da forma
|Z,. — L| < ¢ . Esse raciocinio pode ser visto nas demonstragdes dos teoremas
apresentados, e a introdugdo das constantes (auxilidrias) intermediarias pode
ser vista nas demonstragdes dos Teoremas 2.3 e 2.4.

Limites infinitos

Dizemos que uma sequéncia que ndo converge é divergente. Existem
diversos tipos de sequéncias divergentes, porém uma delas nos chama
a atenc¢do aqui: as sequéncias cujos termos, a partir de um certo valor de
n, comecam a crescer indefinidamente. Isso pode ser feito rigorosamente
da seguinte maneira: dado um numero real K >0, deve existir um dado
N, €N, tal que para n> N, os termos x, da sequéncia estejam fora do inter-
valo [~K,K]. Isso significaria que |xn| cresce infinitamente. Mas precisamos
ter uma condigio adicional: a de que ou x, >0 paratodo n>N, ou x, <0
paratodon>N,.

Damos entdo a seguinte definigdo: o limite de uma sequéncia (x,) ¢é
infinito, e escrevemos limx, =00, se dado K >0, existir N, €N tal que, se

e

n>N,, valer x, > K . Analogamente, dizemos que o limite da sequéncia (x,)

¢ menos infinito, e escrevemos limx, =—o0, se existir N, €N tal que, se
e

n>N,, valer x, <—K .

Exemplificando
! A sequéncia definida por x, =n tem limx, =00 . De fato, dado K >0,

tomamos N, € N como o menor nimero natural que é maior do que K. Dai
segue que x, > K paratodo n>N, .
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A sequéncia definida por x, :(71)"-;1 ndo tem limite, pois o sinal dos

termos se alterna indefinidamente. Apesar disso, a sequéncia y, = tem

le
limy, =o0.
Outros exemplos podem ser encontrados em Avila (2006, p. 88-90).

Terminamos esta se¢do com um resultado sobre limites infinitos:

Teorema 2.6: suponha que limx, =co oulimx,=—occ0 e (y,) seja uma
sequéncia limitada. Entdo lim(y, /x,)=0.

Dem. Da defini¢do temos que, dado K >0, existe N, €N tal que, se
n>N,, entdo |x,|>K . Também temos que existe C>0 tal que |y,|<C para
todo neN. Entdo, dado >0, escrevendo K = C/ ¢ temos que existe N, €N
de modo que, para n>N,, vale|x,|>K , de forma que|y,/x,|<e, demons-
trando o resultado. O

Em particular, se limx, =oco oulimx, =—o0 , entdo lim<1/xn) =0.

. Saiba mais
C_-EF' O estudo da convergéncia de sequéncias numéricas € muito importante, tanto
! do ponto de vista conceitual quanto de suas aplicagdes. Para uma visdo geral
sobre o contelido, com teoremas adicionais que estdo fora do escopo deste
texto, sugerimos o capitulo 3 (paginas 23 a 35) do seguinte material:
LIMA, E. Analise real: fungdes de uma varidvel. Rio de Janeiro: Associagdo
Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016. v. 1.

Sem medo de errar

Lembre-se, um dos problemas a ser solucionado pela consultoria em que
vocé trabalha envolve duas sequéncias x, y
n

xn—L|<

ne U tais que
n>mn, um nimero natural, sendo que y, —0 .

para

Recordemos que o problema da empresa é estimar a disseminagdo de
uma doenca entre a populagio. O surto da doenga ja foi erradicado, mas,
para um melhor entendimento de seus mecanismos (e, portanto, para termos
uma melhor chance de prevenir ou controlar um possivel préximo surto),
¢ preciso entender como se deram os estagios finais dessa erradicagdo. Um
treinamento matematico dos integrantes da equipe responsavel pela elabo-
racao dos preventivos é entdo extremamente bem-vindo.

Seu desafio é demonstrar, utilizando a defini¢do de limite, que, entéo, a
sequéncia x, =~ L.
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Apds isso, serd preciso utilizar essa demonstra¢do para lecionar uma aula
aos clientes da drea de epidemiologia, explicando o conceito de limite.

Note que, como y, —0, podemos definir que a sequéncia constante
dada por z, =0, para todo #, faz com que valha para todo n>n,, a relacdo
z,<|x,—L|<|y,| . Temos entdio uma comparagio entre os elementos de
trés sequéncias. Pelo teorema do sanduiche temos entdo que |x,—L|—0, e
portanto x, — L.

Vemos entdo que é verdade a afirmacédo. No entanto, essa ndo é a maneira
correta de se apresentar o resultado, pois seria primeiro necessario demons-
trar o teorema do sanduiche. Primeiramente, introduziremos o conceito de
limite como feito na se¢do, até chegar na defini¢do formal: limx, = L significa
que, dado £>0, existe N, €N tal que, se n>N,, entdo x'jfL| <e.

Lembremos que, para analisar a convergéncia de uma sequéncia, ndo preci-
samos de todos os seus elementos, mas, sim, apenas dos “dltimos”. Embora
o teorema do sanduiche esteja enunciado para o caso em que a relagdo
z,<|x,—L|<|y,| vale para todos os elementos da sequéncia, vemos de sua
demonstragio que, tomando um valor minimo de 7 suficientemente grande, os
passos utilizados para obter o resultado continuam validos: isto é, se a relagdo
apresentada valer apenas para valores de  satisfazendo n> n,, introduzindo na
demonstragao do teorema do sanduiche a condigdo adicional N, >n, (vale a
pena aqui voltar a essa demonstracdo) e mantendo os passos seguintes, o teorema
continuard valido. Geralmente, os resultados sobre convergéncia de sequéncias
continuam validos se incluirmos nas hipéteses a condigdo de que estas valem
somente para n>n, ,com n, € N dado.

E interessante que vocé refaga aqui, para constar na apresentacao feita aos
integrantes da equipe, a demonstra¢do do teorema do sanduiche incluindo
essa condi¢do adicional. O resultado a ser provado sera entéo:

Sejam as sequéncias (x,), (y,) e (z,) tais que limz, =limy, =L, com
z,<x,<y, para todo n>n,, com n €N dado -- note que essa é a tnica
restri¢do a sequéncia (x,). Entdo segue que a sequéncia (x,) é convergente,
com limx, =L.

Assim, voltando ao problema, dado ¢>0, existe N, €N (onde impomos
também a condigdo N, >n, ) tal que, se n>N,, |y,|<e.Comolx, —L|<|y,
xn—L|<g x—L|—>0 ex,—L. ’

n

entdo também , € portanto

Assim, o conceito de limite pode ser tomado como dizendo que os termos
de uma sequéncia ficam arbitrariamente préximos de um certo nimero
conforme o niimero #n que os indexa cresce.

Vale destacar no treinamento:
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o A nogdo de sequéncia como uma sucessao.

o Exemplos de sequéncias, como os citados ao longo do texto e nas
referéncias mencionadas; o conceito do limite de uma sequéncia,
tanto de forma rigorosa quanto interpretando em palavras a
definicio.

o Exemplos de limites de sequéncias e exemplos de sequéncias que nao
tém limite.

o Porfim,ao apresentar todos esses conceitos, uma observagio é funda-
mental: para se absorver o conteddo de uma explicagdo matematica
ndo basta apenas seguir o que esta escrito ou apresentado. E preciso
estudar as demonstragdes e os conceitos, refazendo-os, se necessario,
até entender cada passo, para que haja um aprendizado de fato.

Avangando na pratica

O crescimento de uma populacao de bactérias

Descri¢ao da situagao-problema

Suponha que vocé seja contratado para analisar o caso de uma populagdo
de bactérias que cresce exponencialmente com o tempo. Foi desenvolvido
um composto quimico que, ao ser inserido no meio da cultura de bactérias,
faz com que sua taxa de crescimento seja cada vez mais reduzida, chegando
até a um limiar de 0.001%. Vocé saberia dizer se o crescimento da bactéria
se estagnard, isto é, se ela chegard a um numero finito de individuos? Como
mostraria rigorosamente esse resultado?

Resolu¢io da situagao-problema

Para a resolu¢do dessa situagdo serd necessirio desenvolver um ferra-
mental adicional, sobre o conceito de limites infinitos. Isso porque a sequéncia
(x,) que descreve o crescimento da bactéria tende ao infinito, enquanto a
sequéncia (y,)¢é limitada entre 1 e 0.00001, de modo que estamos interes-
sados na sequéncia produto, z,=x,-y,. Como (y,) é tal que 0<c<y, <1
para todo n, temos que |zn|zc-|xn|. Assim, como x, — 0o, temos também
z, — 00 €, portanto, o crescimento da bactéria nunca se estagnaré, mesmo
com a introdugdo do novo composto.

Logo, algumas vezes resolver um problema pratico envolve realizar a
demonstragdo de um teorema.
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Faca valer a pena

1. Um resultado intuitivo, porém que precisa ser demonstrado, é o seguinte:
tomemos duas sequéncias convergentes (xn) e ( y"), com limx, =L, limy, =M
e x,>y, para todo n. Entdo, segue que L> M . Para demonstrar esse fato, defini-
remos a sequéncia (zn) por z,=x,—y,. Entio z >0 para todo n. O objetivo é
mostrar entdo que limz, >0. Suponhamos por absurdo que seja o contrério, isto
¢, que limz, =K <0 . Entao, pelo teorema da permanéncia do sinal, que segue do
Coroldrio 2.2, existe N , EN tal que , 0 que ¢ uma contradi¢do. Logo, s6
pode ser limz, >0, ouseja, L>M .

Qual das alternativas a seguir preenche corretamente a lacuna?
a) z,<0

b) para n> N, temosz, <0

c) para n>N, temosz, <0

d) para n> N, temosz, >0

e) para todo n temos z, <0

2. Vejamos outro resultado interessante e intuitivo. Afirmamos que toda sequéncia
(xn) convergente é limitada. Seja lim x,=L.De fato, pela defini¢do de limite, dado
€>0, existe N, €N tal que, se n> N, entio ’xn —L’<5 . Tomando =1 e o
numero N, €N correspondente, temos para n>N, que ’xn —L’ <1 e, portanto,
x,—Le (— 1,1) e x,€ (L —LL —H) . Segue que |xn| < |L| +1. Seja A o conjunto
imagem da fun¢do que define a sequéncia (xn) ,isto é, . Como A ¢ finito,
entdo ¢é limitado. Seja b= max{|xk k< NO} . Entdo, para todo neN, vale ’xn’ <c,
onde . Acabamos de mostrar entdo que a sequéncia (xn) ¢ limitada.

Qual das alternativas a seguir preenche corretamente as lacunas?

a) A={x,;keN}; c:min{b,

L] +1}

b) A={x;:k<N,}; c:min{b, L|+1}
) A={x;k>N,}; c=max{b,|L|+1}
d) A={x;k<N,}; c:max{b, L|+l}

e)A:{xk;k<N0}; c:’L’—H

3. Vamos definir neste exercicio uma sequéncia de Cauchy. Dizemos que uma
sequéncia (x,) ¢ de Cauchy se, dado >0, existir N, €N tal que, se n>N, e
m>N,, entdo ’xm—xn <e (LIMA, 2016b, p. 126). Queremos demonstrar o
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seguinte resultado: toda sequéncia convergente ¢ de Cauchy. Tomemos entdo uma
sequéncia (xn) convergente, e seja L o limite dessa sequéncia. Pela defini¢do,

dado >0, existe N,eN tal que, se n>N,, entdo , onde colocamos a
constante por conveniéncia. Logo, se também m >N 0> . Assim,
Ixm —x,|= |(xm —L) —(xn —L)| e, pela desigualdade triangular, . Como

mn>N,, chegamos a conclusdo de que |xm — xnl < ¢, demonstrando assim o resul-
tado. A reciproca também é verdadeira (toda sequéncia de Cauchy é convergente),
mas esta fora do escopo desta secao.

Qual das alternativas a seguir preenche corretamente as lacunas?

= |(xm — L) —(x" — L)|
x,—L|<g/2; |xm ~xN0|=|(xm fL)f(xN0 fL)|
X, — Xy, ‘ = ‘(xm - L) ~(xN0 —L)‘

d) |x,—L|<ef2; C=2; |x, —L|<e; =|(x, —L)—(x,—L)|

=[x ~2)=(x, ~ 1)

a) |x,—L|<e; C=1; |x, —L|<e;

'xm _xn

b) |x,—L|<e/2; C=2;

o) |x,—I|<e; C=1;

xm—L’<E;

'xm _xn

e) |x,—L|<e/2; C=2;

xm—L’<5/2;

xm _xﬂ
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Se¢ao 2.2

Subsequéncias

Dialogo aberto

Na se¢do anterior, estudamos o conceito e as principais proprie-
dades de sequéncias numéricas, definindo o que é o limite da sequéncia
(quando n tende ao infinito) e desenvolvendo os resultados sobre a
convergéncia dessas sequéncias.

Na presente se¢do, estamos interessados em um caso especial de sequén-
cias: as subsequéncias de uma dada sequéncia original.

Subsequéncias aparecem, por exemplo, quando ndo temos todos os dados
disponiveis de uma série de eventos, com poucos faltando. No entanto, infor-
magdes sobre subsequéncias podem nos dar informagdes sobre a sequéncia
original. Tome como exemplo uma sequéncia (no sentido informal da
palavra) de valores medidos em intervalos discretos de tempo, como a
variagdo do valor em reais de uma moeda, e suponha que esses valores sejam
infinitos (lembre-se de que isso nunca é possivel na prética, mas suponha
que estamos tratando de situagdes idealizadas, por enquanto). Tais sequén-
cias sdo chamadas de “séries temporais”. Obter estimativas para o compor-
tamento qualitativo dessas séries temporais pode ajudar a predizer a taxa
futura de variagdo da moeda, a0 menos no curto prazo.

Lembre-se de que, como contexto de aprendizagem, supomos que vocé
atua como um matematico contratado para uma consultoria de métodos
quantitativos. Nessa consultoria, vocé resolve problemas de inimeras areas:
finangas, engenharia, epidemiologia e estatistica, e lida corriqueiramente
com séries temporais.

Agora vocé precisa avaliar o comportamento, em longo prazo, de uma
série temporal que diz respeito & quantidade extraida de petréleo, hora a
hora, de um reservatdrio maritimo. Os dados foram medidos por diferentes
métodos, cada um com um intervalo de tempo caracteristico de k-t,, onde
t, é o menor intervalo de tempo que as maquinas conseguem medir. Existem
dados para diferentes amostras da série, que Eodem ser modeladas por
sequéncias convergentes do tipo x,,=A+(—1)"(k-n)" quando m =k-n,
onde A é uma constante. Todas parecem convergir para o mesmo valor. No
entanto, a informacao sobre a série temporal completa foi perdida.

Em um pequeno relatério, argumente, primeiramente apenas em
palavras, a favor ou contra a convergéncia da série temporal original, e diga
os critérios utilizados para avaliar se ela convergira ou ndo. Em caso positivo
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(a sequéncia original convergira), apresente uma demonstragao formal para
sua argumentagdo. Em caso negativo (ndo necessariamente a sequéncia
original convergird, ou é certo que a sequéncia ndo convergira), apresente
exemplos que satisfagam as condigdes analisadas, mas cuja sequéncia original
ndo converge. Nesse caso, quais 0s possiveis motivos que fariam a sequéncia
original ndo convergir?

Para responder a essa pergunta, nesta se¢ao vocé sera exposto a diversos
resultados referentes a subsequéncias de uma dada sequéncia, e a relagdo
entre essas estruturas.

Bons estudos!

N3o pode faltar

Nesta secdo, trataremos de subsequéncias, que sdo exatamente o que o
nome diz: sdo sequéncias cujos termos também sdo termos da sequéncia
original, e que sdo ordenados de maneira a preservar a ordenacdo da
sequéncia original. O estudo das subsequéncias é importante, pois algumas
vezes é possivel obter teoremas que dizem respeito apenas a subsequéncias,
mas ndo a sequéncia original. Vejamos uma defini¢éo precisa.

Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. Entao uma subsequéncia

X, ) é uma restri¢ao da sequéncia de (x,) a um subconjunto infinito de N

(AVILA, 1993). Como vimos na se¢do anterior, uma sequéncia pode ser vista

como uma fun¢io f:N— R, dos nimeros inteiros com valores nos nimeros

reais. Logo, para cada A CN infinito, a restricdo de fa A, f:A — R dadapor
f(k)=f(k) para k€ A, representa uma subsequéncia de (x,).

Vemos entdo que, se todos os termos da sequéncia original (x,) forem
distintos, esta tera infinitas subsequéncias, tantas quantos forem os subcon-
juntos infinitos de N. Antes de prosseguirmos, vejamos que de fato esse
tipo de sequéncia tem infinitas subsequéncias. Para isso, de acordo com
o que foi dito anteriormente, basta mostrar que o conjunto formado por
subconjuntos infinitos de N também ¢ infinito. Ou seja, que o conjunto
V={ACN; A éinfinito} é um conjunto infinito. A maneira que vimos
na Unidade 1 de demonstrar esse fato ¢ obtendo uma fun¢io injetora
g:N—V; lembre-se da demonstragdo do Teorema 1.4 da Segdo 1.1 (todo
conjunto infinito tem um subconjunto enumeravel). Assim, como na demons-
tragdo do Teorema 1.4, a imagem g(N) serd um subconjunto enumeravel de

A. Claramente, entdo, A serd infinito.

Agora, construiremos essa fungao g. Tome, para cada k€N, os conjuntos
A = {m eN;m=k-n, comne N} . Podemos também escrevé-los na notagdo
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compactada A, =k-N, isto é, o conjunto dos mdltiplos naturais de k.
Sabemos que cada A, é infinito, de modo que A, CV para todo k. Definimos
entdo a fungdo g por g(k)=A, paracada keN.Como A, =A, parak=m,
segue que g é injetora e, portanto, pelos argumentos apresentados, o conjunto
V das subsequéncias de uma sequéncia (xn) , cujos termos sdo todos distintos,
¢ infinito. Mais geralmente, se uma sequéncia tiver uma infinidade de termos
distintos, também terd infinitas subsequéncias distintas.

Vale notar, no entanto, que isso ndo ocorre se a sequéncia original tiver
somente um ndmero finito de elementos distintos, como ¢é de se esperar.
Vejamos o caso da sequéncia constante dada por x, =1 para todo n. Entdo,
essa sequéncia tem uma Unica subsequéncia, cujos elementos também serdo
todos iguais a 1.

C@ Exemplificando
I Como mencionado, a Unica subsequéncia de uma sequéncia

constante também é a sequéncia constante (de mesmo valor).
Vejamos outros exemplos:

--x, =n; vemos que qualquer subsequéncia dessa sequéncia deve ser
crescente e ndo limitada, como a sequéncia dos nimeros pares, dos
numeros impares ou dos multiplos de k.

- (x,) definida por x,, =1 e x, =—1. Podemos ver que as subse-
quéncias de (xn) sdo todas as sequéncias cujos termos sdo elementos
da forma 1 ou -1. Cada ordenagdo desses elementos produzird uma
subsequéncia diferente (vale parar e refletir sobre essa afirmagdo,
para se convencer do resultado). Casos particulares sdo as sequéncias
constantes (com todos os termos iguaisa 1 ou a -1).

Utilizamos anteriormente a nota¢do (xnk) para denotar uma subse-
quéncia de (x,), onde fica entendido que o subindice k indica que
estamos selecionando termos especificos da sequéncia original. Assim,
fazendo k variar em N, temos os termos x,,x, ,x, ... com n, <n, <m, <
... . Isso nos traz de volta a visdo de que uma subsequéncia é, antes de
tudo, uma sequéncia propriamente dita: (’%) ¢ equivalente a uma fungio
f:N—R,com f(k)=x, . Vejamos a seguir as propriedades de subsequén-
cias, de acordo com as propriedades da sequéncia original.

Assimile
Vale a pena reforgcar que, dada uma sequéncia xn), qualquer subse-
! quéncia (xnk) é também uma sequéncia por si s6, de modo que todos
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os resultados validos para sequéncias, demonstrados na seg¢do anterior,
valem também para subsequéncias.

Sendo (x ) também uma sequéncia, definimos seu limite da mesma forma

3

que na se¢ao anterior: temos limx, =L separa cada >0 existir K, € N, tal que,

se k> K, entdo

x, — L| < e. Temos a seguinte propriedade, que faz sentido, intui-
tivamente, mas que é necessario demonstrar (LIMA, 2016a):

Teorema 2.7: seja uma sequéncia (x,) com limx, =L . Entdo toda subsequ-
éncia de (x,) também converge para L.

Dem. Pela defini¢do de limite, limx, =L significa que dado >0, existe
N,eN tal que, se n>N,, entio |x,—L|<e. Tomemos uma subsequ-
éncia (xnk) de (x,). Entdo existe K,€N tal que n, >N,. Entdo, para todo

k>K,, temos n, >n, >N, e portanto |xnk —L| < e. Organizando os resultados,
dado >0, encontramos K, €N tal que, se k>K,, entdo |x, —L| <e. Desse

modo a subsequéncia (x, ) ¢ convergente e seu limite ¢ L. Como (x”k éarbitraria,
toda subsequéncia de (x,) converge para L. Veja também Avila (1993, p. 29), para
outra demonstrago.

O teorema apresentado nos confirma que a nogdo de “proximidade” se aplica
também a subsequéncias, justamente por estas serem sequéncias por si proprias.
Assim, ¢é natural que, conforme k cresce, x, se aproxime de L, j& que a aplicagdo
k—n,_, que leva k em n,, é crescente. Note, no entanto, que a reciproca néo é
verdadeira: se uma sequéncia (x,) tiver uma subsequéncia convergente, isso
ndo significa que (x,) serd convergente. Também, se uma subsequéncia de (x, )
convergir para L, ndo necessariamente uma outra subsequéncia distinta também
convergira para L (a menos, claro, que (x,) seja convergente). Isso é facil de ver,
uma vez que consideremos o exemplo dado anteriormente da sequéncia (x, )
dada por x,, ,=1 e x,, =—1. Os termos da sequéncia entdo vio se alternando,
no formato 1,-1,1,-1,1, -1, ... e, portanto, a sequéncia nao converge (vale a pena
treinar as técnicas de demonstragio introduzidas na se¢do anterior e demons-
trar esse resultado a partir da defini¢do do limite de uma sequéncia; lembre-se da
importancia da leitura ativa).

Vejamos agora condi¢des necessdrias e suficientes para que uma sequéncia
(x,) tenha uma subsequéncia convergente. Esse topico culminara no teorema de
Bolzano-Weierstrass, cuja demonstracio é o objetivo final desta se¢io.

Faga vocé mesmo
O objetivo aqui é demonstrar o seguinte teorema, apresentado em Lima
! (2016b, p. 120-121):
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Teorema 2.8: seja (xn) uma sequéncia (ndo necessariamente conver-
gente). Uma condigdo necessdria e suficiente para que L seja limite de
uma subsequéncia de (xw) é que, para cada € >0 exista uma infinidade
de termos x, com |xn —L| <e.

Para isso, sdo necessdrias duas etapas. Na primeira, demonstra-se
que a condicdo é necessaria (isto é, se existe L limite de uma subse-
quéncia entdo, para cada £>0, existe uma infinidade de termos x,
com |x, —L‘ <e ). A segunda parte é demonstrar que essa condi¢do é
suficiente (se, para cada € >0, existir uma infinidade de termos x, com
x, —L| <e, entdo L é limite de uma subsequéncia de (x,)). A ideia da
demonstragdo é similar a do Teorema 2.7, e os detalhes da demonstragdo
podem ser encontrados na referéncia citada (LIMA, 2016b, p. 120-121),
caso haja duvidas ou dificuldades.

Trataremos a seguir de subsequéncias de sequéncias limitadas.
Primeiramente, definimos que uma sequéncia (x,) ¢ monétona se for nao
decrescente ou ndo crescente, isto é, se x,,, >x, paratodonouse x,, <x,
para todo n (FIGUEIREDO, 1996). Se x,,, > x, para todo n dizemos que a
sequéncia é (mondtona) crescente e se x,,, <x, para todo n dizemos que
¢ (mondtona) decrescente. Inicialmente consideraremos apenas sequén-
cias mondtonas. O teorema a seguir caracteriza o limite de uma sequéncia
monotona e limitada:

Teorema 2.9: seja (x,) uma sequéncia monodtona e limitada. Entao (x,)
¢ convergente e seu limite é o supremo (se ndo decrescente) ou o infimo (se
ndo crescente) do conjunto {xn;n € N} (LIMA, 20164, p. 26).

Dem. Suponhamos, sem perda de generalidade, que (x,) seja ndo
decrescente. Seja L=sup{x,;n€N}. Tomemos entdo £>0. O objetivo na
demonstragdo é relacionar a defini¢do de supremo de um conjunto com a
defini¢do de limite de uma sequéncia, pois ambos envolvem a quantidade
€>0. Entdo a=L—¢ ndo pode ser limite da sequéncia. De fato, como
L=sup{x,;neN}, entio existe N,eN com x, €(L—¢L]. Como a
sequéncia é nao decrescente, segue que para todo n> Ny,x, € (L —a,L} .Em
particular, com b :|a —xN0| , segue que |xn —a| >b paratodo n>N,. Assim,
ndo podemos ter limx, =a . Por outro lado, segue também da argumentacio
apresentada que, como paratodo n> N, , x, €(L—¢,L], entdo |x, —L|<e para
todo n> N, de modo que provamos o resultado. Recapitulando, comegamos
tomando ¢>0 . Da defini¢do de supremo, obtivemos que existe N, €N com
xy, e(L—e,L} . Como a sequéncia é monotona nio decrescente, entdo para
todo n>N,,x,€(L—¢,L]. Isto ¢ para todo n>N,, |xn —L| <e, que pela
definicdo de limite quer dizer que limx, = L . Se a sequéncia fosse, no entanto,
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monodtona nio crescente, considerariamos entio L =inf {xn;n S N} e a
demonstragdo seguiria os mesmos passos apresentados ha pouco, adequando
os sinais quando necessario. E uma boa ideia completar a demonstragio para
abranger esse caso (vocé pode se basear nos passos descritos), no intuito de
fixar o aprendizado. O

Outras demonstragdes similares podem ser encontradas em Lima (2016a,
p. 26), Figueiredo (1996, p. 27) e Avila (2006, p. 85). A interpretagio do
Teorema 2.9 é simples: se a sequéncia ¢ nao decrescente, x,,, >x, para todo
n. Mas, como ¢ limitada, os termos x, ndo podem crescer indefinidamente.
De fato, com L:sup{xn;neN} , temos que os termos da sequéncia vao se
“aglomerando” nas vizinhancas de L, chegando cada vez mais perto. No
limite, obtém-se limx, =L.

Qooc Reflita
O que se pode dizer sobre uma sequéncia mondtona ilimitada? Como
: fazer para enunciar (e demonstrar) resultados semelhantes aos do
Teorema 2.9 nesse caso, utilizando os conceitos de limites infinitos da
Se¢do 2.1? Lembramos que limx, =oco se, dado K >0, existir N, €N

tal que, se n>N,, valer x, >K . Para mais detalhes, veja o final da
Sec¢do 2.1.

Nem sempre conseguimos lidar com sequéncias monoétonas.
Contudo, o resultado exposto é importante pois, muitas vezes, depara-
mo-nos com sequéncias monétonas. E o caso do teorema a seguir,
que mostra que uma sequéncia limitada arbitraria tem ao menos uma
sequéncia monoétona. O resultado a seguir fard parte do que chama-

remos de teorema de Bolzano-Weierstrass.

Teorema 2.10: seja (x,) uma sequéncia limitada. Entdo (x,) tem uma
subsequéncia mondtona.

Dem. Ver Lima (20164, p. 26). O

Estamos no ponto de enunciar e demonstrar o teorema de Bolzano-
Weierstrass. Demonstragdes equivalentes a dada aqui podem ser encon-
tradas em Avila (1993, p. 36) e Figueiredo (1996, p. 29). Duas demonstra-
¢Oes alternativas podem ser encontradas em Lima (2016a, p. 26) e em Lima
(2016b, p. 123).

Teorema 2.11 (teorema de Bolzano-Weierstrass): seja (x,) uma
sequéncia limitada. Entdo (x,) apresenta uma subsequéncia convergente.
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Dem. Seja L=sup{x,;neN}. Queremos mostrar entio que existe uma
subsequéncia de (x,) mondtona nao decrescente. Definamos o conjunto A
como sendo composto pelos elementos a€R , tais que, existe somente um
numero finito de termos x, <a nasequéncia. Como L= sup{xn;n eN } ,segue
que precisamos ter a <L paratodo a€ A (pois se a>L entdo a seria maior
do que todos os termos da sequéncia, gerando uma contradi¢do). Como entdo
A ¢ limitado superiormente, seja K =supA. Temos que K <L. Assim, para
todo >0, existe ac A com a€ (K —E,K} . Entdo, para cada ¢ >0 afirmamos
que existem infinitos termos x, da sequéncia, tais que K—e<x,. Isso
segue da defini¢do de supremo, pois se K=supA entdo existe a€ A, tal que
K —e<a . Considerando que, pela definicdo do conjunto A, existe somente
um ndimero finito de termos x, <a, segue que existe um numero infinito de
termos x, >a, e, portanto, um numero infinito de termos x, >K —¢. Além
disso, como K =supA, existem infinitos termos no intervalo (K —&K +5)
. Se esse numero fosse finito, entdo existiriam infinitos termos x, >K +¢,
de modo que entdo somente um numero finito de termos x, seria menor
do que K+¢ e, portanto, K+c€A. Mas isso contradiz o fato de que
K =supA, logo nio pode ser verdade.

Tomandoe=1/k para cada keN, temos a seguinte situagio: para
k=1, sabemos que existe x, €(K—1,K+1).Ja para k=2, podemos tomar
x, €(K—1/2,K+1/2) com n,>n,, j4 que hd uma infinidade de termos da
sequéncia no intervalo (K —1/2,K—|—1/2). Prosseguindo, para um dado k
genérico, podemos tomar x, E(K —l/k,K —H/k) . Desse modo, construimos
uma subsequéncia (xnk de (x,) tal que x, €(K—1/k,K +1/k) paraum dado
K, de onde segue que xm) ¢ convergente com limite limx, =K <L, 0 que
conclui a demonstragdo. O

O teorema de Bolzano-Weierstrass pode nos dizer mais ainda: dada
uma sequéncia (x,) limitada, esta tem uma subsequéncia convergente que
¢ mondtona.

Teorema 2.12: seja (x,) uma sequéncia limitada. Entdo existe uma subse-
quéncia monodtona de (x,), que é convergente.

Dem. Ver Lima (20164, p. 26). O

. Saiba mais
Cdij Para uma visdo diferente do modo de lidar com subsequéncias, em que
H sdo introduzidos novos conceitos e apresentada uma demonstragao
nova do teorema de Bolzano-Weierstrass, sugerimos que consulte a
Secdo 4.4, paginas 120-125, do material a seguir:
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LIMA, E. Curso de andlise. 14. ed. Rio de Janeiro: Associacdo Instituto
Nacional de Matemdtica Pura e Aplicada, 2016. v. 1.

Sem medo de errar

Lembremos que vocé estd analisando subsequéncias de uma série temporal.
Vocé precisa avaliar o comportamento em longo prazo de uma série temporal
que diz respeito a quantidade extraida de petrdleo, hora a hora, de um reserva-
torio maritimo. Os dados foram medidos por diferentes métodos, cada um
com um intervalo de tempo caracteristico de k-t,, onde t, é o menor intervalo
de tempo que as maquinas conseguem medir. Existem dados para diferentes

amostras da série, que podem ser modeladas por sequéncias convergentes do

tipo x,, =A+ (—l)kn (k~71)71 quando n, =k-n. Muitas dessas subsequéncias sdo
conhecidas (isto é, existem diversas tabelas com subsequéncias definidas pelo valor
de k adotado), e todas parecem convergir para o mesmo valor. No entanto, a infor-
magao sobre a série temporal completa foi perdida.

Pelo fato de todas as amostras serem do mesmo tipo de fendmeno, sob as
mesmas condi¢cdes controladas de laboratério, é bastante provavel, levando em
conta argumentos de plausibilidade assim como leis fisicas, que a série temporal
original (& qual vocé ndo tem acesso) convirja.

Utilizando esse argumento, as subsequéncias x,, = A+(—1)"" (k-n)" podem

entdo fazer parte da sequéncia x,, = A+(—1)"m"', férmula vélida para todo m.
Nesse caso, ¢ imediato ver que o limite da sequéncia serd A e, portanto, em longo
prazo, a extragio de petrdleo tende a se estabilizar (isso desprezando outros efeitos
adversos que podem vir a aparecer).

No entanto, é impossivel afirmar ou demonstrar esse fato. Primeiramente, note
que as séries temporais sdo finitas. Isso impossibilita qualquer tratamento rigoroso
da convergéncia das subamostras (que seriam o equivalente as subsequéncias), ja
que estas s6 existem para um nimero infinito de termos.

Mesmo que as amostras fossem de fato infinitas, todos os resultados obtidos
logicamente por meio da Analise sé dizem respeito as propriedades da sequéncia
original se tivermos em méos todas, no sentido amplo da palavra, as subsequéncias.
Nio todas as disponiveis, mas sim todas as possiveis. Esse é um dos motivos pelos
quais argumentos de andlise que sdo afirmativos (isto é, argumentam a favor de
certo resultado) geralmente ndo tém tanto poder preditivo em aplicagdes praticas.
Argumentos de analise também ndo permitem, em geral, obter o valor do limite de
uma sequéncia; permitem apenas constatar que ele existe ou ndo existe.
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Argumentos “negativos’ (em que a obtencdo de um dado resultado nega
uma propriedade, geralmente obtendo contraexemplos) sdo muito mais tteis
no dia a dia. Por exemplo, no caso aqui descrito, bastaria encontrar uma subse-
quéncia que ndo convergisse (ou que parecesse nao convergir, ja que as séries
temporais tém um ndmero finito (apesar de grande) de termos, para garantir
(ou afirmar com bastante grau de confiabilidade) que a série temporal original
ndo convergird. Por exemplo, levando em conta nosso contexto da andlise da

extragio de petréleo, podemos ter as subsequéncias x,, =A+(— l)k'n (k-n)f1
para diversos valores de k mas, se para um dado valor j tivermos
x, = A+(=1)"(j-n)", pode ser que a sequéncia
original nao convirja. Isso certamente ocorrera se
limx,, = A. Assim, se, por exemplo, ocorrer de termos x,, =B +(=)"(jn) s

com B muito préximo (mas diferente) de A, entdo a sequéncia original tera duas
subsequéncias que convergem para limites distintos e, portanto, ndo sera conver-
gente. Mas vale ressaltar que, no contexto do problema em questdo, isso nio é
plausivel, a menos que se encontre algum fator externo que gere essa modulagéo.

Inclusive, essa subsequéncia x,, :B+(—l)j'n ( ]'-11)71 pode indicar algum fator

externo periodico (de periodo jf,) que age sobre o sistema de extracdo de
petroleo, levando assim a possivel descoberta de novos fendmenos.

Também ¢ importante escrever os argumentos apresentados em um modelo
de relatdrio, destacando os pros e os contras dos argumentos de andlise nesse tipo
de problema.

Avangando na pratica

Professor substituto

Descrigao da situagao-problema

Imagine que vocé foi contratado como professor substituto para ministrar parte
da disciplina de Andlise Matematica de um curso universitirio de Matematica.
A aula de hoje sera sobre sequéncias e suas subsequéncias. Vocé devera elaborar
um plano de aula que parta da defini¢io de subsequéncia até a demonstragdo do
teorema de Bolzano-Weierstrass.

Resolugao da situagao-problema

O plano de aula devera conter o seguinte contetdo:
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o Defini¢do de sequéncia, defini¢ido de subsequéncia e exemplos.
o Argumentagio de que uma subsequéncia é, por si s6, uma sequéncia.
o Conceito e defini¢do precisa do limite de uma subsequéncia.

o Propriedadesda convergéncia de subsequéncias, valores de aderéncia,
relagdo entre sequéncias convergentes e suas subsequéncias.

o Sequéncias mondtonas e limitadas.

o O teorema de Bolzano-Weierstrass.

Toda a argumentagdo que se refere a subsequéncias tem um objetivo
final bastante claro e importante: a demonstragio do teorema de Bolzano-
Weierstrass, que diz que toda sequéncia limitada tem ao menos uma subse-
quéncia convergente (Teorema 2.12).

Vale a pena selecionar o contetdo da se¢io mais adequado a aula e
também verificar nas referéncias bibliogréficas outros exemplos e resultados,
assim como estudar/apresentar as demonstragdes de alguns dos teoremas
que foram apenas enunciados no texto.

Exemplos simples de sequéncias divergentes mas que tém subsequén-
cias convergentes (porém para limites distintos), como a sequéncia dada
por x,=(—1)", podem ajudar no entendimento dos conceitos. Apresentar
duas demonstragdes distintas do teorema de Bolzano-Weierstrass pode ser
bastante elucidativo, como adicionando a aula as demonstragdes apresen-
tadas em Lima (20164, p. 26) e em Lima (2016b, p. 123). A comparagédo entre
as duas demonstragoes (a do texto e a das referéncias aqui mencionadas)
também ¢é bastante ttil para ilustrar diferentes técnicas de demonstra¢ao em
matemdtica.

Note que este ndo é um mero exercicio; pensar em como se deve ensinar
um conceito (e se possivel colocar isso em prética) é a melhor forma de
aprendé-lo verdadeiramente.

Faga valer a pena

1. Seja (x") uma sequéncia convergente, e (xnk ) uma subsequéncia. Considere as
seguintes afirmagdes:

1.Se limx, =L, entdo limx, =L.

2.Se limx, =L, entdo limx,=L.

3.Se (xﬂ) ndo converge, entio nenhuma de suas subsequéncias converge.
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Assinale a alternativa correta:

a) Somente a afirmacdo 1 esta correta.

b) Somente a afirmagdo 2 estd correta.

c) Somente a afirmagéo 3 estd correta.

d) Somente as afirmagdesl e 2 estdo corretas.
e) Somente as afirmacdesl e 3 estdo corretas.

2. Temos o seguinte resultado: “se uma sequéncia monédtona (xn) possui uma subse-
quéncia convergente, entdo (xn) é convergente” (LIMA 2016b, p. 111). Demonstra-
remos esse resultado a seguir. De acordo com o Teorema ___, 0 que precisa ser feito
é mostrar que (xn) ¢ limitada. Suponha que (xn) seja ndo decrescente. Mas vemos
que, sendo (xnk) a subsequéncia convergente, entdo (xnk) ¢ limitada (e ndo decres-
cente). Como pelo mesmo teorema lim x, = sup{xnk } , € Como (xn) é monotona,
vale , segue que (xn) é limitada.

Qual alternativa preenche corretamente as lacunas?
a) 2.9; sup {xnk } <sup{x,}

b) 2.10; sup{x, }=sup{x,}

¢)2.95 sup{x, } =sup{x,}

d) 2.9; sup{x, }>sup{x,}

€)2.105 sup{x, } <sup{x,}

3. “Dizemos que um nimero x € R é valor de aderéncia de uma sequéncia (xn) se
for limite de alguma subsequéncia (xnk ) de (xn) ” (LIMA, 2016b, p. 121). Considere
as afirmagdes a seguir:

1. O conjunto de valores de aderéncia das sequéncias de racionais é dado por toda a reta real.
2. Toda sequéncia apresenta um valor de aderéncia.

3. Uma sequéncia limitada (xn) ¢é convergente se, e somente se, tiver um tnico valor
de aderéncia.

4. Toda sequéncia limitada tem um valor de aderéncia.

5. Toda sequéncia limitada tem mais de um valor de aderéncia.

Assinale a alternativa correta:

a) Somente as aﬁrmaq()es 1, 3 e 5 estao corretas.
b) Somente as afirmacdes 1, 3 e 4 estdo corretas.
c) Somente as afirmagdes 1, 2 e 3 estdo corretas.
d) Somente as afirmacdes 1, 2 e 4 estdo corretas.
e) Somente as afirmacoes 1, 2, 3 e 5 estdo corretas.
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Convergéncia de séries numéricas

Dialogo aberto

Nas se¢Oes anteriores tratamos da convergéncia de sequéncias e de subse-
quéncias, demonstrando vérios resultados interessantes. Ja nesta segio,
trataremos de uma aplicagdo do conceito de convergéncia de sequéncias: a
convergéncia de séries numéricas. Uma série numérica é, como veremos, um
caso especial de sequéncia, e os resultados demonstrados para sequéncias
podem ser adaptados para as séries, chegando a conclusdes bastante uteis.
Um exemplo é o crescimento cumulativo de alguma quantidade; se em cada
més a populagiao de um virus aumenta e vocé sabe o quanto ela aumentou no
més (ou seja, o incremento no numero de individuos naquele més), a série
que mede o nimero total de individuos serd representada pela soma ao longo
do tempo de todos os incrementos até o instante considerado.

Séries sdo bastante uteis para estimar a soma de uma quantidade de
elementos medida ao longo do tempo, por exemplo. Embora nosso foco aqui
ndo seja o cilculo do valor obtido para a soma total, e sim o contetido de
analise (isto é, a demonstragio das propriedades de convergéncia, ou ndo, da
série), veremos que esses conhecimentos sdo de fundamental importancia
em casos em que a convergéncia da série é um fator crucial, como na disse-
minagdo de epidemias geradas por um dado virus. A andlise feita pode ser
passada integralmente a outras situagdes matematicamente andlogas, por
exemplo na predigdo dos lucros de uma empresa ou na avaliagdo em longo
prazo dos juros de alguma divida.

Lembre-se de que vocé foi contratado por uma empresa para dar uma
consultoria de métodos quantitativos, e que os integrantes da companhia tém
formagao interdisciplinar. O projeto atual consiste em resolver problemas
matematicos que os pesquisadores da drea de epidemiologia tém enfrentado,
como o crescimento de bactérias em um ambiente controlado, a fim de testar
a eficacia do principio ativo de um antibidtico que querem produzir.

Os pesquisadores tém tabelas com a quantidade de bactérias para cada
hora passada, uma para cada tipo de condigdo imposta ao ambiente. Vocé
encontrou padrées nessas tabelas, de modo que pode agora escrevé-las como
uma regra simples dada por fun¢des conhecidas. Embora haja um nimero
finito desses valores, parece razodvel tratar cada tabela como uma sequéncia
(infinita). Qual o significado dessa sequéncia? Qual a relagdo entre a série
correspondente ao nimero total de bactérias e os valores da tabela? Quais os
primeiros critérios a serem testados para verificar se essas séries convergem?
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Suponha que, avaliando essa série criada a partir da tabela, vocé chegue
a conclusdo de que a quantidade de crescimento de individuos hora a hora,
que denotaremos por ¢, , satisfaz limq/a =0,54 . Vocé saberia dizer se a série
convergird, isto é, se o nimero de bactérias atingird um limite para tempos
muito grandes? Ou esse nimero crescerd indefinidamente? Como vocé
argumentaria isso em um relatério técnico para o seu cliente? Ha algum
resultado nos livros de analise que o ajude a tirar uma concluséo rigorosa?

O estudo de séries, do ponto de vista da analise matematica, pode entdo
lhe proporcionar muita intuigdo sobre problemas praticos. Bons estudos!

Nao pode faltar

Nas duas se¢des anteriores vimos o conceito de sequéncia, assim como de
sua convergéncia, e também o conceito de subsequéncia. Alguns resultados
sobre a convergéncia de sequéncias foram rigorosamente demonstrados, e
outros foram deixados para a pesquisa em diferentes referéncias.

Nesta se¢do, estudaremos um tipo especial de sequéncias: as séries
numéricas. Depois de dada a defini¢do de uma série, veremos tanto exemplos
quanto resultados referentes a convergéncia (ou ndo) de séries, sob o ponto
de vista da anélise matematica. E de se esperar que esses resultados estejam
relacionados a convergéncia de sequéncia, motivo pelo qual um bom enten-
dimento das se¢es anteriores é um passo fundamental para a apreciagdo dos
resultados sobre séries apresentados aqui.

Acompanhemos entdo a seguinte situagio: ¢ dada uma sequéncia (c,)
de numeros reais. Ndo estamos no momento interessados nas propriedades
dessa sequéncia em si, mas sim na propriedade da sequéncia formada por
suas somas parciais, (xn) , definida da seguinte forma: para n=1, fazemos
x,=c, .Para n=2, x, =c,+¢,=x,+¢,, e assim por diante. O n-ésimo termo
dessa sequéncia serd definido indutivamente por x, =x, , +c, . Assim, temos
que x, ¢ a soma dos termos ¢, para k variando de 1 até n, e denotamos
isso utilizando o simbolo de somatério >, de forma que x,=c,+..+¢, é
escrito como x, =3} ¢, . Logo, cada x, ¢ uma soma parcial da sequéncia
original (c,) , e dizemos que (x,) é a sequéncia de somas parciais de (c,). A
sequéncia (x, ), por ser formada por somas parciais de (c, ) , ¢ chamada entéo
de série, cujo termo geral (de ordem n) é ¢, . Quando ndo houver perigo de
confusdo, utilizaremos para (x,) a notagiao mais conveniente Yc,, que ja
mostra que a sequéncia considerada ¢ uma série com termo geral c, .

Vamos entdo olhar para o limite dessa sequéncia de somas parciais ou,
em outras palavras, o limite da série. Utilizaremos a seguinte notagao: para a
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- . e . A
sequéncia (x,) apresentada, escreveremos limx, =37 ¢, . A interpretacio é

s
que estamos somando os infinitos termos da sequéncia. . que representa os
termos gerais. Isso, na verdade, é impossivel de se fazer, de forma que recor-
remos ao processo de limite. Dizemos entdo que, se o limite exposto existe,
a série >c, é convergente, e o limite >;° ¢, é chamado de soma da série.
Caso contrario, a série é dita divergente. Outras apresentagdes similares
desse mesmo conceito podem ser encontradas na se¢do IV.7 de Lima (2016b)
e no capitulo 3 de Avila (1993).

Cl@ Exemplificando
! Seja a>0, e consideremos a série geométrica > a", onde

a'=a-...a. Calcularemos as somas parciais. Seja
g..-a

n vezes
an+l_a
x,=>" a*=a+a’+..+a". Afirmamos que x,=> a* S
.

se a=1.Relembremos a demonstragdo desse fato. Para isso, note que

a-x,=a->! a"=>""14". Entdo a-x,=>", a"+a". Queremos

fazer com que o termo x, também apareca no lado direito dessa

k n

=> ,a*+a, de modo

igualdade. Para isso, escrevemos x, =>_}

k=14

que X% . a*=x,—a. Substituindo na igualdade anterior, temos

- . +1
a-x, :(xn —a)+a" , isto é, (a—1)~xn =a"" —a, de onde segue que,

n+l n+l
at—a ., a" —a
sea=l, x =—— |istoé, 3" gdf="1—
n k=1
a—1 a—1
Agora tomemos o limite jzlak. Pela ultima igualdade,
an+l —a
Y g% = lim|———=|. Precisamos avaliar entdo o limite lima""' . Para
k=1 | a—1 n—00

a>1 temos que g"=a-...-a cresce indefinidamente com n, de modo
a...a

n vezes

que lima""' =00 .Ja para a<1 temos o oposto: lima""' =0 (caso nio

e H—00
esteja convencido desses fatos, aproveite a oportunidade para demons-
tra-los utilizando a definicdo de limites infinitos para o primeiro caso e
a defini¢do usual de limite no segundo caso, ambas vistas na Seg¢do 2.1).
Um outro fato é que, para a=1, a*=1 para todo k e portanto

- a*=n. Logo, nesse caso, - a* diverge. Desse modo,
juntando os resultados apresentados, chegamos a seguinte conclusdo:

dado a>0, a série > a" converge para a<l e diverge para
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a>1. Nesse caso especifico, também é possivel calcular o limite para

quando a série converge: como a<1, temos lima"" =0 e portanto
n—oQ
n+l
o .. |a"T—a a
>, a*=1lim|——|= .
e S O

Resumindo o que foi dito no inicio da se¢do, nosso objetivo é analisar os crité-
rios de convergéncia de séries numéricas. Ndo estamos preocupados aqui com o
valor que assume a soma Y_;° c, , mas sim se estd bem definida (ou se ¢ infinita,
por exemplo). Sob o ponto de vista da andlise matematica, nosso interesse se
distancia um pouco de saber aplicar as propriedades de convergéncia em exemplos
especificos (na verdade, esse nao é nosso interesse aqui). Estamos interessados nas
propriedades de convergéncia, isto é, queremos saber se >_c, converge ou nio. O
célculo da soma de uma série estd fora do escopo deste texto.

Olhemos mais de perto a série > c,, em particular o termo geral c,.
Suponha, apenas como exemplo, que todos os termos ¢, sdo positivos. Entdo
asérie 3¢, ¢ uma sequéncia crescente. Imagine que essa série convirja. Entdo
ndo pode existir um nimero a>0 tal que ¢, >a para todo n. Se isso aconte-
cesse, teriamos que o limite 3°° ¢, seria maior do que o limite da sequéncia
dada por y,=n-a. Mas limy, =00, de modo que entdo o limite da série
¢, também é infinito, isto é, 3°;° ¢, = oo . Outra maneira de ver isso ¢ utili-
zando a definicdo de limite infinito, vista no final da Segdo 2.1. Escrevamos
x,=>_c.. Entdo, dado K>0, seja N, dado pelo menor niimero natural
que é maior do que K/a . Entdo, se n>N,, segue que n-a>K. Como
x,>n-a, chegamos a ¢, >K. Ou seja, dado K>0, encontramos
N, €N, tal que, se n>N,, entdo >} ¢ >K. Mas essa é justamente a
defini¢cdo de limite infinito que ja vimos e, portanto, chegamos a conclusio
de que limx, =X, ¢, = oo . Baseando-se nos argumentos expostos, podemos
enunciar o seguinte teorema (LIMA, 2016a):

Teorema 2.13: se > ¢, é convergente, entdo temos lime¢, =0.

Dem. Se ¢, >0 para todo n, entdo a demonstragéo foi feita logo acima.
Mas, claro, ndo precisa ser assim. Seguindo os passos de Lima (2016a,
p. 40), escreveremos x,=>_c,. Definiremos uma nova sequéncia
(y,)» da seguinte forma: escolhemos y, =0 e y,=x, . Assim, vemos que
x,=y,+c,.Como nossa hipétese é de que (x,) é convergente, seja a =limx, .
Entdo,como y, =x, , para n>1,temos que também limy, =a . Agora, escre-
vendo ¢, =x,—y,, do fato de que tanto (x,) quanto (y,) sdo convergentes
e utilizando os resultados sobre a soma de limites do Teorema 2.3, temos
que lim(xn —yn)zlimxn —limy,=a—a=0. Isto é, lime, zlim(x” —yn):0 s
completando a demonstra¢io. O
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Dessa forma, independentemente do sinal de cada termo c,, vemos
que uma condi¢do necessaria para que Y.c, seja convergente é a de que
limc, =0, ou, em outras palavras, que os termos ¢, vao ficando arbitraria-
mente pequenos conforme 7 tende ao infinito.

Qooc Reflita

O Teorema 2.13 afirma entdo que, se a série ch convergir, seu termo
’ geral ¢, deve ir a zero para n tendendo ao infinito. Surge naturalmente
uma pergunta: e a reciproca, é verdadeira? Isto é, serd que, dada uma
sequéncia (c”) convergindo para 0, a série correspondente > ¢, serd

sempre convergente?

Temos também, para séries, o andlogo do Teorema 2.3 (que relaciona
os limites de duas sequéncias convergentes com as opera¢des de soma,
multiplicacdo e divisdo). Isto é, se duas séries >°b, e > ¢, forem conver-
gentes, com X b=B e Y ¢ =C, entio X (b +c,)=B+C. No
entanto, é facil ver que a série definida pela multiplica¢do ou divisdo
dos termos gerais de duas séries convergentes nem sempre converge. Ou
seja, para as séries >1b, e Y¢, nem sempre vale Z,ﬁil(bk/ck>: B/C . Isso ¢
facil de se ver com um contraexemplo: tome b, =c, para todo k. Entdo
b./c, =1 para todo k e, apesar de as duas séries originais convergirem,
temos >, (bk/ck>:oo. Logo, nos restringiremos apenas a propriedade
de adigdo de séries.

Enunciamos entdo o seguinte teorema (AVILA, 1993, p- 49):

Teorema 2.14: sejam >.b, e >.¢, duas séries convergentes, com
©.b,=B e X7 ¢, =C, e seja zum nimero real. Entdo valem:

a) X7, (b+e,)=B+C,isto é, X7 (b +c)=27 b+ ¢,
b) X3 (z:b,)=z-B, isto & X7, (zb,)=2-27 b, .

Em particular, as séries 2 (b +c,) e X7, (k-b) serdo conver-
gentes. Em outras palavras, o sinal de somatério “comuta” com as
operagdes de soma e de multiplicagdo por escalar quando as séries
originais convergem.

Faga vocé mesmo

Demonstre o Teorema 2.14. Para isso, siga 0s mesmos passos do Teorema
2.3, onde foram demonstradas propriedades analogas para sequéncias
convergentes. Lembre-se de que toda série é uma sequéncia!
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Enunciaremos agora um teorema, sem demonstragdo. Dizemos que uma
série Yc, ¢ absolutamente convergente se a série 3_|c,| converge (AVILA,
2006, p. 124). Entédo, temos o seguinte resultado referente a séries absoluta-
mente convergentes:

Teorema 2.15: se a série ¢, for absolutamente convergente, entio ela
também ¢ convergente.

Dem. Ver Lima (2016b, p. 139). O

Critérios de convergéncia

Dada uma série > ¢, , muitas vezes é dificil avaliar se ela converge ou ndo
apenas inspecionando a forma de seu termo geral ¢, . Para avaliar a conver-
géncia da série existem diversos testes que podem ser aplicados ao termo
geral. Veremos aqui dois deles: o teste da comparagdo e o teste da razio.
Lembremos que nosso objetivo ndo é aqui o de verificar se séries especi-
ficas convergem ou ndo, mas sim de demonstrar, com o rigor matematico
necessario, a validade desses testes. As demonstragdes desses testes podem
ser encontradas, por exemplo, em Avila (2006) ou Lima (2016a; 2016b),
com enfoques diferentes em cada uma das referéncias. Note que, nos testes
descritos a seguir, nada pode ser dito sobre o valor da soma >;° ¢, ; a tnica
informagéo é sobre a convergéncia (ou ndo) da série Yc, .

Mencionamos antes do Teorema 2.13, em outras palavras, o seguinte
fato: se duas sequéncias (c,) e (y,) de nimeros nao negativos forem tais que
¢,>y, paratodo n, entdo, se 3y, diverge, segue que Xc, também diverge.
Deixemos preciso esse resultado (LIMA, 2016a, p. 39):

Teorema 2.16 (teste da comparagdo): sejam> ¢, e >.d, duas séries
numéricas. Suponha que exista N, €N, tal que, para todo n>N,, temos
|c,|<|d,| - Entdo, se °d, for absolutamente convergente, > c, também sera
absolutamente convergente. Ji se > |c,| for divergente (ndo convergente),
entdo Y-|d | também sera divergente.

Dem. Mostremos primeiro que se >.d, for absolutamente conver-
gente, >.c, também sera absolutamente convergente. Sejam x, :ZZ:1|Ck|
ey = Zzzl|dk| .Entdo x, e y, sdo ndo negativos paratodone x, <y, para
todo n. Além disso, (x,) e (y,) sdo sequéncias mondtonas nao decres-
centes. Se Yd, for absolutamente convergente, entdo (y,) sera conver-
gente e, portanto, limitada. Segue que (xn) serd também limitada e, pelo
Teorema 2.9 (toda sequéncia monétona limitada é convergente), segue
que (xn) serd convergente. Em outras palavras, > ¢, serd absolutamente

convergente. A segunda afirmagdo, se >-|c,| for divergente entio X|d,|
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também serd divergente), é a negacdo da primeira e, portanto, também ¢é
verdadeira. Mas vejamos explicitamente: se (x,) for divergente, entdo isso
significa que limx, =oc, pois (x,) é ndo decrescente. Dado que x,<y,
para todo #, entdo segue que limy, =co e, portanto, > |d | sera divergente
(demonstre essa afirmagéo utilizando a defini¢ao de limites infinitos, para
fixa¢ao do conteudo). O

Em particular, se tivermos no teorema apresentado |c,|<z:|d,| para
alguma constante z positiva e para todo n, o resultado continuard valendo.
Isso porque, se >.d, for convergente, pelo Teorema 2.14 a série 3(z-d,)
também sera convergente.

Consideraremos agora o teste da razdo, que determina a convergéncia da
série ¢, em fungdo do quociente c,,, /c, (LIMA, 2016a, p. 42):

n+l

Teorema 2.17 (teste da razdo): seja >.c, uma série e considere a
sequéncia (c,) correspondente. Suponha que exista N, €N tal que, para
n>N,, 0 quociente |c,,, / ¢,| seja menor do que uma constante K <1, isto é,
€,1/¢,| <K <1 para n>N,. Entdo a série >, é convergente.

Dem. Ver Lima (2016a, p. 42). Uma demonstragdo alternativa pode ser
encontrada em Figueiredo (1996, p. 36). Vale ressaltar que teorema ¢é valido
quando existe o limite lim|c,, /c,| <1 (AVILA, 1993, p.58). O

Assimile
Os testes de convergéncia baseados no comportamento do termo geral
! ¢, funcionam, em geral, da seguinte maneira: ou compara-se o termo ¢,
com o termo seguinte ¢, , e toma-se o limite de n indo para o infinito,
ou constrdi-se uma fungdo f(cn) e analisa-se seu comportamento para
nindo para o infinito (caso, por exemplo, da convergéncia absoluta), ou
compara-se os termos gerais de duas séries distintas para n indo para
o infinito. Mas sempre devemos focar o limite n— oo, pois é nesse
limite que é possivel testar se a série converge ou ndo. De fato, dado
N,€N, a soma parcial x, =M ¢, & um ndmero real (finito) e,
portanto, a convergéncia da série depende somente do comportamento
do termo geral para n>N,. Como N, €N ¢ arbitrdrio, vemos de fato
que a convergéncia de > ¢, depende somente do comportamento do
termo geral da série limite n— oo .

Os testes da razdo e da raiz foram enunciados aqui sem demonstragio, e
foram indicadas referéncias onde a demonstragdo esta feita. Veremos mais
sobre esses testes nas questoes ao final da se¢éo.
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Assim, chegamos ao final da unidade. Nela, aprendemos sobre sequén-
cias (e séries) e sobre o significado de convergéncia. Esse conceito de conver-
géncia serd estendido na proxima se¢do para englobar também o caso de
fun¢des de uma variavel real, dando sentido a nog¢éo de continuidade de uma
fungdo. Mas ndo hd com o que se preocupar: construiremos esses conceitos
de forma rigorosa e embasada. A parte mais importante de se notar é que o
conhecimento é sempre acumulativo: desse modo, um bom entendimento
dos conceitos e resultados sobre convergéncia de sequéncias apresentados
aqui (em particular o entendimento das demonstragdes dos teoremas) sera
de grande valia para a melhor compreensdo das nog¢des de convergéncia e
continuidade de fungdes apresentadas na proxima unidade.

Saiba mais

E interessante consultar referéncias que apresentem uma grande quanti-
H dade de exemplos, assim como resultados adicionais aos apresentados

aqui no texto (com as respectivas demonstragdes). Isso permite que

vocé tenha uma visdo mais ampla do contetdo apresentado e um olhar

mais critico sobre o assunto, ja que terd estudado diferentes aborda-

gens. Uma boa referéncia para complementar o estudo desta se¢do sdo

as paginas 47 a 61 pertencentes ao capitulo 3 do livro a seguir:

AVILA, G. S. de S. Introdugdo a analise matematica. 2. ed. S3o Paulo:

Edgard Blucher, 1993.

E interessante, se possivel, estudar todo o capitulo 3. Outros conceitos

ndo abordados aqui estdo presentes |4, aumentando assim a gama de

ferramentas que vocé dominara apds o estudo.

Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé foi contratado por uma empresa para dar uma
consultoria de métodos quantitativos, e que os integrantes da companhia tém
formagcéo interdisciplinar.

Uma das situagdes que chegou até vocé foi a de um problema de epide-
miologia que trata da taxa de crescimento em fung¢do do tempo de uma
determinada bactéria.

Os pesquisadores tém tabelas com a quantidade de bactérias que cresce
em cada hora passada, e vocé encontrou padrdes nessas tabelas, de modo que
pode agora escrevé-las como uma regra simples dada por fungdes conhecidas.

Vejamos entdo: para cada hora, vocé sabe o nimero de bactérias que
aumentou na populagdo de bactérias da hora anterior. Somando os niimeros
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obtidos em cada hora vocé terd a soma ao longo do tempo (que podemos
parametrizar por um numero natural n) do ndmero de bactérias que
cresceu naquele periodo (que podemos chamar de ¢, ). Logo, a soma dos
elementos da tabela seria equivalente a uma série > c, . Analisando a tabela,
vocé chegou a uma expressio para os termos ¢, em fungdo do niimero n, da
mesma maneira que tratamos ao longo da segao.

No entanto, vale salientar aqui que vocé ndo tem infinitos valores na
tabela (e nunca terd, em uma situacdo pratica). Isso significa que, rigoro-
samente falando, vocé nunca terd uma resposta definitiva para a pergunta
dos pesquisadores: “a populagio de bactérias atingird um limite ou se expan-
dird indefinidamente?”. Isso porque a convergéncia da série é dada, como
vimos, pelos seus “Gltimos” termos, isto é, para o comportamento de seu
termo geral quando # tende ao infinito. Nesse momento é importante se
lembrar de que a natureza é sabia, e a maioria dos fendmenos naturais segue
regras bem definidas. Dessa forma, se a quantidade de horas avaliada pelos
pesquisadores for grande o suficiente, vocé tera muitos valores ¢, para os
termos iniciais da série, de modo que a predi¢do obtida pela relagdo que vocé
encontrou tem grandes chances de ser valida. Mas vale fazer essa ressalva
no relatério: pode ser que, para tempos muito longos, um outro fator (por
enquanto desconhecido) influencie esse crescimento, como a limitagdo no
espago total em que a cultura de bactérias esta inserida. Se ndo ha espago
suficiente, as bactérias podem parar de se proliferar, e a relagdo que vocé
encontrou pode nao ser mais vélida.

Mas ignoraremos esse ponto por enquanto e focaremos o resultado que
vocé obteve, em que sua relagdo funcional para ¢, prediz que limq/a =0.54
. Assim, vocé tem de elaborar um relatorio técnico explicando se a série que
vocé obteve, que descreve os dados da tabela, converge ou nio, e por qué.
Consultando livros de anilise, vocé provavelmente se deparard com o teste
da raiz, que diz o seguinte (LIMA, 20164, p. 43): seja a série >c, de termos
todos nio negativos. Se lim(/a =<1, entdo a série é convergente.

Esse é exatamente o resultado que vocé procurava, pois vocé tem que
lim% =0.54 . Mas isso ndo ¢é suficiente para o relatério técnico, pois vocé
precisa explicar o porqué de o teste da raiz ser verdadeiro. Para isso, vocé deve
consultar os livros de analise para encontrar a demonstragao desse resultado,
ou demonstrar vocé mesmo. Apresentaremos aqui a demonstragio desse
resultado, e nos referiremos a Lima (2016a, p. 43), para detalhes adicionais.

Pela definicio de limite, se limq/a =L dado £>0, existe N, €N tal que,
se n> N, entdo Wa— L| <e.Logo, supondo L<1 etomando >0 pequeno
o suficiente para que exista a<1 positivo, tal que (/Z <a<l1 para n>N,
(demonstre que isso é possivel), teremos que, para n>N,, ¢, <a".
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Mas ja vimos as propriedades da série geométrica ao longo da se¢do
(vale recapitular os resultados; os passos intermediarios podem, e devem, ser
consultados ou feitos aqui por vocé). Escrevendo x, =¥} a* =a+a’ +...+a"

n+l

. . a . .
a soma parcial de ordem n, obtivemos que x,= — isto €,
a—
avx+1 —a
> a"=——— Assim, tomando o limite de n tendendo ao infinito, vimos

a—1
que a série geométrica é convergente para a <1 e obtivemos a soma da série

1
n+7a a

S 0o . a
geométrica como Y7 a* =lim|——|= .
n—ool g—1 a—1

Dessa maneira, pelo teste da compara¢do, como ¢, <a" para todo
n>N,, segue que > ¢, também converge. Em particular, no caso especifico

do problema tratado, temos L= lim(/a =0.54 , de modo que L<1 e a série

obtida para o crescimento da populacdo de bactérias também convergird
(mas lembre-se da ressalva de que vocé ndo tem acesso aos infinitos termos
da série, somente a um niimero finito; o que vocé faz aqui é uma extrapolacao
com base em modelos matematicos).

Portanto, é aconselhavel que conste no relatério a demonstragio do teste
da raiz assim como dos resultados auxiliares utilizados na demonstragio.
Em particular, seria desejével incluir a defini¢do de limite de uma sequéncia,
a definicdo de convergéncia de uma série, a demonstracdo de que a série
geométrica converge para A <1, como feito no exemplo ao longo da segao
(aqui ¢ um bom momento para revisar esse exemplo), e também o enunciado
e a demonstragio do teste da comparacdo. Note que para elaborar o relatério
técnico foi necessario demonstrar um teorema, o que mostra mais uma vez o
poder e a abrangéncia das técnicas de andlise.

Avangando na pratica

Virus nos celulares

Descrigao da situagao-problema

Imagine que vocé foi contratado para fazer parte do time de analise de
sistema de uma empresa que fabrica smartphones. Por algum motivo desco-
nhecido, existe na loja de aplicativos um aplicativo que instala um virus no
celular, inutilizando-o. Esse virus atinge, na verdade, a interface desenvol-
vida por algumas marcas de celular, entre as quais esta a sua. Os cientistas
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e engenheiros de computagdo do time estdo tentando resolver essa falha
de seguranca no sistema, mas a vocé coube a tarefa de avaliar se todos os
celulares serdo afetados, ou se apenas uma parcela deles serd, para tentar
avaliar a rapidez com que a nova atualiza¢do do sistema, que estd sendo
desenvolvida, precisa ser disponibilizada aos usudrios. Analisando os dados
sobre a quantidade de usudrios afetados, vocé chegou a conclusdo de que, a
cada hora, a quantidade de celulares afetados cresce cada vez mais, aproxi-

1 ‘ .
madamente aumentando de <—1) na n-ésima hora. Existe esperanca de
nin+

que a quantidade de celulares infectados atinja um limite?

Resolugio da situagao-problema

Vocé precisa entdo avaliar as propriedades de convergéncia da série

Z—l . Vale sempre ressaltar que essa é uma estimativa confidvel,
n(n+1)
porém ndo certeira. Vocé ndo tem acesso aos infinitos termos da série,
de modo que hd sempre a possibilidade de a regra que vocé descobriu
analisando os dados existentes deixar de valer para tempos mais longos.
Mas, baseado sé no que foi disponibilizado até agora, isso é o melhor
que vocé pode fazer. A demonstragdo da convergéncia dessa série (sim,
a série converge) é entdo seu objetivo de pesquisa aqui, e para tanto vale
consultar a referéncia em que isso estd demonstrado: Lima (2016b, p.

136). Uma dica é a seguinte: escreva ;:l

—— e pesquise sobre
n(n+1) n n—+l pbesq

a definig¢do e as propriedades das séries telescopicas.

Faga valer a pena

. ” il A . .
1. Consideremos a série Z(f 1) a" para a>0. Essa série ¢ muito parecida

com a série geométrica apresentada ao longo da se¢ao. Queremos avaliar aqui sua
convergéncia. Para isso, langamos méao de um dos resultados do capitulo, que nos diz
que dada uma série Y c, , se tivermos que , entdo > ¢, também
converge. Assim, chegamos a conclusdo de que Z(f I)HH a" converge para a<1 e,
portanto, a série geométrica ) a" convergird para —1<a<l1.

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna:
n+l ,
a) Z(f l) ¢, € convergente.
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b) Z’cn’ é convergente.
c) lime, =0.

d) limlc,., /e,|<1.

&)Xy (z¢)=2"27, ¢, para zER.

2. Demonstraremos aqui o Teorema 2.15: se a série >_c, for absolutamente conver-
gente, entdo ela também é convergente. Seguiremos os passos da demonstragao dada
por Lima (20164, p. 41-42). Suponhamos Z’cn’ convergente. Entdo, definiremos duas
séries auxiliares: 3P, e >N, , que chamaremos respectivamente de parte positiva e
parte negativa de > c, . Essas partes serdo definidas da seguinte forma: para a parte
positiva, colocamos P =c, se c,>0 e P =0 se ¢, <0. Para a parte negativa,
fazemos N, =—c, se ¢, <0 e N, =0 se ¢, >0. Assim, para cadan, c,=P,—N,,
e, portanto, 3¢, = Z(P” —Nn) .Seas séries 3P, e 3_N, convergirem, entao > c,
também convergird. Utilizaremos agora nossa hipdtese e o teste da comparagao.
Primeiro notamos que tanto - P, quanto > N, sdo séries formadas apenas por
termos ndo negativos. Além disso, vemos que para todo n. Entdo segue
pelo teste de comparagao que, como Z’cn’ ¢ convergente, tanto > P, quanto 3>_N,
também serdo convergentes. Mas entdo, pelo Teorema 2.14, de
modo que, como as duas somas do lado direito sdo finitas, a série ¢, = Z(P,, —N n)
¢é convergente.

Assinale a alternativa que preenche corretamente as lacunas:

a) B,<le,| e N, <[e,|s 2% (B~ N) =X, B~ XN,
b) B, <le| e N, <|e,|s T, (B —N,) =217, R,

) P, <|e,| e N, <|e,[s T (B—N) =2, B —XE N,
d) B,<lc,| e N, <[e,|s T, (B —N,) =X, B -XE,N,
e)P,<lc,| e N, <|e,|; T (B +N,) =2 B+ N,

3. Demonstraremos aqui o teste da razdo (Teorema 2.17): seja >.c, uma
série e considere a sequéncia (Cn) correspondente. Suponha que exista
N, €N, tal que, para n> N, 0 quociente |cn " / ¢,| sejamenor do que uma constante
0<K<1, isto é, cn+1/cn| <K <1 para n>N,. Entdo a série ch ¢é convergente.

Para isso, suponhamos, sem perda de generalidade, que todos os termos da série

sd0 ndo negativos. Se nao forem, chegaremos a conclusdo de que a série > ¢, sera
. Mas, pelo Teorema 2.15, seguird que ch ¢ convergente.
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Seguiremos as demonstragdes dadas em Avila (1993, p. 58) e Lima (2016a, p. 42).
Outras demonstragdes alternativas podem ser encontradas em Figueiredo (1996) e
Lima (2016b). De ¢ /cn <K <1 segueque ¢, <K-c, e portanto, c, < KN Cy,

n+l
para n>N,. Escrevemos entio cn<K'N°~cNa-K”. Assim, temos que >.c, €

majorada pela série 3"k, ,onde k, =c, para n<N, e para n>N,. A
menos de uma constante, entao, podemos considerar Zkﬂ como uma série geomé-
trica em K (argumente por qué). Como 0<K <1, segue do que vimos ao longo da
se¢do que > k, ¢ convergente. Logo, pelo , 2_¢, também ¢ convergente.
Qual alternativa preenche corretamente as lacunas?
a) absolutamente convergente; k,=K"; teste da comparagio.
b) absolutamente convergente; k, =K Mo -cy -K"; teste da comparagao.
0

. . _ —N, n, -~
c) divergente; k, =K ™ “Cy, -K"; teste da comparagao.
d) absolutamente convergente; k, = Cy, -K"; teste da comparagio.

e) divergente; k,=K"; teste da raiz.
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Unidade 3

Limites e continuidade de func¢ées

Convite ao estudo

Caro aluno, avancamos bastante no estudo da analise matematica. Até
aqui, vocé aprendeu sobre a construgido dos principais conjuntos numéricos,
culminando na constru¢do dos nimeros reais, conteudo que ¢é de extrema
importancia para o bom entendimento do que significa a reta real. Também
vimos os conceitos de sequéncias e séries numéricas, e uma importante
propriedade: a de limite de uma sequéncia e sua correspondente conver-
géncia, estudando e demonstrando rigorosamente diversos resultados sobre
convergéncia.

Aqui, nesta unidade, nosso objetivo é estender o conceito de limites de
sequéncias para abordar um caso mais geral, o de limites de fun¢des. Para isso
devemos olhar para a “vizinhanga” completa de um ponto: ndo sé para um
conjunto enumeravel (os termos da sequéncia), mas sim para um conjunto
ndo-enumeravel (um intervalo). O estudo do comportamento de fungdes
na vizinhan¢a de um ponto também ¢ interessante do ponto de vista fisico:
muitos sistemas eletronicos podem ser modelados por fung¢des descontinuas,
como sistemas liga-desliga ou a influéncia de forgas de impulso.

Como uma aplicagdo do contetido aprendido durante a unidade, conside-
remos que vocé foi convidado a construir um curso de formag¢ao continuada
para professores de matematica do ensino médio, que deve abordar limites,
continuidade de fungdes, limites no infinito e limites infinitos. O curso deve
abordar conceitos bésicos de limites de funcoes e de continuidade, assim
como aplicagdes no dia a dia para servirem de exemplos em sala de aula.

Trés encontros mensais consolidardo os ensinamentos de cada topico, nos
quais serdo apresentados conceitos e situagoes em que o conteido ensinado
possa ser passado para os alunos de maneira diddtica. Seu objetivo é elaborar
sobre essas situacdes de forma a permitir que os professores ensinem esses
conceitos a partir do material ensinado no ensino médio.

Toda a base dos conceitos de limite e continuidade se baseia na ideia de
intervalos, e com base nela, no primeiro encontro, é interessante desenvolver
os conceitos de vizinhanga de um ponto e, generalizando, de conjuntos
abertos. Esses conceitos podem ser passados de modo a manter uma didética
compativel com a sala de aula do ensino médio, e ¢ sua tarefa desenvolver



essa abordagem. Jd& num segundo encontro, é esperado que seja ensinado
o conceito de limite. Para uma melhor familiarizagcdo desse conceito, uma
possibilidade ¢ a introdugdo de limites no infinito e a exemplificagdo com
situagdes concretas. Uma terceira parte compreenderia o assunto de fungdes
continuas, e por consequéncia de fun¢des descontinuas.

A primeira se¢do abordard conceitos da topologia da reta, como conjuntos
abertos e fechados e vizinhangas, que serdo a base para as construgdes reali-
zadas nas se¢Oes posteriores. A segunda se¢do trard o conceito e as principais
propriedades de limites de fun¢des, enquanto a terceira se¢do versara sobre
fungdes continuas. Aqui, as técnicas e conceitos da unidade anterior serdo
muito valiosas: o conhecimento é sempre cumulativo. Esteja certo de que este
aprendizado valera a pena!



Secao 3.1

Conceitos de topologia

Dialogo aberto

Como podemos definir a vizinhanga de um ponto? Qual a intui¢do que
temos sobre esse conceito? Notamos que, no dia a dia, a vizinhanga de um
local (ou suas redondezas) consiste em tudo que estd ao seu redor. Assim,
conseguimos visualizar o que seriam os arredores de um ponto no plano
cartesiano, por exemplo. A drea da matematica que trata desse tipo de estru-
tura é a topologia. Ela responde perguntas como: o que significa chegar
“arbitrariamente préximo” de um ponto? O que é um conjunto aberto? O
que é um conjunto fechado? O que todas essas coisas significam?

Como contexto de aprendizagem, suponhamos que vocé foi contratado
para construir um curso de formagao continuada para professores de matema-
tica de ensino médio que deve abordar limites, continuidade de fungdes, limites
no infinito e limites infinitos. Mas de nada adianta falar desses conceitos sem
primeiramente explicar quais sdo as estruturas da reta real em que se baseiam
os conceitos de limite. Desse modo, no primeiro encontro com os professores é
preciso abordar conceitos de topologia da reta, para familiariza-los com as estru-
turas como vizinhangas de um ponto, conjuntos abertos, fechados, e assim por
diante. Para isso, é possivel comecar com contetidos que sdo de conhecimento
dos alunos de ensino médio, como intervalos abertos e fechados. Dai pode-se
colocar um problema/objetivo ao qual queremos chegar, como: enunciar (e se
possivel demonstrar) o seguinte resultado: X CR ¢ fechado se, e somente se,
toda sequéncia convergente de elementos de X convergir para um elemento
de X. Vocé pode entio colocar a pergunta: e o que mais podemos dizer sobre
as sequéncias em X se ele também for limitado? Prepare um gabarito com a
resposta para poder tirar as davidas durante esse debate.

Nesta se¢do estudaremos conceitos bésicos de topologia, focando na
topologia da reta real. Definiremos precisamente o conceito de vizinhanga de
um ponto, de interior de um conjunto, assim como 0s conceitos de conjuntos
abertos e fechados. Demonstraremos os principais resultados sobre o assunto.
Mas serd que isso é suficiente?

Os conceitos desenvolvidos aqui, assim como as técnicas de demonstragdo
abordadas (baseado no conceito de intervalos arbitrariamente pequenos),
serdo fundamentais para o entendimento das se¢des seguintes do livro. Além
disso, a topologia ¢ um ramo muito bonito da matemdtica. Desejamos que
vocé, leitor, possa apreciar essa beleza, que também lhe trard grande maturi-
dade matematica.
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Nao pode faltar

Vamos comegar nossa se¢do com uma reflexdo: o que é a vizinhanca
de um ponto? Ou, em outras palavras, o que seria uma boa defini¢io da
vizinhanga de um ponto? Faz sentido falar na “fronteira” de um conjunto?
Como podemos estudar esses conceitos?

A topologia é uma drea da matematica que estuda as relagdes entre
vizinhangas, limites e de continuidade em diferentes contextos. Embora
essa drea trate de conjuntos de uma forma geral, os chamados espagos
topologicos, ¢ aqui nosso interesse tratar da topologia da reta real. Desse
modo, todos os conceitos apresentados serdo baseados em estruturas jé
existentes no conjunto dos nimeros reais, embora valha mencionar aqui,
que os conceitos apresentados admitem extensdo para conjuntos e espagos
mais gerais.

Vamos relembrar um conceito fundamental para a construgio de todos os
demais desta se¢do: os intervalos. Temos o conjunto R dos nimeros reais, € a
partir dele definimos os seguintes subconjuntos, exemplificados na Figura 3.1:

(a,b):{xeR;a<x<b}, [a,h]:{xER;agxgb},
[a,b):{xeR;a§x<b}, (a,b]:{xeR;a<x§b}

Onde, em particular, (a,b) é chamado de intervalo aberto e [a,b] de
intervalo fechado. Também definimos as semirretas:

(a,oo):{xeR;x>a}, (—oo,h):{xE]R;x<b},
[a,oo):{xeR;xZa}, (—oo,b}:{xER;be}.

Figura 3.1 | intervalos abertos e fechados

(-8, -5) [-4, -1] (1, 3] [4,7)

©- @

8 7 -6 -5 -4 -3 -2

Le
w®
EN )

o 1 2 5 6 7 8 9

Fonte: elaborada pelo autor.

Também nos referiremos a cada numero real como um ponto de R,
isto é, um ponto sobre a reta. Vamos entdo definir o que é uma vizinhanca
de um ponto. Intuitivamente, vizinhanca é tudo o que esta ao redor. Por
exemplo, se tomarmos um disco de raio R no plano cartesiano, esse disco
intuitivamente serd uma vizinhan¢a do ponto central (ver Figura 3.2).
Ja se retirarmos desse disco um setor circular, se nos aproximarmos do
ponto central por qualquer curva que venha de fora do conjunto restante,
“chegaremos” a esse ponto sem ter que “entrar” no conjunto. Assim, um
disco do qual foi retirado um setor angular ndo sera uma vizinhanca de
seu ponto central.
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Figura 3.2 | Vizinhangas no plano cartesiano

Fonte: elaborada pelo autor.

Dessa forma, podemos definir uma vizinhan¢a de um ponto peR
como sendo um conjunto V C R tal que existe >0 tal que (p=6.p+o)CV,
isto é, tal que o intervalo aberto (p —6,p+ 6) estd contido em V. Nesse caso,
dizemos também que um ponto p que satisfaz essa propriedade é um ponto
interior a V, e o conjunto dos pontos interiores a V é chamado de interior
de V (LIMA, 2016b).

Vemos que faz sentido essa defini¢do, se compararmos com a nog¢ao
intuitiva apresentada na Figura 3.2: se existe 6>0 tal que (p—6,p+6)CV,
entio todo ponto “arbitrariamente proximo” de p também serd elemento de V.
Nesse sentido, embora estejamos apenas sobre a reta real, podemos dizer que
se VCR éumavizinhancade peR entdo p estd “cercado” de elementos de V.

Notemos uma propriedade interessante, que também ¢é bastante intuitiva:

Lema 3.1: Se VCR ¢ vizinhan¢a de peR e o conjunto B ¢é tal que
V CBCR, entdo B também é vizinhanca de p.

Dem.Temosque V CR évizinhangade p € R .Entdo, peladefini¢do, existe
6>0 tal que (p—&,p+6)CV. Mas como V C B, entdo (p—é,p+6)chB ,
de maneira que B é entdo vizinhanca de p. O

Desse modo, se encontrarmos uma vizinhanga V de um ponto, todo
conjunto que contiver V também sera vizinhanca desse ponto. Nesse sentido,
e como esperado, o conceito de vizinhanga é local: depende somente do que
acontece bem préximo ao ponto.

C@ Exemplificando
! Vejamos os dois exemplos mais simples de vizinhangas: os intervalos.

Tomemos um intervalo aberto (a,b):{xe]R;a<x<b} e pe(a,b) .
Entdo afirmamos que (a,b) é vizinhanga de p. Para mostrarmos isso,
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precisamos encontrar §>0 tal que (p—é,p+6)c(a,b). Mas entdo

>

1
vamos escolher 6:Emin{|p—a

b—p|}. Entdo claramente §>0 e,

para esse valor de §, temos (p—é,p+§)c(a,b), demonstrando o
resultado.

Notemos que, se pe(a,b), entdo também pela,b), pe(ab] e
pe[a,b]. Dessa forma, se (a,b) for vizinhanga de p, entdo pelo
lema anterior [u,b), (a,b} e [a,b] também serdo. Mas note que,
se tomarmos p=b, o intervalo [a,b] ndo sera vizinhanga de p.
Isso porque [a,b]:{xeR;agxgb} e entdo, para qualquer 6>0,
p+6¢[a,b] e portanto (p—é,p—f—é)gZ[a,b}.

Observagdo: lembre-se da negacdo de uma afirmacgdo. Se queremos
negarque §>0 talque (p—é,p-f—&)c[a,b} , temos que mostrar que
paratodo §>0 teremos (p—&,p+8)¢ [a,b]-

Chegamos entdo a um ponto importante de nossa discussdo: a definigdo
de um conjunto aberto. Intuitivamente, uma regido aberta é aquela que néo
tem fronteira. Na reta, isso significa que nenhum ponto serd extremo do
conjunto. Vamos deixar mais preciso: um conjunto ACR ¢ dito aberto se,
para todo ponto pe A, A for vizinhanga de p. Em linguagem matematica, A
é aberto se, para cada pe A, existir §>0 (possivelmente diferente para cada
p) tal que (p—6,p+6)C A (LIMA, 2016Db).

Cl@ Exemplificando
I Do exemplo anterior, vemos que todo intervalo do tipo

(a,b):{xe]R;u<x<b} é um conjunto aberto, segundo a definigdo
acima. Assim, ndo é a toa que o chamamos de intervalo aberto.
Nas sec¢Oes anteriores, essa denominagdo foi dada pois (a,b) nao
contém seus extremos. Mas agora vemos que (a,b)também é
aberto no sentido “topolégico” definido aqui, ou seja, no sentido
referente a definigdo das vizinhangas de um ponto.

Também, as semirretas (a,00) e (—oo,b) sdo conjuntos abertos,
como vocé, leitor, pode verificar. E, também, o conjunto R dos
numeros reais é aberto, pois para todo peR, qualquer §>0 que
tomarmos serd tal que (p—6,p+6)CR -

Por outro lado, temos que o conjunto vazio, @ C R, também é aberto.
Isso porque, pela definicdo, & serd aberto se, para todo ponto peg,
@ for vizinhanga de p. Mas @ ndo tem nenhum elemento, de modo
que essa propriedade é satisfeita pelo que chamamos de “vacuidade”.
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Vamos verificar entdo abaixo algumas propriedades dos conjuntos
abertos, que definem a topologia da reta. Primeiramente, veremos que a uniéo
de conjuntos abertos é um conjunto aberto, o que faz sentido se pensarmos
em termos das vizinhangas de p.

Teorema 3.2: A unido finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto.
Dem. Sejam A,,..., A, conjuntos abertos, e considere a unido B=A,U...UA,,

istoé, B= OAk . Entdo, tomando p € B arbitrério, existird k <n tal que p€ A4, .
=]
Mas entéo,kcomo A, éaberto, pela defini¢do existird um niimero §, >0 tal que
(p—6.p+8,)C A, .Dessemodo,como A, C B ,teremos (p—6,,p+8,)C A, CB.
Ou seja, tomamos pe Barbitrario e obtivemos um ndmero 5,>0
(embora ndo explicitamente, mas isso ndo é importante para a demons-
tragdo) tal que (p—¢,p+6,)CB. Mas essa ¢ exatamente a definigio
de que B ¢ aberto e, portanto, o teorema estd demonstrado.
Segue do teorema anterior um outro teorema, mais forte, mas cuja demonstrac;éo

¢ essencialmente a mesma:
Teorema 3.3: A unido arbitraria de conjuntos abertos ¢ um conjunto aberto.

Dem. Por “arbitraria’, queremos dizer aqui que essa unido pode ser finita
ou infinita (e enumeravel ou ndo). Ou seja, existird um pardmetro « , que
pode ser tomado como numero natural ou real, por exemplo, que indexara
os conjuntos abertos, de modo a termos uma familia de conjuntos abertos
{A,} indexadas por « . O teorema afirma entio que a unido de todos

esses conjuntos, B:UAQ , serd um conjunto aberto. A parte importante
(&3
da demonstracdo consiste em notar que, se peB:UAa , entdo existira
«

um valor (8 tal que peA,. Entio podemos seguir com a demonstragao da
mesma maneira que no teorema 3.2. Uma boa sugestdo ¢ que vocé, leitor,
adapte a demonstra¢do do teorema 3.2 para terminar esta. Qualquer davida,
consulte Lima (2016b), p. 165, onde esta demonstragdo estd completa e na
qual nos baseamos. O

Vemos entdo que a unido de conjuntos abertos também é um aberto.
Isso, como dito anteriormente, estid de acordo com a conceito de vizinhanga
enunciado no inicio desta segdo. Mas, e a interse¢do de conjuntos abertos,
como se comporta? Serd que a intersecdo de conjuntos abertos continua sendo
um aberto, ou de alguma maneira conseguimos chegar na “fronteira” dos
conjuntos ao fazermos essas intersegdes? O teorema a seguir nos da uma pista.

Teorema 3.4: A intersecdo de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Dem. Vejamos. Tomemos dois conjuntos abertos A e A,. Tomemos
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pEA NA,.Como A, éaberto,existe § >0 talqueointervalo(p—6,p+6)CA,
Da mesma maneira, como A, ¢é aberto, existe §, >0 tal que o intervalo
(p—6,,p+6,)CA,. Assim, a intersecio (p—6,p+6,)N(p—6,,p+6,) esta
contidaem A, NA4,.Definindo § =min{6,,6,} , temos que essa interse¢do é dada
por (p—6,p+6,)N(p—6,,p+6,)=(p—6,p+6). Mas, da definicio de § dada
acima, temos que §>0 . Assim, juntando os resultados, chegamos a conclusdo
deque,dado pe A NA,,existe §=min{§,,8,} >0 talque (p—&,p+6) CA NA,.
Isto é, todo elemento de A, NA, possui uma vizinhanga contida em A NA,
ou, equivalentemente, A N A, é vizinhanga de todos os seus elementos. Dessa
forma, segue da defini¢do de conjunto aberto que A, N A, éaberto. OJ

O teorema anterior admite uma generalizagio para uma quantidade
finita de conjuntos abertos, da seguinte forma, que fica como exercicio para
vocé, leitor, demonstrar (AVILA, 1993, p- 76):

Teorema 3.5: A interse¢do finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Para isso considere A,,..,A, conjuntos abertos e encontre §>0 tal que
(p—6,p+6) esteja na intersegdo de todos esses conjuntos.

Qooo Reflita

O teorema 3.5 nos garante que a intersegao finita de conjuntos abertos
: continua sendo um conjunto aberto. Mas o que acontece quando consi-
deramos uma intersegdo arbitraria de conjuntos abertos, nos moldes
da demonstragdo do teorema 3.3? Sera que essa intersegdo arbitraria
continua sendo um conjunto aberto?
Como ponto de partida, veja o que acontece com o0s conjuntos

A,=(=1/n,1/n) para neN.

Assim, temos definido o que é um conjunto aberto e demonstradas suas
principais propriedades. Trataremos agora de uma outra classe de conjuntos,
a de conjuntos fechados.

Vejamos entdo a defini¢do de conjunto fechado. Na verdade, a definigao é
simples: um conjunto F CR éfechado se seu complementar R —F for aberto
(ver AVILA 1993, p- 77, ou também Lima (2016b), p. 169-171, para uma
outra abordagem). Veremos abaixo que, devido as propriedades de conjuntos
complementares, os principais resultados sobre conjuntos fechados seguem
dos resultados analogos aqui ja provados para conjuntos abertos.

Cl@ Exemplificando
; Vemos que um intervalo [a,b} é um conjunto fechado, pois seu

complementar é (—oo,a)U(b,oo) e é aberto (unido de dois conjuntos
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abertos). Dai a nomenclatura “intervalo fechado” para esse tipo de
conjunto. Em particular, o conjunto formado por um ponto, {a} CR,é
fechado por ser o complementar do conjunto aberto (—oco,a)U(a,00) -
Na verdade, todo conjunto finito de pontos é um conjunto fechado,
pois seu complementar é uma reunido de intervalos abertos.

As “semirretas fechadas” [a,oo):{xER;xza} e
(—oo,b}:{xe]R;xgb} também s3o conjuntos fechados, pois seus
complementares sdo abertos.

Também, tanto R quanto @ sdo conjuntos fechados, pois R é o
complementar do conjunto vazio (que é aberto) e @é o comple-
mentar de R (que também é aberto). Vale notar que R e ¢ sdo
os Unicos conjuntos de nimeros reais que sdo, ao mesmo tempo,
abertos e fechados (LIMA, 2016a).

Vamos entdo relembrar brevemente algumas propriedades da inter-
se¢do e unido de conjuntos e a relagdo com seus complementares. Para uma
revisdo completa, contendo a demonstracio desses resultados, ver Lima
(2016b), capitulo 1. Consideremos n subconjuntos quaisquer X,,...,X, de um

conjunto Y, chamado de “conjunto universo”. Escrevemos X, U..UX, = JX,
n k=1

e X,N..NnX, =X, . Denotando o complementar de um conjunto ACY por
k=1

A"=Y—A temos as seguintes igualdades:

n n

(Vo CY R (S B Ve

k=1 k=1

Além disso, (A‘)c =A paratodo ACY .

Assimile

Sejam dois conjuntos ACR e FCR . Sabemos que F é fechado, por
! definicdo, se F*=R —F for aberto. Isto é:

Suponha agora que o complementar do conjunto A, A*=R—A, seja

fechado. Entdo, pela definigdo, (A‘)E é aberto. Mas como (A‘)c =A,

segue que A é aberto.

Agora considere que A é um conjunto aberto. Entdo, como (A‘)c =A,

segue que (A‘)C é aberto. Mas, pela definigdo de conjunto fechado, isso

significa que A° é fechado. Temos entdo o seguinte:

1.Aéaberto se, e somente se, seu complementar A° =R — A forfechado;

2. Féfechado se, e somente se, seu complementar F* =R —F for aberto.
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Podemos entido enunciar e demonstrar os teoremas sobre a unido e inter-
se¢do finitas de conjuntos fechados. Primeiramente, mostraremos o analogo
do teorema 3.2, que fala sobre a unido de conjuntos abertos.

Teorema 3.6: A unido finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
Dem. Sejam E,...,F, conjuntos fechados. Entdo, definindo seus comple-

mentares A, = (Fk)c =R-F,,temos A,..,A abertos e, das relagdes ha pouco

Upk] =N(E) =NA,- Ou seja, [UFk] =4, . Mas pelo
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
teorema 3.5, a interseqéo finita de conjuntos abertos é também um conjunto

UF

UF é fechado, como queriamos demonstrar. O
k=1

citadas que

aberto. Assim, ¢ um conjunto aberto. Mas entdo isso significa que

Qooo Reflita

O teorema 3.6 nos garante que a unido finita de conjuntos fechados
! continua sendo um conjunto fechado. Mas o que acontece quando
consideramos uma unido arbitrdria de conjuntos fechados? Serd que
essa intersegdo arbitraria continua sendo um conjunto fechado?
Como ponto de partida, considere conjuntos fechados formados por
apenas um ponto, e faga uniGes do tipo U {P}, onde a e b sdo dois

. . a<p<b
numeros reais.

Agora consideraremos o analogo do teorema 3.5, que fala sobre a inter-
se¢do de conjuntos abertos.

Teorema 3.7: A intersecdo finita de conjuntos fechados é um conjunto
fechado.

Dem. Sejam F....F conjuntos fechados. Entdo, definindos seus comple-
mentares A, = (Fk)c =R—F ,temos A...,A, abertos, como na demonstra(;éo
do teorema anterior. Das relagdes entre as interse¢des, unides e os comple-

mentares de conjuntos, vale [ﬂF =) UA Mas, pelo teorema 3.2,
k=1 k=1
a unido finita de con)untos abertos é um con)unto aberto. Logo, ﬂF] é

k=1

aberto e, portanto, ﬂFk é fechado.O
k=1
Na verdade, vale um resultado mais forte: a interse¢do arbitraria de

conjuntos fechados é também um conjunto fechado. A demonstragao desse
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resultado é feita da mesma maneira que no teorema 3.7, porém utilizando
como resultado auxiliar na demonstragio o teorema 3.3, em vez do teorema
3.2. Os detalhes podem ser encontrados em Lima (2016a), por exemplo.

Saiba mais

Falamos aqui sobre as definigdes e as principais propriedades de
! conjuntos abertos e fechados. O assunto pode ficar tdo extenso quanto

se queira. Para mais informagdes, assim como para a introdugdo de

outros conceitos importantes como pontos de acumulagdo, o fecho

e a fronteira de um conjunto, assim como conjuntos compactos nos

referimos ao capitulo 5, p. 49-62, do livro:

LIMA, Elon. Analise Real. V. 1: funcGes de uma variavel. Rio de Janeiro:

Associagdo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016.

Sem medo de errar

Lembremos de que vocé foi contratado para construir um curso de
formagdo continuada para professores de matematica de ensino médio que
deve abordar limites, continuidade de fung¢des, limites no infinito e limites
infinitos. No primeiro encontro do curso nio adianta ja comegar a falar de
limites, pois falta uma base conceitual sobre as estruturas existentes intrin-
secas a reta real (bom, até se pode falar, mas perderfamos muito da beleza
matematica). Sua fun¢do entdo é primeiramente apresentar conceitos
simples, baseados nos conhecimentos do ensino médio, para depois intro-
duzir os conceitos novos.

Intervalos sdo objetos bem conhecidos dos alunos de ensino médio. E,
talvez por coincidéncia (mas provavelmente ndo por isso), sio os objetos
basicos para o estudo da topologia da reta. Quanto mais simples as estruturas,
mais facil a compreensdo dos conceitos, e os intervalos sdo as vizinhangas
mais simples de um ponto a serem consideradas (e, na reta, ndo ha muitas
outras opgdes, a ndo ser que consideremos uma vizinhanga “exética” formada
por dois intervalos disjuntos, por exemplo. Mas, nesse caso, o intervalo que
ndo contém o ponto considerado é irrelevante.

Bom, a introdugéo de intervalos abertos leva entdo ao conceito de conjuntos
abertos, como no texto. Diversos comentdrios sobre conjuntos abertos podem
ser feitos, como de que esses sdo os conjuntos que “ndo tém fronteira” (o que de
fato pode ser formalizado matematicamente, ver Lima (2016a), p. 59).

Dai a introdu¢do dos conjuntos fechados que pode ser feita de
duas maneiras distintas. A maneira que adotamos nesta se¢do ndo ¢ a
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convencional, porém acreditamos ser mais natural para nossos propdsitos.
Hé4 dois caminhos: no primeiro, adotado aqui, parte-se da definigdo de
conjunto fechado como aquele que é complementar de um aberto, e chega-se
que isso é equivalente a dizer que X CR ¢ fechado se, e somente se, toda
sequéncia convergente de elementos de X convergird para um elemento de
X. De maneira equivalente, pode-se partir da defini¢do de conjunto fechado
XCR, como aquele em que toda sequéncia convergente de elementos de
X convergira para um elemento de X, e dai chegar ao resultado de que um
conjunto é fechado se, e somente se, seu complementar for aberto. Vale a
pena que vocé teca comentarios sobre essas duas abordagens, suas vantagens
e desvantagens didaticas. Para isso, vocé pode consultar a abordagem tradi-
cional em Avila (1993), Lima (2016a) ou Lima (2016b), por exemplo.

Ap6s introduzir os conceitos acima e comentar sobre os principais
teoremas, é esperado que vocé chegue ao resultado do seguinte teorema:
X CR ¢ fechado se, e somente se, toda sequéncia convergente de elementos
de X convergira para um elemento de X”. Surge entdo a pergunta, que pode ser
colocada em debate para a classe: E o que acontece se, além de fechado, X for
também limitado? O que pode se dizer sobre as sequéncias de elementos de X?

Ha todo um arcabougo tedrico por tras desse tipo de conjunto. Os
conjuntos fechados e limitados da reta sdo chamados de compactos. Depois
de ouvir as opinides e duvidas dos alunos, vocé pode apresentar o resultado
procurado da seguinte maneira:

Teorema: Um conjunto X CR é compacto (fechado e limitado) se, e
somente se, toda sequéncia em X possuir uma subsequéncia convergente em
X (isto é, cujo limite também é um elemento de X).

Note que nada se fala no teorema sobre a convergéncia da sequéncia original.

Bom, como dito, vocé vai precisar de um gabarito para poder guiar os
alunos. Uma demonstracdo completa desse resultado pode ser encontrada
em Lima (2016a, p. 54-55), e nos baseamos nela para desenvolver aqui uma
demonstragio para o teorema.

Vejamos primeiro como deve ser a demonstragdo “X compacto = toda
sequéncia em X possuir uma subsequéncia convergente em X”. Para isso, note
que, como X é limitado, toda sequéncia formada por elementos de X também
serd limitada. Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass (teorema 2.12),
toda sequéncia de elementos de X possuird uma subsequéncia convergente
(mas esse teorema nada diz sobre o limite pertencer ou ndo a X). Mas, como
X é compacto, X é em particular fechado. Logo, o limite de toda sequéncia
estard também em X, demonstrando essa parte do teorema.

Como na questdo 2 ao final do texto, vamos seguir aqui as defini¢des de
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Lima (20164, p. 50). Seja um conjunto X C R . Dizemos que um ponto peR ¢
aderente a X se p for limite de alguma sequéncia cujos termos pertencem todos
a X. Assim, vemos que todo ponto de X é aderente a X. Definimos também o
fecho de X como o conjunto X formado pelos pontos aderentes a X.

7

Para demonstrar a outra diregdo, isto é, “toda sequéncia em X possui uma
subsequéncia convergente em X= X é compacto’, primeiramente notamos
que X precisa ser limitado. Caso contrdrio, seria possivel obter uma sequéncia
monotona (crescente, por exemplo) com limite infinito, e nenhuma de suas
subsequéncias seria convergente. Entdo nos resta mostrar que X é fechado.
Para isso, tomemos um ponto aderente a X. Queremos mostrar que esse ponto
também pertencera a X, pois assim seguird que X C X e, portanto, X=X.

Tomemos entio um ponto aderente a X, p €X. Entio existe uma
sequéncia (y,) de elementos de X tal que y, — p . Suponhamos, por contra-
digdo, que X ndo seja fechado. Entdo existe um elemento de X que néo é
elemento de X, isto é, existe um ponto g € X aderente a X que nio pertence
a X. Entdo existe uma sequéncia (zn) de elementos de X, tal que z, —q.
Mas af toda subsequéncia de (z,) também convergira para g, o que é uma
contradicdo, pois deveria existir uma subsequéncia que converge em X. Esse,
portanto, é o gabarito que vocé podera usar durante a atividade.

Avangando na pratica

Intervalos ou vizinhancas?

Descri¢ao da situagao-problema

Imagine que vocé esta lecionando a disciplina de Andlise Matematica em um
curso universitario de licenciatura em Matematica. Um dos estudantes levanta a
mao, apds vocé explicar o conceito de vizinhanga de um ponto e de interior de um
conjunto, entdo vocé é confrontado com a seguinte pergunta: “Professor, eu tenho
muita dificuldade em lidar com as quantidades ¢ e §. Como eu posso escrever
as defini¢des de limite de sequéncias sem me referir a essas quantidades? D4 para
escrever as defini¢des de convergéncia somente em termos de vizinhangas?”

Como vocé responderia a essa questdo? Primeiramente, é possivel?

Resolugio da situagao-problema

De fato, trabalhar com demonstragdes em termos de ¢ e § exige um
tanto de cuidado e de experiéncia. Vale ressaltar ao aluno, e a classe, que é
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extremamente importante manter o propdsito de se acostumar com esse tipo
de demonstracéo, pois s6 assim sera possivel internalizar o significado dessas
quantidades. Ler outras abordagens, como estudar o assunto por outros
livros-texto, pode também ser bastante util para uma compreensdo baseada
em diferentes pontos de vista: embora a matematica seja sempre a mesma, a
maneira de apresentar os resultados e de fazer as demonstragdes, assim como
a escolha dos principais conceitos, varia de autor para autor (16gico, dentro
do possivel: as vezes s6 hd uma maneira de se demonstrar o resultado).

Mas ndo se pode deixar o estudante sem resposta: mesmo que a sua resposta
inicial seja “ndo sei no momento, vou pensar sobre o assunto e te respondo na
préxima aula”, o estudante merece um retorno. Entao, apc')s estudar novamente
o conceito de convergéncia de sequéncias, vocé relembra a definicdo:

Seja (x,) uma sequéncia numérica. Entdo limx, =L significa que, dado

n—00

e>0,existe N, €N tal que, se n>N,, entdo |x, —L| < e . Dizemos também,
nesse caso, que a sequéncia é convergente. Mas o que significa dar €>0 tal
que se n>N,, entdo |x, —L|<e ? Em particular, o que significa |x, —L|<e ?

Note que dizer que |x, —L|<e ¢éequivalenteadizer que x, €(L—¢,L+¢).
Ou seja, ™ pertence entio a uma vizinhanga de L. Entdo a definicio de
convergéncia de uma sequéncia pode ser reformulada como: limx =L e
significa que, dada uma vizinhanga V de L, existe N, €N tal que, se n> N,
entdox, €V .

Utilize a definigdo de vizinhan¢a de um ponto, apresentada na segéo,
para demonstrar a equivaléncia dessas duas defini¢des. Assim, é aconselhavel
nesse caso enunciar a defini¢do e mencionar a equivaléncia acima. Com a
solu¢do em maos, agora vocé pode auxiliar o estudante, tirando suas duvidas
e orientando-o para que obtenha por conta propria a demonstragao.

Faca valer a

1. Vimos ao longo do texto da se¢do um caso especial de conjuntos fechados, os
conjuntos que contém um numero finito de pontos. Como generalizagao, vamos
definir um conjunto discreto X C R como sendoaquele em que,dado p € X , existe
uma vizinhanga de p que ndo contém nenhum outro ponto de X (AVILA, 1993).
Pela defini¢ao de vizinhanga, isso é equivalente a dizer que para cada p€ X existe
6>0 tal que (p—é,p—+—6) NX= {p} . Queremos mostrar que todo subconjunto
finito X CR ¢ discreto. Para isso, escrevemos X = {pl,...,pn} . Entdo, definindo
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__________ , vemos que, para cada k=1,..,n, vale (p,—&,p, +6)NX={p,}.
Entdo vemos que X ¢é discreto, completando assim a demonstragéo.

Marque a alternativa que completa corretamente a lacuna:

a) 6:min{(pk —p}.);j,kgn}

b) §=min{|p, - p,[sj.k <n}
¢) 6=min{|p,—p|sj<n}
d) §=max{|p, — p,|sjsk <n}
¢) 8§ =max{|p, ~ p,|sj <n}

2. Vamos seguir aqui as defini¢des de Lima (2016a). Seja um conjunto X CR.
Dizemos que um ponto p€R ¢ aderente a X se p for limite de alguma sequéncia
cujos termos pertencem todos a X. Assim, vemos que todo ponto de X ¢é aderente
a X. Definimos também o fecho de X como o conjunto X formado pelos pontos
aderentes a X. Vamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.8: X ¢ fechado para qualquer conjunto X CR.

Dem. Consideremos o conjunto @ dado pelos pontos que nao sdo aderentes

a X. Entdo precisamos mostrar que @C ¢ aberto. Mas suponha que @C nio

seja aberto. Entdo, pela defini¢do, existe um ponto pe (X)C tal que

Mas entao tomando 6:1/n>0, conseguimos uma sequéncia (yn) em X que

converge para , e portanto p ¢ aderente a X. Mas pela defini¢ao do fecho

de um conjunto isso significa que pE}. Isso significaria que pe Xﬁ(X)E , 0
que é uma contradi¢dao. [

Assinale a alternativa que completa corretamente as lacunas:

a) existe § >0 com (p—&,p—l—&)C} ; peEXS

b) para todo 6>0 existe ye(p—é,p—}—é)ﬂ}; peEX’

c) para todo §>0 existe ye(p—é,p—kts)ﬂ}; pE@c

d) existe §>0 com (p—&,p+6)C(Y)C; pE@c

e) paratodo §>0 existe ye(p—&,p+5)ﬁX ; pG@c
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3. Suponhamos valido o teorema 3.8. Queremos mostrar o seguinte teorema:
Teorema 3.9: X CR ¢é fechado se, e somente se, X =X.

Dem. Primeiramente, notamos que X CX , pois todo ponto de X é aderente a X
(basta tomar a sequéncia constante).

Suponhamos primeiramente que X é fechado. Entdo seu complementar X° é
aberto. Logo, para todo p & X existe >0 tal que . Mas entdo nao

pode existir nenhuma sequéncia em X que convirja para p, de modo que p nao
¢é aderente a X. Mas pela defini¢do do fecho de um conjunto, isso significa que
pgi.Logotemos , 0 que ¢ equivalente a p€}:>p€X ,istoé, XC X .

Por outro lado, suponhamos agora que X = X . Pelo teorema 3.8, temos que X ¢
fechado para qualquer conjunto X, de modo que entdo X é fechado, completando
a demonstragdo. [

Podemos interpretar os resultados dos teoremas 3.8 e 3.9 da seguinte maneira:
Alguém “passeando” os elementos de X atingird ao maximo o conjunto X, se for
andando por uma sequéncia convergente. Ja se X for fechado, isso significa que
esse passeio comecard e terminard em X; ndo ha como escapar.

Assinale a alternativa que completa corretamente as lacunas:
a) (p—8,p+8)NX =2; pgX=>pZX

b) (p—6,p+8)CXs pgX=pgX

) (p—6,p+8)CX; pgX=pgX

d) (p—b6,p+&)NX =25 pgXNX

e)(p—6,p+8)C X5 pgX=pgX
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Secao 3.2

Limites de func¢des reais

Dialogo aberto

Caro aluno, a matemdtica é uma importante ferramenta para o mundo
dos negocios. Vocé ja deve ter ouvido falar que a bolsa de valores varia
constantemente, alcangando em um determinado dia um valor méximo e um
minimo. Sera que essa variagdo poderia ser representada por uma fun¢do? A
resposta é sim! E, a partir dessa modelagem ¢ possivel extrair diversas infor-
magdes, inclusive analisando pontos especificos. A andlise matematica nos
permite entender o que acontece com uma funcéo nas vizinhas de um ponto.
Ja sabemos o conceito de vizinhanga, mas qual sua utilidade? Veremos nesta
se¢do como essas perguntas podem ser respondidas de maneira precisa.

Lembremos de que, como contexto de aprendizagem, vocé foi contra-
tado para construir um curso de formagdo continuada para professores de
matematica de ensino médio que deve abordar limites, continuidade de
func¢oes, limites no infinito e limites infinitos.

Neste segundo encontro vocé devera apresentar situagdes reais para as
quais sdo aplicados os limites no infinito e limites infinitos, como o decai-
mento exponencial da quantidade de elementos radioativos em um objeto, a
carga em um capacitor quando sendo carregado por uma corrente constante,
a velocidade terminal de uma particula caindo sujeito a resisténcia do ar
(limites no infinito). Pesquise outros exemplos praticos de limites no infinito
e encontre aplicagdes de limites infinitos. Deverd entdo mostrar como se
determinam cada um desses limites de forma rigorosa (definindo matema-
ticamente esses conceitos e enunciando/demonstrando os principais resul-
tados nesse contexto), e formular como que esses conceitos podem ser
apresentados para os alunos do ensino médio.

Para isso, veremos nesta unidade a defini¢cdo de limite de uma funcéo e as
principais propriedades desse limite, como sua unicidade e a relagdao com as
operagdes algébricas usuais (adi¢do, subtracio, divisao, multiplicacdo).

Os limites de fungdes sdo a base para todo o estudo de fungdes em Analise
Matematica, sendo assim fundamentais em diversos aspectos. Nogdes futuras
como a continuidade e diferenciabilidade de funcoes estio fortemente
baseadas no conceito de limites. Assim, o estudo desta se¢do ¢ essencial. O
conhecimento é sempre cumulativo, e a sensagdo de ter avangado no apren-
dizado é extremamente prazerosa.
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Nao pode faltar

Na se¢do anterior estudamos alguns conceitos de topologia da reta.
Esses conceitos, principalmente o de vizinhanga, sdo essenciais para o
entendimento do conceito de limite de uma funcio e de suas proprie-
dades, que sdao os assuntos desta se¢do. O conceito de limite de uma
fun¢ao é muito parecido com o limite de uma sequéncia: o limite envolve
considerar intervalos muito pequenos nos quais a fung¢do é limitada, de
forma que “no limite” o valor da fungdo “tende” a um certo numero.

Vamos entiao as defini¢des formais. Para isso, é preciso introduzir
um novo conceito de topologia, como veremos a seguir. Seja ACR um
subconjunto de R e tome a€R arbitrario. Dizemos que o ponto a é um
ponto de acumulac¢io do conjunto A se, para cada €>0, existir x=a tal
que xeAﬂ(a—s,a+€) (LIMA, 2016b). Isto é, a é ponto de acumulagdo
do conjunto A se, dada uma vizinhanga arbitraria de a, existir algum
elemento de A nessa vizinhanga. Assim, dizer que a é ponto de acumu-
lagdao de um conjunto significa que existe uma sequéncia composta por
elementos de A, todos distintos de a, que converge para a.

A importincia dos pontos de acumula¢do é fundamental para o
conceito de limite de uma fung¢do. Queremos definir o limite de uma
fungdo f:A—R, em um pontoacR, como o nimero L tal que f(x)
esteja arbitrariamente proximo de L conforme x fica arbitrariamente
préoximo de a (LIMA, 2016a). Mas também queremos que o processo de
limite tenha de fato o carater de “proximidade”: ndo adiantaria definir
o limite de uma fun¢éo no ponto a€R se existir uma vizinhan¢a V de a
onde a fun¢do néo estd definida. Da mesma forma, ndo adianta definir o
limite de uma fun¢io no ponto a€R se existir uma vizinhanca V de a tal
que a fungdo esteja definida apenas em a. Pois, ai ndo existiria nenhum
elemento do dominio de f “préximo” a a. Dessa forma, exigimos que a
seja um ponto de acumula¢do do dominio de f para que a definicdo de
limite faga sentido.

Matematicamente, as no¢des desenvolvidas acima podem ser siste-
matizadas da seguinte maneira. Seja f:A—R e a€R um ponto de
acumulagdo de A. Entdo, seguindo Avila (1993), com algumas adapta-
¢oes, dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é igual a L, e

escrevemos lim f(x)=L quando, dado >0 arbitrario, existir §>0, tal

que, se x pertencer a A com O<|x—a| <6, tivermos |f(x)—L| <e.Sendo
existir um niimero L com essas propriedades, dizemos que o limite de f
nao existe em a.
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Notemos que a defini¢do acima realmente traduz matematicamente
nossas ideias intuitivas sobre proximidade. Podemos também reescrever
a defini¢do de limite em termos de vizinhangas, utilizando os conceitos
de topologia da se¢do anterior. Nesse caso, vemos que podemos trocar
os intervalos acima definidos pelos nimeros ¢ e §, podendo ser
substituidos por vizinhangas de a e de L, sem medo: notemos que uma
vizinhan¢a de um ponto sempre conterd um intervalo ao redor desse
ponto. Assim, sendo f:A—R e acR um ponto de acumulacio de
A, podemos dizer que lxig}f(x):L quando para toda vizinhanga U de

L existir uma vizinhanga V de a tal que, se xeU—{a} entio f(x)eV.

Essa defini¢do de limite em termos de vizinhancas (que é equivalente
a defini¢do de limite em termos de ¢ e §) fica mais condizente com
a nog¢do de “proximidade” que queremos formalizar, e pode nos dar
mais luz sobre o conceito. No entanto, para a maioria dos desenvolvi-
mentos praticos, como demonstragdes e calculos de limites de fung¢des
especificas, a defini¢do em termos de ce § sera mais util. A definigdo
em termos de vizinhancas é entdo dada aqui apenas para ilustrar que
o conceito de limite pode ser dado utilizando apenas o que vimos de
topologia da reta na secdo anterior.

Assimile

A defini¢do de limite ndo exige que o ponto a pertenca ao dominio da
! fungdo. Vemos que a condigdo 0< ‘x—a‘ < nos diz que ndo precisamos

ter informagdo nenhuma sobre o que acontece em a, isso porque essa

condigdoimplica x = a . Em particular, se a pertence ao dominio dafungdo,

esta pode assumir qualquer valor f(a) que o valor do limite lxlil’ul f(x)

sera o mesmo. Da mesma maneira, se a ndo pertencer ao dominio da
fungdo (mas for ponto de acumulagdo do dominio), entdo a condigdo
0<|x—a| < § significa que o limite também estara bem definido.

Assim, temos a defini¢ao de limite. Mas como ver na pratica o que ela de
fato representa? O exemplo a seguir ajuda a esclarecer os conceitos.

C@ Exemplificando
! Vemos na Figura 3.3 uma ilustragdo simples do fato de que o ponto

a na definicdo de lim f(x):L ndo precisa pertencer ao dominio da
fungio. o
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Figura 3.3 | exemplo de limite de uma fungdo
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Fonte: elaborada pelo autor.

Consideremos a fungdo f:A— R com A:[O,I)U(l,oo) e f(x):x2
para todo x€A . Queremos calcular limf(x), isto é, tomamos
x—1

a=1 na definicdo de limite. Claramente, vemos que a=1 é um

ponto de acumulagdo de A, de modo que a definicdo de limite faz

sentido. Afirmamos que lim f(x):l. E intuitivo que esse seja o
x—1

caso, pois se f(x):x2 para todo x préoximo de a=1e a fungdo é
bem comportada (é uma curva continua, conforme vemos na Figura
3.3), o limite deve satisfazer a mesma expressdo. Mas este é um
caso em que ndo existe f(a) , entdo vamos agir com cautela. Essa
cautela s6 é possivel demonstrando o resultado rigorosamente.
Entdo tomemos, como na definicdo de limite, ¢>0 arbitrario.
Suponhamos em perda de generalidade 0<e<1. Entdo, queremos
encontrar um 6>0 adequado que nos permita avaliar o limite.
Vemos que 0<|x—1|<6 implica, em particular, 1-§<x<I1+6.

Queremos entdo >0 tal que ((1—6)2,(1+6)2)C(1—5,1+5), isto &,

(1—(5)2 >l—c e (1—|—6)2 <1+¢ . Abrindo as contas, vemos que isso é
satisfeito tomando 6<5/3 . Assim, para 6:5/4 temos, sempre que

0<lx—1/<s, 0<‘x271‘<5 e, portanto, lim f (x)=1.

Vemos que o calculo do limite de uma func¢éo pode vir a ser bastante
tedioso. Mas, como ja dito diversas vezes ao longo do livro, nosso objetivo
aqui nao ¢ calcular casos especificos, mas sim demonstrar as propriedades
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gerais de cada estrutura que introduzimos (neste caso, o limite de uma
fungdo). O primeiro resultado, e extremamente importante (embora bastante
intuitivo), é de que uma fun¢ao nao pode ter dois limites distintos no mesmo
ponto. Isso é andlogo ao que foi demonstrado para sequéncias no teorema 2.1:
o limite de uma sequéncia, quando existe, é unico. Nao é de se esperar que
para funcdes isso venha a ser diferente. Seguiremos Lima (2016b, p. 197-198.

Teorema 3.10: Se existe lxlg} f (x) , entdo esse limite é tnico.

Dem. Suponhamos que nio seja verdade. Isto é, que exista uma funcéo
f:A—R com a€R um ponto de acumulagio de A e que existam dois
ntimeros distintos L e M com lim f (x)=Le lim f(x)=M . Mas, pela definicao
de limite, isso nos diz que existem 6 >0 e &, >0 tais que, se 0<|x—d|<§,
entdo |f(x)—L|<5 e se 0<|x—a|<6, entio |f(x)—M|<a. Vamos entdo

LM
2

§=min{6,6,}, existe b€A com 0<|b—a/<6. Segue pela desigualdade

escolher um valor especifico de ¢, isto é, e= . Entdo, temos que se

triangular que |L—M|§|L—f(b)|+|M—f(b)|, e portanto 0<|b—d|<6
|L—M]
2

0 que é uma contradi¢do. Assim, o teorema esta demonstrado. [J

implica |L— M| <2e . Mas como ¢ = isso implicaria |L—M]|<|L—M],

Estamos assegurados entdo de que quando o limite existe, ele é nico.
Isso é muito bom, pois caso contrério toda a teoria aqui desenvolvida ndo
serviria de muita coisa. Vamos olhar mais de perto a defini¢do de limite de
uma sequéncia. Da Unidade 2, lembramos que dada uma sequéncia (x,),
limx, =b significa que, dado e>0, existe N, €N tal que, se n>N,, entdo

n—o0

x, —b|<5. Essa defini¢do é bastante parecida, estruturalmente, com a de
limite de uma fung¢do. Em ambos os casos o resultado final deve ser menor
que um numero ¢ arbitrario, o que muda sdo s6 as condigdes para que isso
acontega. Logo, deve haver alguma relagdo entre o limite de sequéncias e o
limite de fung¢des. De fato, essa relagio existe e é apresentada abaixo:
Teorema 3.11: Seja f:A—R e acR um ponto de acumulagdo de A.
Suponha que lim f(x)=L. Entdo para toda sequéncia(x,)comlimx, =a,
com x, =a paratodo #, temos que a sequéncia (f(xn)) satisfaz limf(xn) =L.
Dem. Consideremos a defini¢do de limx,=a. Dado ¢§>0, existira

n—00

N, eN tal que, se n>N,, entdo |xn —a| < & . Vamos entdo escrever a defini¢do
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de lim f(x)=L.Dado e>0 arbitrdrio, existe §>0 tal que, se x pertencer a A

com 0 <|x—a| <6, temos |f(x) —L| <¢. Dessa forma, vamos fazer a seguinte
justaposi¢do: tomemos e >0 . Entdo existe §>0 tal que, se x pertencer a A

com 0<|x—a|<6, temos |f(x)—L|<5. Mas para esse §>0 existe N,EN

tal que, se n>N,, entdo

x,—a|<§&. Assim, em particular, |f(xn) —L| <e
para todo n> N, . Reescrevendo os passos acima sem mencionar a quanti-
dade § >0, temos o seguinte: dado e>0, N, €N tal que, se n>N,, entdo
| f (xn)—L| <. Mas isso é justamente a defini¢do de que a sequéncia ( f (xn))

converge para L, isto &, de que lim f (xﬂ) =L.0

boc Reflita
Vale também areciproca do teorema 3.11: se toda sequéncia (x”) conver
' gente com limx, =afor tal quelimf(x”):L, ent3o lim f(x):L-

Por que esse resultado é verdadeiro? E possivel fazer essa argumen-
tacdo primeiramente em palavras? Como vocé faria para demonstrar?
Consulte Lima (2016a) ou Lima (2016b) para possiveis demonstragdes.

Vemos assim a relagdo entre o limite de sequéncias e o limite de fungdes.
Em particular, se encontrarmos duas sequéncias x, —a e y, —acom
( f (x”)) e ( f( yn)) convergindo para limites distintos (ou com alguma delas
ndo convergindo), isso significard que nio existe o limite lim f (x).

Muito bem. Vimos entdo a unicidade do limite de uma fun¢io e sua
relacao com os limites de sequéncias. Antes de tratarmos das propriedades
aritméticas dos limites, vamos observar um fato intuitivo (mas que merece
demonstragdo): suponha que lim f(x)=L=0, digamos L>0. Entio pela

defini¢do dado £>0 arbitrario, existira § >0 tal que, se x pertencer a A com
0<|x—a|<5,teremos |f(x) —L| <e.Ouseja, teremos que f(x)€(L—e,L+e)
. Mas entdo, tomando por exemplo ¢=L/2, teremos que existird §>0
tal que, se x pertencer a A com 0<|x—a|<6, entao f(x)>0. Ou seja, se
lim f(x)>0, entdo existird uma vizinhanca de a em que a funcéo f serd

x—a

positiva. Acabamos de demonstrar entdo o seguinte teorema:
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Teorema 3.12 (teorema de permanéncia do sinal): Seja f:A—Re
acR um ponto de acumulagio de A. Suponha que lim f(x)>0. Entio

existe uma vizinhanca de a em que a fungdo f assume apenas valores
positivos. Se lim f(x)<0, existird uma vizinhanga de a em que a fungio f
x—a

assume apenas valores negativos. Vale notar que a vizinhanga do teorema
acima ndo precisa ser um intervalo simétrico, apesar de poder ser escolhida
como (a—é,a+6§) para algum 6>0 adequado.

Mas entio, e as propriedades aritméticas dos limites, como ficam? Sera
que existem resultados, para func¢des, andlogos aos obtidos na Se¢do 2.1
para a soma, subtracdo multiplica¢do e divisdo de sequéncias? Veremos
que sim, e que esses resultados assumem basicamente a mesma forma. A
demonstragdo dessas propriedades esta intimamente ligada com as respec-
tivas propriedades das sequéncias convergentes, por meio do teorema 2.3.
Para isso utilizaremos a reciproca do teorema 3.11, enunciada ha pouco
no box Reflita e cuja demonstra¢io pode ser encontrada nas referéncias
14 citadas. Adaptamos o enunciado de Avila (2006, p. 145). Duas demons-
tragdes diferentes podem ser encontradas em Avila (2006) e Lima (2016a).
Para a demonstra¢do nos basearemos em Lima (2016a, p. 66).

Teorema 3.13: Sejam duas fungdes f:A—R e g:A—R e seja acR
um ponto de acumulagdo de A. Suponhamos que existam os limites de fe g
em a, isto é, lim f(x)=L e lim g(x)=M . Entdo valem as seguintes relagdes

para os limites da soma, diferenca, multiplicacdo e divisdo dessas func¢des
(compare com o enunciado do teorema 2.3):

a) lim (f(x)+g(x))=L+M;
B tm (7(0)-£(6) =L

S|
g(x)

Dem. Utilizaremos a reciproca do teorema 3.11, enunciada ha pouco no
box Reflita: se toda sequéncia (x,) convergente com limx, =a for tal que

n—o00

) lim L

x—a

sempre que M =0 .

lim f (xn) =L ,entdo lim f (x) =L .Essaafirmacdo, juntamente com o teorema

—
2.3 (que trata das mesmas operagdes, mas com sequéncias), serdo suficientes
para demonstrar os trés resultados. Demonstraremos a primeira afirmacao:

lim (f(x)+g(x))=L+M. Tomemos uma sequéncia x,—a. Entdo,
flx,)—Leg (x,)— M peloteorema3.11. Assim, pelo teorema 2.3, temos que

f(x,)+g(x,) =L+ M. Agoravamos nos valer do fato de a sequéncia (x,) ser
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arbitréria: isso significa que para toda sequéncia (x, ) tal que x, —a, teremos
f(x,)+g(x,)—L+M. Logo, pela reciproca do teorema 3.11, teremos que
existe o limite lim (f(x)+g(x)) e que lim (f(x)+g(x))=L+M, demons-

trando o resultado. O mesmo ocorre no item b, lim ( f(x)- g(x)):L-M ,
notando pelo teorema 2.3 que lim(f(x,)-g(x,))=L-M e utilizando que

a sequéncia (x,) ¢ arbitrria (com a Gnica restri¢do de que x, —a). Pela
mesma argumentagao, segue dos teoremas citados também o item c. [J

Vale fazer um pequeno comentdrio aqui: na defini¢do de limite conside-
ramos que os limites a esquerda e a direita sdo iguais. Isto é, se considerarmos
apenas os pontos a direita de a na defini¢do de limite (isto ¢, os valores de
X com x>a ), teremos o limite a direita de f em a, denotado por lim f (x)

xa

Da mesma maneira, o limite a esquerda ¢ denotado por lim f(x)=L.
Formalmente, dizemos que o limite a direita de fem a é igual a L, e escre-
vermos lim f (x) se,dado >0 arbitrdrio, existir § >0 tal que, se x pertencer
aAcom x€e (a,a +6) , tivermos |f(x) — L| <e . Isto é, tomamos apenas valores
de x maiores que a na defini¢do de limite. Analogamente, o limite a esquerda

de femaéigualaL, e escrevermos lim f (x) se, dado £>0 arbitrdrio, existir

6>0 tal que, se x pertencer a A com x€(a—6,a), tivermos |f(x)—L| <e.
Isto ¢, tomamos apenas valores de x que sio menores que a.

Os limites a esquerda e & direita sdo chamados de limites laterais. Para

7

que o limite lim f(x) exista é entio necessirio que os limites laterais a
x—a

esquerda e a direita também existam, e que sejam iguais, como podemos ver
da defini¢do de limite. Essa condi¢cdo também ¢é suficiente, o que segue direto
da definigdo. Assim, o limite lim f (x) existird se, e somente se, seus limites

x—a

laterais existirem e forem iguais.

Vale um dltimo comentdrio sobre limites no infinito. Do mesmo
modo que feito para sequéncias na Se¢do 2.1, é possivel definir os limites
de fung¢des quando x — oo ou x — —co . Essa construgdo pode ser encon-
trada em diversos livros de andlise, como os citados nas referéncias ao
final da secio.
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Saiba mais
Nesta secdo tratamos da definigdo e das principais propriedades dos limites
! de fungdes. No entanto, o assunto merece maior atengdo, pois tanto os
conceitos quanto as técnicas de demonstragdo envolvidas sdo um dos
pilares da Andlise Matematica. Dito isso, vale muito a pena um estudo mais
aprofundado desse assunto. Um tratamento conciso, porém completo,
pode ser encontrado no capitulo 6, p. 63-74, da seguinte referéncia:
LIMA, Elon. Analise Real. V. 1: funcGes de uma variavel. Rio de Janeiro:
Associagdo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016.
Outras referéncias dadas no final da se¢do merecem também ser consul-
tadas, tanto para ver exemplos quanto para a apresentagdo de demons-
tragOes alternativas e de conceitos adicionais.

Terminamos assim esta se¢do, tendo visto os principais resultados
sobre limites de fun¢des. Na proxima se¢do estudaremos a continuidade de
fung¢des, um dos principais assuntos da andlise. Aprender nunca é demais, e
o tempo despendido no aprendizado de um assunto ndo é um gasto, mas sim
um investimento.

Sem medo de errar

Lembremos de que, como contexto de aprendizagem, vocé foi contra-
tado para construir um curso de formagdo continuada para professores de
matematica de ensino médio que deve abordar limites, continuidade de
fungdes, limites no infinito e limites infinitos.

Neste segundo encontro vocé devera apresentar situagdes reais para as
quais sdo aplicados os limites no infinito e limites infinitos. O curso deve
também fornecer o ferramental tedrico para o entendimento desses dois
conceitos, e ndo apenas para o calculo de exemplos especificos. Para a intro-
dugdo desses topicos é necessario entdo que, antes vocé discorra sobre os
principais resultados sobre limites apresentados ao longo da se¢do, forne-
cendo assim o arcabouco tedrico que permitird esse préximo avango.

Vamos relembrar a definicdo de limite: escrevemos lim f (x)=L

quando, dado £>0 arbitrario, existir >0 tal que, se x pertencer a A com
0<|x—a|<6, tivermos |f(x)—L|<s . Mas podemos tomar a=0c0?E L=00?
Infinito ndo é um ponto da reta, de modo que néo faz sentido escrever a=cc.
Se mantivéssemos a definigdo usual de limite, o que significaria 0 <|x—oc| <6 ?

Bom, vemos entdo a quantidade de problemas que podem aparecer ao
tentarmos utilizar a defini¢do usual de limite para tratar o infinito. Vamos
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1.

primeiro considerar o caso em que o limite da fungdo ¢ infinito. Nao
podemos escrever L=oco , mas podemos nos basear na defini¢ao de limites
infinitos dada para sequéncias na Se¢do 2.1: o limite de uma sequéncia
(x,) € infinito, e escrevemos liglcxn:oo , se dado K>0, existir N,eN

tal que, se n>N,, valer x,>K. Assim, podemos adapta-la da seguinte
maneira para fungées: seja f:A—R e a€R um ponto de acumulagdo de
A. Diremos que o limite de f(x) quando x tende a a ¢ infinito, e escre-
vemos {13} f(x)=00 quando, dado K >0 arbitrério, existir §>0 tal que, se

x pertencer a A com 0 <|x—a| <&, tivermos f(x) > K . Note que nesse caso
o ponto a nio pode pertencer ao dominio da fungio, isto é, é necessario que
a¢ A. Uma defini¢do andloga pode ser dada para lim f(x)=—oc, impondo

que tenhamos f(x)<—K . Também podemos falar de limites laterais, assim
como no caso usual apresentado no texto da secéo.

Um exemplo de limite infinito é a fungdo f(x)=1/x para x=0, ilustrada
na Figura 3.4.

Figura 3.4 | Grafico da fungdo:  f(x)=1/x

-12 -10 -8

Fonte: elaborada pelo autor.

Vemos no grafico da fungdo as seguintes propriedades, que podem ser
mostradas rigorosamente a partir da defini¢do: o limite lateral a esquerda em
a=0 é menos infinito, enquanto o limite a direita é mais infinito. Logo, ndo
existe o limite da fungdo em a=0 (nem no sentido usual nem no sentido de
limites infinitos). Vale a pena graficar o caso de uma funcéo ligeiramente modifi-
cada, f(x)= 1/ |x| para x =0, e fazer a mesma andlise: existe o limite em a=07?
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Vale a pena comentar também brevemente sobre limites no infinito.
Dizemos que o limite da fung¢do f quando x tende a infinito é igual a L, e
escrevemos lim f(x)=L quando dado >0 arbitrério, existir K>0 tal

que, se x pertencer ao dominio de fcom x> K , tivermos |f(x) —L| <e.Uma
defini¢do andloga pode ser dada para lim f(x). Como exemplo, podemos

tomar o caso da fun¢do graficada na Figura 3.4, f(x)=1/x para x=0.Nesse
caso, vemos do grafico (e é saudavel demonstrar isso rigorosamente por meio
da defini¢do) que lim f(x)=0.

Uma boa referéncia complementar para a preparagio do material é
Lima (2016b), capitulo VI, se¢do 4, no qual podem ser encontrados diversos
exemplos e propriedades de limites infinitos e limites no infinito.

Avangando na pratica

Teorema do sanduiche

Descri¢ao da situagao-problema

Em sala de aula, durante a apresenta¢do do teorema da permanéncia do
sinal, um aluno perspicaz pergunta se é possivel adapti-lo para o caso em
que festa limitada por outras duas fun¢des com limite conhecido. Isto ¢, se
¢ possivel afirmar algo sobre fun¢des nos mesmos moldes do que foi feito
para sequéncias no teorema do sanduiche (teorema 2.5). L4, lembra o aluno,
tinhamos trés sequéncias (x,), (7,) e (,) tais que limx, =limz, =L, com
x,<y,<z, paratodo n. A conclusio era de que limy, =L . A pergunta do
aluno é: Existe um andlogo para fungdes, jd que estamos na maioria das vezes
generalizando e adaptando os resultados obtidos para sequéncias? O que
vocé responderia ao aluno?

Resolu¢io da situagao-problema

De fato, existe um resultado do tipo, que também se chama “teorema
do sanduiche”. Podemos entio dizer que existe um teorema do sanduiche
para sequéncias e outro para fun¢des. Mas nao vale apenas dizer que existe,
tem que enunciar o teorema. E ndo vale parar no enunciado; num curso de
analise, é preciso demonstrar o teorema.

O teorema diz o seguinte (LIMA, 2016b, p. 198):

Teorema 3.14 (teorema do sanduiche): Sejam f:A—R, g:A—R,
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h:A—-R e acR um ponto de acumulagio de A. Suponhamos que
f(x)<g(x)<h(x) para todo x€A e que lim f(x)=lim h(x)=L. Entdo

existe o limite de g quando x tende a a, dado por lim g(x)=L.

Dem. A demonstracdo pode ser encontrada em Lima (2016b, p. 198). Vale
a pena estudd-la e apresenta-la ao aluno passo a passo.

Facga valer a pena

1. Considere a fungdo modulo f:R—R definida por f(x)=x se x>0 e
f(x) =—x se x<0.Queremos mostrar que ling f(x) =0. Para isso, vamos utilizar

o conceito de limites laterais. Temos que lim f (x) =0, pois f restrita ao semieixo
x—0"
positivo ¢ a fungio identidade, mas também lim f(x)=0, pois |x - 0| = |x| = |—x| .
x—0

Assim, dado £>0 arbitrario, existe § >0, dado por §=¢, tal que, se 0 < |x| <6,
entao . Segue entdo também que |—x| <e&, isto é, f(x) 70’ <e para todo x

com 0<|x|<6-

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna:
a) |x| <6

b) |x|<e

) x<e

d) x<§6

e)—x<e

2. Vamos mostrar o seguinte resultado: se lim f (x) =L, entdo esse limite é unico.
X—00
Para isso suponha, nos mesmos moldes do teorema 3.10, que lim f(x) =L e
X—00
lim f (x) =M, com L e M distintos. Mas, pela defini¢ao de limite no infinito, isso
X—00

nos diz que existem K, >0 e K, >0 tais que, se x>K, entdo ’f(x)fL’<€ e se

x> K, entdo | f (x)fM | < e . Vamos entdo escolher um valor especifico de ¢, isto

é ¢ :M. Entdo, temos que se , existe b no dominio da fun¢do com
2

. Segue pela desigualdade triangular que |L7M|§|Lff(b)|+|Mff(b)|,

e portanto implica |L—M |<25 . Mas como gzw isso implicaria
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| L-M | < | L-M | , 0 que é uma contradigdo. Assim, o teorema estd demonstrado.

Assinale a alternativa que preenche corretamente todas as lacunas:
a) szax{Kl,Kz}; b<K; b<K
b) K=min{K,K,}; b>K; b>K
¢) K=max{K,K,}; b>K; b>K
d) K=max{K,K,}; b>K; b<K
e)K=min{K,K,}; b>K; b=K

3. Vamos demonstrar aqui a reciproca do teorema 3.11: se toda sequéncia (xn)
convergente com limx, =a for tal que hm f ( ):L , entdo lim f (x):L. Para
X—a

n—o0
isso, utilizaremos a demonstragdo pela contrapositiva: suponha que exista uma
sequéncia (xn) com limx, =a mas tal que nao tenhamos 11m f ( ) L. Isso

significa que existe €>0 tal que, para todo M, €N, exista n> M, com
Mas, como limx, =a, para todo §>0 existe K,eN tal que, se k> K, , entdo

. Assim, fazendo N, = max {MO,KO} paracada §>0, existe € >0 tal que
para todo §>0 existe no dominio de f tal que | y —a| < 6 mas , de modo
que nido podemos ter lim f (x) =L (para isso, basta tomar y=x, , pra cada §>0

escolhido). Assim estd provada a reciproca.

Assinale a alternativa que preenche corretamente todas as lacunas:

a) |f(x,)-L|>e; [x —a|<6; |f(y)-L|z¢
b) |f(x,)—L|<es |x,—a| <85 |f(y)-L|>e
<) |f(xn) L| x,—a|<es f(y)fL‘<5
d) |f(x,)-Ll<es [x—a|<es [f(y)-L|2e
o|f(x, 7L|25; x,—a|<8 ;5 |f(y)-L]<e
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Secao 3.3

Func¢oes continuas

Dialogo aberto

A continuidade esta presente em diversas situagdes do nosso cotidiano,
por exemplo, se um motorista comega a acelerar um carro, cuja veloci-
dade aumenta de 0 até 100 km/h, o valor do ponteiro de velocidade entdo
terd que passar por todos os valores de velocidade de 0 a 100, sem pular
nenhum. Se estamos desenhando uma figura no papel, cada trago da
caneta (feito mantendo o contato com o papel) serd uma curva continua.
Conforme se enche um copo com dgua, o volume de dgua presente no
copo variard continuamente no tempo.

Com esses exemplos serd que ja conseguimos definir o que é uma
fungao continua? Como ganhar intuigdo sobre continuidade com base
no que é conhecido do cotidiano e como traduzir isso matematica-
mente? Essas e outras perguntas serdo o tema desta se¢do. Do ponto de
vista matemadtico, o estudo de continuidade de fun¢des é um dos pilares
da andlise matemadtica, assim como de outras dreas como a topologia
(que além dos conceitos introduzidos na Segdo 3.1 esta fora do escopo

deste livro).

Lembremos de que, como contexto de aprendizagem, vocé foi contra-
tado para construir um curso de formagao continuada para professores
de matemadtica de ensino médio que deve abordar limites, continuidade
de fungdes, limites no infinito e limites infinitos.

Neste terceiro encontro vocé deve, a partir do conceito de limite
de uma funcdo, apresentar intuitivamente o conceito de continuidade
e dar sua formulagdo rigorosa. Uma maneira de entender melhor o
conceito de continuidade é apresentando exemplos de fun¢des descon-
tinuas. Apresente esses exemplos de fungdes e desenhe seus graficos.
Dé exemplos do cotidiano que podem ser modelados como fungdes
descontinuas, como o caso de ligar e desligar um interruptor. Obtenha
a expressdo formal e grafique as fun¢des que modelam esses exemplos.
Apresente formalmente a defini¢do de uma func¢io ser descontinua em
um ponto, utilizando os conceitos de légica matematica.

Para isso veremos nesta se¢do a defini¢do de fun¢do continua e as
suas principais propriedades, fazendo sempre que possivel a ligagdo com
as propriedades de limites de func¢des vistas na se¢do anterior. A se¢io
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culminard com o teorema do valor intermedidrio, que faz afirmagoes
bastante interessantes sobre uma fun¢do continua num intervalo fechado.

Nunca é demais aprender. O conhecimento sempre vale a pena. Bons
estudos!

N3o pode faltar

Vimos na se¢do anterior o conceito de limite de uma fungéo a valores
reais. Estudamos os principais resultados sobre limites, assim como a
relacdo entre limites e vizinhangas de um ponto (a definigdo matema-
tica de limite por meio de ¢ e §). O conceito de limite de uma fungéo
envolve diretamente a nog¢do de ponto de acumulagdo, o qual pode ou
ndo pertencer ao dominio da fungdo. O que acontece nesse ponto se ele
pertence ao dominio da fungéo, isto é, se a fungido esta definida no ponto
em que ¢ calculado seu limite? Trataremos desse assunto nesta se¢io.

Assim, consideramos uma fun¢do f:A— R e supomos que a seja um
pontodeacumulagdodoconjunto ACR ,erequeremostambémque ac A .

Ouseja, issosignificaqueépossivelavaliar (seexisteoundo) olimite lim f(x),
e que f(a) estd definido. Surge entdo uma pergunta natural, nesse
contexto: suponhamos que exista o limite lim f(x), qual entdo a relagdo

entre lim f(x) e f(a)? Essa pergunta nos leva a defini¢do de continui-
dade de uma fungéo, como veremos no que segue.

Intuitivamente, a continuidade de uma fung¢do no ponto a signi-
fica que o grafico da fun¢do nao sofrera nenhum “pulo” no ponto g,
isto é, que, desenhando o grafico com um lapis, nunca o tiraremos
do papel, formando assim uma linha continua. Por exemplo, na
Figura 3.5, f:A—Rcom A=[0,1)U(Loc) e f(x)=x" para todo x€A
, note que a fun¢do estd definida em todos os pontos da reta menos
em a=1. Vamos definir agora o valor da fun¢do em a=1 para que,
nesse nosso contexto intuitivo, a fungdo seja continua nesse ponto.
Olhando a Figura 3.5, vemos que a unica maneira de desenhar o
grafico da fungdo sem tirar o lapis do papel é fazendo f(1)=1.
Qualquer outro valor de f(I) faria com que precisassemos tirar o lapis
do papel para desenharmos o ponto.
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Figura3.5| f:A— R com A:[O,I)U(l,oo) e f(x):x2 paratodo x € A

0.8
0.6
0.4

0.2

-04 -02 O

Fonte: elaborada pelo autor.

Vamos entdo a definigdo matematica. Seja f: A — R uma funcio definida
no conjunto ACR e seja um ponto a€A. Dizemos que f é continua no
ponto a se, dado ¢ >0 arbitrario, existir 6 >0 tal quese x € A com |x — a| <6
entdo |f(x)—f(a)| <e (LIMA, 20164, p. 75). Se f ndo for continua no ponto
a, dizemos que f é descontinua em a. Se f for continua em todo ponto a€ A,
entdo dizemos que f¢é continua no conjunto A.

A defini¢do que acabamos de apresentar, formaliza matematicamente a
no¢do intuitiva de continuidade apresentada anteriormente. Notamos que
a definicdo de continuidade é local: o fato de f ser ou ndo continua em a
depende apenas de seu comportamento nas vizinhancas arbitrariamente
pequenas de a.

Assimile

Vale ressaltar que é necessério que a€ A, para que o valor da fungdo
! f:A— R estejadefinido. Se a for um ponto de acumulagdo de A, entdo

a defini¢cdo de continuidade é equivalente a dizer que 1311‘} f(x)=f(a).

Mas, pela definigdo dada, ndo é necessario que a seja um ponto de
acumulagdo de A. De fato, suponhamos que a ndo seja um ponto de
acumulagdo de A (mas mantemos a hipdtese de que a € A ). Entdo existe
6>0 tal que Aﬁ(a—é,a—i—é):{a} (veja se concorda com a escrita
matematica dessa negacgdo).

Um ponto a€ A com essa propriedade é dito ponto isolado de A, pois
existe uma vizinhanga que néo contém nenhum outro ponto de A: a vizinhanga

122 - U3/ Limites e continuidade de fungdes



(a—6,a+6) “isola” o ponto a do resto do conjunto. Vemos entdo que a
defini¢do da continuidade de f em a é automaticamente satisfeita: dado que
ndo existe nenhum ponto de A que seja diferente de a no intervalo (a —8,a+6 ) ,
acondigdo “se x €A com |x—a| <6 entdo |f(x)— f(a)|<e & satisfeita trivial-
mente. Isso porque ndo existe nenhum x € A com essa propriedade, caso esse
em que dizemos que a afirmagdo é satisfeita por vacuidade. Para mais detalhes,
ver Lima (2016b, p. 222-223), ou Lima (20164, p. 75-76).

Vemos entdo, no caso em que o ponto a€ A ser ponto de acumula¢do
de A, as propriedades de fungdes continuas carregardo consigo muito das
propriedades dos limites de fungdes vistos na se¢do anterior. Assim, é
possivel estender a maioria dos resultados sobre limites para resultados
sobre fungdes continuas. Mais ainda: se os teoremas disserem respeito a uma
vizinhan¢a do ponto a€ A, entdo o caso em que o ponto a ¢ isolado sera
facilmente englobado no resultado. Veremos a seguir alguns teoremas que
seguem diretamente, ou quase diretamente dos respectivos teoremas para
limites de fung¢des, e mencionaremos as semelhancas e diferencas entre os
dois casos quando pertinente. Em particular, os resultados sobre as opera-
¢des de adic¢do, subtragdo multiplicacio e divisdo sdo diretamente traduzidos
dos respectivos casos para limites de fungdes, assim como as relagdes entre
limites e sequéncias. Informalmente falando, bastaria substituir lim f (x)=L

nas demonstragdes por lim f (x) =f (a) ou, em outras palavras, substituir as
pve
constantes que definem os limites pelos valores das respectivas fun¢des em a.

Tentaremos ao maximo seguir a logica do capitulo anterior, para
podermos fazer uma comparagao mais direta dos resultados. O teorema 3.10
nos diz que se existe lim f (x) , entdo esse limite é nico. Se f for continua
em a, entio o valor desse limite ¢ unico e é igual a f{a). Vejamos agora um
importante resultado, que relaciona as propriedades das sequéncias (x, ) tais
que limx, =a com as propriedades das sequéncias correspondentes ( f (xn))

quando f é continua em a. Essa é a extensdo para fun¢des continuas do
teorema 3.11 (e de sua reciproca). Argumentos semelhantes sdo utilizados
em livros como Lima (2016a), Lima (2016b) e Figueiredo (1996) para as
demonstragdes dos teoremas a seguir.

Teorema 3.15: Sejam ACR e f: A— R continuano ponto a€ A . Entdo,
para toda sequéncia (x,) em A comlimx,=a teremos que a sequéncia

( f (xn)) convergird para f{a). Reciprocamente, se toda sequéncia (x,) em A

com limx, =a for tal que a sequéncia ( f (xn)) converge para f(a), entdo f sera

n—o0

continua em a.

Dem. Vemos que o enunciado desse teorema é bastante parecido com o do
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teorema 3.11 (e de sua reciproca). Vemos isso substituindo no teorema 3.11,
e em sua demonstragdo, lim f(x)=L por lim f(x)=f(a)e limf(x,)=L

oo
por lim f(x,)=f(a); ou seja, substituimos L por f(a). Vale a pena adaptar
a demonstracio do teorema 3.11 para obter a demonstracio deste teorema,
seguindo as recomendagdes acima. Sugerimos que faga isso antes de acompa-
nhar a demonstra¢do dada a seguir, que é exatamente essa adaptagido mencio-
nada (para a primeira afirmagdo do teorema; para a reciproca, sugerimos
rever o box Reflita da se¢do anterior):

Consideremos a defini¢do de limx, =a.Dado §>0, existira N, €N tal
que, se n>N,, entdo |x, —a| <& . Vamos entio escrever a definicdo de conti-
nuidade de fem a. Dado e >0 arbitrario, existe >0 tal que, se x pertencer a
Acom |x - a| <6 ,temos |f (x)-f (a)| < e . Dessaforma, vamos fazer a seguinte

justaposi¢ao: tomemos >0 . Entdo existe >0 tal que, se x pertencer a A
com |x—a| <6, temos |f(x)—f(a)| <e. Mas para esse 6>0 existe NyeN

tal que, se n>N,, entdo |x, —a| <& . Assim, em particular, |f(xn)—f(a)| <e
para todo n> N, . Reescrevendo os passos acima sem mencionar a quanti-
dade§ >0, temos o seguinte: dado £>0, existe N, €N tal que, se n>N,,
entdo | flx,)—f (a)| <e. Mas isso é justamente a defini¢do de que a sequéncia

(f(x,)) converge para f(a), isto é, de que lim f(x,)= f(a).

Vale notar aqui que, se a for ponto isolado do conjunto A, entdo a tnica
sequéncia (x,) de elementos de A que converge para a ¢ a sequéncia constante
(com todos os elementos iguais a a), e nesse caso a sequéncia ( f (x”)) sera
constante com todos os elementos iguais a f{a). Assim, verificando o que acontece
quando o ponto a é isolado, chegamos ao final da demonstragdo do teorema. O

Assim como feito para o caso de limites, temos uma maneira razoavel-
mente pratica de checarmos se uma fun¢io é descontinua no ponto a: basta
obter uma sequéncia (x,) de elementos de a com limx, =a mas tal que a
sequéncia (f(x,)) ndo convirja para f(a). o

Vejamos agora o analogo do teorema 3.12, o teorema da permanéncia
do sinal. Nesse caso, também basta substituir o valor do limite L por f(a) no
enunciado e na demonstracio.

Teorema 3.16 (teorema da permanéncia do sinal para fung¢des conti-
nuas): Seja f:A—R continuaem a€ A . Suponhaque f(a)>0.Entdo existe
uma vizinhan¢a de a em que a func¢do f assume apenas valores positivos.
Se f(a)<0, existird uma vizinhanga de a em que a fungio f assume apenas
valores negativos.
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Dem. A demonstracdo segue os mesmos moldes da demonstracdo
do teorema 3.12, como mencionado. E deixado como sugestdo utilizar a
definicdo de continuidade de fem a para adaptar a demonstragdo do teorema
3.12 até chegar ao resultado deste teorema. [

Lembramos que, como no caso de limites, a vizinhang¢a do teorema acima
ndo precisa ser um intervalo simétrico, apesar de poder ser escolhida como
(a—6,a+¢) paraalgum 6>0 adequado.

Veremos agora como que os resultados sobre adi¢do, multiplicagdo e
divisdo de limites sdo “transportados” para as propriedades da adi¢do, multi-
plicagdo e divisdo de fungdes continuas. A existéncia dos limites se traduz
na continuidade das respectivas funcdes, como vemos no teorema a seguir
(FIGUEIREDO, 1996, p. 62-63).

Teorema 3.17: Sejam f:A—R e g:A— R ambas continuas em acA.
Entdo as fungdes f+g, f-g e f/g, definidas respectivamente por

(F+8)(x)=f(x)+8(x)> (F-8)(x)=F(x)-g(x) e (f/g)(x)=f(x)/g(x) sio

continuas em a. No caso da divisdo, f/g serd continua em a se g(a)=0.

Dem. Os resultados sobre as operagdes aritméticas com limites estdo
enunciados e demonstrados no teorema 3.13. Basta notar entdo que, sendo fe
g continuas em 4, seus limites existem em a. Podemos entdo aplicar o teorema
3.13 fazendo L= f(a) e M=g(a). Assim, o teorema estd demonstrado. [J

E@ Exemplificando
! Vamos ver exemplos de fungdes continuas langando mdo do

teorema 3.17. Primeiramente, vamos considerar as propriedades
da fungdo identidade id:R — R definida por id(x):x para todo
x€R . Afirmamos que a fung¢do identidade é continua para todo
acR . Sabemos que todo ponto a€R é ponto de acumulagdo de
R . Assim, pela definigdo de continuidade, temos que mostrar que
lxllr‘} id(x):id(a):u para todo a€R . Para isso tomemos €>0.

Entdo existe §>0 dado por §=¢ tal que se ’x—a’<6, entdo
‘id(x)fid(a)‘z‘xfa‘<5 . Mostramos assim, como esperado, que a
fungdo identidade é continua em todo ponto da reta.

Dessa forma, como pelo teorema 3.17 o produto de fungdes conti-
nuas é também uma fungdo continua, segue que afungdo f:R—R
dada por f(x):xzzxvc para todo x€R também é uma fungdo
continuaem R . Repetindo esse procedimento, vemos que a fungdo
x+—x" é continuaem R paratodo expoente n natural.

Como a adigdo e subtragdo de fungdes continuas é também uma
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fun¢docontinua,vemosquetodopolinémio p(x)a0+al~x+...+an~x"
é uma fungdo continuaem R.

Também, a divisdo de fungbes continuas é uma fungdo continua em todo
ponto em que o denominador é ndo-nulo. Segue portanto, que l/x é
continua paratodo x =0 . Multiplicando a fungdo l/x nvezes temos que
1/(x”) é continua para todo x==0.Somando termos no denominador,
vemos que toda fung¢do racional (quociente de polindmios) é uma fungdo
continua em todos os pontos tais que o denominador ndo se anula.

Um outro exemplo de fungdo continua é afungdo maédulo (valor absoluto)
X |x| . Vimos na segdo anterior que lxliIol ‘x‘ =0.Como ‘O‘ =0, temos

que lim |x|:|0| e, portanto, a fun¢do médulo é continua em g=0.
x—0

Mas para x>0 temos |x|:x e para x<0 temos |x|=—x, de forma
que a fungdo modulo é continua em toda a reta.

Segue dos teoremas anteriores o seguinte teorema (LIMA, 20164, p. 76),
que relaciona o comportamento de duas fun¢des na vizinhanca de um ponto
a em que sdo continuas:

Teorema 3.18: Sejam f:A—R e g:A— R ambas continuas em ac 4,
com f(a)>g(a). Entdo existe uma vizinhanga V de a tal que f(x)> g(x)
paratodo xcANV.

Dem.Peloteorema3.17,afunc¢do h: A— R definidapor h(x)= f(x)—g(x)
para todo x€A ¢é continua em a. Também, h(a)>0. Estamos entdo nas
hipoteses do teorema 3.16 e portanto, existe uma vizinhanga V de a em que h
assume apenas valores positivos. Como h(x)= f(x)—g(x) paratodo x€ 4,
segue que f(x)>g(x) para todos os pontos x na vizinhanga V de g, isto ¢,
f(x)>g(x) paratodo x€ ANV, demonstrando assim o teorema. [J

Faga vocé mesmo

As fungOes continuas tém a seguinte propriedade topoldgica: a imagem
inversa de abertos por fungdes continuas é sempre um conjunto aberto.
Ouseja:se f:R— R écontinua e B é um aberto naimagem de f, entdo
A:f“(B) é um conjunto aberto no dominio de f. Em particular,
podemos ver o que acontece com a imagem inversa de um intervalo
aberto. Demonstre o seguinte teorema:

Teorema 3.19: Seja f:R— Rcontinua em R e seja B o conjunto
B:{xe ]R;c<f(x) <d}.0u seja,emnotagdodeconjuntos, B = f~! (c,d),
entdo B é um conjunto aberto. Mais ainda, B é um intervalo da reta.
Dica: E aconselhdvel fazer a demonstragdo partindo da definicdo de
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fungdo continua, utilizando ¢ e . A demonstragdo pode ser encon-
trada em Lima (20164, p. 76), ou em Lima (2016b, p. 225). Mas é aconse-
Ihdvel tentar demonstrar primeiro sem consultar os livros e, se tiver
dificuldades, ai sim consulta-los.

Vamos considerar agora uma fungio continua em um intervalo fechado,
f: [a,b] — R . Temos o seguinte resultado, extremamente importante (e intui-
tivo): Se f:[a,b] >R for continua em [a,b], com f(a)<f(b) por exemplo,
entdo teremos que para todo y, tal que, f(a)<y <f(b) existird c€[a,b] tal
que y=f(c). Isso pode ser exemplificado na Figura 3.6. Se f for continua
em [a,b], ndo é possivel “tirar o lapis do papel” ao desenhar o grifico da
fungdo, de maneira que se f(a)<f(b) o gréfico de f deverd passar por todos
os valores y tais que f(a)<y< f(b). Esse resultado é chamado de “teorema
do valor intermediario”

Figura 3.6 | llustragdo do teorema do valor intermedidrio

f(b)

f(c)

f(a)

I
|
.‘
a c b

Fonte: elaborada pelo autor.

Teorema 3.20 (teorema do valor intermediario): Seja f: [a,b] —R
continua em [a,b], com f(a)< f(b) ,entdo paratodo y tal que f(a)<y<f(b)
existird ce[a,b] tal que y=f(c).

Dem. Veja Lima (2016b, p. 234-245) para duas demonstra¢oes diferentes
deste teorema. O

boc Reflita
Suponha agora que f:(u,b)—»R seja continua em (a,b) e que
lim f(x)=L, lim f(x)=M .Se L<M, o que se pode dizer sobre o
x—a’ x—b
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comportamento dos valores fentre L e M? E possivel adaptar o teorema
do valor intermediario a esse caso? Se sim, o que mudaria? Como ficaria
o enunciado do novo teorema?

Terminamos assim a Unidade 3. Muito foi aprendido até aqui, tenha a
certeza de que os estudos valeram a penal!

Saiba mais

O assunto de fung¢des continuas ndo acaba aqui; hd varios outros
! conceitos que podem ser introduzidos e que valem a pena serem

estudados. Um teorema bastante importante é o Teorema de Weiers-

trass, que diz o seguinte:

Teorema 3.21 (teorema de Weierstrass): Seja f: [a,b} — R continuaem

[a,b] . Ent3o f atinge maximo e minimo em [a,h] .

Para uma apresentagdo concisa desse e de outros conceitos sugerimos o

capitulo 7, paginas 75 a 86 da referéncia a seguir:

LIMA, Elon. Andlise Real. Vol. 1: fungdes de uma variavel. Rio de Janeiro:

Associagdo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016.

Sem medo de errar

Lembremos de que, como contexto de aprendizagem, vocé foi contra-
tado para construir um curso de formagdo continuada para professores de
matemadtica de ensino médio que deve abordar limites, continuidade de
fungodes, limites no infinito e limites infinitos.

Neste terceiro encontro vocé deve, a partir do conceito de limite de uma
fun¢io, apresentar intuitivamente o conceito de continuidade e dar sua
formulagdo rigorosa. Além disso, uma possivel abordagem é comentar sobre
0 que é uma fung¢do descontinua, dando sua defini¢do rigorosa, e apresen-
tando diversos exemplos.

7

Lembrando a defini¢do de fungdo continua, dizemos que f:A—R ¢
continua no ponto a€ A se, dado ¢>0 arbitrario, existir §>0 tal que se
x€A com |x—a|<§ entdo |f(x)—f(a)| <e (LIMA, 20164, p. 75). Se f ndo
for continua no ponto a, dizemos que f é descontinua em a. Assim, utili-
zando a negacdo de f ser continua, dizemos que:

Afungdo f:A— R serdentdo descontinuano ponto a € A seexistir £ >0 tal
que, paratodo 6> 0, existird y€ A com |y—a| <6 mastal que |f(y)—f(a)| >e
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A partir dessa defini¢do, vale a pena apresentar uma situa¢io do
cotidiano, por exemplo, a velocidade de um carro em fung¢éo do tempo ou
o volume de 4gua numa represa em func¢do do tempo (variagdes continuas
de grandezas em fungdo do tempo sempre sdo otimos exemplos) e discutir
a relacdo com o grafico de uma fung¢do continua definida num intervalo.
Conforme x fica arbitrariamente préximo de a, f{x) ficard arbitrariamente
proximo de f(a). Isso significa que, ao desenhar o grafico da fun¢do com um
lapis no plano cartesiano, ndo podemos tirar o lapis do papel. O grafico da
funcéo serd entdo uma linha continua, no sentido que estamos acostumados
a lidar no dia a dia. J& para desenhar o grafico de uma fungio definida num
intervalo que é descontinua em algum ponto, é preciso tirar o lapis do papel
para que possamos “pular” para o valor da fung¢do nesse ponto (ou vindo da
esquerda, ou vindo da direita, ou de ambos os lados).

Jano caso em que a fungdo ndo é definida no intervalo todo (por exemplo,
esta definida em todo o intervalo menos um ponto), precisamos tirar o lapis
do papel nesse ponto, para “puld-lo” e continuar desenhando o grafico da
fungdo. Isso acontece, por exemplo, quando o movimento de um objeto
cessa bruscamente (por exemplo quando ocorre um acidente, em que um
carro se choca com uma parede). No entanto, ndo é necessério apenas andar
com o lapis para o lado para que a fungdo permanega continua: ela pode ter
limites laterais diferentes a esquerda e a direita. Isso pode ser visto na “funcéo
degrau” definida como f(x)=0 para x<0 e f(x)=1para x>0. O grifico
dessa fungdo pode ser visto na Figura 3.7.

Figura 3.7 | grafico da fungdo degrau

Fonte: elaborada pelo autor.

Além disso, mesmo que os limites laterais nesse ponto sejam infinitos,
ainda assim a fungdo pode ser continua em todo o seu dominio. Um exemplo
é a fungdo f(x)=1/|x| definida para x=0 (o dominio é entdo a reunido
disjunta de dois intervalos abertos, e a fungdo néo estd definidaem x=0). O
grafico dessa fun¢do pode ser visto na Figura 3.8, onde vemos que os limites
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lateraisem x=0 de f(x)= 1/ || sio ambos infinitos. Mesmo assim, a fun¢io
é continua para todo x =0, devido ao teorema 3.17 sobre as operagdes com
fung¢des continuas.

Figura 3.8 | gréfico da fungdo f(x)=1/||
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Fonte: elaborada pelo autor.

Ja se a funcéo estiver definida em um intervalo menos um ponto ¢, for
continua em todos os pontos de seu dominio e tiver os limites laterais iguais
no ponto em que ndo estiver definida, pode-se definir a extensdo continua
dessa funcdo adotando f (C>:££n f(x).

Esses exemplos podem ser incorporados a apresentagdo sobre desconti-
nuidades para seus alunos, e vocé pode instigd-los a sugerir e discutir outros
exemplos (tanto de fung¢des continuas quanto descontinuas). Procure outros
exemplos, vale a pena estudar a se¢ao de descontinuidades de Lima (2016b, p.
229-234) para ajudar a enriquecer a aula. Assim, os principais contetdos do
curso foram cobertos (limites, continuidade de fung¢des, limites no infinito e
limites infinitos), e vocé pode considerar sua missdo cumprida.

Avangando na pratica

Pericia de acidente veicular

Descri¢ao da situagao-problema

Vocé foi contratado como perito criminal e estd atualmente traba-
lhando com um acidente veicular em que o carro sofreu diversas batidas
enquanto o motorista freava. Analisando as marcas de frenagem, vocé
obtém um gréfico da velocidade do carro em fungdo do tempo. O grafico
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mostra uma sobreposi¢cdo de fungdes continuas com fungdes degrau,
como na Figura 3.8.

Figura 3.8 | Gréfico de frenagem
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Fonte: elaborada pelo autor.

Como vocé interpreta as regides de continuidade e descontinuidade
desse grafico?

Resolugio da situagao-problema

As regides de continuidade sdo faceis de se interpretar: sdo os intervalos
de tempo em que o motorista estd com o pé no freio tentando parar o carro. Ja
as descontinuidades, por sua vez, representam as batidas que o carro sofreu:
bater o carro significa sofrer uma forga de impacto, isto é, sofrer uma acele-
ragdo (negativa) brusca, o que implica uma redugio brusca da velocidade.
Quanto mais forte a batida, mais essa queda na velocidade aparecerd como
um ponto de descontinuidade do grafico.

Faca valer a pena

1. Temos o seguinte resultado: Seja f:A— R continua em a€A. Entio f ¢é
limitada em uma vizinhanga de A. Em particular, existe § >0 tal que f é limitada
em Aﬂ(a—é,a+6). Para mostrar isso, notamos que, pela definigao da continui-
dade de fem a, dado £ >0 arbitrério, existe § >0 tal quese x€ A com |x —a| <6

entdo ’f(x)ff(a)’ <e. Fazendo £=1, segue que existe >0 tal que se x€ A

com ‘x - a‘ < entdo ’f(x) - f(a)’ <1, istoé, e portanto ¢ limitada.

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna.

a) f(x)€[f(a)~1f(a)+1]
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b) f(x)€(f(a)=6.f(a)+)
o) 0<|f(x)—f(a) <e

d) f(x)e(f(a)-1f(a)+1)
o) f(x)€(f(a).f(a)+1)

2. Vamos demonstrar o seguinte resultado. Seja f:[a,b] >R continua em [a,b],
limitada e ndo-decrescente. Entdo a imagem de f é um intervalo fechado da reta.
Para isso, nos valemos do teorema do valor intermedidrio. Como f é ndo-decres-
cente, temos f (a)g f (b) Se f (a): f (b) entdo f é constante. Supomos entdo
f(a)< f(p) . Assim, estamos nas condigdes do teorema. Segue entdo que para todo y
tal que f(a) <y <f(b) existirad c e [a,b] tal que y= f(c) . Isso é equivalente a dizer
que estd contido na imagem de f. Mas como f ¢é ndo-decrescente, fla) é o
menor valor que fatinge e f(b) é o maior valor que f atinge. Mostramos assim que a
imagem de fsera um intervalo.

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna.

) [a]
b) [f(a). £(¢)]
9 [f(a). £ (b)
D [ac]

o [£().f(a)]

3. Considere as seguintes afirmagdes:

1. A imagem de um intervalo aberto por uma fung¢éo continua é um intervalo.

2. A imagem de um intervalo fechado por uma fungio continua é um intervalo.

3. A imagem inversa de um intervalo fechado por uma funcéo continua é um intervalo.
4. Se o conjunto de descontinuidades D de uma fungao f: [a,b} — R for finito, com
flimitada em [a,b} —D, entdo f¢ limitada.

5. Se o conjunto de descontinuidades D de uma fungdo f: [a,b] — R for enumeravel,
com flimitada em [a,b] —D, entdo f¢ limitada.

Qual alternativa abaixo contém todas as afirmagoes verdadeiras, e somente as verdadeiras?
a) 1,2, 3.

b) 1,2, 4.

o) 1,4,5.

d) 2, 4, 5.

e)1,2,3, 4.
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Unidade 4

A derivada e a integral de uma funcao

Convite ao estudo

Caro aluno, na unidade anterior tratamos inicialmente de conceitos da
topologia da reta, permitindo assim introduzir as nogdes de limites e continui-
dade de fungdes. Nesta unidade, nosso objetivo ¢ utilizar esses conceitos para
analisar os dois casos mais interessantes de fungdes sobre a reta real, estamos
falando de funcdes diferencidveis e fungdes integraveis. Como podemos
quantificar a variagdo ou o crescimento de uma func¢éo nas vizinhangas de
um ponto? O que dé para dizer sobre esse crescimento quando analisamos
um intervalo finito da reta? Como podemos avaliar a area sob o grafico de
uma curva? Como todos esses conceitos estdo relacionados? Estas e outras
perguntas serdo respondidas ao longo das se¢des seguintes.

Como contexto de aprendizagem, suponhamos que vocé foi contratado
para atuar como matematico na equipe de engenharia de uma empresa de
consultoria. Vocé atuara junto a equipe contribuindo para manter o rigor dos
resultados obtidos por eles e terd de preparar pequenas apresentagdes sobre
os conceitos de andlise envolvidos na avaliagdo dos diferentes problemas que
aparecem. Vocé é deparado com diferentes situagdes, envolvendo a interpre-
tacdo de graficos com base nos conceitos de derivadas e integrais, os quais
vocé precisa explicar de maneira clara para seus colegas de trabalho para que
eles possam usufruir dos resultados da melhor maneira possivel.

Para cumprir sua missdo, a primeira secdo desta unidade introduz o
conceito de derivada de uma fun¢do como sua taxa (local) de variagdo e
apresenta sua defini¢do analitica, para em seguida desenvolver os principais
resultados decorrentes da defini¢do. Ja na segunda secdo serdo vistas outras
aplicagoes da derivada, como o teorema do valor médio e a andlise de maximos
e minimos de uma fungédo. A se¢do 3, por sua vez, introduz o conceito da
integral de uma fun¢éo como a drea sob a curva que representa seu grafico, e
apresenta sua defini¢do formal e principais propriedades analiticas.

Mais do que nunca, é necessario ter persisténcia neste momento. Os
conceitos até aqui desenvolvidos foram construidos cumulativamente, cada
vez se baseando nos resultados obtidos até entdo. E agora ndo é diferente,
todos os conceitos desta unidade se baseiam fortemente no que foi desen-
volvido na unidade anterior. Garanto que, no final da unidade, seus esforgos
terdo valido a pena. Bons estudos!



Secao 4.1

Fungdes diferenciaveis

Dialogo aberto

Atualmente, esta cada vez mais comum encontrarmos diversos tipos de
sensores que monitoram alguma condi¢do em tempo real (ou quase) em
madquinas e equipamentos, ou ainda, softwares que monitoram movimenta-
¢Oes financeiras, redes sociais, equipamentos, etc. Esses sensores e softwares
geram uma quantidade enorme de dados, o que permite avaliar as varia-
¢oes do objeto em estudo ao longo do tempo. Mas afinal, como avaliar a
taxa de crescimento de uma grandeza, quando esta é medida continuamente
em fungdo do tempo? Mais especificamente, como avaliar a taxa local de
variagdo de uma fung¢do f:A— R ? O que decorre desses conceitos? Veremos
a resposta para essas e outras perguntas ao longo desta se¢do.

Lembre-se de que vocé foi contratado para atuar como matematico na
equipe de engenharia de uma empresa de consultoria. Sua primeira missio
¢ explicar o resultado obtido por uma turbina eélica, que ao plotar o grafico
os engenheiros identificam “bicos” e gostariam de entender o porqué desse
comportamento. Como vocé pode explicar esses “bicos”? Que exemplos vocé
pode apresentar para ajudar a compreensdo? Como um dos engenheiros
gosta de matematica, ele lhe questiona sobre qual seria a derivada da fungio
no ponto do grafico que possui o “bico”. Qual serd sua resposta?-Dé um
exemplo de uma fun¢do na qual aparecem “bicos” e, depois, mostre isso
rigorosamente utilizando os conceitos de Analise.

Assim, para isso, veremos ao longo da se¢do a defini¢do intuitiva (geomé-
trica) da derivada, assim como a defini¢do analitica, rigorosa. Posteriormente,
no texto, essas duas visdes serdo relacionadas, como esperado. Exemplos de
fungdes que possuem e que nao possuem derivada em um dado ponto também
serdo apresentados, assim como técnicas para facilitar os calculos das derivadas
de uma fungio (regra do produto, regra do quociente) e resultados gerais sobre
a diferenciabilidade de fungdes. Esses assuntos sio extremamente interessantes
por sua interpretagdo geomeétrica e por suas aplicagdes, de modo que o estudo
da se¢do pode ser muito gratificante. Bons estudos!

N3o pode faltar

Como medir a taxa de crescimento de uma fun¢io? O quio “suave” pode
vir a ser uma fungdo continua? E possivel sistematizar essas ideias? Essas e
outras perguntas serdo respondidas nesta se¢do.
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Vimos na unidade anterior as propriedades dos limites de fungdes e de
fung¢des continuas. Note que estamos, cada vez mais, introduzindo estruturas
mais complexas na andlise de fungdes. Limites dizem respeito as proprie-
dades de convergéncia de uma fungio ao redor de um ponto; a continuidade
relaciona os limites com o valor da fun¢do no ponto. Ja a derivada, assunto
desta segdo, tem exatamente o papel de responder as perguntas acima: ela
“mede” o crescimento local de uma fungéo e sua “suavidade’, como veremos.

Intuitivamente, queremos definir uma quantidade que avalie a taxa de
variagdo de uma fun¢do ao redor de um certo ponto. Esse conceito tem
indmeras aplicagdes, sendo uma bastante importante em fisica: se x(#) for
a posi¢do de uma particula em func¢éo do tempo realizando um movimento
unidimensional, entdo sua velocidade serd dada pela derivada dessa fung¢ao.
Também, a derivada da fun¢io velocidade indicard a aceleragdo do corpo em
funcéo do tempo.

Assim, queremos uma quantidade que seja positiva se a fun¢do for
crescente ao redor de um ponto, e negativa se for decrescente; se a fungio for
constante, a derivada deve ser nula. Além disso, a derivada de uma fungao
deve ser maior quanto maior for a taxa de crescimento da fun¢io, e mais
negativa quanto mais negativa for a taxa de variagdo da fun¢ao. Um método
de avaliar a varia¢do de uma fungdo f:A—R em um dado ponto peAé
por meio da inclinagdo do segmento de reta que liga dois pontos do grafico
da fungdo, como na Figura 4.1. Dado por exemplo algum y > x, queremos
f(»)=f(p)
madamente, a taxa de variagdo da func¢do f nas vizinhangas do ponto p:
quanto mais proximo y estiver de p, melhor serd essa estimativa (ver por
exemplo Guidorizzi (1987, p. 154-155).

avaliar o angulo definido por tanf= . Esse 4ngulo mede, aproxi-

Figura 4.1| Variacdo de fem p

secante
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—

Fonte: elaborada pelo autor.
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Vamos, entdo, a defini¢do formal. Tomemos uma fungdo f: A — R e seja
p um ponto interior de A, p€int(A). Pela definigdo de ponto interior, existe
A>0 tal que ( P—A p+)\) C A. Entdo, em particular, é possivel calcular o
limite da fung¢do no ponto p (caso ele exista), e também ¢é possivel verificar as
propriedades de continuidade de f no ponto p e em sua vizinhanga. Assim,
definimos a derivada de fno ponto p, denotada por f'(p), pela expressio:

fl(p):limf<y)7f(p) ,

y=p y— P

(lé-se “f linha de p”), quando esse limite existe. Nesse caso, dizemos que
f ¢é diferenciavel (ou derivavel) em p. Se A for aberto e f for diferenciavel
em todo p€A, entdo dizemos que f é diferenciavel em A (GUIDORIZZI,
1987). Geometricamente, entdo, isso equivale a trazer o ponto y cada vez
mais préximo de p na Figura 4.1, de modo que a reta secante se aproxima da
reta tangente ao grafico da fungao no ponto p. Notamos que, por ser definida
como um limite, se a derivada de uma fung¢io existe em algum ponto, entdo
ela é Unica.

Dada a definicdo acima, é importante fazer um comentario sobre as
hipéteses adotadas. Vale ressaltar que todo o desenvolvimento da teoria de
fungdes diferencidveis pode ser feito considerando, nido apenas pontos no
interior de um conjunto, mas sim considerando qualquer ponto de acumu-
lagdo que esteja contido no conjunto (como foi feito no caso de fun¢des conti-
nuas), visto que a derivada é essencialmente um limite. No entanto, a esséncia
dos resultados é a mesma ao considerar um caso ou o outro. Por simplicidade,
e para facilitar a interpretagio geométrica e visual dos resultados, supomos
entdo que estamos calculando a derivada apenas em pontos interiores ao
dominio da fungfo, isto ¢, apenas nos pontos p, tais que (p—A,p+A)CA
para algum )\ > 0. Para a andlise do caso mais geral, em que p é um ponto de
acumulacdo arbitrario do conjunto A (mas pertencente a A), sem que necessa-
riamente tenhamos p €int(A) , pode-se consultar Lima (2016b), por exemplo.

Exemplificando
, Vamos ver exemplos de fungdes diferenciaveis e de fungdes que ndo sdo

diferenciaveis.

-- A fungdo identidade id:R — R dada por id(x):x para todo x
é diferencidvel em toda a reta real, e id’(p):l para todo p. De fato,
temos (id(x)fid(p))/(xfp):l para todo x e todo p.
--Afuncdomaddulo édiferencidvelemtodaareta, menosnaorigem p=0.
Isso porque, em p=0, temos que avaliar(‘x‘7‘0‘)/(x70)=‘x/x
quando x —0.Mas ‘x‘/x:l para x>0 e |x|/x:—l para x<0, de
modo que ndo existe o limite acima.
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Vamos demonstrar abaixo um resultado que ¢ esperado e intuitivo, mas
que, como em todo curso de anilise, precisa ser provado rigorosamente.
Temos que, se existe a derivada de fem um ponto p, entdo isso significa que
a quantidade | flx)=f( p)| cresce no maximo linearmente com a distancia
|x — p| , nas vizinhangas de p. Assim, a variagdo de fnas vizinhangas de p nao
pode ser muito abrupta, e esta controlada por |x— p|, o que implica que f
sera continua em p. Esse raciocinio leva entdo ao seguinte resultado (LIMA,
2016b):

Teorema 4.1: Sejam f: A— R e peint(A). Se ffor diferenciavel no ponto
p, entdo f é continua em p.

Dem. Temos que mostrar que f é continua em p, isto ¢, que lim f (x)= f(p).
x—p

Note que isso é equivalente a mostrar que lim[ flx)—£( p)] =0. Mas sabemos
x—p
que limif(x) *f(p)
x—p X — p

utilizar o resultado do Teorema 3.13 (apresentado na Seg¢do 3.2), que nos
diz que o limite do produto de duas funcoes ¢é igual ao produto dos limites.

=f'(p). Como, além disso, lim(x—p)=0, podemos
x—p

Assim, para x=p, vale f(x)—f(p
limite x — p , temos:

x—p). Tomando o

[ () ()] =tim

x—p

-lim(xfp):f’(p>-0:0,

x—p

f(x)ff<p)]_(x7 p)l:hm F(x)-1(p)
x—p =l x—p
e, portanto, f é continua em p, completando assim a demonstragdo. O

Voltando a defini¢do de derivada, vemos que a existéncia da derivada de
f:A—R no ponto p€int(A) nos diz muito sobre a “velocidade de cresci-
mento” da fungdo f nas vizinhancas do ponto p. Primeiramente, notamos que o
limite que aparece na defini¢do da derivada pode ser reescrito da seguinte forma:

oy PR~ f(p
f'(p)=lim ( ,3 2,

0 que ¢ obtido escrevendo y=p+h. Vamos definir uma “fun¢io resto”
r(h) como o que “sobra” da derivada: f(p+h)— f(p)= f'(p)-h+r(h), com

r(0)=0. Assim, temos da definicao de derivada que lim r(r)/h]=0,isto é,a
“funcéo resto” vai a zero mais rapido que h quando 10 Temos também o
oposto: se existir uma constante k e uma funcéo r(h)nas vizinhancas de p satis-
fazendo hm[ /h] 0 etalque f(p-+h)— f(p)=k-h+r(h),entdo afirmamos
que k= f (O p) . De fato, dividindo a expressdo toda por h e tomando o limite
h—0, a igualdade k=f'(p) segue da hipdtese hm[r )/h|=0. Logo,
mostramos que no caso em que existe tal fungédo r(h) com as propriedades
mencionadas, f é diferenciavel em p. Acabamos entio de demonstrar o
seguinte teorema (LIMA, 2016a):

Teorema 4.2: Sejam f:A—R e pecint(A). Suponhamos que exista
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uma fungio r(h) definida em uma vizinhanga de p, tal que %{l{}[r(h) / h] =0
e f(p+h)—f(p)=k-h+r(h) para alguma constante k. Entao, segue que f ¢
diferenciavel em p, com f'(p)=k .

Dem. A demonstragdo estd feita no paragrafo anterior ao enunciado
do teorema.

» Reflita
Q O que acontece se escrevermos f(p+h)—f(p):k~h+r(h)
' com a fungdo r(h) tendendo a zero tdo rapido quanto h, isto é, com
hm{ /h] C=0? Ainda assim a fung¢do f serd diferencidvel? Se sim,
qual o valor da derivada? Como reescreveriamos a expressao para uma
fungdo resto adequada?

Como mais um exemplo, utilizando os conceitos que acabamos de ver,
temos que a fungdo f:R—R dada por f(x)=x" paratodo x, com neN, é
diferencidvel em toda a reta real, com f'(p)=n- p" ' paratodo peR .Isso nao
é tao simples de se ver, mas podemos utilizar a defini¢do da derivada em termos
da quantidade h e expandir o numerador utilizando o bindmio de Newton:

(p+h)":§n: n] Wp', com ["]:(”l) e k!=k-(k—1)-..-1 o fatorial
i—o \J j jl(n—j)!
de k para keIiI(,)e 0!=1. Assim: ! !

(p+h)"p”_Z[J]h’ " =h- Z[ ]h'" "', onde na tltima igual-

dade substituimos j=m+1. Entio:
(p+h) —p"_ & [n

p thmpnml_npnl+z

m=0 m=1
limite h— 0, temos f'(p)=n-p"" paratodo p.

]h’” "1 e, tomando o

A seguir provaremos um resultado que formaliza a interpretacdo geomé-
trica que demos da derivada como a inclina¢do da reta tangente ao grafico da
fun¢do num dado ponto. Se a inclinagao for positiva, significa que a fungéo é
localmente uma fungdo crescente e, se for negativa, a fungdo sera localmente
decrescente. Mas como demonstrar isso, e formalizar, sem nos basearmos em
argumentos visuais mas sim em argumentos de Analise? A resposta vem no
teorema a seguir (LIMA, 2016a).

Teorema 4.3: Sejam f:A—R e peint(A). Suponha que f'(p)>0
Entéo existe uma vizinhanc¢a de p em que f¢é crescente. Da mesma maneira,
se f'(p)<0, existird uma vizinhanga de p em que f ¢ decrescente.

Dem. Ver Lima (20164, p. 96), para uma demonstragao, e Lima (2016b, p.
266-267), para uma explana¢do com mais detalhes.
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Note que, se f' ( p) =0 no teorema acima, nada pode se afirmar sobre o
comportamento de fnas vizinhancas de p. Teriamos que olhar para derivadas
de ordem superior, come¢ando pela derivada de segunda ordem da funcédo
(a derivada da derivada, supondo que f' exista e seja diferenciavel em uma
vizinhanga de p, o que seria uma hipdtese adicional).

Assimile
A derivada quantifica a taxa de crescimento ou decrescimento de uma
) fungdo; isso é visto tanto por meios geométricos quanto analiticos.
Assim, se uma fungdo definida num intervalo for crescente terd sempre
derivada positiva, e se for decrescente terd sempre derivada negativa. Se
a fungdo tiver derivada continua e ndo for nem estritamente crescente
nem estritamente decrescente, entdo existird, pelo teorema do valor
intermediario, um ponto em que sua derivada sera nula. Em particular,
se tivermos f:[a,b]—»]R com f(b):f(a), existird um ponto Cé[a,b]
tal que f’(c):o. Esse é essencialmente o contelido do teorema do
valor médio, o qual veremos na préxima segao.

A derivada é, essencialmente, um limite. Esse limite é calculado em um
ponto em que a fun¢io estd definida; podemos assim, utilizando o Teorema
3.13 sobre as operagdes algébricas com limites, obter as relagdes entre as
derivadas de duas fungdes e as operagdes algébricas fundamentais (adi¢éo,
subtra¢do, multiplicagdo, divisdo). Poderia-se esperar que bastaria, entio,
substituir no Teorema 3.13 limites por derivadas e teriamos um resultado
analogo. No entanto, vale notar que ndo estamos calculando o limite da
fungdo original, mas sim de um quociente incremental. Assim, temos que
ter cautela ao aplicarmos as regras operacionais de limites. O resultado que
temos ¢ o seguinte:

Teorema 4.4: Suponha f:A—R e g:A— R diferencidveis no ponto
peint(A) . Entdo valem as seguintes expressoes para a derivada da soma, do
produto e da divisdo de fe g

(f+g)l(x):fl (x)+¢'(x) (regra da soma)
(f '[g)l (x) —(g)(x)fl((x)) + f(x)g’ (x) (regra do produto)
! x:fl—x—fx (x regra do quociente
[g]( ) g(x) [g(x)]zg( ) (regradoq te)

Dem. A demonstragdo dessas propriedades pode ser encontrada em
Guidorizzi (1987, p. 172-174), e o estudo da demonstragdo nessa bibliografia
¢ deixado a cargo de vocé, leitor. Mas, antes, valeria a pena tentar demonstra-
-las sozinho, sem recorrer ao livro, como treinamento. [
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C@ Exemplificando
I Utilizando a regra do produto, vamos calcular de maneira diferente

a derivada da fungcdo f:R—R dada por f(x):x” para todo X,
com neN. Vimos que essa fungdo é diferencidvel, com derivada
f’(p):wp"’l paratodop. Notamos primeiramenteque x" =x-Xx-...- X

n vezes
ezes g

de modo que, aplicando a regra do produto, obtemos n parcelas de *
somadas, resultando assim na expressao esperada.

Outra maneira de demonstrar o resultado é por meio de indugdo em n,
utilizando que x" =x-x-...-x, o que é deixado para vocg, leitor.

n vezes

Um ultimo resultado diz respeito a derivada da composigao de fungdes.
Esse teorema relaciona a derivada da fun¢do composta com as derivadas
de cada uma das fungdes originais, isto ¢, dadas f:A—R, ¢g:B— R com
Im(f)C B, conseguimos relacionar a derivada de h=go f:A—R com as
derivadas de fe g (AVILA, 1993).

Teorema 4.5 (regra da cadeia): Sejam f:A—Reg:B—R, com
Im(f)CB.Tome peint(A) tal que f(p)€int(B). Se ffor diferencidvel em p
e g for diferenciavel em f{p), entdo vale a “regra da cadeia’para a derivada da
fun¢io composta h=go f:A—R:

(g0 f) (x)=¢'(£(x))- f'()-
Dem. Ver Avila (1993, p. 127), para uma demonstragio, e Guidorizzi
(1987, p. 189-192), para uma demonstragio alternativa.

. Saiba mais
C?j Vimos conceitos introdutdrios sobre derivadas nesta se¢do. Um estudo mais
! aprofundado e com diversos exemplos, pode ser encontrado no capitulo
VIII, paginas 255-268 da referéncia abaixo, cuja leitura é recomendada:
LIMA, Elon. Curso de Andlise vol. 1. 14. ed. Rio de Janeiro: Associagdo
Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016.

Terminamos assim esta se¢do, que apresentou o conceito e as proprie-
dades basicas da derivada de uma fungéo. Tratamos de propriedades da
derivada de uma funcéo avaliada em um ponto: dado um ponto p, a derivada
é vista como um nimero associado a esse ponto e todas as construgdes foram
feitas analisando a vizinhanca desse ponto. No entanto, vale notar que, se A
é aberto e f:A—R ¢ uma fungio diferencidvel em A, é possivel definir a
fungao derivada f':A—R que associa, a cada ponto pe A, sua derivada
f'(p)€R >. Ou seja: a derivada pode ser vista como uma fungéo e, se esta for
diferencidvel, é possivel calcular derivadas de ordens superiores da fun¢iao
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f. A derivada de segunda ordem de f, ou simplesmente segunda derivada
de f, é a derivada da derivada: f"' (x):( f I)I(x) ,onde f'" denota a fungdo
x> f'(x). Nesse caso, como a fungdo f':A—R é diferencidvel, segue que
também ¢ continua. Em um caso mais geral em que a fungio f for n vezes
diferenciével, as primeiras (n-1) derivadas serdo continuas. Esses conceitos
serdo importantes na proxima se¢do, em que trataremos de propriedades
adicionais de fungdes diferenciaveis.

O estudo da diferenciabilidade de fungdes é extremamente gratificante,
por ser uma das aplica¢des mais importantes do contetido visto até aqui. O
aprendizado sobre sequéncias, limites e continuidade, entdo, nos deu frutos,
e 0 que colhemos se mostra uma ferramenta muito poderosa.

Sem medo de errar

Relembrando o contexto de aprendizado, vocé foi contratado para atuar
como matemadtico na equipe de engenharia de uma empresa de consultoria.
Vocé atuard junto a equipe contribuindo para manter o rigor dos resultados
obtidos por eles e terd de preparar pequenas apresentagdes sobre os conceitos
de analise envolvidos na avaliagdo dos diferentes problemas que aparecem.
Muitas davidas surgem entre os integrantes da equipe, os quais vém de outras
areas do conhecimento.

O primeiro problema que surge é a interpretagdo do grafico da energia
gerada por uma turbina eélica ao longo do tempo, como na Figura 4.2.
Embora o grafico apresente um crescimento médio ao longo do tempo,
ele ndo apresenta uma caracteristica de suavidade. Aparecem “bicos” entre
diferentes medi¢des; alguns bicos sdo bastante pequenos, enquanto outros sdo
abruptos (denotados pelos
pontos azuls, na Flgura 42). Figura 4.2 | Energia gerada por uma turbina edlica ao
Por que serd que aparecem  |5ng6 do tempo
esses bicos? Sao reais ou sdo
artefatos da avaliacdo das
energia gerada em instantes
discretos de tempo?

Alémdisso,vocésedepara
com perguntas interessantes
desse tipo quando os dados
sdo apresentados. Um dos
integrantes pergunta qual
seria a derivada da funcéo
naqueles pontos em que o

Fonte: elaborada pelo autor.
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grafico da fungdo apresenta bicos. O que vocé responderia? Como explicar em
palavras que a derivada nao existe naquele ponto?

Uma primeira resposta seria dizer que como as avaliages ndo foram
feitas continuamente (mas sim de um dia para o outro ou com o intervalo de
alguns dias) e os pontos foram ligados, ndo seria possivel obter uma funcdo
continua. Seria o0 mesmo que graficar uma sequéncia no plano cartesiano.
Na realidade, se as medi¢cdes fossem feitas em intervalos suficientemente
pequenos, a fungdo seria continua.

Um “bico” pode ser visto como uma generalizacdo da fungdo modulo.
Pode ser definido como uma descontinuidade na fungdo derivada, que varia
de um valor finito a outro ao cruzar o ponto em que nio esta definida. Como
essa defini¢do se aplicaria no bico da fun¢do moédulo? Veja que mesmo no
caso em que existem bicos, podem ser definidas as derivadas laterais de uma
fun¢io continua em um ponto arbitrario, mesmo que a derivada no ponto
nao exista (LIMA, 2016b). Essas derivadas laterais sdo definidas como limites
laterais, como esperado. A derivada a esquerda, f'(x),ea derivada a direita,
f1(x), sdo definidas como os limites laterais (quando existem)

_ +h)—
fi(p)=hlig;M, fi(P):hlfg}M-
Quando uma fun¢do tem bicos, as derivadas laterais existem mas sdo

diferentes. Essas derivadas representam as inclina¢des dos segmentos de reta
que “partem” do ponto em que hd o bico no grafico.

Um resultado de Andlise, que pode ser demonstrado de maneira andloga
ao utilizado para determinar se existe o limite de uma fungdo em um ponto
quando conhecemos seus limites laterais, é o seguinte (LIMA, 2016a):
suponha que existam as derivadas laterais f'(p) e f|(p), de uma fungdo f,
respectivamente a esquerda e a direita de um ponto p. Entdo f ¢ diferencidvel
no ponto p se, e somente se, as derivadas laterais forem iguais. Nesse caso, a
derivada da fungdo ¢ dada por f'(p)=f'(p)=fI(p)-

Apresentando todos esses conceitos aos seus colegas de trabalho, ficard
muito mais produtiva a discussio sobre a varia¢do na geracio de energia pelo
gerador edlico ao longo do tempo.
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Avancando na pratica
A regra de U’Hopital

Descri¢ao da situagao-problema

Suponha que vocé seja professor de uma turma de Calculo de uma
variavel e, apds ver o conceito de derivada, no final da aula, um aluno levanta
uma questdo sobre um conceito de aulas anteriores. “Professor, estive resol-
vendo exercicios do livro sobre limites e me deparei com um problema. O
exercicio pedia para calcular o limite em um ponto de uma fungéo racional,
quociente de polindmios. Mas nesse ponto, o polinémio do denominador
era nulo, logo ndo da para aplicar as regras operacionais dos limites. Pensei,
entdo, que deveria utilizar as técnicas de limites infinitos. No entanto, notei
que o polindmio do numerador também se anulava nesse ponto, de modo
que daria uma expressdo do tipo 0/0 e ai nao sei se o conceito de limites
infinitos funcionaria, acho que néo... como devo proceder?”

Resolugio da situagao-problema

De fato, as chamadas “expressdes indeterminadas” do tipo 0/0 , em que os
limites do numerador e denominador se anulam quando calculados separa-
damente, isto é: dadas duas funcdes f e g continuas, com x, queremos calcular

o f(x)

o limite lim
x—p g( x)
vimos, nem utilizar o conceito de limites infinitos, como bem salientou o

aluno. No entanto, tendo em maos o conceito de derivada, podemos avaliar
o limite mencionado olhando para as derivadas de fe g no ponto p. Para isso
notamos, seguindo Lima (2016a, p. 93), que podemos escrever para x=p:

. Nio é possivel aplicar nenhuma regra operacional que ja

fx)—f(p)
limf(x)=limf(x)7f(‘o)=lim xX—p
rg(x) rg(x)-glp) 7| glx)—glp)|
xX—p

Mas como ambos os limites do numerador e do denominador existem,
por hipétese, e como g’ ( p)::o , podemos aplicar as regras das operagdes
com limites, obtendo:

_ S L)
M s el gl
=P X—p
que pode ser calculado por meio das derivadas de fe g, supostas conhecidas.

Essa é a regra de Hopital.
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Polindmios sdo fungdes diferenciaveis em toda a reta, de modo que
aplica-se a regra de LHopital. Assim, vale a pena apresentar ao aluno esse
resultado e sua demonstragdo, e aconselha-lo a aplicar esses conceitos no
caso do limite a ser calculado.

Faca valer a pena

1. Vamos demonstrar a regra do produto: (f- ) (x)=g(x)f'(x)+ f(x)g'(x)-

. . v fle+h)g(p+h)—f(p)g(p)
Pela definicdo de derivada, ( f- g) ( p) — %12} p . Somando e
subtraindo f ( P+ h) ( p) no numerador, podemos escrever:

(-8 (p)=1 f(p+h)( (P+h)_g(P)2+(f(p+h)—f(p))g(p)

Mas notamos que, como f ¢ continua e fe g sdo diferenciaveis em p, podemos tomar

separadamente os limites na equagio acima da seguinte forma:

(f-8)(p)=

Assim, utilizando a defini¢do de derivada para fe g, obtemos o resultado.

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna.

(eloth)—sp) . U(pth)—1(p)

a)  lim f(p)-lim g lim g (p)

b) gg;f(erh)-lhig(g( +h2_g(p>)+1higg(f( +h2_f(p)) g(p)

5 Ei%f(f’*h)'l}i%(g(p+h2_g( >)+1hi§g( (p+h2—f(P)) (p+)
O limf(p): Lifa<g(p+h2_g(p))+£ifs(f( +h,3_f(p>)-g(p+h)

Y f(p).lhigg(g(pmg—g(p))+lhi£%(f(p+h2—f(1’)).lhiggg(ﬁh)

2. Vamos demonstrar aqui o teorema 4.3, que tem o seguinte enunciado: Sejam
f:A—R e peint(A). Suponha que f ! ( p) >0 . Entdo existe uma vizinhanga de
p em que fé crescente.

Para isso, consideremos apenas x> p na definicdo da derivada. Pela defini¢do de
limite, dado >0, existe §>0 tal que, se x€ (p —6,p+ 6) entao .
Assim, tomando ¢ = f' ( p) / 2 temos que existe 6 >0 tal que, se x € ( pp+96 ) , entao
f (x) —f ( p)>0. Um argumento andlogo vale quando tomamos x < p, demons-
trando assim o resultado.
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Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna.

a) Me(fl(p),fl(pH—E)

X —

~

b F(x)—f(p)e(F (p)—ef (p) +e)

) < G(fl(p)—a,fl(p)—l—e)
d) f(sz:ﬁ(P) G(fl(p)—a,fl(p)-i-a)
e) f(Xx:i(P) E(fl(p),fl(p)+8)

3. Considere as seguintes afirmagdes:

I.  Se f:R—R ¢écontinua, entdo é diferenciavel.

IL.

Se f:R—R ¢ diferencidvel, entdo sua derivada f '"R — R élimitada.
IIL. Se f: (a,b) — R édiferenciével, com a,b€ R , entdo f ¢ limitada.

Assinale a alternativa que contém todas, e apenas as afirmagdes corretas.

a) Ielll
b) IIL

c) Iell
d) I, IIL

e) Nenhuma afirmacio.
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Secao 4.2

Propriedades da derivada

Dialogo aberto

Vimos na se¢io anterior a defini¢do da derivada em um ponto e suas
propriedades basicas. Mas o que podemos obter quando a derivada ndo
estd definida s6 em um ponto, mas sim em um aberto da reta? E se também
existir a segunda derivada, ha algo a mais que podemos obter da fungio?
Esse tipo de funcéo, “suave” o suficiente para que tenha derivadas até ordens
muito grandes, ¢ o tipo mais comum em engenharias, fisica e outras ciéncias
exatas. Funcdes que ndo possuem derivada em algum ponto geralmente
representam impactos; sem impactos, geralmente a modelagem matematica
é realizada com fungdes suaves.

Lembre-se de que vocé foi contratado para atuar como matematico na
equipe de engenharia de uma empresa de consultoria. Vocé atuara junto a
equipe contribuindo para manter o rigor dos resultados obtidos por eles e
tera de preparar pequenas apresentagdes sobre os conceitos de analise envol-
vidos na avaliagdo dos diferentes problemas que aparecem. Muitas davidas
surgem entre os integrantes da equipe, os quais vém de outras areas do
conhecimento.

Uma das duvidas aparece ao analisar um reservatério de uma usina
hidrelétrica cujo nivel de agua vem diminuindo continuamente por falta de
chuvas. Se o nivel de dgua chegar a um nivel minimo operacional (“nivel da
tomada d’dgua”), a usina precisard cessar seu funcionamento.

A equipe que atua no local garantiu que conseguira desviar a dgua de um rio
proximo para encher a represa em volumes inicialmente pequenos, mas crescentes.

Considerando que o atual monitoramento do nivel de 4gua, por meio de
sensores, se expressa em uma fung¢do “nivel da dgua” com relacdo ao tempo,
qual deve ser a caracteristica das derivadas da fun¢do para garantir que a
situagdo do reservatdrio seja revertida? E como podemos analisar, utilizando
as ferramentas do calculo diferencial, que o nivel minimo seja inferior ao
nivel da tomada d’agua?

Para resolver essa e outras situa¢des, nesta se¢do estudaremos o teorema
da funcéo inversa, o teorema do valor médio para derivadas e analisaremos
os maximos e minimos locais de fun¢des que sdo duas vezes diferencidveis
num aberto. Os conceitos apresentados nesta secdo mostram o poder da
andlise de fungdes diferenciaveis, e seu estudo com certeza vai agregar ferra-
mentas ao seu arsenal analitico.
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N3o pode faltar

Vimos na se¢do anterior a defini¢do da derivada em um ponto e diversas
propriedades de fun¢des na vizinhanga de um ponto p, quando estas
admitem derivada em p. A nogdo de derivada como taxa de crescimento local
da funcio foi estabelecida rigorosamente, assim como as principais relagoes
algébricas entre as derivadas de duas fungoes.

Mas muitas fun¢des (a maioria das fun¢des algébricas conhecidas como
polinémios, fun¢des trigonométricas e as fungdes exponencial e logaritmica)
sao diferenciaveis em toda a extensao em que estdo definidas. Surge entdo uma
pergunta natural, j4 que temos a mao os resultados basicos para analisar as
propriedades derivadas em um ponto: e se a derivada da fungao estiver definida
em um intervalo, podemos dizer algo mais sobre o comportamento da fungao?

Vimos na se¢do anterior que se A é aberto e f:A—R ¢é uma funcio
diferencidvel em A, é possivel definir a fungio derivada f':A — R que
associa,acadaponto p€ A ,suaderivada f'(p)€R . Assim, podemos analisar
diversos aspectos ja conhecidos sobre limites,continuidade e diferenciabili-
dade de fungoes, olhando agora para a nova fungio f':A— R Em parti-
cular, é possivel aplicar os resultados desenvolvidos até aqui a fungdo f' no
intuito de obter, por exemplo, resultados sobre a fungio f (que sabemos que
é continua) ou mesmo resultados que envolvem f”(x):( f’)l (x), quando

f'*A=R for diferenciavel em A.

Assim, vamos considerar na maioria dos estudos desta se¢do uma funcéo
f: [a,b] — R, continua em [a,b} e diferencidvel em (a,b) (que, lembremos, é o
interior do conjunto [a,b] ). Dessa forma, a fun¢ao derivada (que chamaremos
somente de “derivada’, quando o sentido estiver claro no contexto) f': (a, b) —R
esta definida em todo o conjunto (a,b) , 0 que esta de acordo com o que conside-
ramos razoavel para nossas andlises (como descrito no paragrafo anterior).

Esta se¢do nos diz entdo sobre aplicagdes da derivada em contextos em
que temos mais estruturas do que na se¢do anterior. Come¢amos com um
teorema que nos diz que, se a derivada de uma fungéo for ndo-nula em um
pontop, essa fungdo é localmente inversivel e sua inversa pode ser calculada
pela regra da cadeia. Vejamos como isso acontece.

Primeiramente, precisamos garantir que f seja localmente inversivel, isto
¢, que exista uma vizinhanga V de p em que f possua inversa (que denota-
remos por f~'). Suponhamos entdo f : ( p)=0. Pelo Teorema 4.3, existe uma
vizinhanga de p em que f ¢ ou estritamente crescente (se f'(p)>0) ou estri-
tamente decrescente (se f'(p)<0). Em qualquer um dos casos, temos que f
¢ injetora. E sabemos que, se f ¢ injetora, serd uma bijecdo sobre sua imagem.
Logo, f ¢ inversivel sobre sua imagem.
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Temos que ver entdo quem é a imagem de f. Suponhamos entdo que
a vizinhanca V em que f ¢ inversivel seja dada por um intervalo fechado,
V =[a,b], com p€(a,b). Assim, podemos nos restringir a f no intervalo [a,b],
inversivel sobre sua imagem. Assim, como f ¢ continua em [a,b], podemos
utilizar o teorema do valor intermedidrio (Teorema 3.20) para obter infor-
magdes sobre a imagem de f. Uma outra maneira de enunciar o teorema
do valor médio ¢ a seguinte: seja f:[a,b|]—>R continua em [a,b], com
f(a)< f(b) . Entéo o intervalo [f(a), f(b)| esté contido na imagem de f (vale
a pena checar que os enunciados sdo equivalentes). Assim, se f for crescente,
teremos que Im(f)=[f(a),f(b)|=[c.d] também serd um intervalo. Além
disso, f(p)pertence ao interior desse intervalo.

Suponhamos ainda que sua inversa, f™': [c,d] — R, seja continua em f{p).
Pode-se esperar que consigamos afirmar algo sobre a diferenciabilidade da
fungdo inversa em f{p), dado que temos tanta estrutura a seu respeito. Mas
nada é garantido, é preciso procurar.

Da continuidade de f™' em f{p) temos que yljl/r(lp]f"(y)zf"(f(p)):p. Entdo

S0 Ue) L S'0)-P . Mas agora, notando que y=f(f'(»)>
)'Lf(lf) y—f(p) T =fle) y—f(p) 8 ( ( ))

podemos escrever lim f_l<y)ff_l<f(p)) — lim f)-r

wi - y=f(p) =10 f(F7 ()= £ (p)
Mas quando Y — f ( P) , temos pela continuidade de f™' em f(p) que
y)— f*l(f(p)):p. Assim, podemos escrever a expressdo acima como
lim f l<y)7f l<Jr(p)):lim x=p =lim f(x)ff(p)
i y=£(p) =rflx)=f(p) = x-p
fo) =) 1

) . Y 1
e I T e P e V)

Vale ressaltar que o calculo acima nao foi feito apenas para obter a derivada
da fun¢do inversa, mas sim para demonstrar que a inversa sera diferenciével
em todos os pontos da imagem de f correspondentes aos pontos em que f é
diferenciavel. Notemos também que, se ja soubéssemos que f~' ¢é diferenci-
avel em f(p), o resultado seria muito mais direto. Bastaria utilizar a regra da
cadeia aplicada a funcio identidade, que pode ser escrita como id=fo f',
pois id'(x)=x para todo x. Assim, demonstramos o seguinte teorema:

—1
. Como f ¢ diferenciavel em p,

Teorema 4.6 (teorema da fungdo inversa): Seja f': A — R diferencidvel
em peint(A), com f'(p)=0.Entdo f possui uma inversa local f'.Se f~
for continua em f(p), entdo f~' é diferenciavel em f(p) e (f*l)’ (f(p)) :ﬁ .

Dem. A demonstragio completa do teorema foi apresentada nos
paragrafos anteriores ao seu enunciado. Uma demonstragdo analoga, porém
bastante mais concisa, pode ser encontrada em Lima (2016b, p. 264). O
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E@ Exemplificando
! Vamos verificar o teorema da fungdo inversa para um caso simples, da

fungéo f(x):m~x+b, com mbeR e m=0. 0 grafico de f é uma
reta inclinada, como na Figura 4.3.

Figura 4.3 | Gréfico da funcdo f(x):m-x+b

Fonte: elaborada pelo autor.

A inversa é calculada invertendo a relagdo acima: f 1(y):i.y—b. Vemos

que f'(x)=m paratodoxe (f’l)l (y)=1/m para todo y, estando assim
de acordo com o teorema. Geometricamente, m = tan(a) é o coeficiente
angular da reta (a tangente do angulo que a reta faz com o eixo x) e, portanto,
a tangente do angulo que a reta faz com o eixo y serd tan(ﬁ) = l/m .

Vamos agora considerar a estrutura adicional que mencionamos no
inicio da se¢do: consideremos uma fungio f:[a,b]— R, continua em [a,b]
e diferencidvel em (a,b). Serd que conseguimos tirar alguma informagio
adicional sobre f nesse caso?

Como fica o grafico de f? Por f ser continua, sabemos intuitivamente que o
grafico de fprecisa ligar os pontos (a, f (a)) e (b, f (b)) sem tirar o lapis do papel.
Ja por f ser diferencidvel, o grafico de f ndo pode conter “bicos”. Suponhamos
que f(b)=f(a). Intuitivamente, a menos que f seja constante em [a,b], f
precisard ter a0 menos uma regido em que € crescente e uma em que é decres-
cente. Suponhamos, por exemplo, que f seja crescente numa vizinhanga de a.
Entdo, como f(b)= f(a),fndo pode se manter crescente em todo o intervalo.
E preciso que haja um ponto p em que f pare de crescer e comece a decrescer
para voltar a atingir seu valor inicial. Como f ndo serd localmente crescente
nesse ponto (caso em que teriamos f ! ( p)>0) nem localmente decrescente
(caso em que terfamos f'(p)<0), s6 resta uma possibilidade, j& que a derivada
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estd definida em todo o intervalo (a,b): precisamos ter f'(p)=0. Esse é o
enunciado do seguinte teorema (LIMA, 2016b):

Teorema 4.7 (teorema de Rolle): Seja f:[a,b]— R, continua em [a,b] e
diferenciavel em (a,b), com f(b)= f(a).Entdo existe p € (a,b) com f'(p)=0.

Dem. A demonstra¢do do teorema estd no pardgrafo anterior ao seu
enunciado, em palavras. Note que ndo precisamos supor a continuidade de
f! :(a,b) — R . Veja outra demonstra¢do em Lima (2016b, p. 270-271). O

Obtivemos entdo um resultado sobre a derivada quando f(b)= f(a).Eo
caso mais geral f(b)= f(a), como fica? Sera que da para afirmar algo sobre a
derivada nesse caso? Imaginemos o que aconteceria se roddssemos o grafico
da fungio que tivesse f(b)= f(a), mantendo os eixos coordenados no lugar
(ndo muito, para preservar a propriedade de que f é uma func¢do). Entdo
encontrariamos um novo intervalo [a,b]tal que f (b)= f(a,). “Girando”
o teorema de Rolle, obteriamos que existiria um ponto pe(a,,b,) tal que
sua derivada fosse dada pela inclinagdo da reta secante que liga os pontos
(al, f (al)) e (bl, f (bl)). Essa nogdo intuitiva se faz precisa em um impor-
tante teorema, como veremos a seguir, que € exatamente a generalizaqéo do
teorema de Rolle para o caso em que f(b)= f(a):

Teorema 4.8 (teorema do valor médio): Seja f: [a,b] — R, continua em

[a,b] e diferencidvel em (a,b). Entdo existe pe(a,b) com f' (p):%f(a> ,
—a
isto é, tal que f'(p) é a inclinagdo da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e

(b, f (b)) do gréfico de f.

Dem. Note que ndo impomos mais a condi¢io f(b)=f(a). E de se
esperar que a demonstracdo esteja baseada no teorema de Rolle. Isso
porque os resultados sdo bastante parecidos, e a ideia de “girar” o grafico
nos faz imaginar que a demonstracdo seja apenas uma questdo de “girar”
o teorema de Rolle. De fato é algo parecido que acontece, porém o
conceito é deixado aqui bastante preciso analiticamente. Vamos definir
uma fun¢do g que envolva a fun¢do f e que satisfaca as hipoteses do
teorema de Rolle, para que este possa ser aplicado. Definimos entdo a

£(6)- £a)

b—a
que g(a)=g(b)=f(b), de modo que a fungio g satisfaz as hipoteses
do teorema de Rolle. Assim, por esse teorema, existird pe(a,b) com

gl(p):o. Mas, calculando g’(x), obtemos g’(x):fl(x)[W] .
f(b)-f(a)

=0 e, portanto,
b—a

fungao g:[a,b] >R por g(x)—f(x)+[ -(b—x) . Notamos

Assim, se g'(p)=0, segue que f’(P)—[
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f! ( p) = [f(bg—f(a)] , como querfamos demonstrar. [J

Assimile
({?}' O teorema do valor médio nos diz que, se f: [a,b] — R for diferenciavel
\ em (a,b) , entdo existird ao menos um ponto em (a,b) tal que ainclinagdo
do grafico de f (sua derivada) coincidird com a inclinagdo da secante que
liga os pontos (a,f(a)) e (b,f(b)) do gréfico de f. Note que ndo exigimos
a continuidade da derivada em (a,b) , nem que esta seja limitada. De fato,
nenhuma dessas hipoteses aparece na demonstragdo do teorema.

Um exemplo de fungido que satisfaz o teorema do valor médio e que
possui derivada que ndo é limitada em [a,b] ¢ a fungdo f:[0,1]— R dada por
f (x):\/; . O limite da derivada dessa fungdo quando x tende a zero pela
direita é menos infinito, e mesmo assim o teorema do valor médio continua
valendo. Mas note que, uma vez satisfeitas as hipoteses do teorema do valor
meédio, a derivada serd sempre limitada em qualquer intervalo fechado contido
em [a,b] . Os infinitos podem aparecer somente nos extremos do intervalo.

Miaximos e minimos locais

Um ponto de méximo local de uma fungdo f:(a,b)—R é um ponto
pe(ab) tal que existe uma vizinhanga V de p com f(x)<f(p) para
todo x€V . Analogamente, um ponto de minimo local de uma funcéo
f:(a,b)—R > é um ponto pe(a,b) tal que existe uma vizinhanga V de p
com f(x)>f(p) paratodo xe€V .

Consideremos agora uma fungdo f:(a,b)—R. Segue do Teorema 4.3
que, se f nao for nem estritamente crescente nem estritamente decrescente em
p€(a,b), entdo necessariamente f'(p)=0, como vocé pode checar escrevendo
a contrapositiva daquele teorema. Em particular, se f possuir ou um maximo ou
um minimo local em p, entdo f'(p)=0.Ou seja, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.9: Seja f:(a,b)— R, diferencidvel em pe(a,b). Se f possuir
ou um méximo ou um minimo local em p, entdo f'(p)=0.

Vemos entdo que uma condi¢do necessaria para que uma fungao diferen-
cidvel f:(a,b)—R possua um méximo ou minimo local em pe (a.b) €
que f' ( p) =0. Dizemos que os pontos que satisfazem essa condi¢do sdo
chamados de pontos criticos da fungio f. Mas essa condi¢do nao determina
se 0 ponto é de maximo ou de minimo local; é preciso conhecer mais sobre a
funcéo para avaliar isso.
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Suponha entdo que f:(a,b)—R seja duas vezes diferencidvel em (a,b),
e seja p€(a,b) um ponto critico de f. Queremos obter condi¢des suficientes
para que o ponto p seja claramente um maximo local ou um minimo local de
f. Vejamos um exemplo.

Exemplificando
. Considere as seguintes fungdes f,g:(a,b)—>]R, dadas por
! 2

2
f(x):[gf?s] +1e g(x)zf[gfs] -+ 3. Os graficos de f e g estdo
mostrados na Figura 4.4. Calculando as derivadas dessas fungdes,
vemos que o ponto p=6 € ponto critico de f (e minimo local) e o ponto
q=16 é ponto critico de g (e maximo local). Coincidentemente (ou ndo),
f"'(p)>0 (a concavidade da fungéo é para cima em p) e f'(q)<o0 (a
concavidade da fungdo e para baixo em q).

Figura 4.4 | llustragdo de maximos e minimos locais

14

10 v/(r‘,)*(%*.’i)”ﬁ»l

Fonte: elaborada pelo autor.

Esse exemplo ¢ caso particular do seguinte teorema:

Teorema 4.10: Suponha que f:(a,b)—R seja duas vezes diferencidvel
em (a,b), e seja p€(a,b) um ponto critico de f. Entdo, se f'(p)>0,pé
minimo local de f. Jase f''(p)<0, p é maximo local de f.

Para a demonstragao, ver Guidorizzi (1987, p. 280-282).

Reflita
boc
eja f:(a,b)— R, duas vezes diferencidavel (a,b), e p&(a,b)um
Q Seja f:(ab)—R, d diferenciavel (a,b), e pe(a,b)
: ponto critico de f. Vimos que, se f''(p)>0, p € minimo local de f e se
f”(p) <0, p é maximo local de f. Mas o que podemos afirmar quando
f”(p):o. Como podemos obter mais informacgdes sobre o comporta-
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mento de f quando f é infinitamente diferenciavel (possui derivadas de
todas as ordens)?

Pelo teorema de Weierstrass, se f for continua também nos extremos,
f :[a,b]—d[% , f possuird maximo e minimo em [a,h] . Assim, para obter o
maximo e minimo global de f em [a,b], devemos calcular o valor de f nos
maximos e minimos locais obtidos pelo Teorema 4.9 e comparar com seus
valores nos extremos do intervalo.

Saiba mais

O polindmio de Taylor é uma extensdo do conceito de derivada, quando
! consideramos termos além da aproximagdo linear para a fungdo resto.

Para essas e outras aplicacdes da derivada, recomendamos o estudo do

capitulo 9, em particular as paginas 104-113, da seguinte referéncia:

LIMA, Elon. Andlise Real. vol. 1: fungGes de uma variavel. Rio de Janeiro:

Associagdo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016.

Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé foi contratado para atuar como matematico na
equipe de engenharia de uma empresa de consultoria.

Uma das duvidas aparece ao analisar um reservatorio de uma usina
hidrelétrica cujo nivel de dgua vem diminuindo continuamente por falta de
chuvas. Se o nivel de 4gua chegar a um valor critico, a usina precisara cessar
seu funcionamento. A equipe de engenharia que atua com vocé garantiu que
conseguira desviar a dgua de um rio para encher a represa, mas que a taxa
com que essa agua chegaria no reservatério é muito baixa inicialmente, mas
tende a aumentar.

O desafio feito a vocé é o seguinte: elaborar um relatério, com sélido
embasamento matemadtico, que mostre que o procedimento garante que o
reservatorio ndo atinja seu nivel critico e pare de funcionar.

Interpretando a situagdo matematicamente, pode-se modelar o nivel de
dgua do rio como uma fungio continua f:0,00)— R . Nio hd informagdes
sobre sua derivada (a taxa de variagdo do nivel da dgua), a menos de que no
inicio ela é negativa. Mas vocé consegue, a partir do problema relatado, obter
algumas condigbes sobre a segunda derivada de f (que, pela modelagem, vocé
supde que sempre existe). Como a equipe de engenharia que atua junto a
vocé garantiu que conseguirdo aumentar a taxa de dgua que entra na represa
cada vez mais (embora esta ainda possa continuar bastante pequena), hd a
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esperanca. A varia¢do nessa taxa ¢ modelada como a segunda derivada de
f, e o fato de a derivada sempre aumentar o faz supor, na modelagem, que
f"(x)>0 paratodo x.

Assim, vocé consegue mapear o problema matematicamente da seguinte
forma: suponha que vocé tenha uma fungio f:[0,00) — R com derivadasegunda
positiva f'!(x)>0 para todo x. Quantos minimos locais possui a fungao?

Essa pergunta o faz pensar na fun¢do mais simples com essa propriedade,
f(x)=x*, graficada na Figura 4.5, que possui segunda derivada positiva em
todos os pontos. Mas nesse caso a segunda derivada sera sempre constante.
Pode acontecer de, no problema real, a segunda derivada tender a zero muito
rapido (mas sempre se mantendo positiva). Mas vejamos o que acontece.

2

Figura 4.5 | Grafico da funcdo f(x):[%
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Fonte: elaborada pelo autor.

Considere a fungdo derivada f':[0,00)—»R. A unica informagdo que
temos é que, numa vizinhanga do zero, f' € negativa. No entanto, sua derivada
f'':[0,00) = R ésempre positiva. Assim, f' ¢ crescente. Vamos elaborar sobre
esse fato. Suponhamos que f' comece crescente, mas em algum momento ¢,
pare de crescer. Ento, pelo Teorema 4.3, terfamos até esse instante f” seria
positiva, mas f''(z,)=0, o que seria uma contradi¢do. Assim, garantimos que
f':[0,00)— R sera uma fungio estritamente crescente. Como esta ¢ inicial-
mente negativa, pode acontecer apenas uma vez a condi¢do f' (th) =0. Nesse
caso, t, serd o unico ponto critico de f. E, como f'':[0,00)— R é sempre
positiva, segue que ¢, serd um minimo local de f.

Esse minimo é global. De fato, teremos f'<0 para t<t,e f'>0 para
t>t,. Isto é, f é decrescente para t<t, e crescente para t>f,. Assim, se
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f (tb) for maior que o nivel critico permitido pela represa, como espera a
equipe de engenharia, seguird que o sistema ndo atingird o nivel critico,
nem atingira outro ponto de minimo local. Isso ¢ suficiente para garantir a
tranquilidade dos engenheiros responsaveis pela usina.

Mas vale notar que podemos ter f'<( sempre, de modo que o nivel de
agua estara sempre diminuindo. Nesse caso, apenas uma modelagem com mais
informagdes permitiria analisar o que acontecera para tempos muito longos.

Vale a pena explicar esse raciocinio para o time de engenharia, focando
bastante nos argumentos de Analise, para dai chegarem a um consenso sobre
a seguranga da represa.

Avancando na pratica

Fungdes lipschitzianas

Descri¢ao da situagao-problema

Suponha que vocé foi contratado para colaborar na elaboragdo de um
material diddtico para estudantes de Célculo de uma variavel. Ao se deparar
com a parte correspondente ao teorema do valor médio para derivadas, vocé
procura outras aplicagdes e corolarios deste, além dos que aprendeu neste livro
(e na bibliografia adicional que estudou). Um colega seu, que também trabalha
na preparagdo desse material, pergunta o que se pode dizer sobre a “rapidez” com
que a fungdo cresce. Ela ¢ linear com a distancia? Quadratica? E possivel estimar
uma “taxa maxima de crescimento” da fun¢do em termos da distincia entre os
pontos? Como vocé apresentaria a solugdo desse problema para seu colega?

Resolu¢io da situagao-problema

Ao se deparar com a pergunta de seu colega, vocé nota dois casos quali-
tativamente distintos. Como nas hipéteses do teorema do valor médio, tome
f:[a,b] >R continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b). No primeiro caso,
existem as derivadas laterais nos extremos do intervalo (ou, para todos os
efeitos, a derivada é limitada em (a,b) ). Ja no segundo caso, ndo existem
esses limites laterais e a derivada tem limite infinito em a ou b.

O segundo caso ¢ mais dificil de tratar, e ndo leva a conclusdes
significativas ao tentar responder a pergunta do seu colega. Logo, vocé
supde que a derivada seja limitada em (a,b). Assim, pelo teorema do

valor médio, existira pe(a,b) tal que f’(p):M , isto &, tal que
—a
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f(®)—f(a)=f'(p)-(b—a). Aplicando o teorema do valor médio a um
intervalo arbitrério [x,y]C|[a,b], obtém-se entio c€(x,y) (onde o ponto
¢ ¢ diferente para cada x e y) tal que f(y)— f(x)=f'(c)-(y —x). Assim,
|f(y)—f(x)|:|f’ (c)|-|y—x|. Como a derivada é limitada em (a,b), existe

0 supremo sup |f’ (z)| Logo, |f(y)—f(x)|§ sup |f’(z)|.|y—x|. Definindo
z€(a,b) z€(a,b)

K:sup|fl(z)| , obtém-se que |f(y)—f(x)|§K~|y—x| . Logo, o cresci-
ze(a,b)

mento de f com a distdncia entre os pontos é no maximo linear, sendo
“regulado” pela constante K:sup| fl(z)|. Fungbes com a propriedade

ze(a,b)
| fly)-f (x)| <K-:|y—=x| sio chamadas de lipschitzianas, e a constante K ¢
chamada de constante de Lipschitz.

Vocé entdo pode apresentar esse novo conceito a seu colega, para que
ambos adquiram esse conhecimento e possam discuti-lo com propriedade
no texto que estdo escrevendo.

Faca valer a pena

1 « Vamos demonstrar o seguinte resultado: se f: [a,b} — R for continua em [a,b]
e diferenciavel em (a,b) , com f’ (p) =0 paratodo pe (a,b) , entdo f é constante.
Para isso, utilizaremos o teorema do valor médio. A demonstra¢ao serd dada por

contradi¢do. Suponhamos que f nio seja constante. Entdo existe ce(a,b) tal que

f(c)= f(a) . Mas entéio, a fungao f restrita ao intervalo [a,c] ¢ continua em [a,c] e

diferenciavel em (a,c) . Logo, pelo teorema do valor médio, existird d € [a,c] tal que
, 0 que é uma contradigdo.

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna.

a) f’(d)zwzo
c) f’(d):m:co
d) f’(d):@::o
e)f’(c):wzo
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2. A hipétese, no teorema do valor médio, de que a fungao f: [a, b] — R sejadiferen-
cidvel em todo o intervalo (a,c) ¢ essencial. Suponhamos, por exemplo, que a fungdo
ndo seja diferencidvel em algum ponto ¢ E(a,b), mas que seja continua. Entdo o
teorema vale para frestrita a [a,q} e para frestrita a [q,b] , mas ndo para o intervalo
todo. Um exemplo disso é a fungdo modulo f(x) = ‘x‘ . Temos que |—1| = |1

, mas
ndo existe pe (— 1, 1) tal que

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna.

) f(0)=0=l] |1
b 1 (p)=2=p]+|-1
O F(p)=0=|-|-1
& () =2=l+|-1
O f'(a)=0=l1-|-1

3. Considere um polindmio de ordem n, p(x):uo +a,-x+..+ax". Vamos
obter expressdes para seus coeficientes. Para isso, para cada coeficiente 4, calcu-
lamos a derivada de ordem k. Temos claramente a, = p(O) . Calculando a primeira

1

derivada, a, = p' (0) . Calculando a segunda derivada, a,= P_() . Ja para a
2

k-ésima derivada p(k) (x) , . Ja se escrevéssemos o mesmo polinémio

como p(x) = bo + b1 . (x — xn) +.+ bn (x — X, )n , apenas rearranjando 0s termos e

inserindo a constante x, , terfamos que seus coeficientes seriam dados por

Assinale a alternativa que preenche corretamente as lacunas.

P (x) ¥ (x)
k k

a) ak:

;b=

b) a, = P(k) (0) 5 b= P(k> (xo)

(o (o

C)“*:pkf);bkzpk!()
® ®

_ ), p(x)

Vo= Ty
® @

G P (x

&4, = k();bk: ]Eo)
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Secao 4.3

Fungodes integraveis

Dialogo aberto

Nas se¢des anteriores desta unidade vimos o conceito de derivada e
diversas das suas propriedades, inclusive quando a derivada ¢ vista como
fungdo de um aberto nos niimeros reais. O que podemos mais dizer sobre
fungdes continuas? Existe alguma outra estrutura que pode ser introduzida
para fung¢des continuas, mas que ndo dependa de sua diferenciabilidade?

A resposta é que sim. Nesta se¢do veremos os conceitos bdsicos da
integral de uma fungdo, que pode ser interpretada geometricamente como
a drea abaixo do grafico da funcdo. Esse conceito tem aplica¢des em diversas
areas da fisica e da engenharia, como no estudo de trajetérias de planetas e
outros objetos celestes, no calculo do campo elétrico de uma distribui¢ao
de carga, no calculo da trajetéria de um objeto em movimento conhecendo
apenas sua aceleragdo em fungdo do tempo, entre outros.

Lembre-se de que, como contexto de aprendizado, vocé foi contratado
para atuar como matematico na equipe de engenharia de uma empresa de
consultoria. Suponha que se queira calcular o total da energia produzida
por um motor ao longo do tempo, cuja tecnologia ainda estd em desenvol-
vimento, para a compara¢do com o desempenho dos automdveis que estio
no mercado. Para isso, o time de engenharia precisa calcular (analitica ou
numericamente) integrais baseadas nas curvas que obtém para a poténcia
do motor em fun¢io do tempo. Para ajudar a equipe na compreensao, intro-
duza o conceito de integral, baseando-se em sua defini¢do geométrica, em
aplicagdes no grafico do rendimento de um motor ao longo do tempo e na
defini¢do por somas parciais, argumentando que quanto menos espagadas
as medidas, melhor a predigdo desse valor total. Muitas vezes sdo tratadas
fungdes continuas, mas que em alguns pontos possuem descontinuidades
(falhas do motor, erros, de opera¢do, entre outros). Mostre que, mesmo
que uma fungdo tenha um ndmero finito de descontinuidades, a integral

b

f f(x)dx é uma fungdo continua do pardmetro b. Ja sua derivada tem as
a
mesmas descontinuidades que a fungdo original.

Nesta secdo veremos, para a resolugdo desse desafio, o conceito geomé-
trico de integral, sua defini¢do analitica, propriedades bésicas de fungoes
integraveis e o teorema fundamental do Calculo. Esta ¢ a tltima segdo do
nosso livro, seu estudo vale a pena para fechar o conteiido de Andlise com
chave de ouro!
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N3o pode faltar

Vimos nas se¢des anteriores o conceito de derivada de uma fung¢io, assim
como suas principais propriedades e resultados. Nesta se¢ao estamos interes-
sados no caso “oposto”: o da integral de uma funcdo. Uma pergunta que
surge muitas vezes ao se analisar o grafico de uma funcéo é a seguinte: como
calcular a drea debaixo do grafico? Qual a relagdo entre a taxa de variacdo
dessa drea e o grafico da fungdo?

A drea debaixo do grafico de uma fungio pode ser aproximada por uma
quantidade finita de retdngulos, de largura igual, preenchendo a regido
inferior ao grafico da fungdo. Ou seja, dada f:[a,b]—R limitada (suposta
aqui positiva, para ilustragdo), dividimos seu dominio em 7 intervalos de

b—a .
mesmo tamanho, Ax=-——. Isso gera n+1 pontos sobre a reta, igual-
n

mente espagados, definidos da seguinte maneira: x,=a, x, =a+k-Ax para
k<n, x,=b. Avaliamos entdo a fun¢do f em cada um desses intervalos, e
definimos o maximo de f em cada intervalo por m, = min f(x); o resul-
7 . XE|Xp 15X
tado é uma soma finita dada por: o
n
RI = ka “Ax.
k=1
A soma RI, é chamada de soma de Riemann inferior da func¢do f no

intervalo [a,b} , e é interpretada como a soma das areas dos » retdngulos,
cada um de largura Ax e comprimento m, . Podemos ver um exemplo dessa
soma de Riemann, quando comparada com o grafico de f, na figura 4.6, em
que f é continua: o valor da soma de Riemann inferior é uma aproximacdo
para a area sob o grafico da funcéo, sempre por valores menores que a area
do grafico.

Figura 4.6 | soma de Riemann inferior

f@) /£

_

Fonte: elaborada pelo autor.
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Analogamente, dados os intervalos anteriormente mencionados e
definidas as quantidades M, = max f(x), obtemos a soma de Riemann

x€[x;_pax]
superior para a fungo fno intervalo [a,b], dada por:
RS,=> M, Ax

k=1
A soma de Riemann superior ¢ interpretada como a soma das dreas dos n

retdngulos, cada um de largura Ax e comprimento M, , como visto na Figura
4.7. O valor da soma de Riemann superior ¢ uma aproximagdo para a drea sob
o grafico da funcéo, sempre por valores maiores que a drea do grafico.

Figura 4.7 | Soma de Riemann superior

- N

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, vemos que para uma fungdo continua é razoavel que conforme
n aumente, tanto o valor da soma de Riemann inferior quanto o da inferior
devem convergir para a drea sob o grafico da funcéo.

Podemos relaxar as hipéteses utilizadas para estimar a drea sob o grafico
da fungdo. A primeira delas, mais evidente, é relaxar a hipé6tese de intervalos
igualmente espagados. Assim, dadosn +1 pontos x, < x, <..<x,,com x,=a €
x, =b, vemos que esses pontos particionam o intervalo [a,b} em n segmentos,
[xkfl,xk] para k=1,..,n. Esses pontos definem, entdo, uma parti¢ao do inter-
valo [a,b], que pode ser vista tanto como o conjunto de pontos P ={x,,x,,...x, }
(AVILA, 1993) quanto o conjunto de intervalos [x,_,,x,] para k=1,.,n.
Adotaremos aqui a primeira abordagem, padrdo em livros de Analise. Mas ¢é
sempre util ter em mente o objetivo de escolhermos uma particio: a definicéo
do conjunto de pontos servira sempre para determinar os intervalos corres-
pondentes e esses, sim, serdo de fato utilizados nas contas.
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Para definirmos o andlogo das somas de Riemann neste caso, precisamos
generalizar o intervalo Ax que aparece nas somas de Riemann. Esta parte
é facil: basta considerar o tamanho de cada um dos intervalos, substituindo
Ax por Ax,=x, —x,, para cada k. Também precisamos generalizar as
quantidades m, e M, definidas anteriormente para englobar o caso de inter-
valos de comprimentos diferentes. Mas podemos notar, por suas defini¢des,
que estas dependem somente do intervalo [x, ,x,| e ndo de seu compri-
mento. Poderiamos, entio, utilizd-las sem medo. No entanto, é interessante
considerar o caso de uma fun¢do que ndo é necessariamente continua (mas
mantendo a hipétese de ela ser limitada); nao faz sentido falar de maximo e
minimo em um intervalo, pois ndo vale o teorema de Weierstrass, de modo
que precisamos “ajustar” as defini¢oes de m, e M, para podermos englobar
na nossa analise fungdes que ndo sdo necessariamente continuas.

Se ndo sabemos se a fungdo tem maximo ou minimo intervalo, mas
sabemos que esta é limitada, as adaptagdes mais fiéis a essas quantidades sao
os conceitos de supremo e infimo. De fato, no caso de a fun¢io ser continua,
o supremo se reduz a0 maximo e o infimo se reduz a0 minimo. Assim, para
tratarmos do caso mais geral em que ndo sabemos se f é continua, fazemos as
seguintes defini¢des: m, = inf | f(x), M= sup f(x).Assim, a soma de

x€[x_yx, x€lxe_ %

Riemann inferior RI, ¢ substituida por uma soma generalizada inferior s,
(ou apenas soma inferior) como:
n

Sp= ka -Ax,
k=1 N
Analogamente, definimos a soma generalizada superior S, (ou apenas
soma superior) como:
Sp=> M, -Ax,

n

k=1
Assimile
Note que as somas de Riemann sdo indexadas pelo inteiro n, que denota

: a quantidade de intervalos igualmente espagados em [a,b} .J4d as somas
generalizadas sdo indexadas pela particdo P, que define os intervalos
em que as quantidades m, e M, sdo calculadas para aproximar a area
abaixo do grafico da fungdo. Note também que se f for continua e se
os intervalos forem igualmente espagados, as somas generalizadas se
reduzem a somas de Riemann.

Daqui para frente trabalharemos com somas generalizadas. Vamos entdo
analisd-las com mais calma. Vimos que se a fun¢éo for continua e as somas
de Riemann convergirem para o mesmo valor quando n— oo, esse valor serd
a drea abaixo do grafico da fun¢do. Vamos ver o que acontece no caso de
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somas generalizadas e fungdes que ndo sdo necessariamente continuas. Mas,
como no caso de somas de Riemann, queremos ver o que acontece quando os
“limites” das somas generalizadas inferior e superior se igualam.

S6 que ndo da pra falar de limites aqui, porque estamos trabalhando com
particdes e ndo com inteiros ou pontos da reta. Mas vamos 1a: queremos,
como no caso das somas de Riemann, a maior soma (generalizada) inferior
que aproxime a area sob o grafico da fungdo, “por baixo”. Como nido podemos
falar de maximo e minimo, falamos em infimo e supremo. Matematicamente,
“a maior soma inferior” se traduz no supremo, sobre todas as parti¢des possi-
veis, das somas inferiores s, , isto é, sup(sP) . Analogamente, substituimos o

P

limite da soma de Riemann superior por algo que represente a “menor soma
(generalizada) superior” quando consideramos todas as parti¢des possiveis
do intervalo [a,b] . Tomamos, entdo, o infimo das somas superiores quando
variamos as partigdes, isto é, inf (S,)-

Notemos que as quantidades definidas no paragrafo anterior de fato
existem. Isto é, existem cotas superiores e inferiores para as somas generali-
zadas. Basta notarmos que, para qualquer parti¢ao P, vale

(bfa)- ir[lfb]f(x)gspgspg(bfa)- sup f(x)
x&la, xe[u,h]
Uma demonstragdo desse fato pode ser encontrada em Lima (2016b,
p- 305-306). Outra demonstragdo pode ser encontrada em Avila (1993, p.
144-145). Pelas defini¢des dadas até aqui envolvendo as somas generalizadas,
ndo precisamos mais supor f positiva. Entdo, apenas com a hipdtese de f

limitada, vemos que as quantidades sup(s,) e inf (S (S,) existem, onde P sdo
todas as partigdes do intervalo [a,b]. V{imos definir entio a integral inferior

da fungio limitada f:[a,b] R por f f fsup( »)> € a integral superior
dessa fung¢do como f f=inf($ (S,) . Dizemos que uma fungao ¢ integravel
quando, em analogia com os limites das somas de Riemann, as integrais

superior e inferior forem iguais. Nesse caso, essa quantidade sera chamada
de integral de fem [a,b] , e denotada por

[r=[r=[s.

Muitas vezes escrevemos também f f= f f(x)dx , para deixar expli-
cita a analogia com as somas de Riemann. Essa’ notaqao tambem ¢ bastante
util em célculos praticos.
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(@ Exemplificando
! Vejamos o exemplo da fungdo integravel mais simples: a fungdo

constante f:[a,b]—R dada por f(x)=c paratodo x€|a,b]. Nesse
caso, para qualquer particdo P, temos m, =M, =c para todo k, de
modo que s, =S, =c- (b—a) para toda partigdo P. Assim, por todas as

b rb
somas generalizadas terem o mesmo valor, temos f f:f f:c~(b—a)
b [
. Segue entdo que f é integravel com f f:c-(b—a) .Se ¢>0, essa

integral é interpretada como a drea do retangulo de base (bfa) e
altura c (que é também a drea abaixo do grafico da fungdo).

Podemos caracterizar a existéncia da integral de f:[a,b|— R em termos
das propriedades de f nas partigdes do intervalo? O teorema abaixo nos diz
que sim.

Teorema 4.11: A fungéo limitada f: [a,b} — R ¢ integravel se, e somente
se, dado >0, existir uma parti¢do P com S, —s, <¢.

Dem. Se a fungdo ffor integravel, entao sup(s,)= inf (S,) - Mas isso significa,
P

pelo teorema 1.12, que para cada e >0 existem particdes P e Q tais que s, e
S, satisfazem S, —s, <e (lembre-se de que as propriedades do supremo e do
infimo de um subconjuntos dos reais foram apresentadas na Se¢do 1.3; vale a
pena revisa-la neste momento; aproveite para adaptar o enunciado do teorema
1.12 a linguagem adotada aqui, e verifique que a afirmagio acima corresponde
de fato ao enunciado do teorema). Assim, definindo a nova parti¢cdio D=PUQ,
temos S, —s, <e, demonstrando a primeira parte do teorema.

Suponha agora que dado ¢>0, exista uma partigio P com S, —s, <¢.
Entao, pelo proprio teorema 1.12, segue que sup(s,)= inf (S,) - Vale notar que
P

este teorema pode ser visto como uma “transcri¢do” do teorema 1.12 para o
caso especifico dos conjuntos aqui tratados. [

Para além da defini¢do, que propriedades garantem que uma fungéo é
integravel? Ja vimos as propriedades de continuidade e diferenciabilidade de
uma fungdo. Como diferenciabilidade implica continuidade, sera que esta
ultima ¢é suficiente para que uma func¢io limitada seja integravel? A resposta
¢ “sim’, como vemos no teorema a seguir:

Teorema 4.12: Toda fungdo continua f:[a,b]— R € integravel.

Dem. A demonstragdo deste teorema envolve técnicas que ndo desen-
volvemos aqui neste livro, como, por exemplo, a continuidade uniforme de
funcdes em intervalos fechados. Para o leitor interessado, indicamos consultar
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a demonstragio em Avila (1993, p. 150), ou Lima (2016b, p. 319). O

Terminamos a se¢do com um resultado muito interessante sobre fungdes
integraveis: o teorema fundamental do célculo. Considere f: [a,b] — R integrével.
A fungdo f dentro da integral f f= f f(x)dx é chamada de integrando da

integral. Definindo a integral em um subintervalo [a, y|C[a,b], f f » podemos

considerar a fungao integral F:[a,b]— R definida por F(y)= f "f (x)dx . Uma
pergunta que surge é a seguinte: existe alguma relagio entre F e falém da definicio
acima? O teorema a seguir nos diz que, sob certas condigdes, a resposta é afirmativa.

Teorema 4.13 (Teorema fundamental do Calculo): Seja f: [a h]—> R
contmua (logo integravel). Entdo a fungdo integral F:[a, b]—> R dada por
F(y f f(x)dx ¢ diferencidvel em (a,b) e satisfaz F'(y)=f(y) para
todo yela, b)

Dem. A demonstracio ¢é fortemente baseada em Lima (2016a,
p. 137- 138) Vamos tentar calcular a derivada de F. Temos que
F( p+h)— f f dx (o que é obtido dividindo os intervalos de

integracdo adequadamente, ver a demonstra¢ao desse fato em Lima (2016a)).

w _1 f - f(x)dx . Mas queremos fazer com que o termo
p

do lado direito va a zero com h. Para isso, notamos que a fung¢do constante
é integravel, de modo que w7f(p):lfp+h(f(x)ff(p))dx ,ja

hv»
h
que fﬁ f(p)dx=f(p)-h. Assim, como f ¢ continua, dado €>0 teremos
r

Entao,

|f(x)— f(p)|<e para x suficientemente préximo de h, de modo que

w_f(p)gifpm'f(x)_f(p)|dx<e para x suficientemente

proximo de h. Assim, F'(p)— f(p)=0 paratodo pe(ab). O

Uma fungdo F:[a,b] >R, cuja derivada ¢ igual a fungdo f:[a,b|—R,
F'(x)= f(x) paratodo x em (a,b), é chamada de primitiva de f.

ooc Reflita

Vale a reciproca do teorema acima? Isto é, se existir uma funcdo
Y y
: g:[a.b] >R com g' = £, vale g(y):f f(x)dx?

Esta secdo é principalmente uma se¢do conceitual, em que os funda-
mentos para o estudo de integrais sao introduzidos, assim como sao comen-
tados os principais resultados. O topico de fungdes integraveis é bastante
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extenso e mereceria uma unidade a parte. No entanto, muito trabalho ja foi
feito até o presente momento, e os principais topicos de Analise na reta foram
abordados e discutidos. Fica, entdo, a vontade de saber: o que podemos
fazer com as integrais definidas aqui? Esse estudo merece ser feito, e tenha a
certeza de que a consulta desses na literatura trara grandes beneficios para
sua formag¢ao matematica.

Saiba mais

Apresentamos nesta se¢do apenas os rudimentos da analise de fungdes
! integraveis. Como podemos notar, os resultados se baseiam ndo somente

na parte analitica, mas apelam bastante para a intuigdo geométrica. Uma

abordagem mais completa, analitica e concisa pode ser encontrada no

capitulo 10, p. 121-134, da referéncia a seguir:

LIMA, Elon. Andlise Real. vol. 1: fungGes de uma varidvel. Rio de Janeiro:

Associagdo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2016.

Para uma apresentacgdo rigorosa do teorema fundamental do Célculo e

das somas de Riemann, veja o capitulo 11 do mesmo livro.

Sem medo de errar

Agora que finalizamos a secdo tedrica, podemos retomar seu ultimo
desafio, no qual vocé deve ajudar a equipe de engenheiros a compreender
alguns conceitos matemdticos envolvidos na geragdo de energia de um novo
motor. Com o devido embasamento matemitico, a equipe podera garantir
que os resultados sdo validos.

No problema atual, é necessario calcular o total da energia produzida
por um motor ao longo do tempo, cuja tecnologia ainda estd em desenvol-
vimento, para a comparagdo com o desempenho dos automdveis que estdo
no mercado. Para isso, o time de engenharia precisa calcular (analitica ou
numericamente) integrais baseadas nas curvas que obtém para a poténcia
do motor em fun¢do do tempo. Muitas vezes sdo tratadas fungdes continuas,
mas que em alguns pontos possuem descontinuidades (falhas do motor,
erros, de operagao, entre outras).

Vale a pena neste momento, antes de partir para os calculos, relembra-los
dos conceitos que envolvem a obtengéo da integral como limite de somas de
Riemann, inclusive com graficos parecidos com os das figuras desta se¢do, e
notar que ndo ¢ necessario supor a continuidade da fun¢io para que exista
a integral. Para isso, é recomendavel comentar também sobre a parte mais
analitica: a defini¢do de func¢des integraveis em termos de parti¢des e a carac-
terizagdo dada no Teorema 4.11.

Apds comentar sobre o teorema 4.12, que afirma que toda fungido continua
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¢ integravel, chega 0 momento de tratar das descontinuidades da funcéo.
Suponha que a fun¢do f:[a,b]— R possua um nimero finito de desconti-
nuidades no intervalo [a,b], como na figura 4.8 cujo grafico ¢ denotado pelas
curvas verdes. Queremos mostrar que, apesar dessas descontinuidades, para
a fixo, a integral F(y)= f i (x)dx , que representa a drea hachurada abaixo
do grifico da fungio (quando suposta positiva), ¢ uma fungio continua de y.
Vimos que quando f¢é continua, isso é verdade (na verdade F é diferenciavel).
Mas e se ndo supusermos a continuidade de f?

Figura 4.8 | Fungdo com um numero finito de descontinuidades

L.

Fonte: elaborada pelo autor.

Queremos saber se F é continua em pe[a,b}. Suponhamos, sem
perda de generalidade, pe(a,b). Entdo, seguindo a defini¢do de conti-

nuidade, seja ¢>0. Tomemos §>0, tal que fpj‘f(x)‘dx<e e |n<s.
.
Entio, F(p):fpf(x)dx e F(p+h):fp+hf(x)dx. Desse  modo,
F(p—i—h)—F(p):thf(x)dx , independente do valor de a. Logo
P

Flp )= F(p)=| [ f(x)ae|< [ e < [ (o)<

Assim, mostramos que F ¢ continua em todo p€[a,b]. Suponha agora
que f é continua em todo o intervalo [a,b], menos em um ponto g€ (ab).
Entédo F é diferenciével em (a,q)U(g,b). Vamos tentar calcular a derivada
de F em q. Para isso, utilizamos a seguinte caracterizagdo: F é diferenciavel
em g se, e somente se, suas derivadas laterais a esquerda e a direita existirem
e forem iguais em g. Mas pelo teorema fundamental do Calculo, a derivada
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lateral a esquerda F'(q)=lim f(x) e a derivada a direita é F!(q)=1lim f(x).
x—q x—q
Como f é descontinua em g, segue que lim f(x)= lim f(x), de modo que
x—q x—q
F'(q)=F!(q) e, portanto, F(y):fyf(x)dx nio ¢ diferencidvel em q.

Mostre esse resultado a seus colegas e comente sobre a demonstra¢do
para debater até que ponto os resultados analiticos sobre integrais de fungdes
descontinuas sdo uteis na pratica.

Avangando na pratica

Toda fungao crescente é integravel?

Descri¢ao da situagao-problema

Suponha que vocé esta lecionando uma disciplina de céalculo diferencial
e integral, e esta no final do semestre. Em uma aula de Calculo destinada a
tirar as davidas dos alunos, um deles pergunta: “Professor, sei das condigoes
para a integrabilidade em termos das parti¢des e das somas de Riemann. Sei
também que toda func¢do continua é integravel. Mas tenho aqui para analisar
uma func¢io e s6 sei que ela é crescente e limitada. Nao sei se é continua.
Como posso dizer se essa fungdo é integravel ou ndo, se ndo tenho nenhuma
informagao adicional?”

Resolu¢io da situagao-problema

Bom, o primeiro passo é lembrar o aluno de que a fungdo ndo precisa ser
continua para ser integravel. Essa é uma condi¢do muito especial (mas de
fato a maioria dos exemplos que conseguimos imaginar sdo de fungdes conti-
nuas). Vocé pode perguntar ao aluno se ele acha que a fungdo ¢ integravel
ou ndo, e o porqué. Se ele achar que ¢ integravel, precisa demonstrar. Se néo,
precisa dar um exemplo de fungéo crescente e limitada que néo é integravel.

Apbs esse tempo de discussdo com o aluno, vocé pode lembré-lo de que
temos que enfrentar os desafios com as armas que temos. E o que temos é
o teorema 4.11, que nos da as condi¢des de integrabilidade em termos de
particdes convenientes. Pois bem: tomamos um >0 e queremos, entio,

encontrar uma particdo P tal que S,—s,<e. Como s, :ka-Axk e
n k=1
S,=> M, -Ax, parauma parti¢io P={x,,x,,...x,}, temos do fato de f ser

k=1
crescente quem, = f(x, ) (extremo esquerdo do intervalo) e M, = f(x,)
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(extremo direito do intervalo). Assim, M, —m, = f(x,)—f(x,_,). Como

n

SP—sP:Z(Mk—mk)-Axk , segue que SP—sP:Zn:(f(xk)—f(xkfl)yAxk.

k=1 k=1
Agora notemos que, ao tomarmos uma particdo igualmente espacada,

e S,—s,=Ax- Z(f(xk)—f(xkfl)). Mas a soma na

k=1

expressdo anterior é dada por Z(f(xk) — f(x,))=f(b)— f(a) -

Temos entdo que, para uma particio igualmente espacada,
SP—sP:< f(b)—f (a))~Ax. Tomando n suficientemente grande para que

b—
teremos Ax= a

€ i .
Ax <—————, segue que S, —s, <€, e encontramos a parti¢do desejada.

f(b)=f(a)
Guie o aluno por essa demonstragdo, incentivando-o a refletir sobre cada
passo. Sempre ¢ momento de aprender!

Facga valer a pena

1. Vamos demonstrar o seguinte resultado: dada a fungdo integravel f: [u,b} —R,

b b
vale f(k-f(t))dt =k-ff(t)dt para k€ R . Para isso, pelo Teorema 4.11 tomamos

uma particio P de [a,b], tal que . Entdo, para a fungio k- f:[a,b| >R,
vale para a mesma particdo Sp— sp <& para a diferenga entre as somas superior e
inferior, de modo que k- f: [a,h] — R ¢ integravel.

Assinale a alternativa que preenche corretamente a lacuna:

a) S, —s,=¢/[K|
b) S, —s, <e/|K]
o) S,—s,<e
d) S,—s,=¢
e) SP—5P<€/k

2. Notemos que vale a reciproca do teorema fundamental do Célculo. Isto é,
tomemos f : a, b|— R continua. Se existir uma fungio g: [a b}‘)R com g'=f,
vale g( ) f ( )dx + C , onde C é uma constante.

Vamos demonstrar esse resultado. Para isso, vamos definir a fungdo h: [a b]—> R,
tal que h( ) f ’ f ( )dx Entdo, pelo teorema fundamental do Célculo, vale
h'(y):f(y) para todo y em (a,b). Logo, da hipdtese de que g'= f chegamos a
' (y)=g'(y) paratodo y em (a,b). Mostraremos que existe uma constante C, tal
que g(y)=h(y)+C paratodo yem (a,b).
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Primeiramente, vamos definir a fung¢do auxiliar T': [a,b] — R dada por

Entio, T' ( y) =0 paratodo yem (a,b) . Pelo teorema do valor médio, segue entdo que
T(b) = T(u) . Mais do que isso, tomando arbitrariamente um intervalo [x, y] C [a, b} s
o teorema do valor médio aplicado a fun¢do T no intervalo [x, y] nos diz que existe
z€ (x,y) , tal que . Mas como T' (y) =0 paratodo yem (a,b) , segue que
T' (z) =0 e, portanto, T(y) — T(x) =0, ou seja, T é constante em [a,b] . Dai, resulta
que existe uma constante C tal que g(y) = h(y) +C,istoé, g(y) = fyf(x)dx +C,
paratodo yem (a,b). !

Assinale a alternativa que preenche corretamente as lacunas:

9 T)sl A 0T )
b) T(y)=gy —h(y); T(z)—T(x):Tl(y)-<z—x)
o T(y)=g(y)=h(y)s T(y)=T(x)=T"(2) (y—x)
4 T(y)=g(y)+h(y)s T(y)=T(x)=T"(2) (y—x)
o) T(y)=g(y)-h(y); T(b)-T(a)=T'(2)-(b—a

3. Vamos demonstrar aqui o seguinte resultado, que se refere 8 mudanca da variavel
de integragao. O resultado é o seguinte (LIMA, 2016a, p. 139):

“Sejam  f: [a, b} — R continua, g: [c,d ] — R com derivada continua e
g([c,d]) - [a,b] . Entao,

8(d) d
ff(x)dx:ff(g(t)) ¢'(t)dt
g(c) c

Para isso, utilizaremos a regra da cadeia para a derivada e o teorema fundamental
do Calculo Associamos a f a fungdo integral (primitiva) F: [a b}—>R dada por

F f f dx 0 que o teorema fundamental do Calculo garante ja que f é
contlnu(a) Assim, para [V w] C [a b] temos ff dx F( ) F( ) . Em parti-
cular, ff dx— F(g(d)) F(g( )) , isto é, . Notemos que, pela regra
da cadeia, (F o g)l (x) =F ( g (x)) -g'(x) . Pela reciprgca do teorema fundamental do
Cilculo, existe uma constante C, tal que (F o g)(y) = f(F o g)l (t) dt + C e, portanto,

c

(Fog)( f F'(g t)dt+C. Também pela reciproca do teorema fundamental

do Calculo, temos que FI:f, de modo que Fog ff

Podemos, entdo, avaliar (F o g)(d) - (F o g) (C) : pela expressdo integral para
(Fog)(y), segue que . Assim, como mostramos  que
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g(d) g(d) d
E(fc)f(")d":(FOg)(d)*(Fog)(f), segue a igualdade jf(x)dxsz(g(t))-g’(t) dt e

8(c) ¢
o resultado esta demonstrado.

Assinale a alternativa que preenche corretamente as lacunas:

2 ?jf(x)dx_(Fog)(d) (Fog)(c ff D)2

b zﬂx)dmwogxd)(Fog><c>; (Fog)(d)- (Fog)(e)= fff<g<t>>-gf<t> p
0 J e)ts= (8o g ~{F ) (o)) (o)) = (e
O [ H(e)ie=(Fog)a)- (o)) (Fo)d)-(Fog)e)= [ (s(0) ()t

8(e) 8le
g(d)

)
&) [ f(x)dx=(Fog)(d)~(Fog)(c): (Fog)(d)~(Fog)(e)= [ £(t) g'(t)dt

&(e)
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