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Palavras do autor

Prezado aluno, bem-vindo a disciplina Resisténcia dos Materiais
Avancado!

Essa disciplina e parte fundamental da area de estruturas,
fornecendo parte dos conhecimentos basicos utilizados na analise
de estruturas isostaticas, o que permite que projetos estruturais
se tornarem reais. Ao longo da disciplina, serao apresentados os
calculos de algumas caracteristicas geomeétricas de figuras planas.
A partir dos esforcos externos, determinaremos os diagramas das
solicitagdes internas e, com estes, estudaremos pecgas sujeitas
a flexdo, na segunda secdo do curso, sujeitas a flambagem,
e na terceira, para podermos dimensiona-las. Finalmente,
conheceremos 0s conceitos de energia de deformacao e
0s critérios de resisténcia para utiliza-los, principalmente, na
verificacdo de pecas estruturais que apresentam problemas do
tipo trincas ou deformacdes excessivas.

O objetivo desta disciplina é mostrar como aplicar as
caracteristicas geomeétricas, as ac¢des externas, os diagramas
dos esforcos internos solicitantes e o conceito de esbeltez na
analise de barras sujeitas a esforcos de flexao ou de flambagem,
para ser capaz de verificar o comportamento das estruturas e
saber aplicar meétodos de analise de barras delgadas. Além disso,
também objetiva apresentar os metodos de energia, a partir dos
conceitos de energia de deformacao, e os critérios de resisténcia
para materiais ducteis e frageis, aplicando as teorias de previsao de
falhas, a fim de prever a falha estrutural de elementos sujeitos a um
carregamento estatico combinado.

Na primeira unidade, estudaremos como determinar algumas
caracteristicas geomeétricas de figuras planas, quais sdo e como
considerar as cargas externas atuantes e como relaciona-las com
os diagramas dos esforcos internos (esforco cortante e momento
fletor). Na segunda unidade, o estudo se dara sobre a flexdo (a
simples, a composta e a assimétrica), veremos as definicdes e como
determinar as tensdes atuantes e as deformacdes para cada uma
dessas situacdes. Essas unidades sao necessarias para dimensionar
pecas estruturais dos tipos viga e laje.



A terceira unidade abrange o conceito de estabilidade elastica e
o estudo da flambagem elastica e plastica de barras. A determinag¢ao
das tensdes e deformagdes atuantes devido ao efeito da flambagem
e o calculo do raio de giracdo, visto na primeira unidade, sao
necessarios para o dimensionamento de pilares.

Na quarta e ultima unidade, veremos os conceitos de energia
de deformacao e os critérios de resisténcia para materiais
ducteis e frageis. Esses conceitos sao utilizados na verificacao
de pecas estruturais que apresentam trincas ou deformacdes
excessivas, além disso, ¢ utilizado, também, quando se pretende
aumentar o carregamento sobre uma pega existente ou quando
se deseja fazer uma previsao de falha estrutural devido a um
carregamento combinado.

Dedique-se aos estudos, pois o conteudo aqui apresentado
é fundamental para a engenharia estrutural. Tenha certeza que,
embora complexa, a area de estruturas € compensatoria. Muitos e
muitos projetos estruturais estardo aguardando vocé. Bons estudos!



Unidade 1

Caracteristicas
geometricas, esforcos
externos e internos

Convite ao estudo

Nesta unidade, veremos como determinar 0 momento
estatico, o centroide, o momento de inércia, e do raio
de giracdo de figuras planas, simples ou compostas, que
formam a secdo transversal (ST) das pecas estruturais. Essas
caracteristicas geomeétricas sao responsaveis por parte da
resisténcia das pecas estruturais aos esforcos solicitantes.
Estudaremos os tipos de acdes nas estruturas (carga
concentrada, uniformemente distribuida e variavel), e como
representa-las graficamente. Finalmente, estudaremos como
tracar os diagramas dos esforcos solicitantes internos e qual
a relacdo entre eles. Vocé ja se perguntou por que uma
carga P qualguer atuando em uma régua apoiada nas duas
extremidades e colocada na posicao “deitada’, ou horizontal,
provoca maior deformacdo na régua do que a provocada
quando a colocamos na posicao ‘em pé’, ou vertical? Note
que entre uma situacao e outra houve somente a mudanca
da posicao da régua. Isso alterou a posicao da ST. A carga P
necessaria para romper (quebrar) a régua quando colocada
‘deitada” € bem menor que a necessaria quando a régua esta
na posicao ‘em pe”.

Nosso objetivo final € reduzir a deformacdo excessiva
gue uma viga apresenta. Para tanto, vamos alterar a ST da
viga existente, determinar qual sera a deformacao que a viga
alterada ira apresentar e verificar se esse novo valor para
a deformacao esta dentro do limite aceitavel. Para atingir
O objetivo desta unidade, que € essa analise estrutural,
necessitamos calcular as caracteristicas geometricas da nova



ST, determinar os esforcos externos e tracar os diagramas das
solicitacdes internas (momento fletor e esforco cortante).

Contratado por uma industria que produz garrafas PET, o
escritorio de engenharia em que vocé trabalha o designou
como responsavel para apresentar a solucao do problema
de uma viga retangular metalica que apresenta deformacao
excessiva e serve de apoio a um sistema de controle de
qualidade formado por um conjunto oOptico de grande
sensibilidade conectado a um sistema computacional. No
local, vocé efetuou varias medicdes e observacdes, entre elas,
a de que a viga tambem serve de apoio para uma passarela
feita em chapa metalica. Com raciocinio critico e de solucao
de problemas e muita criatividade, vocé propds como solu¢cao
gue uma barra retangular fosse soldada na viga existente
formando uma secdo T invertida. Necessitamos, agora,
calcular as caracteristicas geometricas da nova ST, © novo
carregamento e os diagramas dos esforcos solicitantes para,
por fim, determinar qual o valor da deformacdo para a viga
reforcada e se ele esta dentro dos limites aceitaveis. Algumas
perguntas podem ser feitas para esse contexto proposto: e se
0 mesmo reforco fosse soldado na posicao vertical, ao lado da
viga existente? E se fosse soldado tambem na posicao vertical,
mas em baixo da viga existente? Haveria alguma outra forma
de reforcar a viga sem soldar outra barra? Sem reforcar a viga,
haveria alguma outra solucdo possivel?

Apos estudar os conteudos propostos nesta unidade, vocé
sera capaz de efetuar os calculos necessarios e responder a
essas perguntas. Bons estudos!



Secaoll

Caracteristicas geométricas de superficies planas

Dialogo aberto

Prezado aluno, por que determinadas vigas ou pilares tém
formato retangular enquanto outras tém formato de T, L ou |, entre
outros? Por que algumas com formato retangular, por exemplo,
tém certas dimensdes enquanto outras, na mesma estrutura, tém
dimensdes bem superiores? Estudaremos, nesta secdo, Ccomo
determinar o momento estatico, o centroide, © momento de
inercia e o raio de giracao de figuras planas, simples e compostas.
Essas caracteristicas geomeétricas sao responsaveis por parte da
resisténcia das pecas estruturais.

Nosso objetivo final € fazer uma analise estrutural de pecas
sujeitas a flexdo. Para tanto, desenvolveremos nossa habilidade de
solucionar problemas utilizando raciocinio logico para calcular as
caracteristicas geométricas da ST (secdo transversal), determinar os
esforcos externos e tracar os diagramas das solicitacdes internas.
Com criatividade, iremos propor solucdes, utilizando também de
raciocinio critico e de solugcao de problemas. Aplicaremos esses
calculos para solucionar o seguinte problema: uma industria
de producao de garrafas PET possui um sistema de controle de
gqualidade composto por um conjunto optico computadorizado.
Esse sistema, entretanto, apresenta erros nas leituras e a empresa
descartou que o problema seja com ele, alegando que a causa,
devido a alta sensibilidade, esta na estrutura onde ele foi montado. O
gerente de projetos do escritorio em que vocé trabalha designou-o
para apresentar uma solucao para o problema proposto. Visitando o
local, vocé montou o esquema da Figura 1.1.

U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos 11



Figura 1.1 | Sistema &ptico sobre viga com deformacado excessiva

Passarela em
chapa metalica

B
60 Transversal
(

medidas em cm)
\ ~igo de

&
I

Viga metdlica com
deformagdo excessiva

Fonte: elaborada pelo autor.

Na vistoria, com algumas observacdes e medidas realizadas, vocé
determinou que a viga metalica (75 kN / m?) possui um apoio fixo
na extremidade esquerda e um apoio movel na outra. Alem disso,
vocé constatou que atua na viga uma carga concentrada de 3 kN
relativa ao peso do sistema Optico; observou a existéncia de uma
passarela em chapa metalica (espessura = 8 mm) apoiada apenas
pelas laterais ao longo do vao da viga em questao e de outra viga
paralela a esta. Em consulta a norma de cargas em edificacdes,
vocé concluiu que a passarela deve suportar uma sobrecarga de
2,0 kN /m? . Através de ensaio, determinou que a viga apresenta
flecha (deformacdo) excessiva para o sistema optico. Para reforcar,
vocé optou por soldar outra barra metalica de iguais dimensdes na
parte inferior da viga existente, formando uma nova ST vazada (do
tipo T invertido).

Seu gerente de projetos, para iniciar a solucdo, quer que
voceé entregue em um relatorio interno de uma pagina os dados
observados na vistoria e os valores dos centroides e dos momentos
de inércia para a antiga e a nova ST. Ele pergunta, também: existe
vantagem em soldar o mesmo reforco na posi¢cao vertical ao lado da
viga existente ou abaixo dela? Normalmente, as empresas possuem
um modelo padrao para os relatorios e codigo para os clientes, para
0s contratos e para os projetos (estrutural, elétrico etc.).

Para realizar esse trabalho, vocé precisa saber determinar
as caracteristicas geomeétricas da ST da viga, principalmente o
centroide e os momentos de inércia. Dedique-se com afinco, pois
essas caracteristicas geomeétricas sao responsaveis por parte da

12 U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos



resisténcia das pecas estruturais aos esforcos solicitantes e serdo
fundamentais em seus projetos futuros. Bons estudos!

Nao pode faltar

As figuras planas simples, como retangulos, triangulos, circulos
etc., ou uma combinacdo dessas, que sdo chamadas de figuras
planas compostas (trapézios, losangos etc.) possuem caracteristicas
geomeétricas. As mais simples de serem percebidas sao as dimensdes,
tais como base, altura, raio etc. Outras caracteristicas necessitam
gue sejam efetuados calculos para serem conhecidas, tais como a
area, © momento estatico, o centroide, © momento de inércia e o
raio de giracao.

Estudaremos, nesta secdao, como determinar essas caracteristicas
para figuras planas, simples e compostas, porque elas formam as ST
(secOes transversais) das pecas estruturais, por exemplo, uma viga
retangular, cuja ST € um retangulo (figura simples), ou uma viga T,
cuja ST é composta por dois retangulos (um “deitado” sobre outro
‘em pé” — figura composta).

Momento estatico e centroide de figuras planas

Seja uma figura plana qualquer com area total S mostrada na
Figura 1.2. Tomemos nessa figura um elemento infinitesimal com
area dS e coordenadas x e y.

Figura 1.2 | Figura plana com area S

Area S

*c

Fonte: elaborada pelo autor.
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Definimos 0 momento estatico para um elemento infinitesimal
como sendo o produto da area desse elemento (dS) pela distancia
dele ao eixo de referéncia (x ou y), ou seja, dQ =ydSe
de =x.dS . Portanto, para obter o momento estatico (também
chamado momento de primeira ordem) da area total da Figura
1.2, devemos integrar sobre toda a superficie. Dessa forma, as
expressoes:

szj'y.ds Fq 11 e Qyzjx.ds Fq 12
S S

Fornecem o momento estatico de toda a area S em relacao aos
eixos x ey, respectivamente. A partir de uma analise dimensional,
temos que a unidade dos momentos estaticos € dada pela dimensao
L’ Os momentos estaticos s&o necessarios para determinar as
tensdes de cisalhamento que atuam na peca devido ao esforco
cortante.

Ainda na Figura 1.2, considere o ponto C de coordenadas X, e
Y, - Ele representa o centroide de toda a éarea S, ou seja, o centro
geomeétrico da figura. Suas coordenadas podem ser determinadas
pelas expressdes:

x.dS [y.ds
o, | Q, 3’
X, = = Eq.13 e Y, == =>5—
S [as
S
Resolvendo as Equacdes 1.3 e 1.4 encontramos as expressdes

_vy_s
C
S [as
S
que fornecem as coordenadas dos centroides para as figuras
simples. Essas expressdes estao mostradas na Figura 1.3.

Fq.14

14 U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos



Figura 1.3 | Expressdes para as coordenadas do centroide de figuras planas simples

y y, %€y marcados o partir do lodo
que forma o angulo reto
x=b/2 x=b/3 y
h—/zf y=h/2 y=h/3 ¥=0
A1 ¢ <l |ors
;{ drea=b.h C':T area=(b.h)/2 y=0
b X Grea=m R
y C - M
x=4R/3m =0
y=4R/3m y=4R/3m
éreu:ﬂ.R’z/‘l drea=mR /2

Fonte: elaborada pelo autor.

Suponha, agora, que nossa figura seja decomposta em
figuras simples (semicirculos, retangulos, triangulos etc.) como
apresentado na Figura 1.4, ou seja, temos uma figura composta.
Note que podemos dividir (linha tracejada) a figura em retangulos

(A, A, eA;) e triangulos (A,, e A;), cada um com seu
centroide, cujas coordenadas séo X; e Y, .

Figura 1.4 | Figura plana composta por figuras simples conhecidas

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, podemos escrever gue as coordenadas do centroide da
figura original serdo dadas por:

o A AX A Z‘A"X‘ o 15
T AT AT LA, SA

U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos 15



A ALYt H ALY ZAI Vi

Y. = = Eq. 1.6

At At o+ A DA
i
De modo simplificado, temos o sequinte roteiro para determinar
o centroide de figuras compostas, que podem ser divididas em
figuras simples:

1° passo: adotar um sistema de eixos x e y que tangenciem a
figura de modo que ela fique totalmente no primeiro quadrante
(para ndo preocupar com os sinais das coordenadas X; e Y; ).

2° passo: dividir a figura composta em figuras simples.

3° passo: marcar os valores das coordenadas X; e Y; dos
centroides das figuras simples.

4° passo: preencher o Quadro 1.1 a sequir.

Quadro 1.1 | Quadro para calculo das coordenadas do centroide de figuras
compostas

1 2 4 5 6
Figura Area Y A X ALy,
1 A Yy A A4
2 A Y2 Ay Xy Ay,
n A, Ya A X, AYn
2A 2AX, YA,

Fonte: adaptado de: Beer et al (2013, p. 230)

5° passo: calcular as coordenadas do centroide da figura
composta (X, e Y. ). Note que, para o calculo de X, mostrado
na equacao 1.5 a seqguir, © numerador € o resultado da soma de
toda a coluna 5 e o denominador € o resultado da soma de toda a
coluna 2 do quadro; e para o calculo de ¥ , mostrado na equacao
1.6, o numerador € o resultado da soma de toda a coluna 6 e
o denominador continua sendo o resultado da soma de toda a
coluna 2.

_ A Xt A Xt ALK IZA‘ X
T AT A A SA

X

Eq. 15
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y :A1-y1+ Az-y2+ +A5-y5 — ZAjyl Fq. 1.6
T ATA+LTA A 0!

Observacao: no caso de figuras vazadas, ou seja, com “furos” ou
regides em que ha transpasse (nao existe area), devemos considerar
uma figura simples com a area total e subtrair outra figura simples
que representa a area vazada. Neste caso, o valor da area a ser
colocado no quadro para a figura que representa o transpasse deve
ser negativo e as colunas 5 e 6 da linha que representa essa figura
também serdo negativas (por causa da multiplicagao).

OG;B Reflita

O qgue acontece com o centroide de uma figura composta se ela
tiver um eixo de simetria (dica: analise um quarto de circulo e um
semicirculo)? E dois ou mais eixos de simetria (dica: analise um
retangulo ou um circulo)?

Momento de inércia de figuras planas

Consideremos, novamente, a Figura 1.2. Definimos o momento de
inércia para um elemento infinitesimal como sendo dl,, = y2dS e
dIy =x2dS Portanto, para obter o momento de inércia (também
chamado momento de segunda ordem) da area total da Figura
1.2, devemos integrar sobre toda a superficie. Teremos, entdo, as
expressoes:

I =J'y2.dS Eq.17 e =jx2.d8 Fq. 1.8

S S

As equacdes 1.7 e 1.8 fornecem os momentos de inércia de toda
a area S em relacao aos eixos x ey, respectivamente. Temos que
alguns livros chamam | e |y de d, e Jy , respectivamente.

Resolvendo essas equacdes para figuras simples, com oOs eixos
X e y passando pelo centroide dessas figuras, encontramos as
expressdes que fornecem os momentos de inércia I, e |, para
as figuras simples. Essas expressdes estao mostradas na Figura 1.5.

U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos 17



Figura 1.5 | Expressdes para os momentos de inércia |X e |y de figuras planas

simples
y 3 y
\Xzﬁ—; | -bh
5 736
\y=¥ \:MS
|+ p : Y736
C X
b L
y
y ' *
4 L= =IR
— \:|:“;R 1.1 B8
X y 1
Ty T v
J L E— B

Fonte: elaborada pelo autor.

Os momentos de inércia sao caracteristicas geomeétricas
importantes utilizadas no dimensionamento de pecas sujeitas a
flexdo. Quanto maior for o momento de inércia da ST em relagao
ao eixo perpendicular ao plano de atuacao da flexdo, maior sera a
resisténcia da peca. Realizando uma analise dimensional, temos que
a unidade do momento de inércia tem a seguinte dimensao: L*.

O momento polar de inércia € uma caracteristica geomeétrica
utilizada nos calculos das tensdes devidas a torcdo e representa
parte da resisténcia do corpo a tor¢do (outra parcela € relativa ao
material). E determinado a partir da sequinte equac3o:

Jo =Ip2.dS Eq. 19

S
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos que p2 =x2 +y2_

Portanto:
Jo :I(x2 +y2).dS =J-x2.dS +Iy2.d8 =1, +l, Eq 110
S S S

DS Pesquise mais

Quando a ST é complexa como a da Figura 1.2, devemos encontrar
funcdes que relacionem as abscissas x com as ordenadas y das bordas
da figura da ST e os intervalos em que essas funcdes sao validas.
Apss essa etapa, efetuamos as integracdes nesses intervalos. Para ter }

18 U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos



nogao dessa tarefa, pesquise qual € o procedimento para se obter os
momentos de inércia de um triangulo retangulo. Dica: as expressdes
ja estdo na Figura 1.5.

Teorema dos eixos paralelos ou Teorema de Steiner

Suponha gue ja conhecemos 0s momentos de inércia |X e |y
da area S apresentada na Figura 1.6 em relagdo aos eixos x e y que
passam pelo centroide da area.

Figura 1.6 | Teorema dos eixos paralelos para momentos de inércia de figuras planas
compostas

y Area S

|/

T

Fonte: elaborada pelo autor.
Para um eixo x paralelo ao eixo x, © momento de inércia sera
dado por:
2
Il =1, +Sy,  Eq 111
Em que Y. € adistancia vertical que separa os eixos horizontais
xe X .
De modo semelhante, para um eixo Y paralelo ao eixo y, o
momento de inércia sera dado por:
_ 2
I, =1, +S.X;  Eq 112
Em que X, € adistancia horizontal que separa Os eixos verticais
yey.
Para facilitar, pensando na Figura 1.7, temos o seguinte roteiro
para determinar os momentos de inércia de figuras compostas que

U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos 19



podem ser divididas em figuras simples (0s eixos X e y' sdo eixos
gue passam pelos centroides das varias figuras simples):

1° passo: calcule o centroide da figura composta (execute o
roteiro para centroide).

2° passo: trace 0Os eixos Xc e YC qgue passam pelo centroide C
da figura composta, da mesma forma que o apresentado na Figura
1.7,

3° passo: marque os valores das coordenadas X;e Y, dos
centroides das figuras simples aos eixos XC e YC (ndo se preocupe
com o sinal porgue os valores serdo elevados ao quadrado). Essas
coordenadas sao as distancias entre os eixos que passam pelo
centroide das figuras simples e 0s eixos que passam pelo centroide
C da figura composta.

?=| Exemplificando

Por exemplo, na Figura 1.7, que foi decomposta em figura 1 (triangulo)
e figuras 2 e 3 (retangulos), temos que X, € a distancia horizontal
entre os eixos y' que passa pelo centroide da figura 1 e o eixo YC
que passa pelo centroide C da figura composta, e Y ¢ a distancia
vertical entre o eixo x' que passa pelo centroide da figura 1 e O eixo
XC que passa pelo centroide da figura composta. Da mesma forma
para as outras duas figuras.

Figura 1.7 | Figura composta dividida em trés figuras simples (um triangulo e
dois retangulos)

s
YA AY
X
Xy Figura 2
Figura 1 /|
wﬁ ;X’

s

\
1
SN 1 24
l} ]ZLC ) » Xc
‘ L

Figura 3

Fonte: elaborada pelo autor
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4° passo: preencha o Quadro 1.2 a seguir.

Quadro 1.2 | Quadro para calculo dos momentos de inércia de figuras compostas

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura | Area
¢ XLy | AXELAYE LT Lo+ ALY? Iy'+Ai‘Xi2

1

Al xg [y | AT AT
2

Ay | X | Yo | AXS | AYS

" A [ [ [axe A

I, :Zcoluna I, :Zcoluna

Fonte: elaborado pelo autor

Observacoes:

1) Valores para |, (coluna7) e Iy. (coluna 8) sdo fornecidos
pelas expressdes da Figura 1.5.

2) Valores de | (somatoria da coluna 9) e Iy (somatdria
da coluna 10) sao os momentos de inércia da figura composta
em relacdo aos eixos x e y gue passam pelo seu centroide,
respectivamente. S8o esses os valores procurados.

3)  No caso de figuras vazadas, atuamos de modo semelhante
ao calculo do centroide para essas figuras: consideramos uma
figura simples com a area total e subtraimos outra figura simples
que representa a area vazada. Nesta situagcao, o valor da area a ser
colocado no quadro para a figura que representa o transpasse deve
ser negativo e as colunas 5 e 6 da linha que representa essa figura
também serdo negativas (por causa da multiplicacao). Também
serdo negativos os valores de IX. e Iy.. Isso ocasionara valores
negativos nas colunas 9 e 10, e na somatoria total de cada uma
dessas duas colunas.

‘t‘" Assimile

O momento de inércia varia com o cubo da altura da ST para pecas
retangulares e triangulares. Portanto, se possivel, devemos colocar a
maior altura paralela ao plano em que ocorre a flexdo para aproveitar
melhor a resisténcia que a ST pode proporcionar (veremos mais }
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detalhes nas proximas secdes). Isso responde a questdao da régua
colocada no inicio desta segao.

Raio de giracdo de superficies planas

Para encerrar, e ndo menos importante, temos o raio de giracao.
Essa € uma caracteristica geométrica utilizada no dimensionamento
de pilares que sao pecas sujeitas a compressao paralela ao seu eixo
longitudinal e que provoca o efeito de flambagem, como veremos
na terceira unidade.

O raio de giracao é definido como uma relacao entre o momento
de inércia e a area da figura plana. Temos entdo:

| |
rx=,/ﬁ Eqg. 113 e r, = % Eq. 1.14

Realizando uma analise dimensional, temos que a unidade do
raio de giracdo € dada em dimenséao de comprimento (L).

|:'|_C|1 Pesquise mais

A fim de utilizar outras ferramentas para analisar os conteudos
abordados, temos o FTOOL, que € um software grafico interativo
gratuito, que realiza a analise do comportamento das estruturas. Essa
€ uma ferramenta simples e de facil manejo, que permite calcular as
caracteristicas geomeétricas da ST e detalhar diagrama de momento
fletor, entre outros. Disponivel em: <https://www.alis-sol.com.br/
Ftool/>. Acesso em: 31 ago. 2017.

Sem medo de errar

Retomamos o problema da industria de produc¢ao de garrafas
PET, que possui um sistema de controle de qualidade composto por
um conjunto optico computadorizado. Esse sistema, entretanto,
apresenta erros nas leituras e a empresa descartou que o problema
seja com ele, alegando que a causa, devido a alta sensibilidade,
esta na estrutura onde ele foi montado. Na vistoria vocé levantou
dados que permitiram esquematizar a situacao apresentada na
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Figura 1.1 e sugeriu que, para reforcar a viga, fosse soldada na
parte inferior outra peca metalica com as mesmas dimensdes da
viga existente, formando uma nova ST vazada, do tipo T invertido,
conforme a Figura 1.8 (B). Para iniciar a solu¢gdo do problema, é
necessario, para a antiga e a nova ST: a) determinar o centroide; e
b) determinar os momentos de inércia. Observacao: despreze os
cantos arredondados dos perfis de metalon e as soldas.

Figura 1.8 | Centroides da antiga ST (A) e da nova ST (B) para a viga da situagdo
problema (medidas em cm)
Y

»

» <

C
A

(&

~ :

2 figura 1 (retangulo 4x16)

14 e ————
figura 1 (retanqulo 4x16 i:H e — figura 2 {retanqulo 3x15) 0.5

figura 2 (retingulo 3x15) figura 3 (retdnqulo 4x16) ©w
Py |2 . ©
c figura 4 (retdnqulo 3x15) , &
0.5 1 L »Xe

“{ | JE

N gt
(A (®)

Fonte: elaborada pelo autor

Solugédo: como mostra a Figura 1.8(A), podemos considerar
a ST da viga original de uma secao vazada formada pela figura 1
(retdngulo de 4x16) macica, da qual foi retirada a figura 2 (retangulo
de 3x15). Note que os centroides desses dois retangulos coincidem.
Para a viga reforgada, também vamos considerar uma ST vazada,
composta, como mostra a Figura 1.8(B), por dois retdngulos macicos
(figuras 1 e 3) dos quais foram retirados outros dois retangulos (figuras
2 e 4). Note na Figura 1.8(B) que os centroides dos retangulos 1 e 2
coincidem, assim como o centroide dos retangulos 3 e 4 tambeém
coincidem.

al) Calculo do centroide da viga original:

A Figura 1.8(A) mostra que a viga original possui dois eixos
de simetria, portanto, seu centroide esta localizado no ponto de
encontro desses dois eixos, ou seja, OS eixos Xc e YC, estdo
localizados, respectivamente, a 8 cm e 2 cm dos vertices da figura 1.

a2) Calculo do centroide da viga reforcada:

No preenchimento do Quadro 1.3 considera-se como figuras 1,
2, 3 e 4 as que estdo apresentadas na Figura 1.8(B).
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Quadro 1.3 | Quadro para o calculo das coordenadas do centroide de figuras
compostas

Figura Area X. y, A X, Ay,
1 64 8 12 512 768
2 -45 8 12 -360 -540
3 64 8 2 512 128
4 -45 8 2 -360 -90
38 304 266

Fonte: adaptado de: Beer et all. (2013, p. 230)

Pelas equacdes 1.5 e 1.6, temos que:

_ZA"X‘ 304 LAY, 266

S U e I e

Com esses valores, desenhamos 0s eixos XC e Yc da Figura
1.8(B).

b1) Calculo do momento de inércia da viga original:

=7cm

e

No preenchimento do Quadro 1.4, considera-se como figuras 1
e 2 as que estdo apresentadas na Figura 1.8(A).

Quadro 1.4 | Quadro para o calculo dos momentos de inércia de figuras compostas

Fig |Area x|y, | AxZ| Ayl 1. Lo +AYE 1, +A X?

1 64 |00 |0 0 1365,33 | 85,33 | 1365,33 85,33

2 -45(0 |0 |O 0 -843,75 | -33,75 | -843,75 | -33,75
521,58 51,58

Fonte: elaborado pelo autor.

Para o retdangulo macico de base 4 cm e altura de 16 cm (figura
1 no quadro), temos:
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3 3
| .=4'1126 =1365,33cm*: | .=16'4

_ 4
« y 12 =85,33cm” .

Para o retangulo vazado de base 3 cm e altura de 15 cm (figura
2 no quadro), temos:

3
. :-3'1125 =-843,75cm*; |, =

15.3°

=-33,75cm*

b2) Calculo do momento de inércia da viga reforcada:

No preenchimento do Quadro 1.5, considera-se como figuras 1, 2,
3 e 4 que foram apresentadas na Figura 1.8(B). Dividindo a ST reforcada
mostrada na Figura 1.8(B) em quatro retangulos, temos que, para as
figuras 1 e 2 do Quadro 1.5, os valores de | .. e Iy. ja estdo calculados.
Para o retangulo macico (figura 3 do Quadro 1.5), temos:

_16.4° 4.16°

I =1365,33cm*.

X'

-8533cm‘e | . =

Para o retangulo vazado (figura 4 do Quadro 1.5), temos:

3 3
o =—22 _ 33750m* e |, =— 123 _ 843 750m*
=T v =TT

Quadro 1.5 | Quadro para o calculo dos momentos de inércia de figuras compostas

Figura | Area x|y, Ai'Xi2 Ai'in . |y| |x-+A1-yi2 Iy'+Ai'Xi2

1 64 [0 (5 |0 2304 |1365,33 | 85,33 2965,33 | 85,33

2 4510 [5 |0 -1620 | -843,75 | -33,75 | -1968,75 | —-33,75

3 64 |0 [5 |0 1024 | 85,33 1365,33 | 1685,33 1365,33

4 -45 (0 |5 |0 -720 | -33,75 | -843,75|-115875 | -843,75
1523,16 573,16

Fonte: elaborado pelo autor

Observacao: note que, para as figuras 3 € 4 do Quadro 1.5, nao
foi considerado o sinal negativo das coordenadas y do centroide
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porque elas serdo elevadas ao quadrado (0 mesmo aconteceria
com as coordenadas x se elas existissem e fossem negativas).

Portanto, as posicdes dos centroides estdao desenhadas nas
Figuras 1.8(A) e (B). Podemos notar que, para a viga reforcada, os
valores dos momentos de inércia saltaram de | = 521,58cm* e
|, =5158cm* para |, =1523,16cm* e | =573,16cm*.

Com relagdo aos questionamentos formulados, nao ¢
aconselhavel reforcar a peca soldando-a na posicao vertical ao
lado da viga existente por que o ganho no momento de inércia IX
(eixo em que ocorre a deformacdo excessiva) seria o dobro da viga
atual e ndo quase o triplo como obtido. Também ndo € possivel
reforcar soldando outra se¢ao abaixo da viga atual porque, embora
nesse caso o ganho com o momento de inércia |, fosse muito
mais expressivo, ndo restara altura suficiente para se movimentar e
desenvolver os trabalhos que sdo realizados embaixo dela sem que
exista risco de causar algum acidente de trabalho.

Elaborados os calculos e com o problema finalizado com éxito,
vocé deve entregar ao gestor de projetos um relatorio interno
contendo os principais resultados obtidos e as respostas aos
quesitos formulados, como solicitado.

Avancando na pratica

O efeito da corrosdo nas caracteristicas geométricas da ST

Descricdo da situagdo-problema

Uma viga sujeita a flexdo sofreu uma oxidacao superficial que
levou a formagao de uma camada de ferrugem. Apos a remogao
da ferrugem por abrasdo, a viga, originalmente de 9 cm x 9 cm,
ficou com a ST apresentada na Figura 1.9. Determine a posicao do
centroide da nova ST.
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Figura 1.9 | Viga que teve a ST modificada devido a remocao de ferrugem

9 Y1
—{ 1 medidas 15
9. et 2w,27 ©
D g 3 L?ﬁ ~
] = . ﬁT J:C\‘»
X\‘X \ i ‘M‘X,
area oxidada//fig. 2 drea oxidada B PB g
viga original (9x9) viga atual

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 1.9 mostra que a ST foi dividida em trés figuras: um
retangulo, um triangulo (b=6 cm e h=3 cm), e um quarto de circulo
(r=3 cm). Mostra, t'ambém, as distancias dos centroides dessas
figuras aos eixos X e Y adotados. Proximo passo: preencher o
Quadro 1.6 a seguir.

Quadro 1.6 | Quadro para o calculo das coordenadas do centroide de figuras
compostas

Figura Area X v A X, Ay,

1 54 4,5 6 243 324

2 9 4 2 36 18

3 7,07 7,27 1,73 51,4 12,23
70,07 330,4 354,23

Fonte: adaptado de: Beer (2013, p. 230)

X
Pelas Equagdes 1.5 e 1.6: X=&—w—4720m
elas Equacdes 1.5 e 1.6: X, ZA 7007 " e
DAY,
y =] 35423 e
© YA 7007
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Conclu‘i—se gue o centroide da nova ST esta a 4,72 cm a direita
doeixoY ea506cmacimadoeixo X . Em relacdo a ST original
(centroide a 4,5 cm e 4,5 cm dos eixos X e Y ') ele se deslocou
0,22 cm para a direita e 0,56 cm para cima. Também pode-se
verificar as modificacdes em outras caracteristicas geomeéetricas.

Faca valer a pena

1. Para o dimensionamento das pecas estruturais, é necessario determinar
quais sdo os valores maximos das tensdes que atuam nessas pegas e quais
os esforcos que produzem essas tensdes. Também necessitamos das
caracteristicas geométricas da ST.

Entre as caracteristicas geométricas das sec¢des planas, temos o momento
estatico, 0 momento de inércia e o momento polar de inércia. Qual das
situagdes a sequir relaciona corretamente o esfor¢co com a caracteristica
geomeétrica?

a) Momento de inércia relacionado com torgdo, momento polar de inércia
relacionado com esforco cortante e momento estatico relacionado com
flambagem.

b) Momento de inércia relacionado com momento fletor, momento
polar de inércia relacionado com momento torcor e momento estatico
relacionado com esforco cortante.

c) Momento de inércia relacionado com flexdo, momento polar de inércia
relacionado com esforco cortante e momento estatico relacionado com
torgor.

d) Momento de inércia relacionado com esforgo cortante, momento polar
de inércia relacionado com flexdo e momento estatico relacionado com
torcao.

e) Momento de inércia relacionado com momento torgor, momento polar
de inércia relacionado com flambagem e momento estatico relacionado
com esforgo cortante.

2. Para melhorar a resisténcia de uma peca sujeita a flexdo, normalmente,
aumenta-se o momento de inércia do eixo perpendicular ao plano em
que atua a flexdo. Para tanto, procura-se aumentar a altura da ST, pois
o0 momento de inércia aumenta com o cubo da altura, ou seja, pequena
variagao na altura provoca grande mudanga no momento de inércia.

Uma viga de aco com ST retangular macica, com h =4.b, serve de
apoio a mesa de uma maquina. Essa viga apresenta deformagado excessiva
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e precisa ser reforcada através do aumento de seu momento de inércia
com a adicdo de mais barras que aumentem a ST. Entretanto, devido a
concepcao estrutural, o centroide da ST ndo pode sair da posicao em
que se encontra. Qual das situacdes deve ser escolhida para resolver o
problema?

a) Fazer um transpasse retangular na ST transformando-a de macica em
vazada.

b) Soldar um perfil retangular na parte de baixo da ST transformando-a em
um T invertido.

c) Soldar um perfil retangular na parte de cima da ST transformando-a em
um T normal.

d) Soldar perfis retangulares nas laterais da viga de modo que a ST
permaneca com seus dois eixos de simetria inalterados.

e) Deitar a viga de modo que a ST permaneca com dois eixos de simetria.

3. As caracteristicas geométricas s30 necessarias para os calculos de
dimensionamento de estruturas. O raio de giragdo é uma caracteristica
geomeétrica utilizada no dimensionamento de pecas sujeitas a compressao
paralela ao seu eixo longitudinal e que provoca o efeito de flambagem, ou
seja, pilares.

Uma peca estrutural metalica que trabalha como pilar suportando uma
maquina tem a ST apresentada na Figura 1.10. Qual a alternativa que
contém o valor correto do raio de giragdo dessa secao em relagdo ao eixo
x da figura?

Figura 1.10 | ST do elemento estrutural metalico que trabalha como pilar — medidas
emcm

18
6 6
T fiqura 3
Wy _ 7/_'A
SHTTTE e
figura 2
figura 1 L
. X
ﬁ».
figura 4 figura 5
sy | e
&r:'—:t e
2,55 2,55

ST com dois eixos de simetria

Fonte: elaborada pelo autor .
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a) 1,64 cm.

b) 84 cm.

c) 16,40 cm.
d) 254,47 cm.
e) 27,45 cm.
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Secao l1l.2

Esforcos externos

Dialogo aberto

Caro aluno, no dimensionamento de qualquer peca estrutural,
além de calcular algumas das caracteristicas geomeétricas da sec¢ao
transversal (doravante apenas ST), necessitamos, também, conhecer
quais sdo, de que tipo e qual a magnitude das cargas que atuam no
elemento estrutural a ser dimensionado. Esta secdo € destinada a
analise dessas cargas.

A analise estrutural de pecas sujeitas a flexdo € nossa meta a
ser atingida. Ja desenvolvemos nossa habilidade de solucionar
problemas, nossa criatividade e nosso raciocinio logico, a partir do
calculo das caracteristicas geométricas das ST. Vamos continuar a
desenvolver essas habilidades, determinando os esforgos externos
atuantes na estrutura em estudo, para termos outras opgdes
de solucdo para o problema proposto, lembrando que vocé foi
contratado por uma industria que produz garrafas PET. O escritorio
de engenharia em que voceé trabalha o designou como responsavel
para apresentar a solucdo do problema de uma viga retangular
metalica que apresenta deformagao excessiva e serve de apoio a um
sistema de controle de qualidade formado por um conjunto optico
de grande sensibilidade conectado a um sistema computacional.

Em vistoria ao local, para avaliar a situacao, vocé fez observacdes
e levantou dados que lhe permitiram elaborar o esquema estrutural
apresentado na sec¢ao anterior.

Inicialmente, vocé calculou o centroide e o momento de
inércia para a ST da viga original e a da vida reforcada. Agora, o
gerente de projetos da empresa em que trabalha faz os seguintes
guestionamentos que devem ser entregues em um relatorio interno:

1)  Qual a carga total uniformemente distribuida que atuara
na viga com a ST reforcada, considerando, também, o seu peso
proprio?
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2)  Como ¢ a representacao grafica dessa viga com as cargas
atuantes, lembrando que essa representacdo € chamada de
esquema estrutural?

3)  Qual o valor das reacbes nos apoios que O Novo
carregamento ira provocar?

4) O reforco com a alteracdo da ST é a Unica opcdo para
resolver o problema da deformacado excessiva que a viga apresenta?

Nesta secdo, iremos estudar os tipos de cargas externas e como
calcula-las e como representa-las graficamente, o que em termos
de analise de estruturas significa que iremos desenhar o esquema
estrutural. lremos estudar também as cargas concentradas e cargas
uniformemente distribuidas e variaveis. Apos esta sec¢do, vocé sera
capaz de efetuar esses calculos. Dedique-se, pois essa etapa nao e
muito complexa, mas € fundamental para a analise de estruturas.
Bons estudos!

Nao pode faltar

Tipos de acdes externas nas estruturas

As vigas sao elementos estruturais que oferecem resisténcia a
flexdo, que é provocada por carregamentos aplicados. Por defini¢ao,
as vigas tém duas dimensdes muito menores que a terceira
(comprimento) e as cargas que a solicitam sdo perpendiculares ao
seu eixo longitudinal. Em geral, elas sao retas, tém ST constante e
sdo nomeadas de acordo com seus apoios ou conexdes, conforme
mostra a Figura 1.11.

Figura 1.11 | Nomenclatura de algumas vigas segundo seus apoios ou conexdes

] S ]
#or - :

bi—apoiada bi—engastada  engastada—apoiada em balango

Fonte: elaborada pelo autor.

Os apoios ou conexdes mais comuns sdo OS apoios maoveis,
que impedem deslocamento em uma direcao, introduzindo uma
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forca nessa direcdo (chamada reacao de apoio); os apoios fixos,
que restringem os deslocamentos em duas dire¢cdes com a
introducdo de duas reagcdes de apoio; € os engastes, que restringem
deslocamentos em duas direcdes e um giro com trés reacdes de
apoio (duas forcas e um momento), como mostra a Figura 1.12

Figura 1.12 | Exemplo dos apoios comumente utilizados em estruturas

s w— R
RWT RWT RWT
apoio movel apoio fixo engaste

Fonte: elaborada pelo autor

Nesta secdao, estudaremos apenas as estruturas isostaticas, ou
seja, aquelas que podem ser resolvidas apenas com a utilizacdo das
trés equacdes de equilibrio, quais sejam:

> F, =0 Eq.1.15

D> F,=0 Eq.1.16

DM =0 Eq.1.17

Representacao grafica das cargas

Ha cargas que atuam nos elementos estruturais, chamadas
cargas externas (provenientes das pecas das maquinas ou das partes
da edificacao), e os chamados esforcos internos, responsaveis por
manterem unidas as partes internas do elemento. As cargas externas
sdo de dois tipos:

a)  Cargas concentradas: aquelas que atuam em um ponto ou
regiao desprezivel.

b) Cargas distribuidas: atuam em um trecho ao longo do
comprimento da viga.

Essas cargas irdo gerar esforcos internos (momentos fletores
e esforcos cortantes) que devemos determinar para podermos
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dimensionar a viga. Determinar erradamente o valor ou posi¢do da
carga atuante implica em comprometer todo o dimensionamento.

Carga concentrada

As cargas concentradas sdo representadas por uma seta.
Normalmente elas provém de pecas que se apoiam em vigas. Dessa
forma, de acordo com a lei da acao e reacdo, a reacdo de apoio
em uma peca sera a acao atuante na viga em que ela se apoia,
conforme mostra a Figura 1.13 (A) e (B).

Figura 1.13 | Representacdo de uma carga concentrada — viga que se apoia em outra
viga

viga

Fonte: elaborada pelo autor

Note que reacdo de apoio R,1 daviga 1 é a acao na viga 2 (que
serve de apoio). A carga F\’V1 esta aplicada concentrada no ponto
central em que se encontrava a viga 1, pois a regiao de contato
entre as vigas pode ser desprezada (essa dimensdo € pequena em
relagao ao comprimento da viga 2).

Carga uniformemente distribuida e variavel

As cargas distribuidas (normalmente indicadas pela letra ‘q") sdo
representadas por um conjunto de setas ligadas por uma reta ou
curva. Elas sdo devidas ao peso proprio da viga, ao peso das paredes
(ou chapas metalicas verticais) apoiadas diretamente sobre a viga, e
as reacdes de apoio de lajes apoiadas na viga, conforme mostra a
Figura 1.14.
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Figura 1.14 | Representacdo de uma carga distribuida — laje e/ou parede apoiada em
viga. Peso proprio.

Parede (ou chapa) sobre uma viga

RL = Reacdo de apoio na laje = agdo na viga
q = carga total distribuida = peso préprio + peso da parede + RL

Fonte: elaborada pelo autor.

Reacdes de apoio devidas as cargas concentradas

Elas sao utilizadas para determinar as reacdes de apoio para a
viga biapoiada sujeita a uma carga concentrada P aplicada, mostrada
na Figura 1.15(a). Devido aos apoios fixo e movel, temos duas
reacOes verticais (R, € Ry ) e uma horizontal (H, ). Considere,
agora, calcular as reacdes de apoio para uma viga em balanco
sujeita a uma carga concentrada P aplicada, como mostra a Figura
1.15(b). Teremos, devido ao engaste, uma reacao vertical (RA ), uma

horizontal (HA) e um momento (MA ).

Figura 1.15 | Reagdes de apoio para (a) vigas biapoiadas e (b) vigas em balango

)>I
»1Y
Y=
¥~ 4 T
[N juwl
»
o o
=
b
"
-
o

A [ Rp Ry |
(a) Viga bi—apoiada (a) Viga em balango
I = comprimento, também chamado vdo da viga

Fonte: elaborado pelo autor

A principio, ndo conhecemos nem o valor e nem o sentido dessas
reacdes. Para determina-las, adotamos os sentidos mostrados
na Figura 1.15. Apos os calculos, se o resultado for negativo para
qualquer uma das reacdes de apoio, significa que, para essa reacao,
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adotamos o sentido errado. Basta corrigi-lo, sem alterar o valor
(em modulo). Nos calculos das reacdes de apoio, utilizamos as trés
equacoes de equilibrio da estatica. Aplicando no caso da viga da
Figura 1.15(a), temos:

D>F,=0 = H,=0 Eq 118

ZM ponto = 0

Escolhendo o ponto A e adotando sentido horario como positivo,

Pa

Pa-R;1=0 = R;= Eq. 1.19

E, finalmente, de ZFy =0 temos, adotando o sentido para
Cima como positivo:

Ry+R, -P=0 = R,=P-R, = R,=P-"2

A
I
PIPa g PAla) g PO

N | Eq. 1.20

=R

‘:"’ Assimile

Através das equacdes 1.19 e 1.20 temos que, para qualquer situagdo em
que exista uma carga concentrada aplicada em uma viga biapoiada, a
reacdo em um apoio devida a essa carga sera igual ao valor da carga
multiplicado pela distancia da carga até o apoio oposto dividido pelo
vao da viga.

Para determinar as reacdes de apoio no caso da viga da Figura
1.15 (b), temos:
ZFX:O = H,=0 Eq 121

ZMponto = 0
Escolhendo o ponto A e adotando sentido horario como positivo,

M,+Pa=0 = M,=-Pa Eq. 122

E, para ZFy =0 temos, adotando o sentido para cima como
positivo:
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R,-P=0 = R,=P Eq.1.23

Neste caso, o sinal do momento M, resultou negativo. Isso
significa que adotamos o sentido errado para essa reacao de apoio.
O valor ¢ o mesmo (P.a ), mas o sentido correto desse momento
€ 0 anti-horario.

Agora, vamos determinar as reacdes de apoio para a viga da
Figura 1.16.

Figura 1.16 | Esquema estrutural de uma viga biapoiada com varias cargas
concentradas aplicadas

b T
H PR
YR T RaaE
— Ly
- d o b1 A
A a? b2 RB
an bn

Fonte: elaborada pelo autor.

Podemos aplicar o principio da superposicao de efeitos que,
neste caso, permite calcular a reagcao em cada apoio como sendo
a soma das parcelas das reacdes de cada carga isolada. Assim,
utilizando as equacdes 1.18, 1.19 e 1.20, teremos:

H,=0 Eq 124

P.b, P,b P b
RA:%-F%-F ..... 4-nn Eqg. 1.25
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Q Exemplificando

Determinar as reacdes de apoio para a viga da Figura 1.17.

Figura 1.17 | Esquema estrutural da viga utilizada no exemplo para determinacgéo
das reacdes

7kN 8kN 9kN

ST T T

A 2
R m
A S Ry
4m ‘
om
Fonte: elaborada pelo autor.
Aplicando as equagdes 1.15, 1.25 e 1.26, temos:
d>F,=0 = H,=0
P,.b, P,b, P,b . : .
R, = 1| 14 2I 2 4 3| 3 =%+%+ﬂ=9,2kN

R - P,a, N P,a, N P,a, 72 83 94

5 =2 22 2 14,8kN

I I I 5 5 5
Observacdo: também poderiamos ter obtido RB fazendo ZFy =0
, OU seja,

R,+R; -7-8-9=0 = R;=7+8+9-R, =7+8+9-9,2=14,8kN

Logo, asreacdes sdo H, =0, R, =9,2kN e Rg =14,8kN .

Reacdes de apoio devidas a cargas distribuidas

Seja a viga da Figura 1.18 sujeita a uma carga distribuida
qualquer, a principio nao temos como determinar as reacdes
de apoio para esse tipo de carga. Necessitamos antes, calcular
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uma carga equivalente (qeq ), isto é, uma carga que, aplicada no
centroide da figura, produz as mesmas reacdes de apoio que a
carga distribuida g.

Figura 1.18 | Esquema estrutural de uma viga biapoiada sujeita a uma carga distribuida
qualquer

dq ]
PO q
h
M A LA B
i I P
A ud
R X
A . ¢ RB
‘ (|

Fonte: elaborada pelo autor

Suponha tomarmos um elemento infinitesimal da carga (dq ).
Concentrando essa carga distribuida infinitesimal, temos uma carga
de valor igual a hdx , em que dx ¢ o trecho no qual dq esta
aplicada. Para determinarmos um valor equivalente (qeq) para a
carga total g, devemos integrar dq ao longo do trecho em que a
carga atua. Temos:

Oeq = _C[dq = f[h.dx
0 0 Eq. 1.27

Lembrando do célculo: aintegral de uma fungdo em um intervalo
€igual a area abaixo do grafico dessa funcdo nesse intervalo. Temos,
entao:

d., = Area da figura Eq.1.28

Assim, uma carga distribuida sobre um trecho de uma viga
pode ser substituida por uma carga concentrada equivalente, de
magnitude igual a area da figura da carga distribuida e aplicada no
centroide dessa figura. Substituindo a carga distribuida por uma
carga concentrada equivalente, podemos calcular as reacdes
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de apoio como no caso das vigas sujeitas a carga concentrada.
Assim, para determinar as reacdes de apoio no caso de vigas com
cargas uniformemente distribuidas (possui 0 mesmo valor de carga,
distribuido numa mesma altura, em qualquer trecho), como a
mostrada na Figura 1.19(A), tomamos a area da figura formada, que é
um retangulo. Dessa forma, o valor da carga equivalente, mostrada
na Figura 1.19 (B), sera:

d., = Area da figura = base.altura = q.| Eq.1.29

Figura 1.19 | Esquema estrutural de uma viga biapoiada sujeita a carga uniformemente

distribuida
q v - Geq = 9
Hy B My o A L B
A LN
4 ! 4
1 Rg  Fa I TRB

Fonte: elaborada pelo autor

Em que | é o trecho no qual a carga g esta aplicada (vao da viga)
e g é o maximo valor da carga distribuida (no caso € constante). Essa
carga (g, esta aplicada no centroide do retangulo, ou seja, no

I
ponto localizado a — do apoio A. Temos, aplicando as equacdes
118,119 e 1.20:

YF,=0 = H,=0 £q 130

[
Pb 95 ql
R =—=—<="" Eq. 1.31;
AT |2 q
E
qIL
RB=PI—""‘=—2=ﬂ Eq. 1.32
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Continuando, vamos determinar as reacdes de apoio para a viga
mostrada na Figura 1.20(A). Neste caso, a carga g ¢ dita linearmente
distribuida, isto €, tem altura variando linearmente formando um
triangulo. Assim, o valor da carga equivalente, mostrada na Figura
1.20(B), sera:

d., = Area da ﬁgura:mz% Eq. 1.33

Figura 1.20 | Esquema estrutural de uma viga biapoiada sujeita a carga linearmente

distribuida
) _al
Yeq ™ 7
My G2 AAAAA / B i) JA B
poius e P
: + | A . * 21/3 I 1/3 A
A ‘ ‘RB A ! | !RB

(*) (8)

Fonte: elaborada pelo autor

Em que |l € o trecho no qual a carga esta aplicada e g € 0 maximo
valor da carga distribuida. A carga Qg4 esta aplicada no centroide do

21
triangulo, ou seja, no ponto localizado a —— do apoio A. Aplicando
as equacdes 1.18, 1.19 e 1.20, temos:

YF,=0 = H,=0 Eq134

ql |
Pb 23 ql
R == =
AT | 5 Eqg. 1.35
=
ql 2l

rR -Pa_2'3 4l

5 | 3 Eq. 136
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?=| Exemplificando
Determine as reacdes de apoio para a viga da Figura 1.21.

Figura 1.21| Esquema estrutural da viga biapoiada sujeita a carga uniformemente
distribuida em (a) um trecho do vdo e (b) carga equivalente

SN
8L<N/m// TN oq =B.2=16KN

My A B
A 3m 2m A 3+1=4m e
RA 6m TRB RA 6m TRB
(0) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.
Temos, aplicando as equac¢des 1.18, 1.19 e 1.20:
d>F, =0 = H,=0

Pb 16.2 Pa 164
R,=—=—"—-=533kN e R, =——=——=10,67kN

A 6 5 6

Logo, as reacdes procuradas sio R, =5,33kN e Ry =10,67kN .

|:|_<|1 Pesquise mais

Pesquise sobre como determinar as reagdes de apoio em uma viga
biapoiada sujeita a aplicacdo de momento fletor, como no caso da
viga da Figura 1.22.

Figura 1.22 | Esquema estrutural da viga biapoiada sujeita a carga de momento
fletor

B M

Fonte: elaborada pelo autor.
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Peso proprio

Seja a viga de vao | e ST qualquer de area AST , mostrada na
Figura 1.23, o volume dessa viga sera:

V =A; .l Eq. 137

Multiplicando-se o volume pelo peso especifico (V') do material
da viga, obtemos o peso total (carga concentrada), ou seja:

W =V.y=Aqly Eq 138

Figura 1.23 | Representacdo da carga de peso proprio de uma viga

W 9

Fonte: elaborada pelo autor

Como desejamos o peso distribuido ao longo do comprimento
da viga (carga distribuida), tomamos o peso total e dividimos pelo
comprimento. Teremos assim,

w 1y
g =|—=AST|—=AST-Y' Eq. 1.39

Logo, paraobtermos o peso proprio distribuido, multiplicamos
a area da ST pelo peso especifico do material que compde a
viga. E usual denominar W ao peso proprio concentrado, P as
demais cargas concentradas, g ao peso proprio distribuido e
g as demais cargas distribuidas (inclusive quando somadas ao
peso proprio distribuido).

@ Reflita

Qual a formula para calcular a carga g de uma laje ou chapa retangular
(para piso) de espessura h, se essa carga ¢ distribuida pela area da laje?
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Sem medo de errar

Retomando o contexto proposto, tem-se que a industria
de producao de garrafas PET precisa de uma solucdo para o
problema da viga que apresenta deformacao excessiva. Vocé foi
designado para resolver esse problema e, em vistoria ao local, fez
observacdes e levantou dados que permitiram elaborar o esquema
mostrado na Figura 1.1.

Figura 1.1 | Sistema 6tico sobre viga com deformacdo excessiva

15} ©

Passarela em
chapa metalica

I
Se¢do Transversal
(medidas em cm)

Viga metalica com
deformagdo excessiva

Fonte: elaborada pelo autor

Vocé observou que a viga existente € metalica e possui ST
retangular vazada (dimensdes indicadas na Figura 1.1). Para
reforcar, optou por soldar outra peca de iguais dimensdes,
formando uma nova ST, do tipo T invertido. Vocé constatou,
também, que uma passarela feita em chapa metalica com 8
mm de espessura esta apoiada pelas laterais ao longo do vao da
viga em questdo e de outra paralela a esta. A partir da norma de
cargas em edificacdes, obteve que a passarela deve suportar uma
sobrecarga de 2,0 kN /m?. Em consulta, determinou que o peso
do sistema optico € de 3 kN. O gerente de projetos solicita que
vocé determine a carga total uniformemente distribuida que atuara
na viga reforcada. Ele quer, também, que vocé faca um esquema
estrutural dessa viga e apresente o valor das reacdes nos apoios
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devidas ao novo carregamento e pergunta se a Unica opg¢ao para
resolver o problema da deformacgdo excessiva da viga € alterar a
ST. Obs.: despreze os cantos arredondados dos perfis metalons e
as soldas.

Solugdo: a partir da proposta de soldar outra peca, a ST da viga
reforcada foi apresentada na Figura 1.8(B). A area da nova ST € a
somatoria da coluna 2 do Quadro 1.3 a seqguir, que foi preenchida
na segdo anterior, ou seja, Agp = 38cm? =0,0038m?  Assim,
considerando Yaco = 75kN /m?, o peso proprio distribuido da viga
seréd guga = Agt -y =0,0038.75 =0,285kN /m .

viga

Quadro 1.3 | Quadro para o céalculo das coordenadas do centroide de figuras
compostas

Figura Area X; Y, A X, Ay,
1 64 8 10 512 640
2 -45 8 10 -360 -450

3 64 8 2 512 128

4 -45 8 2 -360 -90
38 304 228

Fonte: adaptado de: Beer et al. (2013, p. 230)
O peso distribuido por area da passarela €
=espessura.y =0,008.75=0,6kN /m?

g passarela

e a carga total por area sera
= sobrecarga+ g, e =20+0,6 =2,6kN /m?.

q passarela

Como a passarela estd apoiada em duas vigas laterais, a acao da
passarela em cada viga (chamaremos Rp) € metade da carga
existente na largura da passarela. Logo,

R, =1.1,4.2,6=1,82kN /m .
2
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A carga uniformemente distribuida total () que atua na viga sera a
soma dessa acdo da laje na viga com a carga distribuida de peso
proprio da viga, ou seja, q =0,285+1,82=2,105kN /m .

Temos, entdo, o esquema estrutural pedido apresentado na
Figura 1.24(A). Esse esquema sera utilizado nos calculos futuros para
solucionar o problema.

Figura 1.24 | Esquema estrutural da viga considerando o reforco proposto (A); com
a carga equivalente a distribuida (B)

SN
i 2,105kN/m JkN 4.2,105=8,42kN
H H
A B _A, L ¢ B
' a
Tm Im
RA ‘J/ il TRB RA 2m ‘ 2m TRB

Fonte: elaborada pelo autor

As reacdes de apoio calculamos com as equacdes 1.18 a 1.20.
Temos: ZFX =0 = H,=0;

P.b, P,b, _£+8,42.2

R, =—1—1+-2 ——= =6,46kN
| | 4 4 o
P,. P,.

R, = 1|a1+ 2Iazz¥+¥:4,gekN

Com relacdo a pergunta, se € possivel diminuir a deformacao
excessiva sem reforcar a ST, temos que € preciso aliviar o
carregamento sobre a viga. Para se conseguir isso, podemaos colocar
uma terceira viga longitudinal no meio da largura da passarels,
dividindo a carga que ela descarrega nas vigas laterais. Isso com
certeza diminuira a deformacao que a viga lateral apresenta. Se essa
diminuicao é suficiente, apenas realizando calculos para responder.

Agora, vocé deve redigir um relatorio interno e encaminha-lo ao
gerente de projetos. Esse relatorio devera conter o valor total da
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carga distribuida, o esquema estrutural apresentado na Figura 1.24(A),
os valores das reacdes H, R, e Rg . e a opgdo de executar uma
terceira viga para reduzir a carga na viga com deformacgao excessiva

em contrapartida a reforca-la aumentando a ST.

Avancando na pratica

Vigas com sec¢des variaveis

Descricao da situagcao-problema

Determinada viga, feita em zinco fundido (peso especifico
igual a 68 KN /m?) foi moldada, vazada, sequndo a Figura 1.25.
Considerando apenas o peso proprio, trace o esquema estrutural
para essa viga, sabendo que o apoio da esquerda € movel e o da

direita e fixo.

Figura 1.25 | Desenho esquematico da viga em zinco com ST variavel

@ @P @ @ 7 Lpocm ; g ocm
A « _
4\' m ‘ 2m ) m 4\, _ ,20cm
p20cm ST em Q) e 3

ST em (1) e (%)

Fonte: elaborada pelo autor.
Resolucdo da situagdo-problema

Como a ST é varidvel, o peso proprio distribuido também
sera variavel. A drea da ST nos pontos 1 e 4 é

As; ={0,05.2.(0,6+0,1)]}=0,07m?  Logo, para esses

pontos, e} peso proprio distribuido e
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g =As; .y =0,07.68=4,76kN /m . A area da ST nos pontos 2 e

3¢ Agp ={0,05.[2.(0,4+0,1)]} =0,05m?2. Portanto, para esses
pontos o) peso proprio distribuido e
g =Ay;.7y=0,05.68=3,4kN /m . Como a altura da ST varia
linearmente, a carga de peso proprio também ira variar de forma
linear. Assim, temos o esquema estrutural mostrado na Figura
1.26.

Figura 1.26 | Esquema estrutural com carga linearmente distribuida em forma
trapezoidal

4,76 kN/m 9,52 kN/m

3,40 kN/m

Fonte: elaborada pelo autor

Logo, o esquema estrutural para a viga do problema € a Figura
1.26. A titulo de informacéo, as vigas com ST variavel sdo chamadas
vigas em misula.

Faca valer a pena

1. Para calcular a carga de peso proprio distribuido de uma viga, devemos
multiplicar a area da ST pelo peso especifico que compde a viga. O formato
da ST ndo importa para o calculo, somente a sua area.

Para reforcar uma viga metalica com ST retangular, optou-se por soldar
duas barras (de mesmo material que a original), uma em cima e outra em
baixo da viga, formando um perfil |, de tal forma que a nova ST possui dois
eixos de simetria: um horizontal e outro vertical. Essas barras possuem
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a mesma ST da viga original e foram soldadas ao longo de todo o seu
comprimento. Assinale a alternativa que compara a carga de peso proprio
distribuido da viga reforcada com a original.

a) O novo peso proprio distribuido fica igual ao dobro do original.

b) O novo peso proprio distribuido fica igual a metade do original.

c) O novo peso proprio distribuido fica igual a um terco do original.
d) O novo peso proprio distribuido fica igual ao quadruplo do original.
e) O novo peso proprio distribuido fica igual ao triplo do original.

2. Para determinar as reacdes de apoio de uma viga isostatica, utilizamos
as trés equacdes de equilibrio da estatica.

> F,=0 ( Eq.115) >'F =0 ( Eq.1.16) e > M. =0 ( Eq.1.17)

Para tanto, é necessario que sejam consideradas apenas cargas
concentradas. Caso haja carga distribuida atuando na viga, ela deve ser
substituida por uma carga concentrada equivalente.

Assinale a alternativa que apresenta os valores de HB , RB e MB ,
respectivamente, para a viga da figura a seguir (considerando os sentidos
adotados na figura).

Figura 1.27 | Esquema estrutural de viga em balanco com carga distribuida variavel
linearmente

BKN /m

Sm m A 8

Fonte: elaborada pelo autor.

a)Hg =0, Ry =6kN e M, =18kN.m .

b Hg =0, Ry =18kN e M =6kN.m .
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) Hg =0, R, =—6kN e M, =9kN.m .
9 Hgy =0, Ry =9kN e M, =18kN.m.

e/ Hy =0, R, =6kN e M, =—9kN.m .

3. Quando temos uma viga sujeita a varias cargas atuantes, podemos
aplicar o principio da superposicao de efeitos que, neste caso, permite
calcular a reagcdo em cada apoio como sendo a soma das parcelas das

reacdes de cada carga isolada.

Qual o valor da reacao RA para a viga da figura a seguir?

Figura 1.28 | Esquema estrutural de viga biapoiada com mais de um tipo de carga

okN
8kN/m
HAW,ZQ B
" * Im | Im | m
A ‘ \RB

Fonte: elaborada pelo autor

a) 43,3 kN.
b) 62,3 kN.
c) 4,33 kN.
d) 6,23 kN.
e) 0,623 kN.
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Secao 1.3

Diagramas dos esfor¢os internos solicitantes

Dialogo aberto

Prezado aluno, o objetivo desta secdo €, a partir do tipo e do valor
das cargas externas que atuam em uma estrutura, determinarmaos
qual o valor dos esforcos solicitantes nos elementos estruturais, ou
seja, qual o valor da forca normal, do esforco cortante, do momento
torcor e do momento fletor que estdo atuando no elemento a ser
dimensionado. Outro objetivo é relacionar o carregamento com a
forca cortante e estes com o momento fletor para tracarmos os
diagramas desses esforcos internos.

Vamos ampliar nossa capacidade de solucionar problemas e
nossa criatividade aprendendo novos conceitos, gque também irao
desenvolver nosso raciocinio logico. Ampliando essas habilidades,
atingiremos nosso objetivo final que é fazer a analise estrutural de
pecas sujeitas a flexao.

Aplicaremos esses novos conceitos a fim de dar continuidade
na solucao do problema da viga com deformacdo excessiva que
serve de apoio a um sistema de controle de qualidade formado
por um conjunto optico de grande sensibilidade conectado a um
sistema computacional. A empresa de engenharia na qual vocé
trabalha o designou para estudar e apresentar uma solucao para
esse problema. Lembrando que vocé realizou vistoria no local e ja
calculou o centroide e 0 momento de inércia para a ST da viga
reforcada, obtendo os sequintes resultados:

Coordenadas do centroide da viga reforcada — x, =8cm e
y, =6cm.

Momentos de inércia da viga reforcada — |, = 1561,16cm* e
|, =573,16cm*.

Calculou, também, qual a carga uniformemente distribuida
total que atuard na viga reforcada e as reacdes nos apoios que
essa carga ira provocar. Obteve, assim, elementos para montar
O esquema estrutural apresentado na Figura 1.24, reapresentada
novamente a sequir.
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Figura 1.24 | Esquema estrutural da viga considerando o reforco proposto (A); com
a carga equivalente a distribuida (B)

jkN ﬁ

2, 105kN/m 3kN 4.2,105=8,42kN

My 8 Thy L L B

A A a

wbm) e
(A) (8)

Fonte: elaborada pelo autor

Valores calculados para as reacdes de apoio: HA =0,
R, =6,46kN e Rg =4,96kN .

Prosseguindo com a solucdo do problema da viga com
deformacao excessiva, o gerente de projetos da empresa em que
vocé trabalha deseja agora que elabore um memorial de calculo
contendo a resposta aos sequintes questionamentos:

1)  Considerando o esquema estrutural apresentado (Figura
1.24), como sera o diagrama de esforco cortante para a viga com
reforco?

2)  Como sera o diagrama de momento fletor para a viga
reforcada, considerando o mesmo esquema estrutural?

3)  Em que ponto da viga reforcada atuara o momento fletor
maximo?

4)  Qual serd o valor do momento fletor maximo que atuara na
viga com reforco?

Para responder a essas questdes, nesta secao, iremos calcular
os esforcos solicitantes nos elementos estruturais, quais as relagcdes
entre o carregamento, a forca cortante e o momento fletor; e,
finalmente, tracarmos, ou seja, desenharmos os diagramas desses
esforcos internos. Esta secdo o tornara apto a realizar esses calculos.

Essa etapa € um pouco mais complexa, mas € essencial para
o dimensionamento de qualquer estrutura, por mais simples que
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ela seja, portanto, vocé fard uso desse conhecimento em sua
vida profissional. Vale a pena aprender os conceitos que serdo
apresentados. Bons estudos!

Nao pode faltar

Esforcgos solicitantes: for¢ca normal, esforgo cortante, momento
fletor e momento torcor

A peca estrutural em equilibrio apresentada na Figura 1.27(A) esta
sujeita ao carregamento genérico indicado. Nas extremidades A e B
estdo aplicadas forcas (R,, R e F ) e momentos torcor e fletor
(M, e M, . respectivamente) que podem ser cargas externas ou
reacdes de apoio, caso exista um apoio ou engaste na extremidade
(podem, inclusive, serem nulas). Além disso, temos que, ao longo
do comprimento da pega, ha uma carga distribuida g qualquer
e, em um ponto aleatorio, uma carga concentrada P. Considere
cortar essa peca em um ponto C aleatorio contido no plano 7,
perpendicular ao eixo da peca. Como resultado, teremos as duas
partes da peca desenhadas na Figura 1.27 (B) e (C). Na Figura 1.27(B)
representamos somente as for¢as horizontais e © momento torgor,
e na Figura 1.27(C) foram representadas apenas as forcas verticais
e 0 momento fletor. A opcdo em dividir a figura dessa forma foi
escolhida para evitar complicacdes, caso fossem colocadas todas
as cargas em um unico desenho.

Figura 1.27 | Esquema estrutural de uma peca estrutural em equilibrio

W K G
My g | ¢
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R
i F‘/QA ( Ry,
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Fonte: elaborada pelo autor.
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A Figura 1.27(A) mostra a peca em equilibrio. Na Figura 1.27(B),

gue mostra a atuagdo da forca axial F e do momento torgor Mt

, para que o trecho AC continue em equilibrio, é necessario que
atue no ponto C uma forga axial F; e um momento torgor M,

, de modo que, a partir da condicao de equilibrio, a somatoria das
forgas axiais e a somatoria dos momentos torcores sejam nulas (o
mesmo acontece com o trecho CB). Cortando a peca em varios
pontos ao longo de seu eixo, determinaremos, para cada corte, uma
forca axial e um momento torcor, que manterao as partes da peca
em equilibrio. Poderemos, assim, tracar um diagrama para esforco
normal e outro para momento torcor, chamados de diagramas de
Corpos livre.

Nosso estudo nesta secao se concentra na Figura 1.27(C),
gue mostra a atuagdo das forgas verticais q, P, R, @ R; e do
momento fletor Mf . Neste caso, ao cortarmos a peca no ponto C,
para que o trecho AC continue em equilibrio, é necessario que atue
nesse ponto uma forca vertical Vc chamada de esforco cortante
(normalmente indicado pela letra V), e um momento M, . chamado
de momento fletor (normalmente indicado apenas pela letra M),
de modo que a somatoria das forcas verticais e a somatoria dos
momentos fletores sejam nulas (o equilibrio do trecho CB ocorre
de forma semelhante). Como néo sabemos qual o sentido de V
e Mfc, vamos supor que os sentidos indicados na figura estdo
corretos. Assim, apos os calculos, um valor positivo indicara que
o sentido adotado esta correto, e um valor negativo indicara que a
solicitacdo tem sentido oposto ao indicado. Cortando a peca em
varios pontos ao longo de seu eixo, determinaremos, para cada
corte, uma forca cortante e um momento fletor que manterdo as
partes da peca em equilibrio. Tracamos, assim, um grafico chamado
diagrama de esforco cortante (DEC) e outro chamado diagrama de
momento fletor (DMF).

Relagdes entre forga, forca cortante e momento fletor

Considere a viga da Figura 1.28(A) a seguir, que esta sujeita a
uma carga qualquer e em equilibrio. Vamos analisar estruturalmente
o trecho compreendido entre os pontos C e c, separados pela
distancia infinitesimal dx .
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Figura 1.28 | Esquema estrutural de uma viga em equilibrio sujeita a um carregamento
qualquer (A); equilibrio entre os pontos C e C (B)

. Geq =0-dx
ﬁ | R
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Fonte: adaptada de: Beer et al (2013, p. 375)

A partir da Figura 1.28(B), cortando a viga no ponto C , temos
que, para que a viga continue em equilibrio, na ST atuam os
esforcos internos Ve M. Pelo mesmo motivo, o corte no ponto
C' mostra que nessa ST atuam o esforco cortante V. +AV e o
momento fletor M + AM | Aplicando as equacdes de equilibrio
no trecho CC', e adotando o sentido para cima como positivo
para as for¢cas e o horario como positivo para os momentos,
temos que:

DF,=0 =V -qdx-(V+dV)=0 = -qdx =dV = & 4 Eq.140
dx

Calculando o momento fletor no ponto C (considerando o
sentido horario como positivo), temos:

2
3 M. =0 = M +V dx —q.dx.%x—(M +dM)=0 = V dx —q.%:dM Fg. 141
Desprezando o termo com dx 2, resulta:

dM

— =V Eq. 1.42
dx

Segundo Beer et al (2013, p. 375), a expressao 1.40 indica que
“a inclinacdo dV /dx da curva de esforco cortante é negativa; o
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valor absoluto da inclinagédo em qualquer ponto € igual a carga por
unidade de comprimento desse ponto’, sendo que este conceito
nao vale para cargas concentradas porgue, neste caso, existe
uma descontinuidade. Ainda, segundo Beer et al (2013, p. 376),
a expressdo 1.42 mostra que “a inclinacdo dM /dx da curva de
momento fletor € igual ao valor do esforco cortante”.

6&» Assimile
A equacao do esforco cortante € a derivada da equacao do momento
fletor. Assim sendo, apos obtermos a equacao da curva de momento

fletor (que normalmente € um polindbmio), ao deriva-la, obtemos a
equacdo da curva de esforco cortante.

Na Figura 1.28, considerando a origem do eixo x no ponto A e
integrando a eq. 1.40 entre os pontos D (em que X =a)e E (no qual
X =a +b), temos que:

a+b
Ve ~Vp =- [ qdx
a Fq. 1.43

Na qual VD e VE sao os valores dos esforcos cortantes (tambem
chamados forgas cortantes ou apenas cortantes) nos pontos D e E,
respectivamente. Lembrando dos conceitos de calculo, a integral
de uma funcao definida entre dois pontos € numericamente igual
a area sob a funcdo entre esses pontos. Assim, a equacao 143
mostra que a diferenca entre as forcas cortantes de dois pontos
€ numericamente igual ao negativo da area abaixo da curva de
carregamento entre os referidos pontos.

Integrando a equagao 1.42 de modo semelhante, © momento
fletor entre os pontos D e E sera:

a+b

Mg My = [Vdx  Eq 144

Em que My e My sdo os valores dos momentos fletores nos
pontos D e E, respectivamente.

56 U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos



‘t&” Assimile
A diferencga entre as forcas cortantes de dois pontos € numericamente
igual ao negativo da area abaixo da curva de carregamento entre os
referidos pontos. A diferenca entre os momentos fletores de dois
pontos € numericamente igual a area abaixo do diagrama de esfor¢co
cortante entre esses pontos, sendo que a area € positiva quando a forca
cortante for positiva; e negativa quando a forca cortante for negativa.

Diagrama de esforgo cortante e de momentos fletores

ConsidereavigadaFigural.29, que estasujeitaaum carregamento
qualquer com varias cargas e suas respectivas posicdes (distancias)
marcadas na Figura 1.29(A).

Figura 1.29 | Esquema estrutural de uma viga sujeita a um carregamento qualquer
(A); equilibrio do trecho AC (B); sentidos positivos para Ve M (C)
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Fonte: elaborada pelo autor

Para tracarmos os diagramas de esfor¢co cortante e de momento
fletor, cortamos a viga em um ponto C qualquer e marcamos 0s
esforcos internos V. e M que atuam na ST que contém o ponto C,
conforme Figura 1.29(B). Para equilibrar o trecho AC, ilustrado na
Figura 1.29(C), temos:

1) Com relacao as forcas verticais, utilizamos a condicado
sz =0, considerando a forca cortante positiva, se ela e a

resultante das cargas existentes (neste caso, a forca R indicada
na figura) no trecho AC formarem um binario de sentido horario.

Com relacao ao momento fletor, utilizamos a condicdo
ZMponto c =(0. considerando o momento positivo se o
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momento resultante das forcas (M
inferiores da viga.

g Na figura) tracionar as fibras

o() Reflita

Ainda analisando a Figura 1.291(A), analogo ao explicado para o
equilibrio do trecho AC, se fossemos efetuar o equilibrio do trecho CB,
quais seriam os sentidos positivos da forca cortante e do momento
fletor nesse trecho?

Assim sendo, para tracarmos os diagramas, teoricamente,
teriamos que cortar a viga em infinitos pontos. Entretanto, como
a taxa de variacdo da forga cortante (conforme eq. 1.40) e a taxa
de variagdo do momento (conforme eq. 1.42) so se alteram de um
ponto para outro quando ocorre mudanga NO carregamento entre
esses pontos, podemos cortar a viga em trechos nos quais ocorre
alteracdo no carregamento. Portanto, veja a viga da Figura 1.30(A)
sujeita as cargas q (distribuida) e P (concentrada) e para as quais ja
foram determinadas as reacdes de apoio.

Figura 1.30 | Esquema estrutural dos cortes em varios trechos de uma viga para
tracar os diagramas de esforco cortante e de momento fletor
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F Wy x—(c/2) A o/2 L ¥—(c/2) x={c+d)
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Fonte: elaborada pelo autor
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Nota-se na Figura 1.30(B) que, para todo o trecho AC, em
qualguer ponto em que efetuarmos o corte, o equilibrio das forgas,
olhando a esquerda do corte, contém apenas a reagcao No apoio A, a
carga equivalente (esta € dependente da distancia x em que o corte
for efetuado) e a forca cortante na ST do corte. Note que a carga
equivalente ndo ¢ a total, sendo equivalente a carga distribuida que
esta dentro do trecho que foi cortado (igual a area do carregamento
a esquerda do corte). O equilibrio dos momentos fletores se faz de
forma analoga. Olhando a esquerda do corte, teremos a reacdo No
apoio A multiplicada pela sua distancia até o ponto de corte (uma
variavel x), a carga equivalente multiplicada pela sua distancia até
o ponto de corte (outra funcdo de x) e 0 momento fletor na ST do
corte. Na Figura 1.30(C) o corte é feito no trecho CD (valido para
todo o trecho). Olhando a esquerda do corte, o equilibrio das forcas
contém apenas a reagdo No apoio A, a carga equivalente (nao mais
dependente da distancia x em que o corte for efetuado, porque
a carga distribuida esta totalmente contida dentro do corte) e a
forca cortante na ST do corte. O equilibrio dos momentos fletores
€ feito exatamente igual ao anterior, os valores € que irédo sofrer
alteracdo: olhando a esquerda do corte, teremos a reacdo No apoio
A multiplicada pela sua distancia x até o ponto de corte (X agora
varia entre € e € +d ), a carga equivalente multiplicada pela sua
distancia até o ponto de corte (outra fungao de x) e 0 momento
fletor na ST do corte. No ultimo trecho a ser cortado (trecho DB),
apresentado na Figura 1.30(D), olhando a esquerda do corte, o
equilibrio das forcas tera a reacdo no apoio A, a carga equivalente
(novamente a carga distribuida estd totalmente contida dentro do
corte), a forca P e a forca cortante na ST do corte. O equilibrio
dos momentos fletores e feito de modo semelhante ao anterior,
incluindo a carga P multiplicada por sua distancia ao ponto de corte
(note que nesse trecho X variade ¢ +d ate l).

?Z| Exemplificando

Trace os diagramas de esfor¢co cortante e de momento fletor para a
viga apresentada na Figura 1.31. As reacdes de apoio foram calculadas
previamente, sendo que a horizontal no ponto A é nula e por isso Ndo
foi desenhada.
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4 Figura 1.31 | Esquema estrutural de uma viga para tracar os diagramas de
esfor¢o cortante e de momento fletor

7Kn/m

vy

A 4m L —
20kN /m T8RN
ﬂ

Fonte: elaborada pelo autor

Solugdo: temos uma forca de 20kN para cima no ponto A. Para
equilibrar essa forca, precisamos de uma forca cortante de igual valor
para baixo (positiva). Ndao hd momento nesse ponto porgue nao ha
distancia entre a forca e o ponto.

Figura 1.32 | Figuras (A) e (B) com os cortes para a resolucdo do problema; e
com os diagramas solicitados (C)
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Fonte: elaborada pelo autor
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4 Como a variacdo da carga é constante, conforme a Figura 1.32(A), para
o equilibrio do trecho AC, podemos tomar o ponto final do trecho.
Obtemos:

DSF, =0 = 20-28-V =0 = V =-8kN e
SMoec =0 = 204-282-M =0 = M =24kN.m

De acordo com a equagao 1.40, nesse trecho o diagrama da forca
cortante sera uma reta inclinada porque sua derivada deve ser igual
a uma reta horizontal (carga constante); e sequndo a equacgao 1.42,
nesse trecho o diagrama de momento fletor sera uma curva de
segundo grau (parabola) porque sua derivada deve serigual a uma reta
inclinada (diagrama da forga cortante).

Para o equilibrio do trecho CB, conforme a Figura 1.32(B), temos,
tambem, uma variacdo constante da carga. Tomando o ponto final do
trecho, obtemos:

D>F,=0 = 20-28-V =0 = V =-8N e
DM s =0 = 207-285-M=0 = M=0

De acordo com a equagao 1.40, nesse trecho o diagrama da forca
cortante serd uma reta horizontal (constante) porque sua derivada deve
ser igual a zero (ndo ha carga no trecho); e sequndo a equacdo 1.42,
nesse trecho o diagrama de momento fletor sera uma reta inclinada
porque sua derivada deve ser igual a uma reta horizontal (diagrama da
forca cortante). No ponto B, temos a forca cortante de 8kN negativa
(constante no trecho CB) sendo equilibrada pela reagcdo no apoio B
(8kN para cima), zerando o DEC. Como a reagdo esta no ponto B, nao
ha distancia para alterar a somatoria de momentos, zerando, tambem,
o DMF. Observacao: nos diagramas, a linha horizontal ACB representa
O eixo da viga.

OGB Reflita

Porque, conforme mostra a Figura 1.32(C), no ponto em que o esforgo
cortante € nulo, o momento fletor € maximo? Como determinar esse
ponto (como determinar o valor de x)? E como determinar o valor do
momento Mmaximo?
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D_C} Pesquise mais

Ha outro método que fornece as equacdes (normalmente, polindmios)
de momento fletor e esforco cortante. Pesquise o méetodo em:

BEER, F. P.; JOHNSTON, E. R. Resisténcia dos materiais. 3. ed. Sdo
Paulo. Editora Pearson Makron Books, 1995.

A partir da pesquisa, descubra qual a equacao de esforgo cortante e a
de momento fletor para as vigas da figura 1.33(A) e (B).

Figura 1.33 | Representacdo de uma viga com carga uniformemente distribuida
(A); e com carga linearmente distribuida (B)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Sem medo de errar

Retomando nosso problema, vocé ja calculou o centroide, o
momento de inércia, tracou o esquema estrutural e determinou
as reacdes de apoio para sua proposta de viga reforcada, a fim de
sanar o problema de deformacdo excessiva da viga que serve de
apoio a um sistema de controle de qualidade, formado por um
conjunto optico de grande sensibilidade conectado a um sistema
computacional.

Prosseguindo com a solucdo, o gerente de projetos da empresa
na qual vocé trabalha deseja agora que responda aos seguintes
guesitos: considerando o esguema estrutural apresentado, como
sera o diagrama de esforco cortante para a viga com reforco?
Como sera o diagrama de momento fletor para a viga reforcada,
considerando 0 mesmo esquema estrutural? Em que ponto da
viga reforcada atuara o momento maximo? Qual serd o valor desse
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momento maximo? Ele pede que a resposta com os calculos e
analises sejam encaminhadas em um memorial de calculo.

Solugdo: A partir do esquema estrutural apresentado na Figura
1.34(A), nota-se que sdo necessarios dois cortes para determinar as
curvas para a forca cortante e para © momento fletor.

Figura 1.34 | Esquema estrutural da viga com reforgo (A); corte no primeiro trecho
(B); corte no segundo trecho (C)
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Fonte: elaborada pelo autor.

O primeiro corte esta compreendido entre os pontos A e C
(ou seja, 0<x <1Im, lembrando que x ndo pode ser igual a 1
m, porque a carga concentrada causa uma descontinuidade no
diagrama da forga cortante), porque em qualquer ponto desse
trecho o conjunto de cargas ¢ formado pela reacdo no apoio A
e parte da carga distribuida, conforme mostra a Figura 1.34(B). O
segundo corte esta no trecho CB (ou seja, Im < x <4m ), porque
em qualquer ponto desse trecho o conjunto de cargas € formado
pela reacdo no apoio A, sendo parte da carga distribuida e a carga
concentrada de 3kN aplicada no ponto C, conforme mostra a
Figura 1.34(C).

No ponto A, devido a reacdo de apoio, o DEC sofre uma
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descontinuidade, partindo de zero e atingindo o valor de 6,46 kN
para cima e 0 momento fletor € nulo. Para o primeiro trecho, como
a variagcao da carga € constante, tomamos o ponto final do trecho.
Portanto, temos que:

ZFy:O = 6,46-2,105-V =0 = V =4,355kN e

DM e =0 = 646.1-2105.05-M =0 = M =54%N.m

Como a carga entre o ponto A e o final desse trecho € distribuida,
O grafico da forca cortante sera uma reta inclinada variando entre
6,46 kN (valor da forca cortante no ponto A) e 4,355 kN (valor
da forca cortante no final do primeiro trecho) e o DMF serd uma
parabola variando de zero (ponto A) até 5,41 kN.m (ponto C). No
ponto C, devido a carga concentrada de 3kN para baixo, o DEC
apresenta uma descontinuidade para baixo, partindo de 4,355 kN
e terminando em 1,355 kN. Para o segundo trecho, também com
carga distribuida, tomamos o ponto final. Temos, assim:

sz =0 = 6,46-3-8,42-V =0 = V =-4,96kN
e

ZMpontoB:O = 6,46.4-33-8422-M=0 = M =0

Assim, como a carga € distribuida, o DEC sera uma reta inclinada
variando entre 1,355 kN (valor da forca cortante no ponto C apos
a descontinuidade) e -4,96 kN (valor da forca cortante no final
do segundo trecho) e o DMF serd uma parabola variando de 5,41
kN.m (ponto C) até zero (ponto B). No ponto B, devido a reagao de
apoio para cima, ocorre uma descontinuidade para cima de 4,96kN.
Temos, entao, os diagramas apresentados na Figura 1.35(A).
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Figura 1.35 | Diagramas de esforco cortante e de momento fletor para a viga da
situacdo problema (A); semelhanca de triangulos (B)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Para determinar o ponto no qual ocorre 0 momento maximo,
fazemos uma semelhanca com os triangulos mostrados na Figura
1.35(B), extraidos do diagrama de esforco cortante. Temos:

t 33—
O ponto em que ocorre o momento maximo é
Xx =1+t =1+0,64 = x =1,64m , considerando a origem o

ponto A. O valor do momento maximo € igual a area do DEC entre
o ponto A e o ponto no qual a forca cortante € nula, ou seja:

1355.(3-t)=4,96t = t=0,64m

M_ ., =area do trapézio +érea do triangulo = 6,46 ;4'355.14—0’64'21'355

M, =584kN.m

Vocé deve, agora, redigir um relatorio interno e encaminha-lo ao
gerente de projetos. Nesse relatorio devera constar os diagramas
apresentados na Figura 1.35(A) e a informacdo que o momento
maximo vale 5,84 kN.m e ocorre a 1,64 m do apoio A.
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Avancando na pratica

Viga bi-apoiada com carga concentrada

Descricao da situagao-problema

Uma maquina foi modernizada para melhorar sua produtividade.
Esse novo modelo, que possui uma carga concentrada de 4kN, foi
necessario ser apoiado em uma viga metalica conforme mostra
O esguema estrutural da Figura 1.36. Como sera o diagrama de
esforco cortante atuante na viga devido exclusivamente a carga
concentrada? Despreze 0 peso proprio da viga. As reacdes de apoio
ja foram calculadas.

Figura 1.36 | Esquema estrutural de uma viga com carga concentrada
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Fonte: elaborada pelo autor

Resolugdo da situacao-problema

A partir do esquema estrutural dado, faremos dois cortes para
determinar as curvas de esforco cortante: um no trecho AC e outro
no CB. A partir da condicao de equilibrio para o trecho AC, temos que
DF, =0 = 24-V=0 = V=24N.Como ndo ha carga distribuida,
essevaloréeconstanteemtodootrecho,sendo, portanto, representado
por uma reta horizontal. Para equilibrar o trecho CB, utilizamos a
condicdo » F, =0 = 24-4-V =0 = V =-16kN , sendo
tambem representado por uma reta horizontal pelo mesmo motivo.
Nos pontos com carga concentrada havera uma descontinuidade
no DEC de valor igual ao valor da carga. Temos entao, o diagrama
apresentado na Figura 1.37.

66 U1 - Caracteristicas geométricas, esforgos externos e internos



Figura 1.37 | Diagrama de esforco cortante para viga com carga concentrada
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Fonte: elaborada pelo autor

Temos, assim, que a resposta para o problema € o diagrama
apresentado na Figura 1.37. Note que a maxima forca cortante que
atua na viga vale 2,4 kN e atua em todo o trecho AC.

Faca valer a pena

1. Como a taxa de variacdo da forca cortante, dada por ﬂ =—q.ea

taxa dM

de variacdo do momento, fornecida por —— =V , so se alteram de um
dx

ponto para outro quando ocorre mudanga no carregamento entre esses

pontos, para determinar o DEC e o DMF, podemos cortar a viga em trechos

Nnos quais ocorre alteracao no carregamento.

Para a viga que tem o esquema estrutural representado pela figura a seguir,

assinale a alternativa que especifica corretamente quantos trechos sao

necessarios fazer o equilibrio para se determinar o DEC e o DMF?

Figura 1| Esquema estrutural de uma viga em balango com varias cargas

10kN
6kN /m
51kN.m Y /
' o D
A B
10kN 3m Tm 2m

Fonte: elaborada pelo autor.
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a) 1 trecho.

b) 3 trechos.
c) 4 trechos.
d) 2 trechos.
e) 5 trechos.

dM

2. Segundo a equacdo d_ =V , em um trecho, a expressdo que fornece
X
a curva do esforco cortante € igual a derivada da expressao que descreve a
curva do momento fletor nesse trecho; e, segundo a d_ =—(q, a
X

expressao que descreve a variagao do carregamento em um trecho é igual
a derivada da expressao que fornece a curva de esforco cortante nesse
trecho, com o sinal trocado.

Um trecho de uma determinada viga tem a seguinte expressdo para o

momento fletor: M(X) =-15%2 +4x? —15X + 63 (emkN.m). Assinale

a alternativa que fornece corretamente as expressdes que descrevem a
variacdo da forca cortante (em kN) e do carregamento (em kN/m) nesse
trecho, respectivamente.

a)V(X):4,5x2—8x+15 e q(x)=9x—8.
b)V(X)=—4,5x2+8x+48 e q(x):—9x+56.

c)V(X) =-15x2+4x -15 e Apx) =-15x +4.

OV =—45+8-15=-115 e q, =9-8=1

e) V(X) =-4,5x?>+8x -15 e Apx) =90x - 8.

3. A diferenca entre a forca cortante de dois pontos é numericamente
igual ao negativo da area abaixo da curva de carregamento entre os
referidos pontos. A diferenca entre os momentos fletores de dois pontos é
numericamente igual a area abaixo do diagrama de esforco cortante entre
esses pontos (area positiva em que a forga cortante for positiva; e negativa
na qual a forga cortante for negativa).

Uma viga bi-apoiada esta sujeita a um carregamento tal que parte do
diagrama de esforco cortante € apresentado na figura a seguir. Assinale a
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alternativa que apresenta o valor correto do momento fletor no ponto C
mostrado na referida figura.

Figura | Parte do diagrama de esforco cortante de uma certa viga

m
0,46 4.36 Parte do
DEC (kN)
+ 1,
| C_____.
A 0,64 ] o
£ ~—
m -

Fonte: elaborada pelo autor.

a) Mg =6,79kN.m .
o) Mg =4,79kN.m .
) Mg =4,69kN.m .
d) M, =6,69kN.m .

&) Mg =9,64kN.m
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Unidade 2

Flexao em barras

Convite ao estudo

Bem-vindo, prezado aluno. Esta unidade aborda um
tema essencial a analise de estruturas: a flexdo em barras.
Estudaremos a flexao simples, a flexdo composta e a flexao
assimétrica, ou seja, iremos aprender como determinar as
tensdes e deformacdes que esses tipos de flexao provocam.
Essas solicitacdes atuam nos elementos estruturais € podem
provocar sua inutilizacao de duas formas. A primeira, que é
Obvia, € a ruptura do elemento. Todo material suporta uma
determinada tensao que, quando ultrapassada, rompe ©
material. A segunda depende da magnitude da deformacdo da
peca estrutural, pois ela pode inviabilizar todo o projeto. Por
exemplo, quando uma viga que esta sobre uma engrenagem
se deformar, se essa deformacao for maior que a distancia que
a separa da engrenagem, esta ira raspar na viga, inviabilizando
o funcionamento seguro da maquina.

Lembrando que nosso objetivo final € reduzir a deformacao
excessiva que umaviga apresenta e que esta afetando as leituras
do sistema optico computadorizado de controle de qualidade
apoiado na referida viga. Ja calculamos as caracteristicas
geometricas da ST, determinamos O carregamento atuante,
desenhamos o esquema estrutural da viga e, a partir dele,
calculamos as reacdes de apoio e tracamos o DEC e o DMF.
Agora, como continuidade dos trabalhos e objetivo desta
unidade, desenvolvendo nossa criatividade e aumentando
nossa capacidade de solucionar problemas, aprenderemos a
determinar qual a tensao devido a flexdo que atuara na viga
reforcada e qual a magnitude da deformacao que essa viga ira
apresentar. Sobre esse assunto, varias perguntas podem ser



elaboradas, tais como: as tensdes provocadas pelo efeito de
flexdo sao do mesmo tipo ao longo de toda a viga ou ha tipos
diferentes de tensdes? Essas tensdes sao constantes ao longo
da viga ou sao variaveis? Se forem variaveis, como determinar
as tensdes maximas? A deformacdo que uma viga apresenta €
constante ao longo do seu comprimento ou é variavel? Como
determinar a deformacao maxima que ira atuar na viga? Como
reduzir a deformagao que uma viga apresenta? Qual a relacao
entre a tensao atuante e a deformacao apresentada pela viga?

Nesta unidade, estudaremos os conceitos dos tipos de flexao
(pura, simples, normal, obliqua e assimétrica). Aprenderemos a
calcular as deformacdes que a flexao provoca e a dimensionar
uma barra sujeita a flexao.

No momento, ha mais perguntas que respostas. Estudando,
VOCE respondera a essas perguntas e a muitas outras, alem
disso efetuara os calculos necessarios para determinar a
magnitude das tensdes e das deformacdes que o efeito da
flexdo provoca nas vigas. Bons estudos!



Secao 2.1

Flexao simples e flexao pura

Dialogo aberto

Prezado aluno, toda viga possui peso proprio gue, mesmo sem
haver outra carga externa, causa deformacdo. Imagine que o varal
de roupas da sua casa € uma viga. Sem suportar qualquer roupa,
ele apresenta uma curvatura (deformacao) do eixo longitudinal,
popularmente chamada de "barriga’, causada pelo efeito da flexao e
agravada com a atuacao de mais cargas.

Retomando o problema do equipamento de controle de
qualidade com erros nas leituras porgue esta apoiado em uma viga
metalica que apresenta deformacao excessiva, lembre-se de que
vocé foi designado para estudar o caso e apresentar uma solugao
e que, vistoriando o local, notou que a viga na qual o equipamento
esta instalado também suporta uma passarela.

Na vistoria, vocé levantou dados que, apos alguns calculos,
permitiram determinar as cargas atuantes na viga, montar o esquema
estrutural, calcular as reacdes de apoio e tracar o DEC e o DMF. Vocé
determinou, também, os momentos de inércia da viga refor¢ada.

Todos esses resultados sdo necessarios para quantificar a
deformacdo que a viga apresenta devido ao efeito da flexao
ocasionada pelas cargas que nela atuam.

Assim sendo, considerando a Figura 2.1 que mostra a configuracdo
deformada para a viga reforcada, o gerente de projetos da empresa
de engenharia em que vocé trabalha, quer que elabore um memorial
de calculo no qual constem os calculos necessarios para embasar
as respostas as sequintes perguntas:
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Figura 2.1 | Esquema mostrando a deformacdo a ser calculada para a viga da
situagao-problema

posigdo original da viga
/// deformacto (flecha)

posicdo deformada da viga

Fonte: elaborada pelo autor

a) Qual o valor da maxima tensdo de compressdo e da maxima
de tracao que atuardo na ST do ponto de instalacdo do
aparelho optico?

b) Qual o valor da flecha que atuara no ponto de instalacdo do
aparelho optico?

Faltando pouco para apresentarmos a solucao final, vamos
nos dedicar a entender os conceitos de flexao e aprender como
calcular as deformacdes que ela provoca para terminarmos essa
tarefa. Bons estudos!

Nao pode faltar

Definicao de flexao pura, flexdo simples, flexdo normal e
flexao obliqua

Dizemos gque a ST de uma peca estrutural qualquer esta sujeita
a flexao pura quando o momento fletor € o unico esforco interno
gue solicita essa ST (ou seja, o esfor¢co cortante, © momento torgor
e o esforco normal séo nulos).

No caso de termos na secdo a atuacao dos esforcos internos
no momento fletor e esforco cortante; e o esforco normal nulo,
teremos uma flexao simples.

Se houver a atuacao de esforco normal em conjunto com o
momento fletor, seja com ou sem o esfor¢co cortante, teremos a
flexao normal.
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A Figura 2.2 ilustra essas situacdes. Vemos na Figura 2.2 (A),
no trecho CD, que o esforco normal e o esforco cortante sdo
nulos; sendo gque existe somente a atuacdo do momento fletor,
caracterizando, portanto, flexao pura. Nos trechos AC e DB temos
o esforco normal nulo e a atuacdo do esforco cortante e do
momento fletor, condicdes para a existéncia de flexao simples. Na
Figura 2.2 (B), temos flexdo normal no trecho AC, pois o esfor¢co
normal e o momento fletor estdo atuando; e temos uma flexdao
simples no trecho CB, em que ha apenas a atuacao de esforco
cortante e momento fletor.

Figura 2.2 | Trechos de viga sujeitos a flexdo pura ou a flexdo simples

. C D v
%0, . e
= s

p
"y Y
p

)

i ’ —t——bEC
| H,

| Lo N
e +

t o
| Flexdo pura

¥

> . 4 — |
“Flextio simples” exdo normol

Flexdo simples

(4) Flexd T flexdo simples X . .
(4) Flexdo pura e flexdo simple (B) Flexdo normal e flexo simples

Fonte: elaborada pelo autor

A flexao obliqua ocorre quando o plano de flexao nao contem
um dos eixos de inércia, ou seja, © momento fletor atuante pode
ser decomposto em dois, nenhum nulo, cada um atuando em
torno de um dos eixos de inércia. Esse tipo de flexao sera estudado
na proxima secao.

Estudo da flexao pura

Seja a peca estrutural em equilibrio apresentada na Figura 2.3
(A), sujeita ao carregamento composto apenas pelos momentos M
aplicados nas extremidades A e B, cortando essa peca em um ponto
C qualquer contido no plano m, perpendicular ao eixo da peca,
temos as duas partes resultante do corte desenhadas na Figura 2.3
(B). Aplicando, em qualquer das partes, a condicao de equilibrio
ZMC =0, obtemos que M, =M . Note que, na secdo transversal C
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nao ha esforco cortante atuando, pois ndo ha forca vertical, ou seja, a
condi¢ao de equilibrio ZFy =0 conduzaV = 0. Essasituacdo de forca
cortante nula caracteriza a flexdo pura. Na Figura 2.3 (C), que mostra
uma ampliagao da parte CB da peca, entendemos que 0 momento
fletor MC resulta da aplicacdo de um binario na secao transversal,
formado pelas forcas F, provocando tracdao em um lado da peca e
compressao em outro. Assim sendo, as forcas F surgem em resposta
ao momento aplicado M. Adotaremos o sentido apresentado na
figura como positivo para 0s momentos fletores, ou seja, sera positivo
0 momento fletor que tracionar a fibra inferior da viga.

Figura 2.3 | Esquema estrutural de uma viga em equilibrio sujeita a um carregamento
composto apenas por momento (A); equilibrio das partes AC e CB (B); ampliagcao da
parte CB (C)

\ ‘D\\ v
V\\ %7)\) \\
) \ i/ s
4 oy e
s N‘Q P B
/ % (& y
S \ N o e
7y //C T //7) | //’/ %
M p s S
< & i s
[N M < ﬁ//// - L
/,;/
— < [ ‘{/ C
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Fonte: elaborada pelo autor.

Considere ampliar a ST que contém o ponto C. Como ¢ praxe
Nna area de estruturas, tomemos um sistema de eixos cartesianos
no qual x € paralelo ao eixo longitudinal da peca, y € o eixo vertical
e z é o terceiro eixo que forma o sistema tri ortogonal, como
mostra a Figura 2.4 (nesta situagao, 0 momento de inércia IX sera
chamado 1, ).

Figura 2.4 | ST ampliada mostrando a tensdo aplicada em uma area infinitesimal dA

Fonte: elaborada pelo autor
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Sabemos que uma forca F atuando em uma area (dA) resulta
em uma tensdo normal (cX:dLA). Temos, assim, a tensdo o, como
resultado da atuacdo do momento fletor M na sec¢do. Aplicando as
condicdes de equilibrio em qualquer parte da viga, temos:

YF, =0 = [o,dA=0 Eq.21

M, =0 = M+.[y.crx.dA:O = f—Y-Gx-dA:M Eq.2.2

M, =0 = [zo,dA=0 Eq 23
Linha neutra

Analisemos, agora, um trecho AB qualquer da viga deformada,
com comprimento inicial L, apresentado na Figura 2.5 (A). Na face
superior (linha AB') haverd uma reducdo no comprimento desse
trecho e na face

inferior (inha A'B"), um aumento, logo, em algum ponto ao
longo da altura da viga ha uma linha, AB, que nao sofrera deformacao,
mantendo o comprimento original. A essa linha chamamos linha
neutra (simplificadamente, apenas LN) ou linha elastica.

Figura 2.5 | Esquema estrutural do trecho da viga deformada sujeita aos momentos
M (A); e secao transversal qualquer desse trecho (B)

Y
Linhg Neuira 4

(A) Viga deformada (B) Secdo transversal

Fonte: elaborada pelo autor.
Podemos escrever o comprimento L do trecho em funcao das

coordenadas polares p e 6, ou seja, L = p.send . Para angulos muito
pequenos, senf =0, resultando em L=p.0. Consideremos uma
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linha qualquer DE a uma distancia y da LN, seu comprimento antes
da viga deformar era L e, analogamente, apos a deformacao, seu
comprimento final serd dado por L' =(p -y ).0 . Assim, a deformacéo
que essa linha apresentara pode ser escrita como:
§=L-L=(p-y)o-pO=-y0 = 5=-y0 Eq. 2.4

A partir dessa equacao, podemos definir a deformacao
especifica no eixo x como sendo:

_S_yo __Y Eq.25
* L po X P

Essa expressdo mostra que a deformacao da viga varia
linearmente com a distancia a LN, que € nula, e € maxima nas faces
superior einferior (Qquando Yy =C e y =d ,respectivamente). Neste
Caso, temos €, =~— (0 sinal negativo indica uma diminuicao no
comprimento — conforme explicado na Figura 2.3 (C), a forca F
comprime a regido superior da ST); € €, =4 (como, neste caso,
d € negativo, a deformacao sera positiva e oc%rre um aumento no
comprimento — conforme explicado na Figura 2.3 (C), a forca F
traciona a regido inferior da ST). A Figura 2.6 ilustra essa variacao.

Figura 2.6 | Variagdo da tensdo e da deformacgdo na ST da viga ao longo da altura

Linha Neutra

M

,,,,,,,,,, 5

Emax2 Tmax2

Variag@o da deformacgdo e da tensdo
ao longo da altura

Fonte: elaborada pelo autor.

Analisando a Figura 2.6, por semelhanca de triangulos, podemos
escrever: y
méx1 — ~x " e =L ¢ Eq. 26

X ax 1
c max
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D9 Pesquise mais

Encontramos a expressao 2.6 utilizando semelhanca de triangulos e
a definicdo de deformacdo especifica (Eq. 2.4). Had uma outra forma,
utilizando limite, para encontrar a equacdo 2.6. Pesquise qual € esse
metodo, nas paginas 221 a 224, em:

HIBBELER, R. C. Resisténcia dos materiais. 5. ed. S3o Paulo: Prentice
Hall, 2004.

Hipétese de Bernoulli: tensdo normal e deformagado
longitudinal na flexao

Considerando estarmos dentro do limite de elasticidade, isto €,
a tensdo maxima nao atinge o patamar de escoamento (Tmax < o),
podemos aplicar a Lei de Hooke, resultando em uma tensdo normal
dadapor O, ., = E £ 4y SEJa O Maximo de compressdo ou tragao.
De acordo com a Lei de Hooke e a partir da equagado 2.5, para uma
deformacdo €, em uma altura y qualquer, temos que a tensao

normal para qualquer ponto da ST, nessa altura, sera dada por:
3 :—%-E Eq. 2.7

Essa equacao mostra uma variagao linear da tensao normal com
a altura do ponto na ST (também apresentada na Figura 2.6). Além
disso, caracteriza, também, a hipotese de Bernoulli que despreza as
deformacdes provocadas pelo esforco cortante. Essa hipotese nao
pode ser utilizada nos pontos de aplicacdo de cargas concentradas
ou em pontos com maodificagdes na geometria da ST. Nesses locais,
a variacao das deformacdes nao pode ser considerada linear.

Atraves de semelhanca de triangulos analoga a utilizada para
estabelecer uma relacao entre as deformacdes na equacao 2.6,

podemaos escrever:
Omai % = o =

o
c y x

méax1 Eq 2.8

o<

6&9 Assimile

Em uma ST, a variacdo da tensao normal € linear. Ela varia da maxima
tensao normal de tragdo (considerada positiva) na face superior ou }
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{ inferior para a maxima tensdo normal de compressdo (adotada como
negativa) na face oposta. Assim, passando de positiva para negativa,
existe um ponto na ST em que a tensdo é nula. O conjunto desses
pontos ao longo do comprimento da viga € chamado de linha neutra
ou linha elastica.

Substituindo a eq. 2.8 na eq. 2.1, temos
[o,.an=0 = jl o, .dA=0 = Mj'y.dA =0 FEq.29
C C

ax 1

Considerando que O e Csdo diferentes de zero, para
atender a equacdo 2.9, e, consequentemente, uma das condicoes
de equilibrio da viga, € necessario que

[yda=0 Ea.210

Recordando da Secdo 1, Unidade 1, a integral _[y.dA representa
0 momento estatico de um ponto na ST. Logo, a eq. 2.10 indica
que, na flexao pura, a LN deve passar pelo centroide da sec¢ao, pois
esse € o ponto na ST que possui momento estatico nulo.

Considerando a Figura 2.5, vamos substituir a Equagao 2.8 na
Equacao 2.2. Temos:

[-yo,da=m = j—y.%.oma”.dA:M = %jysz:—M Eq.2.11

Na Secdo 1, Unidade 1, vimos que a integral Iyz.dA representa
O momento de inércia IZ da ST (lembrando que o eixo x passou a
ser chamado de z nesta unidade). Assim, temos:

__Mc g0
max 1 |
z

(o2

Essa expressao fornece a maxima tensao normal que ocorre na
face superior de qualquer ST de uma viga. Note que M é positivo
se tracionar as fibras inferiores da viga e que cC € positivo, pois O
ponto esta acima do centroide. Nesta situacao, na face superior,
a tensao € negativa, ou seja, de compressao. Ainda considerando
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a Figura 2.6, se quisermos saber a tensdo normal na face inferior,

utilizamos a expressao:
M d
max 2 :7? Eq 213

z

O

Analogamente, generalizando para qualquer ponto localizado a
uma distancia vertical y do centroide, temos que a tensdo normal
nesse ponto sera dada por:

o =-MY  gq214
IZ
Sendo y positivo, se 0 ponto estiver acima do centroide, M sera

positivo se estiver de acordo com a nossa convencao.

o(b Reflita

Considerando o sistema de eixos adotado nesta secao, se a carga
que atua na viga for horizontal, ou seja, se estiver contida no plano
XZ, COMO seria escrita a expressao 2.14 para calcular a tensao
normal Oy ? Adote como positivo 0 momento que traciona a face
lateral direta da ST.

A forca cortante provoca tensdes de cisalhnamento e ndo altera
a tensdo normal, portanto, as equagdes apresentadas para as
deformacgdes e as tensdes podem ser utilizadas nos casos de flexao
pura e de flexdo simples (momento fletor com esforco cortante).

J=| Exemplificando

Para a viga apresentada na Figura 2.7, determine o valor da tensdo
normal no ponto D localizado a dois metros do apoio A e a 20 cm
acima do centroide da ST da viga.

Figura 2.7 | Esquema estrutural de viga para determinacdo da tenséo normal
em um ponto

Ry 6m R 20cm)
A B

Perfil longitudina Secdo Transversal

Fonte: elaborada pelo autor. >
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Solugao:

Devido o fato de ndo termos esforco horizontal, segue que H, =0.
Da simetria do problema, temos que R, =Ry :?:21kN . Como a secao
transversal € retangular, podemos calcular | - _ bh® 0,2.0,6°

= = =0,0036m*"
12 12

O calculo da tensdo normal atuante no ponto D necessita do valor
do momento fletor atuante na ST que contém o ponto, ou seja, a
dois metros do apoio A. Precisamos, entdo, encontrar a equagao de
momento fletor valida para essa ST. Analisando a viga, notamos que
para 0<x <6 temos um unico conjunto de cargas (a reagcdo em A
e parte da carga distribuida) resultando, portanto, temos uma unica
equacdo de momento fletor valida para toda a viga. Cortando em um
ponto x qualquer, como mostra a Figura 2.8, temos que a equacdo de
momento fletor, considerando positivo o momento fletor que traciona
as fibras inferiores da viga, sera: M(X) =21.X —7.x.i =-3,5x2+21x

Figura 2.8 | Corte na viga para determinacdo da equacdo de momento fletor

21L<NM } 21kNp E>

Perfil longitudinal

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, para uma ST a dois metros do apoio A, temos que:

M, =-3,5.2% +21.2=28kN.m

A tensao normal atuante no ponto D sera:

oy =My _ 2800002 4550655 56N /m? = —1,56MPa .
| 0,0036

Logo, a tensdo normal atuante no ponto D serd de 1,56MPa
de compressao.
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Equacao da linha elastica
Da expressao 2.5, paray = ¢, podemos dizer que:

T _ fmext £q.215

P c

1
Na qual P € chamado de curvatura da LN. Utilizando a Lei de
Hooke, escrevemos:

_%maxi __M<c (Eq. 2.16)

& =
max1
E El,

Substituindo a eq. 2.16 na eq. 2.15, resulta em:

1M g 217
o El

Do calculo, temos que a curvatura da linha elastica (ou linha
neutra) pode ser escrita como uma funcao de x atraves da expressao:

1_d%u gq 218
p dx?

O eixo W coincide com o eixo y, porém, positivo para baixo;
u=f (X) € a equacao da linha elastica e o valor de g em um
ponto € chamado flecha, conforme esta indicado na Figura 2.1.

. du . o . . )
Aderivada =& ¢ a inclinacdo da linha elastica, sendo desprezivel
seu quadrado por ser extremamente pequeno. Das equacdes 2.1/
e 2.18 escrevemos:

2
d°u M 4000

dx? El,

A solucdo da eq. 2.19 requer efetuar a integral indefinida duas
vezes sucessivas do segundo membro, gerando duas constantes,
a principio, incognitas. Para encontra-las, devemos impor as
chamadas condi¢cdes de contorno, ou seja, valores conhecidos
da deflexdo e/ou da inclinacdo da linha elastica em pontos
determinados, por exemplo, o valor da deflexdo (u =0) sobre um
apoio ou o valor nulo para a inclinacao da linha elastica [%:oj em
que o momento € maximo.
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Sem medo de errar

Para o problema descrito na Unidade 1, em que o equipamento
de controle de qualidade tem erros de leitura por estar apoiado
em uma viga metalica que apresenta deformacao excessiva, até
o0 momento foram calculados o centroide da ST reforcada, os
momentos de inércia dessa ST, montado o esquema estrutural da
viga, calculadas as reacdes de apoio, tragado o DMF e determinado
que, no ponto No qual o equipamento estad instalado, atuara um
momento fletor igual a 5,41 kN.m, conforme mostra a Figura 2.9.

Figura 2.9 | Esquema estrutural e DMF para a viga da situacdo problema (A); Secdo
transversal reforcada e momentos de inércia (B)
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M(x):6460xf2105%2 10525 +6460x M(X>:6460X72105%2 ~3000(x~1)
ou seja
M(x)=—1052,5x + 3460+ 3000
(A) (B)

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, para a ST da viga reforcada em que estad instalado o
aparelho optico, o gerente de projetos quer que vocé elabore um
memorial de calculo no qual conste os calculos necessarios para
embasar as respostas as seguintes perguntas:

a) Qual o valor da tensao de compressdo e de tracao
maximas atuantes?
b) SendoE,,, =210GPa, qual o valor da flecha na ST do ponto
de instalacao do equipamento?
Solucao:
ltem a) Na ST em que foi instalado o aparelho optico, atua
o momento fletor de 5,41 kN.m, positivo. A tensdo maxima de
compressao ocorre na face superior (c = 0,14 m), e a d/e tracao,
na face inferior (d = - 0,06 m). Portanto, temos:
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o =-Mc__ 5410014 _ o515206,64Pa = -48,52MPa
I, 1561,16.10° ,
E
Md  5410.(-0,06)
o =— =20792231,42Pa = 20,79MPa

mx2 T T T T 1561,16.10°8

Logo, na ST em que o aparelho optico esta instalado atuardo
uma maxima tensdao normal de compressao de 48,52MPa e uma
maxima de tracao de 20,79MPa.

ltem b) Para determinar a flecha (deflexao u), cortamos a viga
como mostra a Figura 2.10.

Figura 2.10 | Cortes na viga mostrando as cargas e as equacdes de momento fletor
no trecho 0 < x <1(A) e no trecho 1< x <4 (B)
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M) =— 1052 5=+ 3460+ 3000
(N (B)

Fonte: elaborada pelo autor

Para 0 < x <1 escrevemos:
a2y (105257 +6460.x )

dx 2 E.lz

Integrando em relagcdo a x, no primeiro trecho temos:

du 350,83x°-3230x*+C,
dx El,

Novamente, integrando em relacao a x essa ultima equacao, resulta:

 87,71.x*-1076,67.x°> +C,x +C,
- El,

u
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Substituindo u=0 e x=0 (deflexdo nula no apoio A),
encontramos C, =0. Para 1<x <4 escrevemos:

2
a2y (105257 +3460.x +3000)

dx? El
Integrando em relagdo a x, temos:

du _350,83.x°-1730.x* ~3000x +C;
dx El,

du

Substituindo nessa equacao i =0 e x = 1,64 m (inclinacdo da
linha elastica nula em que M € maximo), encontramos C, =8025,52
. Integrando a ultima equacgao relagao a x, resulta:

87,71.x* -576,67.x° -1500.x * + 8025,52.x +C,
'u =
El,

Substituindo #=0 e x =4 nessa ultima equacgdo (deflexdo nula
no apoio B), encontramos C, =635104. Finalmente, escrevendo
fuprimeiro trecho ‘usegundo trecho (a deflexdo a direita e a esquerda sao
iguais no ponto de mudanca de equacao de momento fletor — x=1
m), temos:

87,71.(1)' ~1076,67.(1) +C,.(1)=87,71.(1)' ~576,67.(1)° ~1500.(1)" +8025,52.(1) + 635,04

Em que C,=13376,56 .

Escrevemos que:

_87,71.x* -1076,67.x > + 13376,56.x
Horimeio trecho 210.10°.1561.10°8

Para x=1 m, temos:
~87,71.(1)" ~1076,67.(1)’ +13376,56.(1)

~ 3
Hoaipamerto = 210.10°.1561,16.10° =3,78.10"m =3,78mm

Ou seja, a deformacdo a qual o equipamento estara sujeito
sera de 3,78 mm apos reforcar a viga. Vocé deve comparar esse
valor encontrado com o maximo permitido para O equipamento
(normalmente, fornecido em alguma tabela elaborada pelo
fabricante). Se for menor que o maximo permitido, o problema esta
solucionado. Caso seja maior, sera necessario adotar outra solucao.

Redija, agora, um memorial de calculo contendo os calculos e
as respostas aos itens a e b e apresente-o ao gerente de projetos.
Esse relatorio deve conter, também, a conclusao final se a solucao
adotada resolve ou nao o problema.
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Observacao: a melhor solucdo seria criar uma estrutura
independente para o© conjunto Optico computadorizado.
Dessa forma, esse conjunto ndo seria afetado pela variagcao na
deformacdo que ocorre devido a carga intermitente que atua na
passarela (chamada de carga movel).

Avancando na pratica

Deflexdo de viga em balanco sujeita a uma carga concentrada

Descricao da situagao-problema

Determinar a flecha maxima que ocorre na viga metalica
em balanco, apresentada na Figura 2.11, que esta sujeita ao
carregamento mostrado. Considere que a ST é retangular de 15
cm x 40 cm e o modulo de elasticidade longitudinal € de 210 GPa.

Figura 2.11 | Esquema estrutural de viga em balanco sujeita a carga concentrada para
determinacdo da deflexdo maxima
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A
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>

Fonte: elaborada pelo autor

Resolugao da situacdo-problema

Aplicando as equagdes de equilibrio, temos que:
Y>F, =0 = H,=0
d>F,=0 = R,=5kN
d>M,=0 = M, =15kN.m
0,15.0,40°

Como a ST é retangular, |, =————=0,0008m* 3 equacdo de
momento fletor para qualquer ponto da viga sera:
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M., =-M, +R,.x =-15000+5000.x

(x)

Logo, podemos escrever que:
d2u M (~15000+5000.x )

dx? El, =N

Integrando em relagdo a x, temos:
dy (15000.x ~2500.x2 +C,)
dx El,

Impondo a condicao de inclinacdo da linha elastica nula no
engaste (Z—X“=0 quando x=0), encontramos C,=0. Integrando a
ultima expressao, novamente em relagao a x, encontramos:

(7500.x - 833,33.x° +C, )

El

ﬂ:

Com a condigdo de deflexdo nula no engaste (#=0 quando
x=0), encontramos C,=0_ Assim, podemos escrever, entdo, a
equacao para a linha elastica:

_ 7500.x* -833,33.x°
~210.10°.0,0008

A maxima flecha (deflexdo) ocorre quando x for maximo, ou
seja, x = 3 m (extremidade do balanco) e vale:

_ 7500.3” —833,33.3°
™X210.10%0,0008

Logo, a flecha maxima que ocorre na viga vale,
aproximadamente, 0,27 mm.

=2,68.10"*m =0,268mm

Faca valer a pena

1. Na flexdo pura e na flexdo simples, para determinar a equacdo da linha
elastica, de\é;emo?/l efetuar a integral indefinida duas vezes sucessivas da
expressao dT’f:*H, gerando duas constantes, a principio, incognitas.
Para encontra-las, devemos impor as chamadas condi¢cdes de contorno,
ou seja, valores conhecidos da deflexdo H e/ou da inclinacdo da linha
elastica em pontos determinados.

Com relagdo as condicdes de contorno que devemos utilizar para
encontrar o valor das constantes quando efetuamos a integral indefinida
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duas vezes sucessivas para determinar a equacao da linha elastica, assinale
a alternativa correta.

a) Impomos a condicdo de deslocamento nulo sobre apoios.

b) Impomos a condicdo de que a inclinagdo da linha eldstica € nula sobre
0S apoios.

c) Impomos a condicdo de que a deflexdo é constante nos engastes.

d) Impomos a condigdo de que a inclinacdo da linha elastica é nula
nos engastes.

e) Impomos a condicdo de que a inclinacdo da linha elastica na
extremidade inicial da viga € igual a da extremidade final.

2. Na flexdo pura e na flexdo simples, em uma ST, temos que as maximas
tensdes normais (a de tracdo e a de compressdo) ocorrem na face superior
e na inferior. Para determinarmos a maxima tensao normal que ocorre em
uma viga, necessitamos determinar o valor maximo do momento fletor
que atua nessa viga.

Considere uma viga de 5 m de véo e cuja ST possui |, =0,00Im* com
o centroide localizado 35 cm acima da face inferior e 19 cm abaixo da
face superior. Nessa viga atua um momento fletor que segue a expressao
M(X)=—20.x2+100.x (em kN.m). Assinale a alternativa que apresenta
corretamente as maximas tensdes normais atuantes nessa viga.

a) A maxima tensdo normal de compressdo ocorre na face superior e
vale -13,75MPa, enquanto a maxima tensao normal de tragdo ocorre
na face inferior e vale 33,75MPa.

b) A maxima tensdo normal de compressdo ocorre na face inferior e vale
-13,75MPa, enquanto a maxima tensao normal de tracao ocorre na
face superior e vale 33,75MPa.

c) A maxima tensdo normal de compressdo ocorre na face superior e
vale -23,75MPa, enquanto a maxima tensdo normal de tragdo ocorre
na face inferior e vale 43,75MPa.

d) A maxima tensdo normal de compressdo ocorre na face inferior e vale
-23,75MPa, enquanto a maxima tensdo normal de tracdo ocorre na
face superior e vale 43,75MPa.

e) A maxima tensdo normal de compressdo ocorre toda na face superior
e vale -13,75MPa, enquanto a maxima tensdo normal de tragdo ocorre
toda na face inferior e vale 33,75MPa.
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3. Na flexjo pura e na flexdo simples, a deformacao especifica longitudinal
da viga varia linearmente com a distancia a LN, a qual € nula, e € maxima
nas faces superior e inferior (quando Yy =C e y =d , respectivamente).

Considere que em uma viga atua na face superior uma tensdo maxima
de compressao igual a -25 MPa. O material da viga apresenta modulo de
elasticidade longitudinaligual a 160 GPa e sabendo que a altura da ST dessa
viga € 50 cm e que o centroide dessa ST esta localizado a 32 cm da base,
assinale a alternativa que apresenta corretamente a maxima deformagdo
especifica longitudinal de tragcdo que ocorre na face inferior dessa viga.

ale,,, =0.703,10™.
b, =0.222,107°.
Q) &, =0.222,107.
d) &,,, =0.703,107.
e)e .. =0.703,107
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Secao 2.2

Flexao composta

Dialogo aberto

Caro aluno, na secao anterior vocé conheceu 0s conceitos
fundamentais da flexdo pura e flexdo simples. Nesta secdo,
aprofundaremos estes conceitos conhecendo a flexdao composta
normal e a obliqua em vigas. Veremos, também, a tensao que a
forca cortante provoca nas vigas.

Considere o problema apresentado na Unidade 1, com uma
ligeira variacdo: a viga foi montada com uma certa inclinacdo em
relacao a vertical. Designado para estudar o problema, vocé vistoriou
o local, levantou dados, fez alguns calculos e elaborou o esquema
estrutural apresentado na Figura 2.12(A).

Durante a vistoria, notou que, devido a um erro na montagem
da viga, a ST ficou inclinada 10 ¢ em relacdo a vertical, conforme
mostra a Figura 2.12(B). Note que esta situacao ¢é diferente da
anterior: alem da inclinacdo da ST, a viga ainda nao foi reforcada,
portanto, o carregamento, o diagrama de esforco cortante e o de
momento fletor, a posicao do centroide e 0s momentos de inércia
sdo diferentes.

Figura 2.12 | Esquema estrutural da viga sem o reforco (A); ST original inclinada em
relacao ao eixo vertical (B)
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9=2.(0,16+0,03).0,005.75=0,1425kN /m =

q=g+cargo da passarela  (g=carga distr. total) {B)
q=0,1425+1,82=1,962521,97kN /m

Fonte: elaborada pelo autor.
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Vocé fez um relatorio e encaminhou essas observacdes ao
gerente de projetos da empresa na qual trabalha. Apos analisar essa
situacao, ele solicita que elabore um memorial de calculo em que
conste a resposta aos seguintes quesitos:

a) Qualatensao de compressao maxima que atua na viga antes
de reforca-la?

b) Qual a tensdo de tracdo maxima que atua na viga antes de
reforca-la?

Para elaborar este memorial, vocé devera compreender os
conceitos ja vistos de momento de inércia e de flexdao simples e os
que serdo vistos nesta secao sobre flexao obliqua. Bons estudos.

Nao pode faltar

Definicao de flexdo composta

Temos uma situacao de flexao composta quando a tensao
normal que atua em uma peca € formada pela tensao normal
produzida por uma forca normal e pela tensao normal produzida
pela atuacdo de momentos fletores.

Flexdo composta normal

Ocorre flexdo composta normal quando temos atuando em
uma peca uma forca normal e um momento fletor pertencente ao
plano xy ou ao plano xz. Assim sendo, podemos ter duas situacdes
em que ocorre flexdao composta normal, conforme ilustra a Figura
2.13, na qual o ponto O € o centroide de uma ST qualguer.

Figura 2.13 | Flexdo composta normal com o momento fletor pertencente ao
plano XY — chamado M, (A); com o momento fletor pertencente ao plano XZ -
chamado M, (B)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Note na Figura 2.13 (A) que a forca F esta aplicada no centroide
da ST e que o momento M, traciona o lado que contém os
pontos C e D e comprime o lado que contém os pontos A e B.
Nesta situacdo, sequndo nossa convencao, a forca F e o momento
fletor sdo positivos. Aprendemos, na secao anterior, que a tensao
normal provocada pelo momento fletor M, € dada pela expresséo

:Mz_'y, e podemos escrever que a tensdo normal que a

X
z

forca F provoca é dada por %« =FK, em que A € a area da ST. Assim,
utilizando o principio da superposicao de efeitos, podemos escrever
que a tensdao normal atuante na ST para o caso representado na
Figura 2.13(A) é dada pela expressao:

F. My Eq220

Na Figura 2.13(B), observamos que a forca F estd também
aplicada no centroide da ST e que o momento M_ traciona o lado
que contém os pontos B e D e comprime o lado que contém os
pontos A e C. Assim sendo, de acordo com nossa convencgao, a
forca F e o momento fletor sao positivos. De modo analogo ao
anterior, podemos escrever gue a tensdo normal atuante na ST para
0 caso representado na Figura 2.13(B) é dada por:

M .z
+ Iy Eqg. 2.21
y

oO. =

F
A

o(b Reflita

Nos utilizamos o principio da superposicao de efeitos para calcular
reacdes de apoio e tensdes. Seria possivel utilizar esse principio para
calcular a deformacdo total de um ponto em uma peca, somando-se
as deformacdes que cada solicitacdo provoca nesse ponto?

Semelhante ao que acontece na flexdo pura, vemos pelas
expressdes 2.20 e 2.21 que a tensdo normal varia linearmente na
ST (depende da coordenada y ou z do ponto que se deseja saber o
valor da tensao normal), sendo maxima nas faces superior e inferior,
Nno caso da situacdo mostrada na Figura 2.13(A), e maxima nas
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faces laterais, no caso da situacdo mostrada na Figura 2.13(B). Essa
variagao da tensao normal esta representada na Figura 2.14.

Figura 2.14 | Variagdo da tensdo normal no caso de flexdo normal composta em
torno do eixo z (A); e no caso de flexao normal composta em torno do eixo y (B)
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Fonte: elaborada pelo autor.

&g& Assimile

Na flexao composta, a tensdo normal também varia linearmente na
ST, como ocorre na flexao pura, sendo maxima positiva em uma face
e maxima negativa na face oposta. Dependendo do valor da forca F,
podem nao atuar tensdes normais de tracdo e de compressao na ST,
mas sim apenas de tracdo ou de compressao. Neste caso, temos a
tensao maxima em uma face e a minima na face oposta. A linha neutra
estara fora da ST.

Podemos representar os momentos fletores atraves de uma seta
com ponta dupla, conforme indicado na Figura 2.15(A). Utilizando
essa representacdo, para saber qual a regido da ST esta sendo
tracionada e qual a comprimida, podemos utilizar a mao direita:
colocando nosso dedo polegar no sentido apontado pela seta
com ponta dupla, os outros dedos indicam qual a regiao que esta
sendo comprimida e o pulso indica qual a tracionada, conforme
mostra a Figura 2.15.
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Figura 2.15 | Momentos fletores representados através de setas com ponta dupla (A);
regra utilizando a méao direita (B)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Note que os momentos da Figura 2.15(A) tém sentido positivo
em acordo com nossa convencdo. Como indica a Figura 2.16,
os momentos fletores M, e M, podem ser escritos como a
multiplicacdo da forca F por uma excentricidade.

Figura 2.16 | Momentos fletores escritos como multiplicacdo da forca por
uma excentricidade

=F.
Y W, =F e,

Fonte: elaborada pelo autor

Assim sendo, temos, M, =Fe,  conforme Figura 2.16(A), e
M, =Fe,, conforme Figura 2.16(B). Com essas substituicdes, as
equacdes 2.20 e 2.21, que fornecem as tensdes normais para oS
casos da Figura 2.13(A) e (B), respectivamente, podem ser escritas
na forma: F Fe,y
o, =—+—>—

x A | Eq. 2.22
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Flexdo composta obliqua

Em algumas pecas estruturais atuam a forca F e os dos dois
momentos MZ e My ao mesmo tempo, seja diretamente, como
mostra a Figura 2.17(A), ou através da forga aplicada com duas
excentricidades, como apresenta a Figura 2.17(B).

Figura 2.17 | Peca sujeita a atuagdo da forca F aplicada no centroide e dos dois
momentos |\/|Z e M_ diretamente (A); Pega sujeita a atuacdo da forca F aplicada
com duas excentricidyades (B)

Fonte: elaborada pelo autor.

Em qualquer uma dessas duas situacdes, dizemos que a peca esta
sujeita a flexdo composta obliqua. Nesses casos, a tensao normal
atuante em qualquer ponto, utilizando o principio da superposicao
de efeitos, pode ser calculada pela expressao:

o :E_',F.ey-y_,.F.ez.Z Eq224
A I I

z y

A situacao apresentada pela Figura 2.17(B) € muito comum em
pilares, sendo a for¢a F uma forca de compressao, portanto, negativa.
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?Z| Exemplificando

Determinar as maximas tensdes normais de tragao e de compressao,
caso existam, para o pilar mostrado na Figura 2.18 (a carga esta aplicada
com uma excentricidade de 7 cm no eixo z e uma de 20 cm no eixo y).

Figura 2.18 | Esquema estrutural de pilar sujeito a flexdo composta obliqua (A);
excentricidades substituidas (B)
My:F'ez
]

o

meddags em cm

{x ()

Fonte: elaborada pelo autor.
Solugdo:

Como a ST é um retangulo, temos:
A=b.h =0,2.0,6=0,12m?

3 3 3 3
|- bh” _ 0,2.0,6 ~0,0036m* e | = bh® _ 0,6.0,2
12 12 Y12 12
O momento M, comprime a regido que contém os pontos C e D; e
vale M, =F e, = 40000.0,2 =8000kN .m .

=0,0004m*

O momento My comprime a regido que contém os pontos A e C; e
vale M, =F e, =40000.0,07 = 2800kN.m .

Sabemos que os pontos da superficie sdo os pontos mais solicitados.
Sendo o ponto C comprimido pela forca F e pelos dois momentos, é
nele que ocorre a maxima tensdo de compressao. Logo:

o =0 =Fi—7MZ'yc —Lly-zc
max com| onto ¢
PP A I,
0o =0, = —40000 _8000,0.30 _2800,0.10 _ -1700000Pa = -1 7MPa
P P 0,12 0,0036 0,0004

O momento M, traciona a regido que contém os pontos A e B e
o momento My traciona a regidao que contém os pontos B e D. O }
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ponto B é comprimido pela forga F e tracionado pelos dois momentos,
portanto, é nele que ocorre a maxima tensao de tracdo (ou minima de
compressao). Assim, temos:
F M.y, My.zB
O max tracao =O-pontcu B :K+|7+|7

z y
-40000 = 8000.0,30 2800.0,10
Omax tracso — Pponto B — 0,12 + 0,0036 + 0,0004 =1033333Pa =1,03MPa

Logo, a maxima tensao normal de compressdo vale -1,7 MPa e ocorre
no ponto C; e a maxima tensdo normal de tragdo vale 1,03 MPa e
ocorre no ponto B.

Deformacgao das barras em flexdo composta

Nos dois casos de flexdo normal composta, apresentados na Figura
213 (A) e (B), verificamos que a linha neutra ndo passa pelo centroide.
Portanto, nao coincide com o eixo z, no caso da Figura 2.13(A), ou y,
como na situacdo da Figura 2.13(B), pois o, # 0 quandoy ou z forem
nulos. Tomando a equacdo 2.20 e fazendo o, =0, encontramos:

M._. M._. Fl
2y Y __F Y =z Eq.225
| | A AM,

Se partirmos da equacao 2.21, por procedimento analogo, temos:

Fl
=N :_A_My Eg. 2.26

F My.z My.z F
=—+ = =——
A l I A

0

Como vemos, sempre existird uma distancia, chamada Yin e £y
nas equacgdes 2.25 e 2.26, entre a LN e o centroide. Note que essa
distancia nao ¢ a deformacdo que a barra sofre devido ao efeito da
flexdo composta (normal ou obliqua), mas ¢ um deslocamento da
posicao da linha neutra em relacdo ao centroide da ST.

|:|_(|1 Pesquise mais

Pesquise em BEER, F. P.; JOHNSTON, E. R. Resisténcia dos materiais.
3. ed. Sdo Paulo: Pearson Makron Books, 1995, p. 425-429, qual € a
expressao para determinar a posicao da LN em relacao ao centroide }
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4 (as expressdes que fornecem os valores de Y, € Z,) no caso de
flexdo composta obliqua.

Neste estudo, a forca F é transladada para atuar no centroide
(acrescentando os momentos fletores My e/ou M, ). Assim, ela ndo
provoca curvatura no eixo longitudinal da barra, ocasionando, apenas,
alongamento ou encurtamento, caso seja de tragdo ou CoOMpPressao,
respectivamente. Dessa forma, a deformacao de curvatura que a barra
apresenta € calculada pela mesma expressao desenvolvida para a
equacdo da linha elastica no caso da flexao pura (estudada na Secédo 2.1).

Assim, para a flexdo composta normal, quando atuar MZ , temos:

2
d°ny M, o7

dx2 El,

Em que o eixo Hy coincide com o eixo y, porém, positivo para
baixo; u, =f (x) € a equagdo da linha elastica e o valor de K, emum
ponto é chamado flecha em y.

Se atuar My temos:

d? M
He -y gq 207
dx 2 E.ly

Em que o eixo u, coincide com o eixo z, porem, de sentido
contréario; u, =f (X) € a equacao da linha elastica e o valor de L,
em um ponto e chamado flecha em z.

Na situacdo de flexao composta obliqua, como temos a atuagao
dos dois momentos My e M, , teremos as duas deformagdes H,
e H, .

Estudo da forca cortante

Seja uma viga com ST genérica e sujeita a um carregamento
qualguer mostrada na Figura 2.19(A).
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Figura 2.19 | Esquema estrutural de viga com ST genérica e sujeita a um carregamento
qualquer (A); corte de um trecho dx da viga (B); corte do trecho dx a uma altura y
da LN (C)

1, w 4dm
I
q d
MfE:[ D|=§/‘M+dm T > . o, + 0
| % ;? s
Lk -
b, s ) S e £ iz
T ol e : % Y
S L
+
. z N 0, tdo, {c)
i (B]

Fonte: elaborada pelo autor.

Suponha que cortarmos verticalmente um trecho dx da viga,
passando pelos pontos C e C', representado na Figura 2.19(B).
Devido ao carregamento, temos um momento fletor M atuando em
uma face e um momento fletor M+dM na outra. Esses momentos
fletores provocam a atuagdo de uma tensdo normal o em cada
elemento infinitesimal de area dA de uma face e uma tensdo normal
o +d o em cada elemento infinitesimal de drea dA da outra. Note
gue nao foram representadas nessa figura o carregamento g e as
forgas cortantes V. em uma face e V+dV na outra porque sao esforcos
verticais e faremos a somatoria dos esforcos horizontais. Agora,
suponha cortarmos horizontalmente o trecho dx, passando pelos
pontos D e D', como mostra a Figura 2.19(C). Note que a viga tem
uma espessura t e gue acrescentamos uma tensao de cisalhamento
T (também chamada tangencial), atuando em cada elemento
infinitesimal de area dA da face horizontal que contém os vértices
D, D', E e E'. Essa face tem area total S =t.dx qualquer que seja a
ST da viga. Aplicando a condicao de equilibrio ZFX =0 ao trecho
representado na Figura 2.19 (C), temos:

[o19A+[rds - [(o,+d0,)dA=0 = [rdS=[do,dA = r[ds-[dodA EQ. 2.28

dm.
Porem, de =S =tdx ed o, = y
2.28, resulta: z
tdx =Jd’\|/|f'y.dA = ttdx =%.J‘y.dA Fq.2.29

. Substituindo na expressao
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Vimos na Secdo 1 da Unidade 1 que a integral Iy.dA € o momento
estatico (que chamaremos de Qg ) da &rea da ST acima da alturay em
que fizemos o corte horizontal. Sabemos, também, que o esforco
cortante é a derivado do momento fletor em relacdo a x (ou seja,
v :%)_ Temos, reescrevendo a equacao 2.29, que:

V
71dx :ﬂQS = T :ﬂ. Q = = Q Eg. 2.30
| dx tl tl

z z z

A equacao 2.30 apresenta que o esforco cortante provoca uma
tensdo horizontal de cisalhamento.

Analisemos a Figura 2.20. Ela apresenta um elemento infinitesimal
que foi retirado de um ponto qualquer da viga da Figura 2.19(A).
Figura 2.19 | Esquema estrutural de viga com ST genérica e sujeita a um carregamento
qualquer (A); corte de um trecho dx da viga (B); corte do trecho dx a uma altura y

da LN (C)

arec—ds.dr
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!
i = |
.
aren=dydz_| 3] | "]
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s Narea=4y.dz
W
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Fonte: elaborada pelo autor.

Vimos que a tensao de cisalnamento da face superior € dada pela
expressao 2.30. Pela condicao de equilibrio das forcas em x, temos:

D>F, =0 = «dxdz=r,dxdz = «tr,=r Eq 231

Aplicando o equilibrio de momentos em torno do ponto A (sentido
horario positivo), resulta:

d>M,=0 = rdxdzdy-r,dydzdx = «r,=r Q. 2.32
Com a condicao de equilibrio de forcas emy, escrevemos:
DF, =0 = rdydz=r,dydz = 1, =7, = 5=t [Q 233

Como demostrado, a forca cortante provoca uma tensao de
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cisalhamento de mesmo valor nas quatro faces do elemento
infinitesimal. Essa tensdo sera nula nas faces superior e inferior
da viga (porque o momento estatico nesses pontos € nulo) e
maximo no centroide (porque Qs € maximo). Outra observacdo:
deve ser feito um estudo de concentracdo de tensdes nos pontos
com variagcao brusca de espessura (nas secdes transversais T, | e
L, por exemplo). Como a tensdo T da equacao 2.30 foi obtida
com o sentido de momento fletor (e da forca cortante) positivo, as
tensdes de cisalhamento com os sentidos mostrados no elemento
infinitesimal da Figura 2.20 sdo positivas.

J=| Exemplificando

Determinar a maxima tensao de cisalhamento atuante em uma viga
que apresenta o DEC mostrado na Figura 2.21. Sabe-se que a ST da
viga é retangular com 15 cm de base por 60 cm de altura.

Figura 2.21 | DEC para a viga do problema

DEC

35 1\\
ﬁ.| ' \ .
N

m

L

=32

Fonte: elaborada pelo autor.

Solugao:

Pelo DEC notamos que a maxima forca cortante € de 35 kN e ocorre
na ST das extremidades da viga. A viga é retangular, portanto, t=15cm
e, _bh®_015060° 00324 4 Ereta.

== =0,0027m
* 12 12 12

O momento estatico € numericamente igual a area acima do ponto em
que se deseja saber o valor de Qg (no caso, a drea acima do centroide
da ST) multiplicada pela distancia do centroide dessa area ao centroide
da ST. Temos, entéo:
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Area acima do centroide A =0,15.0,30 =0,045m?. Distancia entre
O centroide dessa area ao centroide da ST y':O‘zﬁ:O,wm, Portanto,
0 momento estatico serd Q, =y'A =0,15.0,045=6,75.10°m> a
Temos, entdo, que:

VQ, 35000.6,75.10° - - -
ST, T otso00z7 83%88IPa=058MPa  positiva porque utilizamos a forga

cortante positiva. Na ST da outra extremidade ocorre a mesma
tensao de cisalhamento, s que negativa. Assim, a maxima tensao de
cisahamento que atua na peca é de 0,58MPa.

T

Sem medo de errar

Voltando ao problema apresentado na Unidade 1, ao qual vocé foi
designado para apresentar uma solucao. Na vistoria, notou que, devido
a um erro na montagem da viga, a ST ficou inclinada 10 € em relacdo a
vertical, conforme mostra a Figura 2.12(B). Apos realizar alguns calculos
com os dados levantados, elaborou o esquema estrutural apresentado
na Figura 2.12(A) e, atraves de um relatorio, informou essa nova situagao
ao gerente de projetos da empresa em que trabalha. Agora, sabendo
gue o modulo de elasticidade longitudinal para o aco € de 210 GPa,
ele solicita que vocé elabore um memorial de calculo no qual conste a
resposta aos seguintes quesitos:

a) Qual a tensdo de compressdo maxima que atua na viga
inclinada antes de reforca-la?

b) Qual a tenséo de tracdo maxima que atua na viga inclinada
antes do reforco?

Solugdo

Com a inclinacgao, a viga esta sujeita a flexdo composta obliqua
(sem a forca normal atuando na ST, apenas os momentos fletores).
Como a se¢do ainda é a original, podemos utilizar os momentos de
inércia e a posicao do centroide que foram calculados na Secao 1
da Unidade 1. Temos, assim:

Centroide localizado a meia base e meia altura, portanto, 2
cme 8 cm.

Momentos de inércia |, =521,58cm* e Iy =5158cm*
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As cargas presentes no sistema estrutural da Figura 2.12(A)
foram calculadas em um sistema de eixos diferente do sistema
utilizado para calcular o centroide e os momentos de inércia. Nesta
situacao-problema, € mais facil decompor a carga nos eixos y e
z dos momentos de inércia ja calculados do que calcular novos
momentos de inércia para o eixo das cargas. Assim procedendo,
temos os esquemas estruturais apresentados na Figura 2.22 (com as
reacdes de apoio calculadas).

Figura 2.22 | Esquemas estruturais da viga da situacdo-problema com relagdo aos
eixosYeZ

30e1 0 ~2.05kN 3.ean1C” —C.52M
197.cos10 =194 m 187.senty =2, 34 fm 0 N
B YY¥YE
A AL 3 A t p"—;; H{; E
oo | Mg [m | 0BkE d
(4] Carqa poralzlo mo o Y ‘B) Corqo pordlela a0 eie £ (C) bivas Ve f

Fonte: elaborada pelo autor.

Para o carregamento apresentado na Figura 2.22(A), temos no
intervalo 0<x <1 = M, =6,09x 7%#, eV, =6,09-194x . Essa equacao
de forca cortante ndo admite raiz (ou seja, v, =0) para qualquer x do
intervalo. Logo, ndo ocorre momento fletor maximo nesse trecho. Para
o intervalo 1<x<4 = MZ=7%X2+3,14X +295, € V, =-194x +3,14. Essa
equacaodeforcacortantetemraiznoponto x =1,62m .Assim, o momento
fletor M, maximo é m, . =-234(162)%+ 314 162+ 2.95=5,49kN.m. Esse

momento fletor traciona o lado dos pontos G e H e comprime o lado
dos pontos D e E.

O carregamento mostrado na Figura 2.22(B) apresenta, no
intervalo 0<x <1 = My:1,07x—%x2, e V,=107-0,34x . Essa
equacao de forca cortante nao admite raiz para qualquer x do
intervalo, portanto, ndo ocorre momento maximo nesse trecho.
No intervalo 1<x <4 = M, :_%xho,ssx +052, €V, =-0,34x +0,55. Essa
equacao de forca cortante tem raiz no ponto x =1,62m . Assim, O
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MOMENto M, MAXIMO € M, =~>>4(162)" +055.1,62+0,52 ~0,96kN.m

Esse momento fletor traciona o lado dos pontos E e H e comprime
o lado dos pontos D e G.

Como os dois momentos fletores comprimem o ponto D, nele
ocorre a maxima tensao normal de compressao e, como 0s dois
tracionam o ponto H, nele atua a maxima tensdo normal de tracao.
Temos, entéo:

M. . M, .z . .
=0 MY | Tyfn 5490.0,08 960.0,02 =84205682,73Pa =84,21MPa

O max tracio

ponto H I, 5215810° 57158107
M._. M, .z . .0,
O com = Oy =200 20 2490008 _ 960.0.02 _ g,505682,73pa = -84,21MPa
L I, I 52158.10° 5,158.107

Portanto, a maxima tensao normal de compressao vale -84,21
MPa e a maxima tensdo normal de tracdo vale 84,21 MPa.

Vocé deve, agora, preparar um memorial de calculo contendo
0s calculos anteriores e a resposta aos quesitos elaborados e
encaminhar ao gerente de projetos.

Avancando na pratica

Maximas tensdes normais em uma viga em balanco.

Descricao da situagao-problema

Determine as maximas tensdes normais de tragdo e de
compressao para uma viga em balanco, com vao de 2 m e ST
retangular de 20 cm por 40 cm, sujeita ao carregamento mostrado
na Figura 2.23.

Figura 2.23 | Esquema estrutural para determinar as tensdes normais maximas de
viga em balango em perspectiva (A); no plano (B)

8.0, 2=096kN.m

f 2kN/m
!
Im

A Rl 'l\
LU IIH,LII,I,L;\ »
ke y

(8)

Fonte: elaborada pelo autor
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Resolucao da situacao-problema

Pela Figura 2.23(A), notamos que temos um caso de flexdo
composta normal. Transladamos, entdo, a forca normal para o
centroide da peca, acrescentando 0 momento correspondente
ao translado - extremidade livre da peca na Figura 2.23(B).
Temos as seguintes reacdes de apoio.

SF.=0 = H. =8N e >F =0 = R =4kN
szontoE =0 = ME -4.1+0,96=0 = ME =3,04kN

3 3
O momento de inércia vale I, :b1'2 :%:1,07.10*%4_

A equagéo2 de momento fletor para essa viga é
M(x):—3,04+4x—%:—x2+4x—3,04_ Note que temos dois momentos
fletores maximos ao longo do vao da viga. Um quando x =0 de
valor M =-3,04kN.m (traciona a regido superior ao centroide e
comprime a inferior); e outro, quando x =2m (extremidade livre)
de valor M =0,96kN.m (traciona a regido inferior ao centroide e
comprime a superior). Como a ST é simétrica em relagcao ao eixo
Z, apenas o maior momento fletor em modulo sera responsavel

pelas maximas tensdes normais. Temos, entdo:
F M.y, _ 8000  3040.0,2

O . i0
méx tragio |Z 0,2.0,4 1,07.10*3

M. )
Ormix com P M.y, 8000 3040.0.2 =-468224,30Pa = —0,47MPa
A l, 0,2.0,4 1,07.10°°

=668224,30Pa =0,67MPa

As maximas tensdes normais sao de 0,67 MPa para tragcdo e
de -0,47 MPa para compressao.

Faca valer a pena

1. Quando uma forca normal paralela ao eixo x é aplicada no centroide
da ST atua em uma peca estrutural associada com um momento fletor
pertencente ao plano xy ou ao plano xz, dizemos que a peca esta sujeita
ao efeito da flexdo composta normal.

Uma viga esta sujeita a atuagcao de um momento fletor dado pela expressao
M) =5x%-30x -10,5 (em kN.m) associado com uma forca de compressio
de 70kN aplicada no centroide da ST que possui dimensdes 20 cm por 40
cm. Sabe-se que a Figura a seguir representa a ST a 2m do inicio do eixo
X, em que esta o apoio.
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Figura | ST da viga para calcular as tensdes normais nos pontos P e Q
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Fonte: elaborada pelo autor.

Com base na Figura, assinale a alternativa que apresenta o valor correto da
tensdo normal atuante nos pontos P e Q.

a) o, =-12,36MPa eo o, =-19,79MPa .
b) o, =-12,36MPa eo o, =19,79MPa .
¢ op =12,36MPa eo ¢, =-19,79MPa .
d op =12,36MPa eo o, =19,79MPa .

e) o, =-19,79MPa eo o, =12,36MPa .

2. Quando uma forca F, aplicada no centroide da ST, atua em uma peca
estrutural em associagdo com dois momentos fletores, M, e M, .ao mesmo
tempo, dizemos que a peca esta sujeita a flexdo composta obliqua. Nesses
casos, a tensdo normal atuante em qualquer ponto pode ser calculada
utilizando o principio da superposi¢ao de efeitos.

Considere que no pilar da figura a seguir atua uma forca F=50 kN, de
compressao, juntamente com os momentos fletores M, =M, =5kN.m .
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Figura | Esquema estrutural de pilar sujeito a flexdo composta obliqua

meddoz em om

Fonte: elaborada pelo autor.

Com base no pilar da figura, assinale a alternativa que apresenta
corretamente a tensdo normal que atua no ponto O, centroide da ST.
a) o, =0,25MPa.

b) o, =-0,35MPa .
c) o, =0,35MPa.

d o, =-0,65MPa .
e) o, =-0,25MPa .

3. Aforca cortante que atuaem uma ST provoca uma tensdo de cisalnamento
nessa ST. Essa tensdo sera nula nas faces superior e inferior da viga (porque
0 momento estatico nesses pontos é nulo) e maxima no centroide (porque
Q, € maximo). Deve-se ter atencdo especial nos pontos com variagdo
brusca de espessura (nas secdes transversais T, | e L, por exemplo).

Determinada viga esta sujeita a um momento fletor M, que segue a

expressdo M =-15x*+75x (em kN.m). Sabe-se que x, =1m e que a posi¢do
do ponto P na ST estd mostrada na figura a seguir.

Figura | Figura apresentando o ponto P na ST da viga
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Fonte: elaborada pelo autor
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Considerando os dados da viga e a ST mostrada na figura anterior, assinale
a alternativa que mostra corretamente o valor da tensdo de cisalhamento
que atua no ponto P.

a) 412500 Pa.
b) -412500 Pa.
c) 212500 Pa.
d) 312500 Pa.

e) -312500 Pa.
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Secao 2.3

Flexao assimétrica

Dialogo aberto

Prezado aluno, na secao anterior vOCé aprimorou Sseus
conhecimentos sobre flexdo, aprendendo os conceitos de flexao
composta normal e flexdo composta obliua. Nesta segao,
ampliaremos nosso conhecimento estudando concentragdo de
tensdes, carregamento axial excéntrico em um plano de simetria,
flexao assimétrica e dimensionamento na flexao. Ha situacdes no dia
a dia cujas explicacdes estao no conhecimento desses conceitos,
por exemplo, quando vocé segura varios livros colocados um ao
lado do outro “em pé” com as palmas das maos na capa do primeiro
e do ultimo livro. A forgca que vocé faz € horizontal e o peso dos livros
é vertical. No entanto, nenhum livro cai. Por qué? Como saber se é
possivel furar uma viga existente para a passagem de uma tubulacao
na reforma de um imovel ou de um eixo ou fiacao na restauracao
ou modificacdo de um veiculo? Apos estudar esta secao, vocé sera
capaz de responder a essas perguntas.

Considere, novamente, a situagdo-problema apresentada na
Secao 1 da Unidade 1. Desta vez, sem reforcar a ST, para resolver
O problema da flecha excessiva da viga que sustenta o conjunto
optico, vocé optou por aplicar uma forca concentrada de 5 kN nas
extremidades da viga original (carga axial), deslocada 5 cm abaixo
do centroide da ST, conforme indica a Figura 2.24.

Figura 2.24 | Viga da situacdo-problema sujeita a carga axial excéntrica

Conjunto
Optico

5kN R - SkN
T m | 3m SN

Fonte: elaborada pelo autor
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Optando por essa nova solucao, o gerente de projetos da empresa
em que voceé trabalha pede que responda aos sequintes quesitos:

a) Qual a maxima tensédo normal de compressdo que atuara na
viga apos aplicar a carga axial excéntrica?

b) Qual a maxima tensao normal de tracao que atuara na viga
apos aplicar a carga axial excéntrica?

Perguntas simples. Para fazer os calculos e respondé-las, vocé
devera compreender 0s conceitos ja vistos de centroide, momento
de inércia e de flexdao simples e 0s que serdo vistos nesta secao
sobre carregamento axial excéntrico em um plano de simetria.
Dedique-se, pois estes conceitos encontram larga aplicacdo nos
projetos estruturais. Bons estudos!

Nao pode faltar

Concentrag¢des de tensao

Uma alteracao da ST ao longo do comprimento ou na propria ST
de uma peca estrutural, talcomo um furo, uma mudanca de diametro
Oou uma trinca, provoca na proximidade da descontinuidade uma
concentracao das tensdes e deformacdes atuantes na peca. Essa
situacao também ocorre nas proximidades do ponto de aplicacao
de carga concentrada. Como exemplo, temos uma barra chata de
largura D com um furo de diametro d e sujeita a uma forca axial P,
mostrada na Figura 2.25(A).

Figura 2.25 | Distribuicdo de tensdes em barra chata com furo na regido distante do
furo (A); na regido proxima ao furo (B)

T
it
A4,
S
D
l

Fonte: elaborada pelo autor.
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Note gue na regido distante do furo temos uma tensao normal
dada por o, :% (nos casos de flexdo temos o, =%+N:f'y, com F =0
para flexdo simples). Entretanto, na regido do furo teremos atuando
uma tensdo normal, chamada %max, maior que ox, como indicado

na Figura 2.25(B). Essa tensdo é dada por:
Omax =K -0, Fq. 2.34

Em que K € chamado de coeficiente de concentragcdo de
tensdo e obtido através de ensaios. Normalmente, € encontrado
na literatura em forma de tabelas ou abacos. Assim, para
determinar a tensdo normal maxima proxima a uma regido de
descontinuidade, o engenheiro determina o valor da tensdo
normal %x e multiplica pelo K correspondente a situacao que
ele esta calculando.

Nos casos de carga axial, para diminuir o efeito da concentracao
de tensdes, fazemos de modo gradativo a variacao entre as ST,
ComMo mostra o raio r na Figura 2.26.

Figura 2.26 | Mudanca gradativa entre as ST

i
- e -

«— I E—

P

Fonte: elaborada pelo autor

Podemos, assim, utilizar o abaco da Figura 2.27. Nele
entramos com o valor da relagdo r/d no eixo horizontal e, a
partir desse valor, tracamos uma linha vertical até encontrarmos
a curva que representa o valor de D/d (interpolar para valores
intermediarios). Desse ponto, tracamos, entdo, uma linha
horizontal até encontrarmos, no eixo vertical, o valor do
coeficiente K.
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Figura 2.27 | Coeficientes de concentracdo de tensdes para barras chatas sujeitas a
carga axial
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Fonte: Beer e Johnston (1995, p. 157)

|:[9 Pesquise mais

Existerm muitos outros abacos para obter o coeficiente K, um para cada
tipo de esfor¢co e abertura. Pesquise sobre os abacos de coeficiente
de concentragcao de tensao para varias situagcdes de esforcos e
descontinuidade de ST. Disponivel em: <https://aprender.ead.unb.
br/pluginfile.php/197363/mod_resource/content/2/aula%20kt_exp_
num_01.pdf>. Acesso em: 11 jan. 2018.

Segundo Hibbeler (2004), normalmente, a concentracao de
tensdo em uma peca de material ductil nao precisa ser considerada no
projeto, entretanto, se o material for fragil, ou estiver sujeito a cargas
de fadiga, entao as concentracdes de tensao tornam-se importantes.

Carregamento axial excéntrico em um plano de simetria

Para uma forca P atuando na direcao do eixo longitudinal de
uma barra, mas fora do centroide da ST dessa barra, como mostra
a Figura 2.28(A), vamos considerar que a ST da barra tem um plano
de simetria e que a forca P esta contida nesse plano. Nesse caso,
dizemos que a barra estad sujeita a uma forca axial excéntrica.
Para analisar qualquer secdo da barra, devemos considerar como
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esforcos internos, conforme a Figura 2.28(B), a forca P, aplicada
no centroide da ST, e © momento conjugado M, =P e (positivo se
tracionar a face inferior e negativo se comprimi-la), em que "e" é a
excentricidade de aplicacao da forca P.

Figura 2.28 | Barra sujeita a forca axial excéntrica

Eixo longitudingl

Fonte: elaborada pelo autor.

Para calcular a tensao atuante em qualguer ponto da barra,
podemos aplicar o principio da superposicdo de efeitos. Chamando
de "A"a dreada ST, I, o momento de inércia em relacdo ao eixo z que
passa pelo centroide da ST, e y a distancia do ponto estudado a esse
eixo z, temos que a tensao normal sera dada por o, =%+M;—'y. Note que
essa expressao € igual a equacao 2.20. Isso acontece pérque a barra
carregada com a forga axial excéntrica nessas condi¢cdes esta sujeita
ao esforco de flexdo composta normal. Notamos, também, que a LN
ndo coincide com o centroide porque se y for nulo (caracteristica do

centroide), a tenséo normal ndo o sera.

Acrescenta-se, ainda, que o valor da carga P e da excentricidade
‘e” podem ser aumentados até zerar a deformacdo provocada
pelo peso proprio de uma viga acrescido das cargas acidentais
que nela atuam. Essa situacao € muito comum, principalmente na
engenharia civil, e as estruturas que fazem uso dessa técnica sdo
chamadas estruturas protendidas. Entretanto, deve ser observado
gue a tensao normal ndo pode ultrapassar o limite de elasticidade
e as deformacdes provocadas pela flexao ndo podem alterar
substancialmente a excentricidade e.
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oéb Reflita

Partindo da Equagao 2.20, como encontrar a posicdo da LN na se¢do
transversal para os casos de flexdo composta normal? Dica: isole o'y
da Equacéo 2.20.

Estudamos até aqui a flexdo ocorrendo em uma ST que possui,
pelo menos, um eixo de simetria. Agora, veja um sistema de eixos
ortogonais x, y e z (z horizontal) passando pelo centroide de uma
ST gue nao possui nenhum eixo de simetria, como na Figura 2.29.
Considere aplicarmos um momento fletor M na peca estrutural,
atuando contido no plano xy. Esse momento causara na ST tensdes
normais Ox de tracdo de um lado do eixo z e de compresséo do
outro lado. Aplicando na ST as condicdes de equilibrio, temos:

YF, =0 = [o-.dA=0 Eq.235
ZMem torno do eixo z =0 = M +jy -0-dA=0 Eq 2.36
ZMem torno do eixo y =0 = IZ ‘c-dA=0 Eq 2.37

Figura 2.29 | Flexdo em ST que ndo possui nenhum eixo de simetria

Fonte: elaborada pelo autor

A Equacdo 2.35 é satisfeita pelo fato do eixo z passar pelo centroide
da ST (as forcas de tracao de um lado do eixo z sao anuladas pelas
forcas de compressdo do outro lado desse eixo).
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Na Secdo 1 desta unidade, determinamos a eq. 2.8 que relaciona
a tensdo normal em qualquer ponto da ST com a maxima tensdo
normal que ocorre nessa ST da seguinte forma:
o =% “Oax 1 Eq 2.8
Substituindo o o dado pela equagao 2.8 na Equacao 2.36,
obtivemos a expressao da tensao normal na flexao simples, ou seja,
aeq. 2.14 (isto é, o, =_M|‘y ,em quey é a distancia do ponto ate o

onto

eixo z). z

Substituindo, agora, o valor de o dado pela Equacdo 2.8 na eq.
2.37, obtemos:

[z:0:aa=0 = jz%omax-dAzo = %.jy.z.dAw eq. 2.38

A equacdo 2.38 somente sera nula se jy .z-dA=0. Essa integral é
chamada de produto de inércia (l,,) e ela somente serad nula se os
eixos y e z forem os eixos de inércia principais da area da ST.

Conhecidos os momentos de inércia (I, e |,) e o produto de
inércia (l,,) em relagdo aos eixos horizontal z e vertical y, podemos
determinar os eixos de inércia principais z ' e y' atraves da expressao:

-
tg20, = —*— Eq.2.39

(1,-1,)/2

Em que 8, é o angulo que o eixo de inércia principal z' faz com o
eixo horizontal z (e, consequentemente, © mesmo angulo que o eixo
de inércia principal y' faz com o eixo vertical y), medido no sentido
anti-horario, conforme mostra a Figura 2.30. A equacao 2.39 possui
duas solucdes, defasadas 180 graus.

Figura 2.30 | Eixos de inércia principais para ST sem eixo de simetria

&

W

Fonte: elaborada pelo autor.
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Tambem podemos obter os momentos de inércia em relagcao aos
eixos de inércia principais atraves das expressdes:

I +1 I -1
=2 ¥z Y cos20 -1 sen20, EQ.240
2 2 2 P yz p
L+l 1, -
I, = > —T.cos2ep+lyz.sen29p Eg. 2.41

E I, =0 porque o produto de inércia em relacdo aos eixos
principais € nulo.

(:z& Assimile
Determinados os eixos de inércia principais € os momentos de inércia
em relacdo aos eixos de inércia principais, podemos encontrar o valor

das tensdes normais atuantes utilizando as expressdes desenvolvidas
para 0s casos de flexdo.

v—

J=| Exemplificando

A partir do perfil mostrado na Figura 2.31(A), determine a posicdo dos
eixos de inércia principais z' e y .

Figura 2.31 | Perfil da ST para célculo da posicdo dos eixos de inércia principais
(A); Divisdo da secdo em trés retangulos (B)
ap

] gﬂso

centréﬁdei

}:rett‘mgulo 1

retdngulo 2
= E 1 retingulo 3
R

medidgs em mm

(A (B)

40
20

et

[=7]
—

P

Fonte: elaborada pelo autor.
Solugao:

Calculamos os momentos de inércia em relacao aos eixos z e y utilizando
0 Quadro 1.2 da Secao 1, Unidade 1, ou diretamente, utilizando a expressao:
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< =1 retanguio 1+ Retanguio 2 *! Retanguio (Obs. | Retanguio1 = Retanguio 3). Assim, temos:

63

b, h? —2 b,h} —2 b,h? —2
| =20l Ay, Ay, e ALY,

3 3
1 :2-[%m,mo,m,wz]+%+o,z4<o,4<oz =4,715.105m*

h.b} —2 h,b? —2 h,b? —2
|, ="+ Az +22+Az, +22 1Az
v =T PAE T Azt A,
. 3 . 3
Iy:2-[%+0,04-0,1-0,12J+M+O,24-O,4-Oz21,27-104m4

E
I, =l + ALYz 4+l + ALY .2, +lyzs + ALY 5.2

l,, =0+0,04-0,1-0,07-0,1+0+0+0+0,04-0,1-(~0,07)-(-0,1) 25,6 -10°m*

Hibbeler (2004, p. 617), apresenta um exemplo de como calcular o
produto de inércia.

Podemos, agora, calcular a posicdo dos eixos de inércia principais. Temos:

] _EG.10°5
tg26, = ¥ = 5610 =140263

(1.-1,)2 (4715-10°-127-10%)/2

Logo, 26, =54,5° e 20, =234,5" = 0, =27,25° e o, =117,25°

A Figura 2.32 mostra os eixos de inércia principais.

Figura 2.32 | Eixos de inércia principais para o perfil do problema

11?,25"} ,
0705 -

1

z

il 7|:H

Para determinar o valor dos momentos de inércia principais, substituimos
osvaloresde |, I, e 6, nasequacdes 240e 241

=z

Fonte: elaborada pelo autor.
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Dimensionamento na flexao

No dimensionamento de pecas sujeitas a flexdo, devemos
encontrar uma ST que atenda a imposicdo estrutural Fmax < Caum (€
Tmax =Taam ). Para tanto, necessitamos encontrar o valor da tensdo
normal maxima e, quando existente, da tensdo de cisalhamento
maxima. Esses valores nao ocorrem no mesmo ponto. Tambem
precisamos encontrar, entre as possibilidades fornecidas nas tabelas
dos fabricantes, a peca mais econdmica, o que significa dizer que,
para um mesmo material, dentre todas as secdes transversais
que atendem as relagdes entre as tensdes maximas e admissivelis,
devemos escolher a menor e, portanto, com menor peso por metro.
Para tanto, podemos seguir o seguinte roteiro:

1.

Determinar as tensGes admissiveis (Cam - para tracao e
COMPressao - € Tagm ),

Para o esquema estrutural da peca, desenhar o DEC e o DMF.
Nesses diagramas encontrar os valores maximos do esforco
cortante e do momento fletor, respectivamente.

Supondoqueaflexaosejaofatorlimitantenodimensionamento,

« I, M x
calculamos a relacao Ci: szax para a tracdo e para a

adm

z

compressao. A relagdo € chamada modulo resistente
e indicada pela letra W. Temos, entdo, um W para tracao e
outro para compressao. Escolhemos o maior deles, que
chamaremos de W zicuiado -

Nas tabelas dos fabricantes, anotar os perfis que possuem
W 2W.cuato . Dentre todos os perfis anotados, escolher aquele
qgue possui a menor area e, portanto, menor peso por metro
linear (isso nao significa menor W).

Escolhido o perfil, verificar a tensdo de cisalhamento
calculando  _ _Vew®, em que Q  (momento

tl,

estatico), t (espessura) e 1, (momento de inércia em relagdo
a0 eixo z) sdo obtidos na tabela do fabricante ou calculados
com os dados do perfil escolhido.

Se ©>7,,, escolher outro com area maior (entre os perfis
comW 2W_,_..). Repetir os itens 5 e 6.
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7. Se t<1,,, o perfil escolnido pode ser adequado. Deve-se
acrescentar a carga de peso proprio desse perfil a carga externa
(carga utilizada para tracar os diagramas no item 2 pela primeira
vez) e repetir o procedimento a partir do item 2. Se 7 <74,
considerando a carga de peso proprio, a peca esta dimensionada.

8. Se T>Tum, retirar da carga total o peso proprio somado no
item 7 e acrescentar o peso proprio de outro perfil que tenha
area maior, entre os perfis com W =W ... . Repetir a partir
do item 2.

Sem medo de errar

Retomaremos, novamente, a situacao da viga com deformacao
excessiva que sustenta o conjunto optico apresentada na Secao 1, da
Unidade 1. Desta vez, para solucionar o problema da flecha excessiva
sem reforcar a ST, vocé optou por aplicar uma forca concentrada de
5 kN nas extremidades da viga original, deslocada 5 cm abaixo do
centroide da ST, conforme indica a Figura 2.23 (forca axial excéntrica).
Optando por essa nova solucao, o gerente de projetos da empresa
onde vocé trabalha pede que responda aos seguintes quesitos:

a) Qual a tensdo de compressdao maxima que atuard na viga
apos aplicar a carga axial excéntrica?

b) Qual a tensdo de tracdo maxima que atuara na viga apos a
aplicacdo da carga axial excéntrica?

Solugéo:

Nesta situacao, a carga distribuida total que atua na viga € a soma
de seu peso proprio com metade do peso da passarela e metade da
sobrecarga da passarela (todas distribuidas) — a outra metade atuara na
viga existente do outro lado da passarela. Essa carga ja foi calculada no
Didlogo aberto da Secao 2 desta unidade (esta apresentada na Figura
2.12) e vale g =197kN /m . Transladando a carga axial excéntrica de
5 kN para o centroide da ST, acrescentamos o0 momento conjugado
M dado por M =P.e =5-0,05=0,25kN.m (traciona a face superior),
conforme mostra o esquema estrutural da Figura 2.33, na qual
também estdo escritas as equacdes de momento fletor. Lembrando:
o0 momento de inércia (I, =521,58cm*) e o centroide (Y., =8m) da
ST original foram calculados na Secéo 1 da Unidade 1.
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Figura 2.33 | Esquema estrutural para a viga da situacdo-problema com as equacdes
de momento fletor
JkN Equogies de M,

{1,25kMN m ¢ 1 G7kN 025k m  entre Ue Im
i M, =—-0.985.52+6,19.x-0,25

e
Sh Sk gntre Tm & dm

\n .
bm} T M, =-0,085.x2+3,19.642,75

6.1GkN 4,69kN

Fonte: elaborada pelo autor

Para determinar a maxima tensao normal atuante, necessitamos
encontrar o ponto no qual ocorre o valor maximo do momento fletor.
Para isso, igualamos a equacao da cortante a zero. Se derivarmos a
equacaode momentofletordoprimeirotrechoeigualarmosaequacao
resultante a zero, iremos obter um valor de x que esta fora do intervalo
entre O e 1 m, portanto, ndo serve. Derivando a equacao de momento
fletor do segundo trecho, temos V(x) =-197.x +319 lgualando essa
equacao a zero, obtemos x =1,62m . Logo, o momento fletor maximo
atuante na viga € M, =-0,985-(162)° +3,19-162+2,75=5,33kN.m (traciona
a face inferior e comprime a superior).

A &rea da ST original € A =0,04-0,16-0,03-0,15=0,0019m?.

Assim, a maxima tensao normal de tracdo ocorre na face
inferior e vale

P M,y 5  5330-0,08
Oy maxtra = 5 T == t s

AL 0,0019  0,052158

E a maxima tensdo normal de compressdo ocorre na face

superior e vale

=5543,568Pa = 5544Pa

P My S 5330.0.08 —10806,74Pa = -10807Pa

Fxmaxcome = AT 77770 0019 0,052158

Note que, devido a simetria da ST, no caso sem a carga axial

excéntrica (situacdo original), as tensdes normais maximas de tracao

e de compressao eram iguais e que, apos a aplicagao da carga axial

excéntrica, a tensdo normal maxima de tracao diminuiu e a de
compressao aumentou.

Vocé deve agora preparar um memorial de calculo no qual
constem os calculos e as conclusdes anteriores e encaminha-lo ao
gerente de projetos.
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Avancando na pratica

Concentracao de tensdes na flexao.

Descricao da situagcao-problema

Para adaptar uma pega a uma estrutura existente, houve a
necessidade de fazer entalnes em uma chapa metalica sujeita a
flexao, conforme mostra a Figura 2.34. Sabendo que a espessura da
chapa € 10 mm e que a tensdo normal maxima admissivel € de 100
MPa (ja considerados os coeficientes de seguranca que as normas
pertinentes preconizam), determine se a chapa com os entalhes
atende as normas.

Figura 2.34 | Chapa metalica com entalhe sujeita a flexdo

200N.m (SO0 300M.m

Rlmm
)

Fonte: elaborada pelo autor
Resolucgdo da situacao-problema

O momento de inércia na regido critica é dado por

3 3 L. .
|Z:b1-2 =%;1,042_107%4, e a maxima altura y € 0,025m.

Podemos, entdo, calcular a tensdo normal na regido do furo, sem
levar em conta o efeito da concentracdo de tensdo. Essa tensao vale

3 =N|"y =%;47984644,91Pa =47,98MPa (tracionando a face superior).

z

Para considerarmos o efeito da concentracdo de tensdo devido aos
entalhes, necessitamos do coeficiente K. Como a chapa esta sujeita
a flexdo, obtemos esse coeficiente do abaco existente em Beer
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et al (2013, p. 356). Nesse abaco, D ¢é a altura total da chapa, d a
altura da chapa na regido dos entalhes e r o raio dos entalhes. Para
utilizar o dbaco, encontramos no eixo horizontal o valor da relagao
r/d =5/50=0,1. Desse valor, subimos uma reta vertical até encontrar
a curva que representa a relagdo D/d =70/50=14 (& necessario
interpolar entre as curvas 1,25 e 1,5). Através de uma reta horizontal,
encontramos K =2 no eixo vertical. Assim, a tensdo normal maxima na
regiao dos entalhes seré o, =K .o, =2.47,98 =95,96MPa (tracionando
a face superior). Como essa tensao normal € menor que a admissivel
(I00MPa), a chapa com os entalhes atende as normas.

Faca valer a pena

1. Para um perfil sem eixo de simetria, determinados os momentos de
inércia e o produto de inércia em relacdo aos eixos horizontal z e vertical
y, podemos encontrar a posicdo dos eixos de inércia principais (7 e y'
) e o valor dos momentos de inércia principais. O produto de inércia em
relacdo a esses eixos € nulo.

Para o perfil da Figura 2.31, assinale a alternativa que apresenta o valor
correto dos momentos de inércia principais IZ. e Iy,,

a 1,.=183-10"m* €| . =156-10°m*.

|, =-183-10°m* e | . =-156-10"m*.
c 1,=183-10°m* el =-156-10"*m*.
d) 1, =183-10°m" el =156-10*m*.

=-183-10°m* e I =156-10“*m*.

I
z

2. Uma alteracdo da ST ao longo do comprimento ou na propria ST de
uma pegca estrutural, tal como um furo, uma mudanca de diametro ou uma
trinca, provoca na proximidade da descontinuidade uma concentracao das
tensdes e deformacdes atuantes na peca. Essa situacdo também ocorre
nas proximidades do ponto de aplicagao de carga concentrada.
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A partir da barra mostrada na figura a seguir, sabe-se que a espessura da
barra é de 0,5 cm e o coeficiente K de concentragcdo de tensdes € 2,7.

Figura | Barra sujeita a carga axial com concentracdo de tensdes

Furc
46kN 46k

medidas em rmm

Fonte: elaborada pelo autor

Assinale a alternativa que apresenta corretamente o valor da tensao normal
maxima atuante.

a) 248,4 MPa.
b) -170 MPa.
c) 270 MPa.
d) 92 MPa.

e) 170 MPa.

3. Para analisar qualquer secdo de uma barra sujeita a uma forca axial
excéntrica, devemos considerar a forgca P (positiva se de tragdo e negativa
em caso contrario), aplicada no centroide da ST, e 0 momento conjugado
M, =P -e (positivo se tracionar a face inferior e negativo se comprimi-
la), em que e é a excentricidade de aplicacdo da forca P em relacdo ao
centroide da ST.

Na barra da figura a seguir, sujeita a aplicagdo da forca de tragao mostrada,
sabe-se que o diametro da barra é de 2 cm.

Figura | Barra sujeita a forga axial excéntrica

A Eixo lengitudingl

200N | 200N

Fonte: elaborada pelo autor.

bem
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Assinale a alternativa que apresenta corretamente os valores das tensdes
normais nos pontos A e B da barra da figura apresentada.

a) o, =14,65MPa e o, =—15,92MPa.
b) o, =-14,65MPa e o, =—1592MPa .
<) o, =14,65MPa € o, =15,92MPa -
d o, =-1465MPa e o, =1,592MPa .

e) o, =-14,65MPa e o, =15,92MPa.
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Unidade 3

Flambagem em barras

Convite ao estudo

Caro aluno, seja bem-vindo a mais uma etapa. Nas unidades
anteriores, fomos apresentados aos conceitos basicos da
resisténcia dos materiais, aprendemos elaborar diagramas
de esforcos solicitantes, bem como analisar as deformacdes
de uma barra sujeita a flexdao. Avancando em nosso estudo,
esta unidade tem como objetivo conhecer e compreender o
conceito de carga critica, esbeltez e flambagem em barras, a
fim de saber aplicar métodos de analise esbeltez e flambagem
de barras delgadas.

Imagine que sua empresa foi contratada para prestar
consultoria e fazer um relatorio prévio da viabilidade da reforma
da biblioteca de sua antiga universidade, esquematizado na Figura
3.1. Aedificagdo € de estrutura metalica com alvenaria de vedacao.

Figura 3.1 | Representacdo esquematica da biblioteca da universidade

Fonte: elaborada pelo autor.

Segundo o arquiteto responsavel pelo projeto, o proprietario
gostaria de que uma das vigas apoiadas no pilar P3 fossem
removidas, possibiltando uma fachada de vidro na entrada,
permitindo grande entrada de luz natural na edificagao. Ambas as
possibilidades sao representadas na Figura 3.2.



Figura 3.2 | Previsdo das possiveis remocdes das vigas que se apoiam no pilar P3

Fonte: elaborada pelo autor.

Além disso, ele gostaria de mover boa parte dos livros para o
andar superior, na regido entre os pilares P5 e P6 e , uso este
que nao foi previsto em projeto, abrindo espaco para areas de
estudo e computadores no terreo. Como engenheiro, vocé deve
ser capaz de fazer uma rapida avaliagdo prévia das colunas no
local. Vocé acha que essas alteracdes serao possiveis? A estrutura
correra risco de colapso?

Para facilitar a aprendizagem, a unidade de Flambagem
em barras esta dividida em trés secdes. Na Secdo 1, vocé vera
0s conceitos e aplicacdes da estabilidade estatica. Na Secao 2,
abordaremos a aplicacdo da formula de Euler para verificacao
de estabilidade de barras esbeltas. Por fim, na Secdo 3, serao
discutidos os conceitos de deformagdo, comportamento e
flambagem plastica de uma barra.



Secaon 3.l

Estabilidade elastica

Dialogo aberto

Caro aluno,

Nesta secao, exploraremos a estabilidade elastica das estruturas,
conhecendo a aplicacado de seus conceitos e aplicando o metodo
do equilibrio em situacdes simplificadas para melhor assimilacdo
dos estudos. Vocé sera capaz de definir qual o carregamento critico
necessario para flambar uma coluna tedrica idealizada de flambagem.

Lembre-se de que vocé foi convidado para fazer uma avaliacao de
viabilidade da reforma da biblioteca da sua antiga universidade. Vocé
inicia sua analise pelos pilares P5 e P6, pois sabe que o aumento
de cargas devido a mudancga dos livros para © andar superior podera
causar uma alteracdo da estabilidade da estrutura. Indagado pelo
arquiteto responsavel pelo projeto, vocé deve responder 0s seguintes
questionamentos:

a. Qual o estado de equilibrio atual da estrutura e como esse equilibrio
pode se alterar caso os livros sejam removidos para © andar superior.

b. Considere que o pilar P5 € uma barra rigida, conforme
Figura 3.3 e calcule qual a carga critica que ele pode resistir,
considerando que a mola ficticia de torcao da base do pilar tem o
coeficiente k = 4,5x10° N/m.

Figura 3.3 | Representacdo do pilar P5 como barra rigida

P

3m

Fonte: elaborada pelo autor
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c. Sabendo que a mudanca dos livros para © andar superior causara
um aumento da carga total no pilar (anteriormente 1100KN ) em
aproximadamente 50%, verifique se o pilar se mantera estavel.

Nao pode faltar
Conceito de estabilidade elastica

De uma maneira geral, os elementos estruturais de uma construgao
devem ser selecionados de acordo com: resisténcia (capacidade de
suportar o carregamento sem tensdes excessivas), rigidez (capacidade
de suportar o carregamento sem deformacgao excessiva) e estabilidade
(capacidade de suportar o carregamento sem mudar seu estado inicial
de equilibrio). Resisténcia e rigidez ja foram estudadas anteriormente e,
neste momento, Nossos estudos se voltarao para a estabilidade.

Flambagem ¢ a deflexdo lateral que elementos compridos e esbeltos,
geralmente colunas, sofrem ao serem submetidos a uma carga axial
acima de um valor critico (Figura 3.4). Um elemento sob compressao
com elevada esbeltez pode se deformar lateralmente e falhar por
flambagem em vez de falhar diretamente pela compressao do material.
Portanto, num projeto estrutural, ambos os métodos de falha devem
ser considerados.

Figura 3.4 | Flambagem de uma coluna

P P

Fonte: elaborada pelo autor
D9 Pesquise mais

Aprofunde seus conhecimentos sobre flambagem em colunas no capitulo
11 do livro Mecanica dos Materiais, disponivel na biblioteca virtual.

GERE, J. M.; GOODNO, B. J. Mecanica dos Materiais. /. ed. Sao Paulo:
Cengage Learning, 2010.
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A definicdo de estabilidade elastica de uma estrutura pode ser
melhor compreendida a partir da analise das condi¢cdes de equilibrio
de uma bola sobre uma superficie lisa (Figura 3.5). Quando um
sistema passa de um estado estavel de equilibrio para outro, ha
perda de estabilidade. Se um sistema esta em equilibrio estavel (a),
apos sofrer uma perturbacao, retornara ao seu estado inicial de
equilibrio. Se um sistema estad em equilibrio neutro (b), apos sofrer
uma perturbacado, vai se manter como foi deixado. Se um sistema
esta em equilibrio instavel (c), apos sofrer uma perturbagdo, nao
voltara a seu estado inicial.

Figura 3.5 | Bola sobre superficie lisa em equilibrio estavel, neutro e instavel

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Aplicagado do conceito de estabilidade elastica

Para melhor compreender os conceitos de flambagem,
estabilidade e carga critica numa estrutura, vamos analisar uma
estrutura tedrica idealizada de flambagem. Esta estrutura € formada
por duas barras rigidas sem peso, com pinos nas extremidades,
conectadas por um pino e uma mola de tor¢cao de constante K
(Figura 3.6a).

A carga P no ponto A estd perfeitamente alinhada com o
apoio no ponto B, mantendo o sistema numa posicdo de equilibrio
estavel. Agora imagine que um pegueno deslocamento lateral
seja aplicado no ponto C, formando um angulo § com a vertical
(Figura 3.6b). O sistema retornara a posicao original? Isso dependera
da dimenséao da forca P aplicada e da constante da mola.
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Figura 3.6 | (a) Exemplo de estrutura tedrica idealizada de flambagem. (b) Situacdo
deformada da estrutura. (c) Diagrama de corpo livre da barra AC

P P P
) A A A
]
(2|
3 2 %)
|t —"
R C C C
) . "
S 9 P
B B
(a) (b) (c)

Fonte: elaborada pelo autor

Para verificar se o sistema € estavel ou instavel, vamos considerar as
forcas agindo no trecho AC . Utilizando o diagrama de corpo livre da
barra AC (Figura 3.6¢) e calculando os momentos em torno do ponto
A, sabendo que o angulo de deflexdo da mola é 26, temos:

M — P(L/z)sem? =0  Eq.31

P(Lj)send =K(20)  £q 32

A mola no ponto C causa um momento M na estrutura forcando
a barra a retornar a sua posicdo original, porém a forca P tende ao
aumento do deslocamento lateral no ponto C, agindo de maneiras
opostas. Portanto, se a forca P for pequena, a acdo do momento M
sera predominante e a estrutura retornara a sua posi¢ao original, tendo
assim um equilibrio estavel. Por outro lado, se a forcaem P for elevada,
aacdo do momento M n3o tem capacidade para restaurar a condicio
inicial, causando a falha do sistema por flambagem, tendo entdo um
equilibrio instavel. A forca na qual ha um equilibrio neutro € a chamada
carga critica (P_) e, sabendo que para pequenos deslocamentos

cr

senf =~ 0, temos:
P, =4K/L Eq. 3.3
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A partir dessa andlise é possivel concluir que o P, é o unico valor
de carga em que a estrutura estara em equilibrio apos sofrer uma
perturbacao. Dessa forma, os trés estados de equilibrio para o sistema
estrutural apresentado podem ser descritos da seguinte forma:

P < % — Equilibrio estavel
P> % — Equilibrio instavel

P= 4K — Equilibrio neutro - Carga critica
L Eq. 34

Esses estados de equilibrio sdo representados pelo grafico carga axial
(P) versus angulo de rotacdo (@) (Figura 3.7). As linhas em destaque
representam as condicdes de equilibrio. A linha horizontal indica que na
carga critica, 0 &ngulo de rota¢do pode variar no sentido horario ou anti-
horario, em pequenos deslocamentos, Como assumimos anteriormente.
As condicdes de equilibrio sdo semelhantes as apresentadas na Figura
3.5, referentes a bolas sobre superficies lisas. No ponto de bifurcacao ha
a mudanca de equilibrio estavel para instavel. Neste ponto, € calculada
a carga critica.

Figura 3.7 | Diagrama dos estados de equilibrio de uma estrutura idealizada de flambagem

~ Equilibrio instavel

Bl Ponto de bifurcagao
= 77.\

Equilibrio neutro

[

Equilibrio estavel

Fonte: elaborada pelo autor
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‘tz" Assimile

Uma estrutura idealizada de flambagem € um elemento tedrico
carregado axialmente por uma carga P locada perfeitamente no
centroide da se¢do transversal. A estrutura € perfeitamente reta e é
feita de um material elastico-linear, que segue a Lei de Hooke. Essa
estrutura hipotética dificilmente € reproduzida na pratica, pois as
cargas geralmente nao sao centradas, diversas falhas construtivas
podem fazer a estrutura ter imperfeicdes e os materiais aplicados na
construcdo (ago, madeira, concreto, etc.) ndo seguem completamente
a lei de Hooke.

Classificagcao quanto aos conceitos de calculo

O conceito de calculo utilizado para carga critica de colunas €
baseado no conceito de equilibrio neutro, porem esse conceito nao
consegue descrever o comportamento da estrutura apos a flambagem.
Entretanto, para colunas elasticas, € possivel existir equilibrio com cargas
maiores que a carga critica. Essa demonstracdo avancada pode ser
realizada por meio de equacdes diferenciais ordinarias e os resultados
de forma grafica sao exibidos na Figura 3.8.

Figura 3.8 | Diagrama dos estados de equilibrio de uma estrutura eldstica idealizada
de flambagem

P4 Equilibrio

L~ instavel T\~ Solugdo exata

" Solugédo linear

PL‘I’
s

Equilibrio estavel

O e

Fonte: elaborada pelo autor.

Na pratica, colunas reais ndo tém resisténcia apos a ocorréncia da
flambagem e, portanto, o uso do conceito baseado no equilibrio neutro
€ aplicavel para projetos estruturais.
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?Z| Exemplificando

Arégua plastica que vocé provavelmente possui € um bom exemplo pratico
de uma coluna elastica que, mesmo apos sofrer flambagem, resiste a um
carregamento um pouco Maior que sua carga critica. E possivel aumentar
um pouco a forgca sem que a régua se quebre. Tente com a sual Mas
cuidado, se vocé colocar muita forca, ela pode quebrar!

Método do equilibrio

A aplicacdo do topico anterior pode ser desenvolvida em diferentes
configuragcdes de estruturas, € € chamada de método do equilibrio.
Este método tem varias simplificacdes, para facilitar a compreensdo
do conceito de carga critica. Vamos agora tomar como exemplo
outra estrutura teodrica idealizada de flambagem, com configuracao
apresentada na Figura 3.9. Uma coluna rigida, com uma mola de torsao
de rigidez (K ') na base. Aplicando uma carga P, a coluna pode apenas
sofrer rotacao, tendo, portanto, apenas um grau de liberdade.

Figura 3.9 | Exemplo de estrutura tedrica idealizada de flambagem e sua
situacao deformada P

Fonte: elaborada pelo autor.

Verificando os momentos agindo em torno do ponto A,
considerando que o angulo de rotacdo 6 € pequeno e sabendo que o
momento resultante da mola é¢ K@, temos:

PLsenfd = K0 Eq. 35
PLsen0 =M, Eq. 36
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Para 0 pequeno, senf =~ e portanto:
PLO < KO — Sistema estavel

PLO > KO — Sistema instavel
PLO = KO — Sistema neutro Eq. 37

A forca associada com o sistema neutro € a carga critica, designada
por P, . Portanto, para o sistema considerado, a carga critica de
flambagem é dada por:

P,=K/L £q.38

Esse méetodo pode ser aplicado em diferentes estruturas teoricas
ideais de flambagem, seguindo © mesmo procedimento.

?=| Exemplificando

A aplicagao do método do equilibrio tambem pode ser realizada em
estruturas ideais de flambagem com molas de translacao em vez de
molas de rotacdao. Lembrando que nas molas de translacdo a forca
¢ dada por F =KX, em que X ¢ o deslocamento lateral da mola.
Vamos descobrir a carga critica de flambagem na aplicacdo em um
exemplo similar ao deste topico, mas trocando a mola de rotacao por
uma de translagao (Figura 3.10).

Figura 3.10 | (a) Estrutura tedrica idealizada de flambagem com mola de
translacdo. (b) Situacdo deformada da estrutura

P x P
B
K B F
6
-1
i A A
P
(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que a forca que a mola exerce na barra ¢ F=KXx, e o
deslocamento lateral da mola ¢ X =Lsend : S
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| F=KLsent)  Eq.39

Lembrando que para pequenos deslocamentos, S€nNf =0 e
cosf ~ 1. Portanto, realizando o somatério dos momentos em
A temos:

> M, =0= FLcos§—Px=0

KL?> senfcosf —PLsenf =0
KL?60 —PLO =0
P =KL

oéb Reflita

Vocé consegue explicar porque as cargas criticas do exemplo da
Figura 3.9 e do exemplo da Figura 3.10 sdo diferentes? Porque com a
mola de rotacdo na base a carga critica foi P,, = K/L e comamola

de translagdo no topo a carga critica foi P, = KL ? Tente imaginar
como o tipo da mola e as alteracdes na posicdo da mesma alteraram

os resultados.

Sem medo de errar

Com os conhecimentos que vocé acabou de adquirir, vocé
tem condicao de responder os questionamentos da avaliacao de
viabilidade da reforma da biblioteca da sua antiga universidade.
Lembre-se de que o arquiteto responsavel pelo projeto da reforma
fez a vocé trés perguntas. O primeiro questionamento foi sobre qual
o estado de equilibrio atual da estrutura e como esse equilibrio pode
se alterar caso os livros sejam removidos para © andar superior.

Solucgao:

Com os conhecimentos adquiridos na se¢ao, vocé responde que
a estrutura das colunas se encontra na situagao de equilibrio estavel,
POIS as cargas axiais atuantes sao menores que as cargas criticas de
flambagem. Aumentar indiscriminadamente a carga atuante podera
causar uma perda de estabilidade e consequentemente o colapso
da estrutura.
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O segundo questionamento do arquiteto foi a consideracdo de
uma situacao hipotética, supondo que o pilar P5 fosse uma barra rigida,
conforme Figura 3.3, ele pediu que vocé calculasse qual a carga critica
que ele pode resistir, considerando que a mola ficticia de tor¢ao da base
do pilar tem o coeficiente K =4,5x10°N/m

Vocé pode utilizar o metodo do equilibrio para resolver esse
problema. Sabendo que para a configuracdo do pilar P9, a carga critica
de flambagem ¢ dada por:

P, = K/L

Substituindo L por 3m e K por4,5x10° N/m, temos:

P, =4,5x10°/3
P, =1,5%x10°N=1500 kN

Portanto, a carga critica suportada pelo pilar P5 ¢ 1500 kN .

Finalmente, o ultimo questionamento € sobre a mudanca dos livros
para 0 andar superior, que causara um aumento da carga total no pilar
(anteriormente 1100 kKN) em aproximadamente 50%. Foi solicitado
que voceé verifigue se o pilar se mantera estavel.

Sabendo que a carga inicial do pilar P, sera aumentada em 50%, a
carga atuante final P, sera:

P, =P +P -50%
P, =1100+1100-50%
P, =1650 kN
Agora, comparando com a carga critica encontrada no

questionamento anterior, temos que P; > P, , e portanto o equilibrio
do sistema e instavel.

Avancando na pratica

Aplicacdao do método do equilibrio em flambagem
de uma barra horizontal

Descricao da situacdo-problema

A partir da resolug¢do da situacao problema anterior, utilize 0 meétodo
do equilibrio para definir a carga critica do sistema horizontal mostrado
na Figura 3.11. O sistema ¢é formado por duas barras rigidas com molas
de rotacdo de rigidez K nos pontos A, B e C.
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Figura 3.11 | Estrutura tedrica idealizada de flambagem com barras horizontais

L/2 L/2
R

B

Fonte: elaborada pelo autor

Resolucdo da situacdo-problema

A partir da aplicacdo da carga, o sistema teréd a configuracdo
deformada exibida na Figura 3.12a. Os momentos em A e em B
séo de mesma grandeza K6, mas em C a mola sofre deformacédo
devido a barra AC e devido a barra BC , totalizando uma rotacéo
de 2K6 . A partir desses dados podemos construir o diagrama de
corpo livre da barra BC (Figura 3.12b).

Figura 3.12 | (a) Configuracdo de flambagem do sistema. (b) Diagrama de corpo
livre da barra BC

A

M=Ko6 M=K8

(a)

Fonte: elaborada pelo autor

Agora, fazendo o somatorio dos momentos no ponto C , temos:

S Mg =0= M, + M, —Po(LJ)=0
2K0 + Ko = PLO/

P, =6K/

Portanto a carga critica para a configuracao do sistema
apresentado é P, =
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Faca valer a pena

1. Imagine que uma carga ¢é aplicada no topo de uma estrutura idealizada
de flambagem de maneira crescente, partindo do repouso até ultrapassar a
carga critica. A estrutura € uma barra rigida vertical, de comprimento L e
engastada na base. A carga ¢é aplicada axialmente no centro da coluna.

Quais a sequéncia das situacdes de equilibrio que essa coluna passa a
medida que o carregamento aumenta?

a) estavel, instavel, neutro.
b) neutro, estavel, instavel.
c) estavel, neutro, instavel.
d) instavel, neutro, estavel.
e) neutro, instavel, estavel.

2. Uma estrutura tedrica idealizada de flambagem é formada por duas barras
horizontais rigidas sem peso, cada uma com dimensao L/2, com pinos
nas extremidades, conectadas por um pino central e uma mola de torgcao
de constante K. A carga é aplicada axialmente no pontoB, conforme a
Figura 3.13.

Figura 3.13 | Estrutura tedrica idealizada de flambagem com barras horizontais

L2 . L2

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que K =2,5x10° N/m, qual o comprimento L que a estrutura
deve ter para que a carga critica seja 2000KN ?
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3. Uma estrutura tedrica idealizada de flambagem é formada por duas barras
verticais rigidas sem peso, com pinos nas extremidades, conectadas por um
pino e uma mola de constante K. A carga € aplicada axialmente no ponto
B, conforme a Figura 3.14.

Figura 3.14 | Estrutura tedrica idealizada de flambagem

P

U3

2L/3

Fonte: elaborada pelo autor.

Utilizando o método do equilibrio, qual € a equacdo da carga critica da
estrutura apresentada?

a) K

b) K/L
c) 2KL/5.
d) 5KL/9.
e) 4KL/9.
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Secao 3.2

Flambagem para barras bi-articuladas

Dialogo aberto

Caro aluno,

Nesta secdo, exploraremos a estabilidade elastica das estruturas,
conhecendo a aplicacdo de seus conceitos e aplicando o metodo do
equilibrioem situacdes simplificadas para melhor assimilacdo dos estudos.
do equilibrio em situacdes simplificadas para melhor assimilacao dos
estudos. Nesta secdo, realizaremos analises de colunas de forma mais
realistica, utilizando a formula de Euler para colunas e usando diferentes
comprimentos efetivos de acordo com diferentes condi¢cdes de apoio.
Também definiremos o que sao tensao critica, indice de esbeltez e
explicar os efeitos que grandes deflexdes e imperfeicdes causam nas
colunas. Ao fim desta secao, vocé sera capaz de utilizar a formula de
Euler para definir a carga critica de flambagem de qualquer coluna.

Lembre-se de que vocé esta fazendo uma avaliagdo de viabilidade
da reforma da biblioteca da sua antiga universidade. Durante sua
analise, vocé foi questionado pelo arquiteto qual das vigas do hall
de entrada poderia ser removida do pilar P3, representado na Figura
3.15a e 3.15b. Vocé nota que as vigas apoiadas no centro do pilar
impedem o movimento de flambagem para ambos os lados da direcao
X 0U Yy, respectivamente. Investigando as caracteristicas do pilar, vocé
chega a conclusao que os pilares sao de perfil retangular vazado
representado na Figura 3.15¢, a tensdo de escoamento do aco utilizado
¢ o, =230 MPa e o médulo de elasticidade ¢ E =200 GPa.

Figura 3.15 | Representacéo do pilar P3 visto na direcdo y (a) e na diregdo x (b). (c)
Secdo transversal do pilar P3

80mm

(a) (b) (c)
Fonte: elaborada pelo autor.
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a. Sem utilizar calculos, justifique para o arquiteto qual seria a viga
mais indicada a ser removida sem causar a flambagem do pilar P3.

b. Verifique utilizando a equacdo de Euler qual a carga critica que o
pilar pode resistir se cada uma das vigas fosse removida. Os resultados
Sao coerentes com a pergunta anterior? Justifique.

C. Apos a remogao da viga que vocé indicou, qual a tensdo critica de
flambagem e o indice de esbeltez do pilar P3. Compare com os valores
de antes da remocao e indique se a equacao de Euler pode ser utilizada.

Nao pode faltar

Férmula de Euler para Colunas Biarticuladas

Retornamos nossos estudos para uma estrutura idealizada de
flambagem, semelhante a apresentada na secdo anterior (Figura 3.16a).
A diferenca € que aqui a elasticidade da estrutura esta presente em todo
o comprimento da barra, diferentemente da secao anterior, na qual
elasticidade era concentrada nas molas (Figura 3.16b). Relembramos
gue uma estrutura idealizada ndo representa perfeitamente o
comportamento de uma estrutura real, pois na pratica sempre existem
imperfeicdes, descentralizagdes, etc., mas o estudo em estruturas
idealizadas nos fornece um melhor entendimento do comportamento
de estruturas reais. Nosso objetivo € determinar o carregamento critico
(P, ) no qual a estrutura deixa de ser estavel e qualquer disturbio no
equilibrio da estrutura possa causar flambagem.

Figura 3.16 | (a) coluna biarticulada, (b) coluna flambada e (c) diagrama de
corpo livre da secdo transversal

Fonte: elaborada pelo autor.
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Para determinar o carregamento critico e a configura¢ao deformada
de uma coluna podemos utilizar a equacao diferencial da curva de
deflexdo de uma viga. Uma coluna nada mais € que uma viga vertical e,
portanto, essa equacao pode ser aplicada:

d’v
El W =M Fq.3.9

Na qual E € o modulo de elasticidade do material e | é o
momento de inércia da secdo transversal. A forca axial P pode
ser definida utilizando a Figura 3.16¢c e calculando o somatorio
dos momentos em torno do ponto A (M,), sabendo que Vv ¢ a
deflexdo em qualquer ponto da secdo transversal:

M, =0
M+Pv=0 Eqg. 3.10

M =—-Pv
Substituindo na Eg. 3.9 e reorganizando os termos, temos a
equacao diferencial da curva de deflexao:
2
ﬂJr£v=0 Eg. 3.11
dx®> El
Esta € uma equacdo do tipo diferencial de segunda ordem. Para
facilitar o desenvolvimento, vamos adicionar a seguinte notacao:

K? =g Eqg. 3.12

E assim, a eq. 3.11 pode ser reescrita da seguinte forma:
d*v
— +Kv=0 Eq 313

dx

Da matematica, € sabido que a solucdo geral para uma equagao
diferencial com a configuracao apresentada é:
v =Csen(Kx)+Dcos(Kx) Eq. 314
Na qual C e D sdo constantes arbitrarias que serdo solucionadas
por meio das condi¢cdes de contorno que a configuracao da coluna nos
fornece. Sabendo que nos apoios A e B adeflexdoé 0 (v =0), temos
no apoio A
v(0)=Csen(0)+Dcos(0)=0  Eq. 3.15
A Eq. 3.15 so sera satisfeita se D=0 Agora, no apoio B (x =L),
temos:
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v(L)=Csen(KL)+ Dcos(KL)=0
Csen(KL)=0

A Eqg. 316 tem duas solucdes: se tomarmos C =0, a solucdo
da equacdo diferencial ¢ v=0 e a coluna se mantem reta; se
tomarmos sen(KL)=0, a solugdo da equacgdo é satisfeita quando
KL =0, &, 2r,... e a coluna terad sofrido flambagem. Entretanto, se
KL =0, significa que o carregamento aplicado ¢ P =0, o que ndo nos

interessa. Dessa forma, a solucao da equacao pode ser reduzida para:

Eqg. 3.16

KL=nr onde n=1, 2, 3, ... Eqg. 3.17
Substituindo a Eq. 3.12 na Eqg. 3.17 e isolando P, temos:
2_2
n°r<El
P= Xz Eg. 3.18

A menor carga critica da estrutura apresentada na Figura 3.16 €
dada quando n=1, e a Eqg. 3.18 se torna:
2
p -TEL 59

cr L2

Qz‘) Assimile

A formula de Euler foi derivada assumindo que a carga € aplicada na coluna
exatamente no centroide e que ela € perfeitamente reta, © que Ndo € uma
situacao realista. Entdo, na pratica, devido a essas pequenas imperfeicdes
e aplicacao da carga, as colunas nao flambam bruscamente, mas sim
comegam a inclinar-se levemente. Por isso, o critério pratico utilizado para
aplicagao de cargas em colunas € limitado pela tensao maxima admissivel
do material e pela maxima deflexdo da coluna. Mesmo que a coluna seja
capaz de suportar mais carga, uma coluna com grande deflexao deixaria 0s
usuarios do ambiente receosos, evitando sua utilizacao. Um dos meétodos
utilizados para isso € o chamado metodo da secante, e sua carga maxima
sempre sera menor que a carga critica de Euler.

ELIQ Pesquise mais

Aprofunde seus conhecimentos sobre metodo da secante e cargas
excéntricas nos livros de mecanica dos materiais disponiveis na
biblioteca virtual. Um bom exemplo € o livro Mecanica dos materiais,
de R. R. Craig. Procure pelo topico 4 do capitulo 10 sobre carregamento
excéntrico e a equacao da secante.

CRAIG, R. R. Mecanica dos materiais. 2. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2017.
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Essa equacao € conhecida como equacao de Euler, em nome
do matematico Leonhard Euler (1707-1783). A configuragdo original
da coluna e a configuracdo deformada para n =1 séo exibidas na
Figura 3.17a e 3.17b, respectivamente. Se decidirmos tomar valores
diferentes para n, teremos infinitos valores de carregamentos
criticos e formas de flambagem. Por exemplo, para n=2, a
coluna ird flambar em duas direcdes (Figura 3.17¢), ja para =3, a
flambagem ocorrerad em trés direcdes (Figura 3.17d).

Figura 3.17 | Configuragdes deformadas das colunas para diferentes valores de n

e suas respectivas equagoes de flambagem. (a) coluna biarticulada, (b) flambagem
para n=1, (c) flambagem para n=2 e (d) flambagem para n=3

| ¥

El ‘p , _4°H Ip L, o8
=T L e~

(@) (b) (c) (d)

Fonte: elaborada pelo autor

Esses valores de carga critica com diferentes valores de n serdo
uteis quando quisermos definir cargas criticas de colunas com
suportes laterais. Entretanto, em colunas sem esses itens, diferentes
valores de n nao interessam, pois a coluna flambara quando a carga
atingir o menor valor critico (n=1).

Na Eq. 3.19, é possivel notar que a carga critica € proporcional
a rigidez a flexdo El e inversamente proporcional ao quadrado do
comprimento L . Entdo € interessante mencionar que a resisténcia a
flambagemdeumacolunaéindependentedaresisténciadomaterial. A
resisténciaaflambagemde uma coluna pode seraumentada por meio
doraumentodarigidez aflexao, reducdo docomprimento e adicaode
travamentos laterais.

A rigidez a flexdao pode ser aumentada por dois fatores: usando
um material mais rigido (maior modulo de elasticidade (E) ou
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aumentando o momento de inércia da secao (/). O momento
de inércia pode ser aumentado afastando o material do centroide
da secao transversal. Isso explica porque colunas vazadas sao
usualmente empregadas e mais econdmicas.

Também € importante mencionar que, se a coluna ndo tiver
nenhum suporte lateral, ela sempre flambara em torno do eixo
principal da secdo transversal com o menor momento de inércia. Na
Figura 3.18, sdo exibidas diferentes secOes transversais de colunas. Em
(a), (b) e (c) o momento de inércia 1, & maior que I, fazendo com
a coluna flambe no plano @a—a e o momento de inércia [, deve
ser usado para o calculo da carga critica. Em (d) e (e) o momento de
inércia em ambas as direcdes € o mesmo, e a coluna podera flambar
em qualquer direcao.

Figura 3.18 | Secdo transversal de diferentes colunas: (a) secdo retangular vazada; (b)
secdo retangular; (c) perfil I; (d) secdo quadrada; (e) se¢do circular vazada
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Fonte: elaborada pelo autor.

A adicdo de travamentos laterais impede que a coluna flambe
naquele ponto, fazendo com que o valor de n da Eq. 3.18 seja
maior que 1. Entretanto € importante salientar que, dependendo do
tipo de travamento, a flambagem apenas sera impedida em um eixo
da secao transversal.

@ Reflita

Para uma mesma area de secdo transversal, qual forma de uma
coluna tera uma maior carga critica? Triangulo, quadrado, pentagono,
hexagono, circulo? Assuma que a carga critica é calculada com a
equacao de Euler e as colunas tenham o mesmo comprimento efetivo.
Qual a sua resposta? Vocé consegue explicar sua escolha? Compare
Sua resposta com seus colegas.
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Outros tipos de vinculagcoes

A equacao de Euler foi desenvolvida para colunas biarticuladas,
poréem, na pratica, diversos tipos de vinculacdes sao apresentados.
A carqga critica de colunas com varios tipos de vinculagao podem
ser determinadas usando o mesmo procedimento apresentado
Nno topico anterior para colunas biarticuladas, utilizando equacdes
diferenciais e curvas de deflexdo. Esses carregamentos criticos
podem ser relacionados com o carregamento critico de uma coluna
biarticulada por meio do conceito de comprimento efetivo (L, ).

Vamos tomar como exemplo uma coluna engastada na base (Figura
3.19a). A sua forma apos sofrer flambagem € exibida na Figura 3.19b.
Observando a curvatura € possivel notar que ela € semelhante a metade
da curva de deflexao de uma barra biarticulada (Figura 3.19¢).

Figura 3.19 | Comprimento de curva efetivo de uma coluna engastada na base em
funcao de uma coluna biarticulada
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Fonte: elaborada pelo autor.

Todos os tipos de vinculagcdes podem ter suas curvas de deflexao
comparados com uma coluna biarticulada, gerando comprimentos
efetivos correspondentes. Na Figura 3.20, sdo exibidos diversos
comprimentos efetivos de colunas com diferentes tipos de vinculacdo.
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Figura 3.20 | Comprimento efetivo de colunas com diferentes vinculacdes

P P
4 L
Le=0,7L
Le=0,5L
A A

Bi-articulado Engastado/Borda Engastado/Articulado Bi-engastado

Livre
(a) (b) (c) (d)

Fonte: elaborada pelo autor.

Se nos conseguirMos identificar o comprimento efetivo de uma
coluna, independentemente de sua complexidade, Nnos poderemaos
utilizar a eq. 3.20 para descobrir sua carga critica.

2
p -TEL 350

cr 2
e

Tensao de flambagem no regime elastico e indice de esbeltez
de uma barra

Agora que sabemos calcular a carga critica de colunas com diferentes
vinculagdes, podemos encontrar a tensdo critica correspondente,
simplesmente dividindo a carga critica pela area da sec¢ao transversal.
A tensdo critica € a tensao a qual a secao transversal esta submetida no
momento da carga critica. Para a equacao basica de Euler, temos:

2
o =fo_7 El gqs2
A AL

Essa equacao pode ser reescrita utilizando o conceito de raio de
giracao de uma coluna, dado por:

[1
r= |~ Eq322
A

Entdo a Eqg. 3.21 se torna:
2

G, = W Eq. 3.23
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O termo L/l‘ € chamado de indice de esbeltez e depende
exclusivamente das dimensdes da coluna:

L

Uma coluna curta e larga terd um indice de esbeltez baixo e sofrera
flambagem com uma alta tensao critica. Jd uma coluna alta e esbelta
tera um indice de esbeltez alto e sofrera flambagem com uma baixa
tensdo critica. Em outras palavras, esse indice de esbeltez mede a
flexibilidade da coluna e pode ser usado para classificar uma coluna
como longa, intermediaria ou curta.

E possivel plotar uma curva da tensdo critica em funcdo do indice de
esbeltez, a chamada curva de Euler (Figura 3.21). A curva apresentada é
de um aco com E =200 GPa e o, =250 MPa. Como as equacdes
de Euler foram derivadas a partir da consideracao que o material se
comportaria de forma elastica e seguiria a lei de Hooke, os valores de
tensdo acima da tensdo de escoamento nao sao considerados. Caso a
tensdo atuante no material seja Maior que a tensao de escoamento, a
coluna escoara antes de ter a chance de flambar.

Figura 3.21 | Grafico da curva de Euler para um aco estrutural

o (MPa)
300 = /oy = 250 MPa
250 \ E = 200 GPa
| 9
B | o = TE
200 | e = U
|
|
I
100 |
|
|
I
I
[ !
0 ggJ100 200 Lir

Fonte: Gere e Goodno (2013)

Substituindo atensdo de escoamento do material o, = 250 MPa na
Eqg. 3.21, nds podemos encontrar o menor indice de esbeltez admissivel
da coluna. Para 0 aco apresentado na Figura 3.21, o menor indice de
esbeltez admissivel ¢ A =89 . Entdo, para este material, a formula de
Euler pode ser usada para determinar a carga critica se A >89, do
contrario, © material escoara antes de ocorrer flambagem.
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?Z| Exemplificando

Para uma aco com tensdo de escoamento o, =350 MPa e modulo
de elasticidade E =210 GPa vamos calcular qual o menor indice de
esbeltez admissivel para que a equacao de Euler possa ser utilizada.
Aplicando a Eq. 3.23 e substituindo os valores, temos:

2 2 9
o 7TE23350X106:7T 210><21O
(Lir) (L/r)
L/I‘z??

Em situagdes praticas, geralmente € aplicado um fator de seguranca
sobre a tensdo critica, pois devido as consideracdes que tomamaos na
concepcdo da equacao de Euler (coluna perfeitamente reta e carga
aplicada no centroide), a tensao critica encontrada ndo € a tensao
admissivel pela coluna.

Sem medo de errar

Com os conhecimentos que vocé acabou de adquirir, agora
vocé tem condicdo de responder 0s novos gquestionamentos que o
responsavel pelo projeto fez sobre a avaliacao de viabilidade da reforma
da biblioteca da sua antiga universidade.

a. A primeira pergunta foi sobre qual das vigas do hall de entrada
poderia ser removida do pilar P3, representado na Figura 3.15a e 3.15b.
Sem utilizar calculos, vocé justifica para o arquiteto que caso seja possivel
remover uma das vigas, a Viga V, devera ser a escolhida, pois devido
as dimensdes da secdo transversal do pilar, © momento de inércia em
relacdo ao eixo y (Iyy ) sera maior que 0 momento em relacao ao eixo
X (Ixx ). Isso indica que na direcdo Y o pilar serad capaz de suportar uma
maior carga critica sem sofrer flambagem, portanto a remog¢do da viga
V, seria a mais indicada.

b. Vocé entdo decide verificar a partir da equacao de Euler se seu
palpite estava correto. Inicialmente, vocé calcula © momento de inércia

em ambas as direcOes e a area da secao transversal:
I = i0,08-0,153 —10,06-0,133
12 12

yy

I, =11515x10°m’
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l, = L 0,15-0,083—%0,13-0,063

I, =4,060x10°m*
A=0,15-0,08-0,13-0,06
A=420x10°m?

Com o calculodo momento deinércia, vocé ja consegue identificar
que a diregdo mais critica para a flambagem € a diregdo y, pois o
momento de inércia em torno do eixo x ([, ) € menor. Continuando
com a solucdo, vocé decide calcular qual a carga critica que a coluna
consegue suportar, com as condicdes iniciais. Aplicando a Eqg. 3.20,
utilizando o menor momento de inércia da segdo (/) e sabendo
que o comprimento efetivo de flambagem é L, =L/2=3m, temos:

P anIXX _ n%-200x10° -4,060x10°°
cr L2 32

e

P! =8,90x10°N=890,46 kN

Sabendo que o maior momento de inércia da secao € o /yy, vVOCé
decide remover dos seus calculos o suporte que a viga V, oferece a
coluna, fazendo com que o comprimento efetivo de flambagem na
direcdo X seja agora de L, =L =6 m. A nova carga critica para esta
situacao é:

o n’El, _7%:200x10°-11515x10°
cr Li 62
Pcfr=6,31 x10°N=631,38 kN

Como apenas removemos a viga V,, o comprimento efetivo
na direcdo ¥y continuou © mesmo, assim como a carga critica de
flamsbagem. Agora, com a remogao da viga V, a carga critica suportada

pela coluna foi reduzida de P! =890,46 kN para P! =631,38 kN .

Agora vamos apenas verificar 0 que ocorreria se removessemos a
viga V,. O comprimento efetivo na diregdo y seria L, =L =6 m € a
nova carga critica seria:

p 7T2E/XX _ 7%-200x10°-4,060x10°
cr L2 - 62

e

P, =2,23x10°N = 222,61 kN
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Portanto a remogdo da viga V,seria catastréfica do quesito
capacidade de carga e a coluna flambaria com uma carga critica muito
menor. Dessa forma, confirmamos que o seu palpite inicial estava
correto, e a viga V, era a mais indicada a ser removida, pois causou
uma reducao menor na carga critica.

c. Por fim, vocé foi solicitado a calcular a tensdo critica de
flambagem e o indice de esbeltez antes e apds a remogado da viga V.
A tensdo critica inicial € dada pela Eqg. 3.21 e o indice de esbeltez pelas
Eqg. 3.22 e 3.24:

i A= L = 3
o P 89046 \/// \/4,060><10’6/
T A 4,20x10° A '4,20x107°
0! =212,01 MPa N=96,49

Analogamente, para a condigdo final, apos a remogdo da viga V;:
L 6

; A=
o —Fu_ 63138 \//yyﬂ, J1 1515x10°
A

A 4,20x10° /4,20x107°
o' =150,33 MPa N'=114,59

Em ambas situagdes, a tensdo critica se encontrava abaixo da
tensdo de escoamento do aco 0,=250 MPa, indicando que a coluna
flambara antes de sofrer escoamento. Como o aco deste problema tem
as mesmas propriedades do aco da Figura 3.21, podemos comparar
os valores do indice de esbeltez com o grafico, o que indicaria que
poderiamos usar a equacao de Euler para definicao da tensao critica,
pois ambos valores sdo A > 89. Na pratica, esses valores de tensdo ainda
seriam reduzidos por um fator de seguranca, reduzindo ainda mais a
tensao admissivel pela coluna.

Avancando na pratica

Viabilidade de mudanca na secao transversal de barra circular

Descricdo da situacao-problema

A empresa que vocé trabalha esta realizando um servico de
escavacao de valas. Devido a profundidade da escavacao, estdo sendo
utilizadas barras de aco para escorar as paredes de contencao provisoria
(Figura 3.22). A carga que cada barra de aco deve suportar € 25 KN e
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o comprimento efetivo de cada barra € 2 m. Para isso, sua empresa
adquirird barras circulares com 50 mm de diametro. Antes de realizar
a compra, seu chefe, preocupado com o alto valor do aco, pergunta
se vocé tem alguma sugestao para economizar material, mantendo
0 mesmo diametro externo. Ele informou que apenas a resisténcia a
flambagem deve ser verificada e também solicitou que vocé indique a
porcentagem de economia de material gerada. Foi utilizado um fator de
seguranca de 2,0 e agco com modulo de elasticidade de E =200 GPa.

Figura 3.22 | Barra de aco escorando paredes de contencdo provisoria
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Vocé sugere a seu chefe que sejam utilizadas barras circulares
vazadas, pois a mai-or resisténcia a flambagem de uma barra se encontra
em sua periferia. Sabendo que a carga atuante em cada barra € 25 KN, a
carga critica deve ser calculada utilizando o fator de seguranca:

P, =25x2=50 KN

Agora, sabendo que o didmetro externo (d,) € 50 mm, podemos
cal-cular o didmetro interno (d,):

2 n%-200x10° .7
P, ="E _50.100 = 64
2 2

I

Fonte: elaborada pelo autor

4

Resolucao da situagcdo-problema

0,05 - g
( ’)

d, =0,045 m=45,23 mm

Em favor da seguranca, vocé sugere que o diametro interno da barra
seja 45 mm. Vocé entdo calcula a porcentagem da economia de ago:
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n/ (502 — 452
econ.:1OO—MX’IOOﬂOO—MMOO:econ.=81,00%

Abarra % (502 )

Portanto, a economia de aco usando tubos no lugar de barras
foi de 81%.

Faca valer a pena

1. Imagine trés barras de aco, com o0 mesmo modulo de elasticidade, o mesmo
tipo de vinculagdo, 0 mesmo comprimento efetivo e a mesma area de secao
transversal. Na Figura 3.23 sdo exibidas as secOes transversais das barras.

Figura 3.23 | (a) barra quadrada, (b) barra triangular e (c) barra circular

(a) (b) ()

Fonte: elaborada pelo autor.

Defina, do maior para 0 menor, qual secao transversal tera maior carga critica.

a) circulo, quadrado, triangulo.
b) triangulo, circulo, quadrado.
¢) quadrado, tridngulo, circulo.
d) triangulo, quadrado, circulo.
e) circulo, triangulo, quadrado.

2. Uma coluna com perfil W150x13, com propriedades geométricas exibidas
na Figura 3.24, é utilizada para suportar uma coberta. O comprimento da
coluna é 2 m e o modulo de elasticidade do aco é E = 200 GPa.

Figura 3.24 | Secdo transversal de perfil W150x13

A=16,6cm?
Ix=635¢cm*
ly=82cm?

Fonte: elaborada pelo autor.
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Quiais sao, respectivamente, as cargas criticas para a coluna caso ela tenha as
seguintes vincu-lagdes: 1. biengastada; 2. engastada/articulada; 3. biarticulada;
4. engastada/apoiada?

a) 1618,62 KN: 825,82 KN: 404,65 KN: 101,16 KN-
b) 825,82 KN: 202,32 KN: 809,30 KN: 1618,62 KN-
) 1209,31 KN: 825,82 KN: 404,65 KN: 101,16 KN
d) 1618,62 KN: 825,82 KN: 809,30 KN 202,32 KN.
e) 404,65 KN: 1209,31 KN: 825,82 KN: 101,16 KN .

3. Para uma coluna de madeira sofra flambagem elastica, ou seja, passivel
de usar a equacgao de Euler, seu indice de esbeltez deve ser maior que 100.
Suponha que essa coluna seja quadrada, biarticulada com 4 m de comprimento
e modulo de elasticidade de 15000 MPa.

Qual a dimensao maxima do lado que esta coluna pode ter para que ela sofra
flambagem elasti-ca e, com esta dimensdo, qual é sua tensao critica?

a) 13,85 cm e 148 MPa.
b) 69,28 cm e 1480 MPa.
) 13,85 cm e 14,80 MPa.
) 19,20 cm e 148 MPa.
) 19,20 cm e 14,80 MPa.

Q0

e
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Secao 3.3

Flambagem elastica e plastica

Dialogo aberto

Caro aluno,

Nesta secdo, vamos aprender o que € flambagem inelastica e
identificaremos se uma coluna é longa, intermediaria ou curta e de
que forma cada uma dessas colunas se comporta quando carregada
axialmente. Ao fim deste capitulo, vocé sera capaz de utilizar teorias de
flambagem inelastica para verificar carregamentos criticos em colunas
fora do campo de atuagao da equacao de Euler.

Recorde-se que vocé esta fazendo uma avaliacdo de viabilidade da
reforma da biblioteca da sua antiga universidade. Ao fim da sua avaliagao
prévia da estrutura, o arquiteto fica curioso do porqué da remogao de
uma das vigas que travava o pilar lateralmente reduziu sua capacidade
de carga. Entao ele te questiona se simplesmente adicionassemaos mais
travamentos laterais nos pilares a capacidade de carga se elevaria?
Demostre usando o mesmo pilar da secao anterior (pilar P3) com a
adicao de travamentos laterais representados na Figura 3.25a e 3.25b.
Considere que o aco utilizado tem um diagrama bilinear de tensao-
deformacao, apresentado na Figura 3.25¢c e que a secao transversal € a
exibida na Figura 3.25d.

Figura 3.25 | Representacdo do pilar P3 com travamentos laterais adicionados visto
na direcdo y (a) e na direcdo x (b). (c) Diagrama biinear de tensdo-deformacao do
aco utilizado. (d) Segao transversal do pilar P3
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x

(a) (b) (c) (d)

Fonte: elaborada pelo autor.
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a. Explique por que a equacao de Euler ndo € capaz de explicar
O comportamento de qualquer tipo de pilar sob compressdo.
Demostre com calculos.

b. Utilizando a teoria do modulo tangente, calcule a capacidade
de carga do pilar P3 reforcado lateralmente, supondo que ele
possua os travamentos laterais propostos pelo arquiteto, exibido na
Figura 3.25a e 3.25b.

Nao pode faltar

Deformacao elastica e plastica de uma barra

Até o momento, nossas discussdes levaram em consideracao
gue oS materiais estudados sempre seguiriam a Lei de Hooke.
De aqui em diante, estudaremos o comportamento de barras
carregadas axialmente em que as tensdes excedem o limite
de proporcionalidade, ou seja, o material ndo apresenta mais
comportamento elastico. Essa suposicao € razoavel para materiais
frageis, que rompem sem escoar. Para materiais ducteis, isso implica
que a resisténcia ao escoamento do material ndo € aproveitada.

Na deformacao elastica, as deformacdes se mantém dentro da
zona elastica e 0 membro estrutural retornara ao seu estado inicial
apos a remocdo da carga. Porém, caso a tensdo supere o limite de
proporcionalidade do material, ocorrerdo deformacdes plasticas € os
resultados obtidos antes dessas deformagdes nao poderao mais ser
considerados. Nesse caso, sao necessarias analises mais profundas,
baseadas em relacdes ndo lineares de tensao e deformacao.

Por simplificacao, as curvas de tensdo-deformacao sao
representadas por curvas idealizadas de tensdo-deformacdo, que
podem ser expressadas por funcdes matematicas. Alguns exemplos
sao exibidos na Figura 3.26. O primeiro diagrama (a) € geralmente
utilizado por ligas de aluminio, consistindo de duas partes: uma
regidao inicial linear elastica, seguida por regiao nao-linear expressa
por uma equacdo. No segundo diagrama (b), a curva € expressada
por uma unica expressaoc matematica, sendo considerada nao-
linear em toda sua extensao. O diagrama (c) representa a curva
de tensdo deformacao mais utilizada para aco estrutural, pois este
apresenta uma regido linear seguida por uma regiao de consideravel
escoamento, podendo ser representada por duas linhas retas. A
linha horizontal do grafico, na qual a tensao se mantem constante
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e a deformacdo aumenta ¢ chamada de deformacado perfeitamente
plastica. Os materiais que apresentam esse tipo de comportamento
sdo chamados de materiais elastoplasticos. O diagrama (d) é usado
para materiais que sofrem endurecimento ou Como aproximacao
de diagramas com regides ndo-lineares. Esse diagrama, conhecido
como diagrama bilinear de tensdo-deformacdo, apresenta duas retas
com diferentes inclinagdes, a primeira sequindo a Lei de Hooke.

Figura 3.26 | Tipos de comportamentos idealizados de materiais: (a) curva elastica-
nao linear; (b) curva geral ndo-linear; (c) curva elastoplastica; (d) curva bilinear
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0 : 0
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__I —Linearmente elastico R [T

(©) (d)

Fonte:adaptada de Gere e Goodno (2013, p. 209)

Em varios casos, a deformacdo torna-se muito grande e o0s
diagramas apresentados perdem a capacidade de representar
simplificadamente o comportamento do material, porém, nesse
ponto, as deformacdes serdo tao grandes, que © material ja perdeu
sua utilidade como elemento estrutural.

?=| Exemplificando

Imagine que uma barra com L = 1 m de comprimento e area da
secdo transversal de A = 120 m? ¢ feita com material elastoplastico,
tendo diagrama de tensao-deformacao semelhante ao apresentado
na Figura 3.26¢c. Seu modulo de elasticidade € E = 200 GPa e sua
tensdo de escoamento é 0v=300 MPa. Uma carga axial foi aplicada }
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4 na barra até que ela sofra uma reducao de 10 mm e posteriormente é
removida. Qual a deformacdo final apresentada pela barra?

Sabemos das equacdes basicas de resisténcia dos materiais que a
deformacado de uma peca € dada por:
6 10

e=T=—""=10x10"
L 1000

Observando o grafico e usando as equac¢des conhecidas, sabemos da
relacao entre tensao, deformacado e modulo de elasticidade:

o -6
e =2 3000 4510 mmymm
7 E 200x10
Essa é adeformacao elastica que a barra apresenta, ou seja, que retorna
a configuracao inicial. Agora, a deformacao permanente apresentada
pela barra sera a diferenca entre as duas deformagdes encontradas:

gp=c—c,=10x10"°-15%x10"° =8,5x10"> mm/mm

Portanto, a redu¢ao da barra sera de:

8, =ep-L=85x102.1000 = 8,5 mm

Comportamento elastico e inelastico de uma barra

Nas secdes anteriores, vimos que as equacdes de Euler foram
derivadas a partir da consideracao que o material se comportaria
de forma elastica e sequiria a lei de Hooke. Caso a tensao atuante
Nno material seja maior que a tensdo de escoamento, a coluna
escoara antes de ter a chance de flambar e, portanto, as equacdes
de Euler ndo deveriam ser utilizadas. Em outras palavras, 0 campo
de atuagao da equacgdo de Euler € para estruturas longas ou de
grande esbeltez.

Vamos agora estender nossos estudos a flambagem inelastica,
que ocorre em estruturas onde o indice de esbeltez admissivel nao
é superado. Na Figura 3.27 é exibido um diagrama semelhante ao
da Figura 3.21, que exibe a curva de tensdo de compressao media
(P/A ) em funcdo do indice de esbeltez (L/r). A curva de Euler é
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exibida na regido CD em que a tensao atuante € menor que o limite
de proporcionalidade do material (o5 ).

Figura 3.27 | Diagrama de tensdo média de compressdo versus indice de esbeltez de
uma coluna idealizada
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Fonte: adaptada de Craig (2011, p. 659).

O indice de esbeltez limite indica qual a esbeltez minima na qual
a curva de Euler é valida. Para obté-lo devemos utilizar a equacao da
tensdo critica de Euler (Eq. 3.23) substituindo a tenséo critica (o, )
pelo limite de proporcionalidade do material (¢, ). Isolando o indice
de esbeltez critico (A, y temos:

= Eq. 3.25

Op

L] ©’E

Seguindo 0 mesmo exemplo apresentado na secao anterior, um
aco com limite de proporcionalidade de o, =250MPa e modulo
de elasticidade de E =200GPa, substituidos na equagao 3.25
nos da um indice de esbeltez critico de A, =89 . Entdo, para este
material, a carga de Euler pode ser considerada e a coluna flambara
elasticamente se A >89, do contrario, o material excedera o limite
de proporcionalidade e a flambagem sera inelastica.

A partir da curva de Euler, apresentada na Figura 3.27, € possivel
notar que colunas longas com elevados indices de esbeltez sofrem
flambagem com valores relativamente baixos de tensdo. Vale
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ressaltar novamente que a resisténcia a flambagem de uma coluna
nao esta ligada a resisténcia do material em si, mas da estabilidade
da estrutura como um todo. Portanto, a tensdo admissivel da coluna
SO pode ser aumentada reduzindo a esbeltez (secao transversal x
comprimento) e aumentando o modulo de elasticidade.

Se a estrutura for muito curta, o indice de esbeltez sera muito
baixo e a coluna sera denominada curta. Esse tipo de coluna
falha por esmagamento e escoamento do material na tensao de
compressao ultima (e, ), que gera um limite de resisténcia para o
material representado pelo trecho AB .

Entre as chamadas colunas longas e colunas curtas, existe
uma area de colunas intermediarias que falham por flambagem
inelastica. Portanto, as tensdes atuantes sao maiores que o limite
de proporcionalidade do material e este nao se comporta de forma
elastica. Os limites entre colunas longas, intermediarias e curtas nao
sdo precisamente definidos para diversos tipos de materiais. Essa
distingao ¢ importante para definir qual método sera utilizado para
determinar a capacidade de carga de determinada estrutura.

o(b Reflita

Qual tipo de coluna vocé acredita que € mais comum na pratica? Vocé
acha que os projetistas preferem utilizar colunas curtas, intermediarias
ou longas?

Os resultados experimentais apresentam uma boa correlagao
com a curva ABCD, sendo usualmente inferiores a esta, exibidos
na Figura 3.28. Os resultados experimentais sao geralmente bem
dispersos, devido a impossibilidade de existir a coluna idealizada
que viemos estudando. O alinhamento da coluna, precisao da
aplicagao da carga e dos suportes causam uma grande variabilidade
Nnos resultados. Para que essa curva seja considerada aplicavel, é
utilizado um fator de seguranca sobre a tensao maxima, geralmente
com valor 2. Quanto maior a esbeltez da coluna, maior deve ser
esse fator de seguranca.
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Figura 3.28 | Plotagem de dados experimentais de flambagem de colunas
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Fonte: adaptada de Beer et al. (2015, p. 722); Craig (2011, p. 659).
Flambagem plastica (inelastica)

Para o estudo de colunas intermediadrias sob flambagem,
a equacao de Euler ndao € aplicavel, precisamos de teorias de
flambagem inelastica. Trés teorias serdao apresentadas: teoria do
modulo tangente, teoria do modulo reduzido e teoria de Shanley.

- Teoria do modulo tangente — Engesser (1889)

O diagrama de tensdo vs. deformacao de uma coluna idealizada
sob compressao e exibido na Figura 3.29. Nesse caso, a coluna é
intermediaria, ou seja, seu indice de esbeltez (\) € menor que o
indice de esbeltez critico (A, | e a tensdo axial (¢ ) alcanca o limite de
proporcionalidade (¢,,) antes da tensdo critica (o, ) ser alcancada.
O ponto A representa a tensdao do limite de proporcionalidade do
material (o,,) € 0 ponto B representa a tensdo atuante no material (
o). Se acarga aplicada € aumentada, ocorre um aumento na tensao
atuante e, portanto, uma alteracao na relacdo tensao-deformacao.
Essa alteracdo € dada pela inclinacdo da reta tangente no ponto Be
€ chamada de modulo tangente (E, ):

_do

E =—"+- Eqg. 3.26
" de 9

U3 - Flambagem em barras 60



Em outras palavras, essa teoria considera que, no momento da
falha por flambagem inelastica, a coluna se comporta como se fosse
feita de um material elastico com menor rigidez. A medida que a
tensdo atuante aumenta, o modulo tangente é reduzido. Quando
a tensao € menor que o limite de proporcionalidade, o modulo
tangente € igual ao modulo de elasticidade.

Figura 3.29 | Diagrama de tensdo-deformacado de uma coluna idealizada sob compressdo

E; (op) = Modulo tangente

Ol

OpL [ A
E =Mobdulo de Elasticidade

Fonte: adaptada de Craig (2011, p. 659)

A deducdo da equacao da carga critica usando a teoria do
modulo tangente € a mesma da equacao de Euler. Portanto, a carga
critica pela teoria do modulo tangente (P, ) € dada por:

=

I
R="5" Eq327

Na gual E, € o modulo tangente, I € o momento de inércia e
L é o comprimento da coluna. A tensao critica correspondente €
também similar a tensdo critica de Euler e € dada por:

2
o, :ﬂ:W—Efz Eq. 3.28
A (Lr)

A teoria do modulo tangente € a mais simples de ser utilizada,
entretanto, exibe falhas em apresentar o comportamento fiel do
material. Essas falhas podem ser contornadas por meio da utilizacao
da teoria do modulo reduzido, apresentada a seguir.

- Teoria do modulo reduzido — Karmam - Engesser (1910)

Uma coluna sob flambagem apresenta tensdes de flexao
composta em sua secao transversal em adicdo a tensdo de
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compressao atuante (o, ). Essas tensGes sdo de compressao (o, ) NO
lado cOncavo da secdo transversal e de tragdo (o, ) no lado convexo.
Portanto, a tensdo atuante € somada as tensdes de flexdo, sendo
aumentada de um lado (o, +0,) e reduzida de outro (o5 +0; ). NO
lado codncavo, a tensdo € aumentada e © material seque a teoria do
modulo tangente (E, ). Ja no lado convexo, no qual a tensao atuante
€ reduzida o material, seque a mesma inclinacdo do modulo de
elasticidade (E). Em outras palavras, € como se a coluna fosse feita
de dois materiais diferentes.

6&*’ Assimile
Para analisar uma coluna feita de dois materiais diferentes, podemos
usar conceitos da teoria de flexdo em vigas feitas de dois materiais
diferentes. Os resultados dessas analises mostram que a coluna

flexiona com a rigidez de um material com modulo de elasticidade
entre os valores de E e E,.

O modulo efetivo de um material € um valor entre E e E,
, chamado de modulo reduzido (E,). O modulo reduzido € mais
dificil de ser determinado, pois nao depende so da tensao atuante,
mas também do tipo da secao transversal da coluna. Por exemplo,
para uma coluna com secdo transversal retangular, o modulo
reduzido pode ser dado por:

E—_ R

U9 Pesquise mais

Se vocé ficou curioso em descobrir como encontrar o modulo
reduzido (E,) em colunas feitas de dois materiais, veja as se¢des 6.2
e 6.3 do livro Mecanica dos Materiais, disponivel na biblioteca virtual.

GERE, J. M.; GOODNO, B. J. Mecanica dos materiais. /7. ed. S3o Paulo:
Cengage Learning, 2010.

A deducdo da equacdo da carga critica usando a teoria do
modulo reduzido € a mesma da equacao de Euler e da teoria do
maodulo tangente. Portanto, a carga critica pela teoria do modulo
reduzido e dada por:
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P =—r Eqg. 3.30
Ik g
A tensao critica correspondente ¢ dada por:

P _ E,
g, Z— (L/r)2 Eq 331

Alem de possuir uma aplicacdo bem mais complexa, a teoria do
modulo reduzido também apresenta uma falha, pois considera que
a coluna esta sofrendo uma reducao de tensdo em um dos lados da
secao transversal. Entretanto essa reducao so pode ocorrer apos a
flexdo da barra, que sO ocorre apos a aplicagcao da carga, antes de
acontecer a reducao de tensao. Portanto, a carga critica pela teoria
do modulo reduzido (P.) nunca podera ser alcancada.

- Teoria de Engesser — Shanley (1946)

As teorias do modulo tangente e do modulo reduzido nao
conseguem definir completamente a flambagem inelastica. Dessa
forma, uma teoria foi desenvolvida por F. R. Shanley (1946) utilizando
conceitos de ambas teorias apresentadas e demonstrou a validade
da teoria do modulo tangente de Engesser. Entre as conclusdes
tiradas por Shanley (1946), estd que a carga critica de uma coluna
tem seu limite superior pela teoria do modulo reduzido e seu limite
inferior pela teoria do modulo tangente.

Devido as conclusdes tiradas por Shanley (1946) e em favor da
seguranca, a teria do modulo tangente fornece a carga critica na
qual a coluna permanece reta e devera ser utilizada para o projeto
de colunas. As curvas da teoria do modulo tangente e da teoria
do modulo reduzido sdo presentadas na Figura 3.30. Note que o,
sempre € maior que o, .
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Figura 3.30 | Diagrama de tensdo-deformacdo de uma coluna idealizada sob compressao
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Fonte: adaptada de Gere e Goodno (2013, p. 945).

D9 Pesquise mais

Mais detalhes sobre o trabalho desenvolvido por Shanley (1946) podem
ser encontrados no capitulo 9, topico 9.3 do livro Resisténcia dos
Materiais, disponivel gratuitamente na internet.

GUIMARAES, H. C. F.; AVILA, J. A Flambagem. In: . (Org.).
Resisténcia dos materiais. Rio de Janeiro: IME, 2001. cap. 9. p. 203-
245. Disponivel em: <http://transportes.ime.eb.br/~moniz/resmat/
CAP_IX_FLAMBAGEM pdf>. Acesso em: 14 fev. 2018.

Sem medo de errar

Voltando agora a situacao-problema desta secao, aplicaremos
0s conceitos que aprendemos sobre flambagem inelastica para
responder os guestionamentos feitos. O primeiro questionamento
foi sobre a utilizagcao da equacao de Euler na situacao proposta pelo
arquiteto, com a adicdo de travamentos laterais no pilar. Sabemos
que a equacao de Euler so pode ser utilizada quando a coluna é
denominada longa, ou seja, tem indice de esbeltez maior que o
indice de esbeltez critico. Ora, a adicdo de travamentos laterais
reduz o comprimento efetivo do nosso pilar, 0 que reduzird o valor
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do indice de esbeltez. Vamos verificar utilizando as eq. 3.22 e 3.24 e
sabendo que o novo comprimento efetivo do pilaré L, =L/4=15m

L

NI

Da secado anterior, sabemos que para a secao transversal do pilar:

%

/ :10,08-0,153 —10,06-0,133
Y12 12

I, =11515x10° m*

I, =--015.0,08°— 1 0,13.0,06°
12 12

I, =4,060x10"° m*

A=0,15-0,08-0,13-0,06
A=4,20x10"° m*

Resolvendo a equacao, utilizando o maior momento de inércia,
pois este indicara o maior indice de esbeltez da peca:

N 15

JI/A \/11,515><10’6
4,20x107

A=48,25

Sabemos que para © aco utilizado no pilar e ao observarmos a
Figura 3.21, o indice critico de esbeltez ¢ A, = 89 e, portanto, o pilar
com a adi¢ao de travamentos nao € mais considerado longo, o que
impede a utilizagcdo da equagao de Euler.

b. Agora vamos utilizar a teoria do modulo tangente para calcular
qual a capacidade critica que o pilar apresenta com a adi¢ao dos
travamentos laterais. Aplicando a Eqg. 3.28, temos:

2 2
o, =" B 4on100E 1)
N 4825

Inicialmente, assumimos que a tensdo critica esté na zona
elastica. Do diagrama da Figura 3.26 temos:

_ 250MPa

=———— =200 GPa
0,00125

Substituindo na equagdo (1):
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o, =4,24x107°-200GPa = 848,05 MPa

Uma vez que o, >0, =250 MPa, o pilar sofreréd flambagem
inelastica. Agora, do diagrama da Figura 3.26 e utilizando a Eq. 3.26,
podemos encontrar o modulo tangente:

_ do _ 450MPa —250MPa
" de  0,00425-0,00125

= 66,67 GPa

Substituindo na equagdo (1):

o, =4,24x107°.66,67 GPa
o, = 282,68 MPa

Como esse valor se encontra entre 250MPa < o, < 450MPa,
confirma-se que essa € a tensado critica do pilar. Aplicando a Eq. 3.21,
podemos agora encontrar a carga critica de flambagem:

P, =0, -A=28268MPa-4,20x10"° m?
P, =1187,28 KN
Entao, vocé pode explicar ao arquiteto que sim, tratando-se apenas
da carga critica de flambagem, a capacidade de carga do pilar seria
aumentada se fossem adicionados travamentos laterais, mesmo que o
pilar se encontre na zona intermediaria e apresente flambagem inelastica.
Porém, vale mencionar que deveriam ser realizadas checagens com

relacdo carga normal axial no pilar e a tensdo de escoamento do aco
para definir qual seria a carga maxima suportada por ele.

Avancando na pratica

Comparacgdo de teorias de flambagem inelastica

Descricdo da situacao-problema

Verifigue, utilizando a teoria do método tangente e a teoria do
metodo reduzido, quais as tensdes criticas suportadas por uma
barra biarticulada de aco retangular com secdo de 60mm x 40mm
e comprimento de L = 1 m. Vocé concorda com as conclusoes
tiradas pela teoria de Shanley sobre essas duas teorias? Justifique sua
resposta baseada nos resultados que vocé encontrar. O diagrama
bilinear de tensdo-deformacgao esta representado na Figura 3.31.
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Figura 3.31 | Diagrama bilinear de tensdo-deformacado da barra
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Fonte: elaborada pelo autor

Resolucao da situacao-problema

Inicialmente devemos calcular o indice de esbeltez da barra
através das Eq. 3.24 e Eq. 3.22:

12%0,06-0,043 =3,2x107"m*

A=0,06-0,04=24x10"°m’
0,75

L
JI/A 3,2><107
2,4x10°

Vamos assumir que a tensao critica esta na zona elastica. Do
diagrama da Figura 3.31 temos:

_ 100MPa
~ 0,001

= 64,95

=100 GPa

Substituindo na Eq. 3.23:

_ wE_ 7%-100x10°

0y == — — 233,95 MPa
A 64,95

Uma vez que o, >o0,, =100MPa, a barra sofrerd flambagem
inelastica. A partir do diagrama da Figura 3.31 e da Eq. 3.26, podemos
calcular o modulo tangente deste material:

g _do_ 250MPa—100MPa _ o oo,
ds 0,004—0,001
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Agora, utilizando a Eq. 3.29 para uma secao retangular, podemos
calcular o modulo reduzido:
E - 4EE, 2: 4.100x10° 50 10° 68,63 GPa
(VE+JE]  (V100x10° +B0x10°)
Com ambos os modulos calculados, podemos entdo verificar os
valores das tensdes criticas utilizando as Eq. 3.28 e Eq. 3.31L:

_ 7’E, w*-50x10°

o, =13 = —116,97 MPa
) 64,95
2 2 9
o =TE 1086310 _ 450 55 MPa
) 64,95

Portanto, pela teoria do modulo da tangente, a tensdo critica
encontradafoide 0, = 116,97 MPa e, pela teoria do modulo reduzido,
a tensdo critica encontrada foi de o, = 160,55 MPa. Dessa forma,
fica mais claro o entendimento do porqué a utilizacao do método da
tangente ¢ indicada pela teoria de Shanley e atua em favor da seguranca.
Nesse exemplo, a teoria do modulo da tangente teve uma tensao critica
de aproximadamente a metade da teoria do modulo reduzido.

Faca valer a pena

1. Uma barra com L =2 m de comprimento e drea da secdo transversal
de A=150 mm? é feita com material elastoplastico, tendo diagrama de
tensao-deformacgdo apresentado na Figura 3.32.

Figura 3.32 | Diagrama bilinear de tensdo-deformacado da barra
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Fonte: elaborada pelo autor
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Uma carga axial foi aplicada na barra até que ela sofra uma reducao
de 7,0 mm e posteriormente € removida. Qual é a deformagdo final
apresentada pela barra?

a) 3,5 mm.

b) 7,0 mm.

c) 4,0 mm.

d) 2,0 mm.

e) 1,5 mm.

2. Na Figura 3.33, é exibido um diagrama da curva de tenso de compresséo
meédia (P/A) em funcdo do indice de esbeltez (X). A curva de Euler &
exibida na regido CD na qual a tensdo atuante € menor que o limite de
proporcionalidade do material (0,5 ). O indice de esbeltez critico indica
qual a esbeltez minima na qual a curva de Euler é valida.

Figura 3.33 | Diagrama de tensdo média de compresséo versus indice de esbeltez de
uma coluna idealizada

350 MPa

Fonte: elaborada pelo autor

Sabendo que o limite de proporcionalidade do material é ¢,, = 350 MPa e
o modulo de elasticidade é E =210 GPa, calcule qual o indice de esbeltez
critico correspondente.

a) 43,42.
b) 18,84.
c) 56,05.
d) 72,36.
e) 76,95.
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3. Um pilar engastado/articulado de aco retangular tem secdo de 200 mm
x 100 mm e comprimento de L = 3 m. O diagrama bilinear de tensdo-
deformacgao do material deste pilar esta representado na Figura 3.34.

Figura 3.34 | Diagrama bilinear de tensdo-deformacédo da barra

o (MPa)

500

200[

| | € (mm/mm)

0,001 0,0035
Fonte: elaborada pelo autor.

Verifique, utilizando a teoria do método tangente e a teoria do método
reduzido, quais as tensdes criticas suportadas e responda qual a razdo
entre a maior e a menor.

a) 0,78.
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Unidade 4

Critérios de resisténcia e
teoremas energeéticos

Convite ao estudo

Caro aluno, seja bem-vindo a mais uma etapa. Nas unidades
anteriores fomos apresentados aos conceitos basicos da
resisténcia dos materiais, aprendemos a elaborar diagramas de
esfor¢os solicitantes, como analisar as deformacdes de uma
barra sujeita a flexdo, e como analisar a esbeltez e flambagem
de barras delgadas. Avancando em nosso estudo, esta unidade
tem como objetivo conhecer e compreender os métodos de
energia, a partir dos conceitos de energia de deformacao e os
critérios de resisténcia para materiais ducteis e frageis, aplicando
as teorias de previsao de falhas, a fim de prever a falha estrutural
de elementos sujeitos a um carregamento estatico combinado.

Sua empresa foi contratada para fazer uma analise de falha
de um piso elevado feito de estrutura metalica, apresentada na
Figura 4.1. Todas as vigas trabalham independentes umas das
outras. As vigas AB e BC sdo biapoiadas e a viga CD ¢ engastada.
Vocé foi solicitado pelo seu chefe para utilizar os conceitos
de energia de deformacgao e os critérios de resisténcia para
materiais ducteis e frageis para aplicar as teorias de previsao de
falhas e prever a falha estrutural do sistema.

Figura 4.1 | Piso elevado em estrutura metalica
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Fonte: elaborada pelo autor.



Inicialmente vocé fara uma rapida verificacdo na viga
engastada CD quanto aos parafusos de fixagdo da viga
engastada CD com o Pilar C e quanto a resisténcia ao impacto
dessa mesma viga. Num segundo momento, vocé ira verificar
os critérios de falha de materiais ducteis para as vigas. Por fim,
voceé realizara verificacdes quanto aos criterios de falha para
materiais frageis caso fossem usados ferro fundido nas vigas.

Para facilitar a aprendizagem, esta unidade esta dividida
em trés secdes: na Secao 1 vocé conhecera os métodos de
energia; na secdo 2 abordaremos os critérios de resisténcia
para materiais ducteis; por fim, na Secao 3, serdo discutidos os
critérios de resisténcia para materiais frageis.



Secaon 4.1

Métodos de energia

Dialogo aberto

Nessa secdo iremos explorar os métodos de energia, conhecendo
a aplicacdo de seus conceitos para determinacao da energia de
deformacdo e os efeitos causados pelo impacto em elementos
estruturais elasticos. Lembre-se que sua empresa foi contratada
para fazer uma analise de falha de um piso elevado feito de estrutura
metalica, apresentada na Figura 4.1. Seu chefe ordena que antes de
verificar as teorias de falha, vocé faca uma rapida verificagao na viga
engastada CD. Ele teme duas situacdes que possam causar falha da
estrutura. A primeira € nos parafusos de fixacao da viga engastada
CD com o Pilar C e a segunda € caso sejam derrubados itens do
andar superior, se a viga sera capaz de suportar.

a. Inicie sua verificacdo de seguranca pelos parafusos de
fixagdo da viga engastada CD com o Pilar C. Vocé nota que
0s parafusos utilizados nao foram uniformes, alguns tinham
didmetros maiores que outros, conforme exibido na Figura
4.2. Verifigue a carga maxima admissivel pelos parafusos
e identifigue qual dos dois tipos € mais indicado para a
utilizagdo no local. Considere £ = 200 GPa e o, = 350 MPa.

Figura 4.2 | Parafusos A e B utilizados na fixacdo da viga CD
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Fonte: elabora pelo autor
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b. Posteriormente, vocé verifica, a pedido de seu chefe, se um
corpo com massa de 100 kg cair sobre a viga CD, causara
escoamento. Para isto, considere que © Corpo cai no ponto
D da viga de uma altura h = 3 m e que L=1m e, portanto,
o comprimento total da viga € 4 m. Considere ainda que a
viga € de um ago com £ = 200 GPa, o, =350 MPa e se¢do
W200 x 46, com altura d = 203 mm e momento de inércia
| =455%x10"° m*.

Nao pode faltar

Energia de Deformacédo

Nas unidades anteriores, as analises de forcas e deslocamentos
eram baseadas em dois conceitos fundamentais: tensdo (o) e
deformacao (€). Agora sera introduzido o conceito de energia de
deformacao. Antes da utilizacdo de computadores, os métodos de
energia eram muito utilizados na resolucao de problemas avang¢ados
de deflexdo, e hoje servem de base para o metodo dos elementos
finitos — o método mais popular para resolucao de problemas
avancados de mecanica, estruturas, etc.

A energia de deformacao de um corpo pode ser definida
como O aumento de energia relacionado com a deformacao
desse corpo. Para melhor compreender o conceito de energia
de deformacdo, inicialmente precisamos entender o significado
de trabalho. Na mecaéanica, uma forca faz um trabalho quando
sofre uma deformacao dx na mesma direcao da forca. O trabalho
realizado e definido como:

du, = Pdx (Eg. 4.1)

Vamos considerar agora uma barra de comprimento L, engastada
Nna base e com secao transversal A (Figura 4.3a). Aplicando uma
carga P na ponta da barra, aumentando lentamente sua magnitude
uma deformacdo ird ocorrer causando um deslocamento da barra
que € representado por A.
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Figura 4.3 | (a) Deformacdo de uma barra; (b) Diagrama de forca versus deformacéo de
material ndo eldstico; (c) Diagrama de forca versus deformacdo de material elastico-linear.

U = Area P=kx
L P |

P
A——U =iPA

A
IT
P X A X A X
ax
(a) (b) (c)

Fonte: elabora pelo autor.

Supondo que a barra ndo se comporta de forma elastica-linear,
seu diagrama de forca versus deformacao € exibido na Figura 4.3b.
Para esta situacao, o trabalho € igual ao produto da forca P e da
pequena deformacao dx, similar a Equacao 4.1. Essa equacao € igual
a de um elemento de largura dx localizado abaixo do diagrama de
forca versus deformacao, em destaque na Figura 4.1b. Agora, se a
deformacdo total € A, o trabalho se torna:

A
Ue:f0 Pdx  (Eq.4.2)

Sendo igual a area total sob o diagrama. Agora imagine que a
barra se comporta de maneira elastica-linear. Nesse caso, a forca
P sera diretamente proporcional ao deslocamento A e o diagrama
de forga versus deformacao (Figura 4.3c) pode ser representado por
uma linha reta de equacao:

P=kx (Eq. 4.3)

Onde k é uma constante. Substituindo a Equacado 4.3 na Equacao

4.2 e resolvendo a integral, temos:

_re _ 1Az
u,= [ hxdx = - ka? - (Eq. 44)

Do grafico, temos que no ponto A a forga € P, e portanto da
Eqg. 4.3 temos que:

P =kA (Eqg. 4.5
EaEq. 4.4 setorna:

u :%PA (Eq. 4.6)

e
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Esta equacdo € a mesma de um triangulo com base A e altura
P, localizado abaixo da curva forca versus deformacdo. De forma
analoga, o trabalho realizado por uma tor¢do T ou um momento M
podem ser definidos respectivamente por:

) 0
Ue:f0 Tde (Eq. 4. Ue:fo Mdo (Eq. 4.8)

E caso os materiais sejam elastico-lineares, as Equacdes 4.7 e 4.8
se tornam:

1 1
U, =2T¢ (Eq. 49) U, =5 M (Eq. 4.10)

Quando um material sofre uma deformacdo devido a um
carregamento externo, o trabalho externo realizado pela carga e
convertidoem trabalho interno, chamado de energia de deformacdo.
Isso ocorre desde que ndo haja perda de energia em forma de calor.

Energia de Deformacao Elastica para Varias Cargas

Tensdes Normais

Se o elemento exibido na Figura 4.4, de volume dV € submetido a
uma tensdo normal o, a forca criada No seu topo e sua base seria de:

dP, =5, dA=0cdxdy  (Eq.4.11)

Figura 4.4 | Distribuicdes das tensbes e deformagdes em um elemento sujeito a

tensGes normais.
L

fx
L

Q.

Fonte: elabora pelo autor

Como a forca P € aplicada gradualmente, a deformacao do
elemento também sera gradual, dada por:
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dA, =c,dz  (Eq 4.12)
O trabalho realizado pela forga dP,, utilizando a Equagédo 4.6 €:
au, = %dPZdAZ (Eq. 4.13)
Substituindo as Equacdes 4.11 e 12 na Equacgdo. 4.13 e sabendo
que dV = dxdydz, temos:

au, = 7(0 dxdy)(e,dz) = a e,dv  (Eq. 4.14)

Integrando a Equagao 414 e considerando que O corpo é
submetido a uma tensdo uniaxial em qualquer dire¢ao, podemos
reescrever a Equacao 4.14 da seguinte forma:

gc
U,=j:/7dv (Eq. 4.15)
Caso o material seja elastico e siga a Lei de Hooke, a relacao
o =¢E ¢ valida e a Equacao 4. 15 se torna:

U = va (Eq. 4.16)
v2E

Esta equacdo e chamada de energia de deformacdo elastica de
um corpo.

Tensdes Normais - Carga Axial

Sabemos da resisténcia dos materiais basica que uma barra
submetida a uma carga axial P tem uma tensao normal de o= P/A
e que dV = Adx. Substituindo na Equacao 4.16:

fﬂxx (Eq. 4.17)

Se a barra tiver area da secdo transversal uniforme A, a Equacao
4.17 torna-se:

u-PL  (Eq 418)
" 2EA

OGB Reflita

Vocé consegue explicar a relacdo entre a energia interna de deformacao
e a area da secdo transversal de uma barra? Imagine duas barras de
mesmo material e comprimento sob o mesmo carregamento, com areas
de secao transversais diferentes. Qual das duas tera maior energia de
deformacao? Por que? Discuta com seus colegas e com O professor.
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Tensdes Normais - Flexdo

Na Unidade 2, sabemos que, se desconsiderarmos o efeito do
cisalhamento, uma viga sob flexdo sujeita a um momento M, tem
sua tensdo normal dada por o = My /I, em que y € a posicao da linha
neutra e I € o momento de inércia. Substituindo na Equacado 4.16:

fﬁdv (Eqg. 4.19)
2E

Considerando que dV = dAdx e que M?/2El ¢ fungdo somente
de x, temos:

U = ZZA;; (fysz)dx (Eq. 4.20)

O termo entre parénteses representa 0 momento de inércia da
secao e pode ser substituido por /, assim temos:

L 2
U,:fﬁdx (Eq. 4.21)
) 2E

Tensdes de Cisalhamento

A energia de deformacado no cisalhamento ¢ definida de forma
similar a tensdo normal. Considerando o elemento exibido na Figura
4.5 esta sujeito a uma forca de cisalhamento dP = r(dxdy) na face
superior que a desloca ydz em relacao a face inferior. Sabendo que
dV = dxdydz, temos:

du, = %(dedy)(vdz) = %mdv (Eq. 4.22)

Figura 4.5 | Distribuicdes das tensdes e deformacdes em um elemento sujeito a
cisalhamento

Fonte: elabora pelo autor
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Assim, a energia de deformagado armazenada No Corpo é:
_ ™
U,._fv?iv (Eq. 4.23)

Caso o material seja elastico e siga a Lei de Hooke, a relacao
T=7G e valida e a Equacdo 4.23 se torna:

2
U-=[Zudv (Eq.4.24)
v2G
Tensbes de Cisalhamento - Torcao

Com demonstracdo semelhante a tensdo normal na flexao, a
energia de deformacao de cisalhamento na torcdo pode ser dada por:

L T2
U= |—-—dx (Eq 4.25)
) 264

Sabendo que T é o torque e J € o momento polar de inércia. Se
a barra tiver area da sec¢ado transversal uniforme A, a Equacao 4.25
torna-se:

2
u-TLt (Eq 4.26)
2GJ

J=| Exemplificando

Determine a energia de deformagdo na torcdo em uma barra de ago com
maodulo de elasticidade transversal G=75 GPa e diametro d=50 mm.

Figura 4.6 | Barra de aco sob tor¢do

9 kN.m

5 kN.m

Fonte: elabora pelo autor. >
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O momento de inércia a torcao de uma barra circular € dado pela
seguinte equacao:

4 4
J:%:“'g’s W
J =0,098 m*

Vamos agora aplicar a Equacao 4.26, fazendo o somatorio das energias
de deformacao em funcao do comprimento da barra sob torcdo, temos:

T2 1 2 2
y _ 4010 2)
2GJ

Substituindo os valores de J e G, temos:

4,1x10"

== —27,84J ()
2.75x10°.0,098

Energia de deformacgao para um estado geral de tensdes

De forma analoga aos itens anteriores, podemos derivar a
expressao para a energia de deformacao para um estado geral de
tensdes (Figura 4.7). Para um corpo elastico, a energia é dada por:

—
U = E(UX&‘X +0,6, +0,6, + T Yy + T Vee + Tyz’}/yz> (Eq. 4.27)

Figura 4.7 | Distribuicdes das tensdes e deformacgdes em um estado geral de tensdes
Oz

d

Fonte: elaborada pelo autor.
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Cargas de impacto e método da carga estatica equivalente

Até o momento, todas as forcas foram consideradas como sendo
aplicadas lentamente, garantindo que o corpo permanecga estatico.
Porém, na pratica, existem forcas que sao aplicadas de forma dinamica
como o impacto de automovel ou a forgca das ondas em muros de
contencao. Para facilitar o estudo de cargas de impacto, faremos
as seguintes simplificacdes: () o deslocamento serad diretamente
proporcional a carga, (ii) o material é elastico-linear, (iii) a inércia da
estrutura pode ser desprezada e (iv) ndo ha energia dissipada por
calor, som ou deformacao plastica devido ao impacto.

Para esta analise, vamos considerar uma mola livre na posi¢ao
vertical sujeita a queda de um corpo de massa m=W/g de uma
altura h, em que W é o peso do corpo e g ¢ a gravidade (Figura 4.8).
Quando o corpo atinge a mola, causa uma deformacdo maxima Lmax
e depois entra em repouso. Do principio da conservacao de energia,
o trabalho causado pela queda do corpo sobre a mola deve ser igual
ao trabalho necessario para desloca-la. Dessa forma, temos:

U, =y,

1
W(h+Amax):§kArznax (Eq 428)

Figura 4.8 | Queda livre de um corpo sobre uma mola

-
|

>
3
>

Fonte: elabora pelo autor

Onde k € a rigidez da mola. Caso a forca aplicada fosse estatica,
o deslocamento estatico equivalente seria:
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A=Y (kg 429
k
De forma analoga, o deslocamento dinamico vale:
P .
Apge == (EQ.4.30)
Isolando k nas Equagdes 4.29 e 4.30, e resolvendo para P, .
temos que a carga dinamica maxima e dada por:

p. —Smy  (Eq. 431)
Aest

Resolvendo a equacdo quadratica para a raiz positiva (Eq. 4.28),
temos:

w w w

A e :[7 + [?] +2h[7 (Eq. 4.32)

Substituindo a Equacao 4.29 na Equacao 4.32, temos:

Améwx = Aest + \/Ar-:-st2 +2hAest (Eq 433)

Reorganizando os termos:

2h
1+ 1+
Aest

O termo entre parénteses € chamado de fator de impacto (n),
que corresponde a razao entre o deslocamento maximo no impacto
e o deslocamento estatico equivalente. Esse fator permite que uma
carga dinamica seja tratada de forma estatica. O fator de impacto
pode ser calculado por qualquer corpo que tenha relacao linear
entre forca e deformacgdo. A multiplicagdo da carga estatica pelo
fator de impacto fornece a carga dinamica maxima:

P =nW (Eq. 4.35)
Da mesma forma, a tensao dinamica maxima pode ser calculada por:

O max = N0 (Eq. 4.36)

ma.

A=A

max est

(Eq. 4.34)

‘t‘" Assimile

De forma geral, as aplicacdes de engenharia apresentam cargas aplicadas
com relativa lentiddo. Isso garante que as ondas de deformacgao sejam
propagadas lentamente pelo material. Na pratica, alguns carregamentos
apresentam alta velocidade, mas podem ser simplificados de maneira que
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se considere que o material sofra a carga lentamente. Assim, considera-
se que uma carga estatica equivalente sera aplicada lentamente ate
produzir o mesmo deslocamento que uma carga dinamica (ou de
impacto) de alta velocidade causaria. Esse método de estudar impacto €
conhecido como método da carga estatica equivalente. Geralmente é
utilizado um fator de carga ou fator de impacto para relacionar a carga
estatica equivalente a carga dinamica real. Esse fator pode ser aplicado a
tensdo, deslocamento ou a propria carga.

Agora, supondo que a altura de queda seja muito maior que o
deslocamento maximo (h> A,,,), este pode ser desconsiderado na
Equacado 4.28, e entdo:

max )

Ape =200 (Eq. 4.37)
Por outro lado, se o corpo € liberado quando esta em contato
com a mola (h=0), temos:
Ao =27, Eqg.4.38
De forma analoga, para 0 caso de uma massa m que se move

com velocidade v na horizontal até entrar em contato com um corpo
elastico (Figura 4.9), o principio da conservacdo de energia diz que:

Ue :Ui
IWle ka2 (Eq 4.39)
2l g 2
" =1kA§1éx
2 2

Figura 4.9 | Corpo movendo-se lateralmente contra uma mola com velocidade v.

z

ma

Fonte: elaborada pelo autor
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Nesse caso, a energia cinética € considerada como trabalho
externo e substitui o trabalho realizado pelo peso. Assim o
deslocamento maximo vale:

AL = —=—  (Eq. 4.40)
9

|:'|_C|1 Pesquise mais

Aprofunde seus conhecimentos sobre metodos de energia no capitulo
10, parte A, do livro Mecanica dos Materiais disponivel na biblioteca virtual.

RILEY, W. F.; STURGES, L., D.; MORRIS, D., H. Mecanica dos materiais.
5. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2017.

Sem medo de errar

Lembre-se que vocé foi solicitado pelo seu chefe a fazer algumas
verificacdes na estrutura utilizando os métodos de energia.

a) Vocé inicia sua verificacdo de seguranca pelos parafusos
de fixacdo da viga engastada CD com o Pilar C, e nota que
os parafusos utilizados ndo foram uniformes, alguns tinham
diametros maiores que outros, conforme exibido na Figura 4.2.
Vocé vai verificar a carga maxima admissivel pelos parafusos e
identificar qual dos dois tipos € mais indicado para a utilizacao
no local. Vamos iniciar a solucdao encontrando a area da secao
transversal maior (corpo do parafuso A) e menor (rosca do
parafuso A e corpo do parafuso B):

- 7r~d§ _ 7-0,010°

A=" =7,85%10° m?
2 2
A, = ”40’5 :ﬂ:s,osxm* m (1)

No parafuso A, a carga axial méxima ocorreréd onde o diametro
€ menor. No parafuso B, o diametro ¢ uniforme. Portanto,
usaremos A, para O calculo da carga maxima de ambos 0s
parafusos. Assim, temos:

45 U4 - Critérios de resisténcia e teoremas energéticos



Pox=0,-Ag =350x%10°.5,03x10°°
P... =17,59 KN (2)
Agora, no parafuso A, vamos aplicar a eq. 4.18:
U = Z 17,59x10%.0,05 17,59x10°.0,015
2EA 2~200><109~7,85><10’5 2.200%10°.5,03x10°°
U, =2,80x10"°+131x10"° =4,11x10"° N-m
U =411x10"°J (3)

De forma analoga, no parafuso B, temos:
P2L 17,59 x10°-0,065
_ZZEA 2.200%10°.5,03x10°°
U, =5,69x10"° N-m
U, =5,69x10"°J (4)

E interessante notar que ambos parafusos apresentam a
mesma carga maxima admissivel, mas o parafuso B, mesmo
com menor diametro, tem 28% maior capacidade de absorver
energia elastica.

Com esses resultados, vocé informa a seu chefe que ambos
parafusos tem a mesma capacidade de carga, mas o B apresenta
maior capacidade de absorver energia elastica.

b. No segundo momento, vocé agora verifica, a pedido de seu
chefe, se um corpo com massa de 100 kg cair sobre a viga CD, causara
escoamento na mesma. Sabendo que o corpo cai no ponto D da viga
de uma altura, que o comprimento total da viga € 4 m e que a altura
do centroide da secdo transversal € ¢ = d/2 =0,1015 m. Vamos iniciar a
solucdo calculando a equacao da deflexao no ponto D da viga engastada
CD. Fazendo o somatorio dos momentos da viga no ponto C, temos:

> M;=0 . -M-P(x)=0
M = Px (5)

Do principio da conservacdo de energia, das Equacdes 4.6 e

4.18, temos:

2
) 2E1
293
PA f Iy lpa-PL
2E 6E
3
_PC (6)
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Agora podemos calcular o deslocamento estatico equivalente:
_P* (100-9,81)(4)°
' 3E/ 3.200x10°-455x107°
Calculando agora o fator de impacto:

n=1+ 1+ 2h =1+ 1+L 8
B AL 230x10° @)

—-23x10°m (/)

est

n=52,09

Podemos agora verificar se a tensdo causada pela queda do
COrpo sera maior que a tensdo de escoamento do aco. Calculamos
primeiro a carga maxima pela Equacao 4.35:

P, =nmg=5209-100-9,81=5110 KN  (9)

Agora aplicamos (5) na equacdo da tensao maxima:

M,c P.,-Lc 5110x10°-4.0,1015
S 45,5%10°

O, = 455,95%10° MPa (10)

g,

Como o, >0, aviga sofreria escoamento devido a um corpo
com massa de 100 kg caindo de uma altura de 3 m.

Avancgando na pratica

Analise de deformacdes em um trampolim

Descricao da situagcao-problema

Um mergulhador esta pulando sobre uma prancha de mergulho
ABC (Figura 4.10) com comprimento total de L = 3 m e modulo
de elasticidade £ = 12 GPa. A prancha tem secdo transversal
retangular de 500 mm de largura por 50 mm de altura. Antes de
pular na agua, o mergulhador da um salto de altura h = 40 cm para
pegar impulso. Considere que o mergulhador € um corpo rigido
com massa m de 70 kg. Considere ainda que a deflexdao na ponta
da prancha pode ser dada por A =2PL%/3El. Utilize o método da
carga equivalente para definir o deslocamento dinamico maximo
no ponto A.
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Figura 4.10 | Mergulhador pulando sobre prancha de mergulho

T
_f‘,_ B El = constante C
| i
L2 | L/2 }
f e =
Fonte: elabora pelo autor

Resolucdo da situagcdo-problema
Inicialmente, vamos calcular as propriedades da secado transversal
da viga. O momento de inércia da secao €:
3 3
=B _05:005 _gop g0t mt 1)
12 12 ——
Agora vamos calcular o peso do mergulhador:

W =mg=70-9,81=686,70 N (12)

Vamos iniciar nossa solucao verificando qual € a deflexao no
ponto A caso o carregamento fosse estatico, aplicando a equacao
dada no enunciado com os dados fornecidos e as eq. (1) e (2), temos:

3 3
A _2PC 2-686,70-3

ot 3FEI  3.12x10°.5,21x10°°
A,, =0,198 m

(13)
Vamos utilizar o fator de impacto do método da carga estatica

equivalente:
2h 2.0,4
n=1+ 1+ =1+ 1+ —=
\/ A \/ 0,198

n=325 (14)

Portanto, podemos obter agora o deslocamento maximo no
ponto A com o uso da eq. 4.34:

A, =nA,, =3,25-0,198

Ama’x =0,64m (15)
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Os resultados mostraram que o deslocamento devido ao impacto
dinamico € consideravelmente maior que o deslocamento estatico
correspondente.

Faca valer a pena

1. Uma barra circular ABC esta sujeita a um carregamento axial P = 50 KN,
conforme exibido na Figura 4.11. A barra tem modulo de elasticidade E =
200 GPa.

Figura 4.11 | Barra sob carregamento axial

160m 120 m .
* 20 mm
40 mm F—p
A ! B G P

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine a energia de deformacdo dos trechos AB e BC da barra,
respectivamente.

a) 7,96 J e 23,87 J.
b) 7,96 J e 31,83 J.
c) 31,83 Je5,96J.
d) 5,96 J e 23,87 J.
e) 23,87 Je 7,96 J.

2. A viga prismatica engastada AB de comprimento L ¢ sujeita a um
carregamento distribuido p em toda sua extensdo, conforme exibido na
figura 4.12.

Figura 4.12 | Viga engastada sujeita a carregamento distribuido

p

I
Fonte: elaborada pelo autor.
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Levando em consideracao apenas o efeito das tensdes normais, determine
a energia de deformacdo da viga.

p2L5
40E]
p2L5
240E]
p2L3
192E1
pPL
48E]

2P
3El

a)

3. Um vagdo, exibido na Figura 4.13, com 20 toneladas de massa, perdeu
os freios e estd se movendo a uma velocidade v = 2 m/s. A viga biapoiada
AB, receberd o impacto do vagdo e impedira seu avanco. Considere que a
viga tem modulo de elasticidade E = 200 GPa, comprimento L = 2,5 m e
secdo transversal quadrada de 300 mm x 300 mm.

Figura 4.13 | Esquema do vagéo avancando em direcdo a viga

300 mm 30_“#"' B v=2mis
| =8

25m

Fonte: elaborada pelo autor.

Qual a deflexdo estatica equivalente e a deflexdo maxima no centro da
viga AB se ela for atingida pelo vagdo? Considere que a deflexdo no ponto
central para uma viga biapoiada é A = PL®/48E].

a) 0,0046 me 0,031 m.
b) 0,046 m e 0,065 m.
c) 0,024 me 0,138 m.
d) 0,0046 m e 0,044 m.
e) 0,0024 m e 0,044 m.
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Secao 4.2

Critérios de resisténcia para materiais ducteis

Dialogo aberto

Caro aluno, na sec¢ao anterior exploramos 0os metodos de energia,
conhecendo a aplicacao de seus conceitos para determinacdo da
energia de deformacdo e efeitos causados pelo impacto em elementos
estruturais elasticos. Nessa secdo iremos conhecer os trés critérios de
falha mais utilizados para materiais ducteis: a teoria da tensdo normal
maxima, a teoria da tensdo cisalhante maxima e a teoria da maxima
energia de distor¢do. Ao fim desta secdo, vocé sera capaz de verificar
se um elemento sob um estado de tensdes sofrera falha.

Lembre-se que sua empresa foi contratada para fazer uma analise
de falha de um piso elevado feito de estrutura metélica, apresentada na
Figura 4.1. Vocé ja realizou uma verificagdo prévia utilizando métodos de
energia dos parafusos de ligacdo da viga CD e do efeito de uma carga
de impacto sob a mesma viga. Agora vocé analisou 0s carregamentos
aplicados nas trés vigas e chegou ao estado de tensao plano de tensdes
do ponto mais critico de cada uma das vigas exibido na Figura 4.14.

Figura 4.14 | Estado plano de tensdes para as vigas AB (a), BC (b) e CD (c)

60 MPa 40 MPa 20 MPa

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

O seu chefe solicitou que vocé calculasse se sob os estados
de tensao que vocé encontrou, alguma das vigas ira falhar, atraves
do método mais indicado para materiais ducteis. O aco estrutural
utilizado nas vigas € o A36, com tensdo de escoamento de
o, =250 MPa e o fator de segurancga € 1,5.
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Nao pode faltar

Critérios de resisténcia para carregamento estatico

Quando projetamos um elemento estrutural, um engenheiro
deve analisar o comportamento dos materiais calculando sua tensao
e deformacao, e determinar quais valores levarao a falha do material.
Este sera o tema desta e da proxima secao. Diversos fatores podem
afetar a falha estrutural, como as condicdes ambientais, a forma dos
elementos estruturais, a configuracao dos carregamentos e o tipo
do material.

E facil determinar a tensdo de ruptura (fragil) ou de escoamento
(ductil) de um elemento submetido a um estado uniaxial de tensdes,
como num ensaio de tracdo, porém, na pratica, os elementos
estruturais estao submetidos a um estado multiaxial de tensdes, e
sua falha ndo ocorre de maneira tdo simples. E necessario identificar
qual a combinacdo de tensdes (tracdo, compressao e cisalhamento)
que levara a falha do material.

Em geral, a falha pode ser considerada como qualquer
comportamento que torne o material indisponivel para © uso
previsto. Essa falha pode ocorrer em geral por trés fatores distintos:
a tensdo normal maxima foi atingida, a tensao cisalhante maxima foi
atingida ou a energia de deformacao maxima foi atingida.

Um material ductil tem a capacidade de deformar-se
plasticamente apos seu limite elastico, tornando essa deformacao
irreversivel. Os materiais estruturais mais comuns que apresentam
esse comportamento séo o ago doce (baixo teor de carbono), as
ligas de aluminio, o cobre € o chumbo. Trés critérios de falha sdo
mais frequentemente usados para materiais ducteis: a teoria da
tensdo normal maxima, a teoria da tensao maxima cisalhante e a
teoria da maxima energia de distorcao.

6&» Assimile
Todos os criterios de resisténcia ou falha que serdo apresentados aqui
partem da ideia que um elemento estrutural sob um carregamento
combinado falhara da mesma forma que um elemento num ensaio de

tracao uniaxial controlado em laboratorio. As teorias de falha sao boas
substitutas para os ensaios de um material real sob o carregamento
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real de tensdes envolvido, mas devem ser utilizadas com cautela.
E importante ainda destacar que quando se fala materiais ducteis
entenda-se metais ducteis, pois a maioria dos plasticos sdo ducteis,
mas nao seguem as teorias apresentadas nesta secdo.

Teoria da tensao normal maxima

A teoria da tensdo normal maxima, tambeém chamada de Teoria
de Rankine, diz que a falha de um elemento estrutural sujeito a uma
combinacdo de cargas ocorre quando a tensdao normal maxima
alcanca a tensdo de escoamento do material, determinada num
ensaio de tracao. Para que ocorra falha do material, as tensdes
principais devem alcancar o valor da tensao de escoamento:

o, >0, (Eq. 4.41)
g,20,  (Eg.4.42)

Essa teoria pode ser visualizada através da Figura 4.15b, para
um estado plano de tensdes (Figura 4.15a). Se plotarmos valores
arbitrarios das tensdes principais (0; e ;) no grafico da Figura 4.15b
e eles se localizarem fora da area destacada, € considerado que O
material falhou. Lembre-se que tensdes principais direcionadas para
fora do elemento sao consideradas positivas e tensdes principais
apontando para dentro do elemento sdo consideradas negativas.

Figura 4.15 | (a) Estado plano de tensdes; (b) Diagrama de falha para a teoria da
tensao normal maxima

Oz

(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor
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Teoria de Tresca (tenséo cisalhante maxima)

A forma mais comum de escoamento de materiais ducteis é pelo
deslizamento entre as camadas de cristais que formam o material.
Essas camadas sao conhecidas como Linhas de Luder (Figura 4.16),
que indicam as linhas de deslizamento do material, ocorrendo em
torno de 452 do eixo longitudinal do elemento.

Figura 4.16 | Linhas de Luder em corpo de prova de ago num ensaio de tragdo

2/

Fonte: elaborada pelo autor.

O deslizamento é causado por esforcos de cisalhamento e,
portanto, € plausivel admitir que a falha de um material ductil
aconteca quando a tensdo cisalhante maxima for alcancada.
Para demonstrar isso, imagine um elemento de um material sob
ensaio de tracdo (Figura 4.17a). O circulo de Mohr deste estado
de tensdes (Figura 4.17b) mostra que a tensdo cisalhante maxima
do elemento sob carregamento axial ocorre a 452 em relacao
a direcao da carga (Figura 4.17c), similar as Linhas de Luder. Do
circulo de Mohr, temos que:

o = % (Eq. 4.43)
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Figura 4.17 | (a) Estado de tensdes num ensaio de tensdo axial; (b) Circulo de Mohr
num ensaio de tensdo axial no escoamento; (c) Estado de tensdes ha maxima tensdo
de cisalhamento; (d) Diagrama de falha para a teoria da maxima tensdo cisalhante
para um estado plano de tensdes

o,

—a;

Tmax = 0/2
Opeg = 072

(a) (b) () @

Fonte: elaborada pelo autor

Sequindo esse principio, foi desenvolvida a teoria da tensdo
cisalhante maxima, podendo prever a falha de materiais ducteis sob
qualquer tipo de carregamento. A falha ocorrera quando a tensao
cisalhante maxima da Equacdo 4.43 e alcancada em qualquer
ponto do material. Portanto, para evitar a falha, € necessario que
a tensao de cisalhamento atuante no material seja menor que a
metade da tensao de escoamento, determinada por um simples
ensaio de tracao.

A Figura 4.17d representa graficamente a teoria da tensdo
cisalhante maxima para um estado plano de tensdes. Quando as
tensdes principais tem o mesmo sinal, ou seja, ambos de tragao
ou de compressao, a tensdo cisalhante maxima absoluta age
fora do plano de tensdes e tem valor igual a metade da maior
tensao principal:

Toe=  (Eq.4.44)

Quando as tensdes principais sao de sinais opostos, a tensdo
cisalhante maxima € metade da soma das tensdes principais:
e :% (Eq. 4.45)
Dessa forma, a teoria da tensao cisalhante maxima de um estado
plano de tensdes pode ser expressada em funcdo das tensdes
principais o, € o,, ocorrendo falha com as seguintes condi¢des:

o 2,

o, e 0, tém o mesmo sinal: (Eqg. 4.46)

oz,
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o, e 0, tém sinais opostos: {lo,—a,| >0, (Eq. 4.47)
Se plotarmos as tensdes principais no grafico da Figura 4.17d e

o ponto se localizar fora dos limites da area em destaque o material
ird escoar neste ponto e a falha ird ocorrer.

D9 Pesquise mais

Revise seus conhecimentos sobre as transformacdes de tensao e
deformacgdo no capitulo 7, do livro Mecanica dos Materiais disponivel
na Biblioteca Virtual.

BEER, F. P. (ED.). Mecanica dos Materiais. 7. ed. Sdo Paulo: McGraw-
Hill Education, 2015.

Teoria de Von Mises (Maxima Energia de Distorc&o)

Essateoria foiproposta por M. T. Huber em 1904 e posteriormente
desenvolvida por R. Von Mises (1913) e H. Hencky (1925), ficando
conhecida como Teoria de Von Mises. Essa teoria € baseada na
determinacdo da energia de distor¢ao de um determinado material.
Essa energia é associada as mudancas na forma do material. Pela
teoria, um componente estrutural € considerado seqguro desde que
a maxima energia de distorcdo por unidade de volume do material
mantenha-se menor que a energia de distor¢ao por unidade de
volume necessaria para escoar 0 material num teste de tracao.

Da unidade anterior, sabemos que a densidade da energia de
deformacdo de um material sob tensdo uniaxial € dada por:
U:%ae (Eq. 4.48)

Se 0 material estiver sob um estado triaxial de tensdes, exibido na
Figura 4.18a, a densidade da energia de deformacao se torna:
1
2 2
Se o0 material se comportar de maneira elastica e seguir a Lei de
Hooke:

1 1
U=sog+505 +§”353 (Eq. 4.49)

1
U:E 0’12+O’§+O’§72V(0'1~0'2+0’1‘O'3+0'3'0'2)} (Eqg. 4.50)

Uma parte desta energia de deformacao esta associada a variacao
de volume do elemento, sendo causada pela tensao principal media,
exibida na Figura 4.18b:
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_rmto) e

O med 3

O restante da energia de deformacao esta associado a variacao
de forma, ou seja, a distorcao, dada pelas sequintes relacdes, exibida
na figura 4.18c:
méd 03— 0meg  (EQ. 4.52)

017~ Omed 02 =0

Figura 4.18 | (a) Estado triaxial de tensdes; (b) Tensdes produzindo variagbes de
volume; (c) Tensbes produzindo distor¢cdes

v
(@)

Fonte: elaborada pelo autor

Para obter a parcela da energia de distorcdo da Equacao 4.50,
vamos considerar que o,, 0, e 03 S30 iguais as subtracdes da
Equacdo 4.52 e substituindo ainda a relacdo da Equacdo 4.51,
temos:

u, _Itv
6E

Caso o estado de tensdes seja plano, 0, =0 e a Equacdo 4.53
se torna:

[(01—02)2+(02—03)2+(03—U1)2] (Eq. 4.53)

1+v
U, :3—E(a12 —01-02—0—022) (Eqg. 4.54)

Caso o estado de tensdes seja uniaxial, ou seja, num ensaio de
tracdo, o, =0, € 0, =0,=0, a Equacao 4.54 se torna:

U= (Eq.4.55)

Na teoria da maxima energia de distorcdo € necessario que a
maxima energia de distorcdo por unidade de volume do material
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seja igual a energia de distorcdo por unidade de volume necessaria
para escoar o material num teste de tracdo, podemos igualar as
Equacdes 4.54 e 4.55:

u; =U,
ot =0f—0,-0,+0;, (Eq. 4.56)

Essa equacao tem a forma de uma elipse, exibida na Figura
4.19. Se plotarmos as tensdes principais neste grafico e eles
estiverem fora da area em destaque, é considerado que o
material falhou.

Figura 4.19 | Diagrama de falha para a teoria da maxima energia de distor¢do para
um estado plano de tensdes

25

»

Fonte: elaborada pelo autor.

?=| Exemplificando

Calcule a tensdo atuante pela teoria da maxima energia de distor¢do
do elemento sob o estado de tensdes exibido na Figura 4.20 e verifique
se havera falha do material sabendo que a tensao de escoamento do
aco ¢ o, =250 MPa.

>
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Figura 4.20 | Estado de tensdo plano de elemento de tubo de aco

60 MPa
477

80 MPa

4

— 2 _» 100MPa

Fonte: elaborada pelo autor.

Da Figura 4.20 temos que as tensdes atuantes no elemento sdo:
o, =-80MPa, 0, =—-60 MPa e 7, = —100 MPa. Da resisténcia dos
materiais, sabemos que as tensdes principais podem ser encontradas
através da seguinte equacao:

2
o, +o o, —0
O12 = > B [ y] +7,,° (1)

Substituindo os termos:

., (80)(-60), J[(so)(eo)]2+ Ci00f @

2 2
,=30,50 MPa e o, = —170,50 MPa (3)

Teoria da maxima energia de distorcao: vamos utilizar a Equacdo 56:

o =0i—0,-0,+0,  (Eq 4.56)

o = \/30,502 —30, 50~(7170, 50)+(7‘170,50)2 =187,62 MPa (4)
Comparando com a tensao de escoamento do material, temos:
o, =250 MPa>187,62 MPa  (5)

Portanto, pela teoria da maxima energia de distorcao, o material ndo
ira falhar.
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Comparacao entre os critérios de falha para materiais ducteis

Na Figura 4.21 as representacdes graficas das trés teorias
apresentadas sao sobrepostas para melhor comparacdo. Note
que nas trés teorias, quando as tensdes principais sdo iguais a
tensdo de escoamento (o, =0, =0, ) 0s resultados de falha sdo os
mesmos. O mesmo ocorre quando uma das tensdes principais ¢
zero (o,=0 ou 0,=0) e a outra ¢ igual a tensdo de escoamento

(oy=0, 0u 0,=0,)

Figura 4.21 | Comparacdo das teorias de falha para materiais ducteis
0>

Teoria da maxima
energia de distorgéo

Teocria da tensao
cisalhante maxima

Teoria da tensédo
normal maxima

Fonte: elaborada pelo autor.

A maiordiscrepancia das trés teorias ocorre quando o elemento
estd sob cisalhamento puro. As coordenadas das tensdes
principais das trés teorias podem ser determinadas sabendo
gue no cisalhamento puro o, =7 e 0, =—7 e, portanto, o, =—o0,.
A teoria da tensdo normal maxima diz que a falha so ocorrera
quando a tensdo principal for igual a tensdo de escoamento
(0,=0, e 0,=—0,). Aplicando a Equacdo 4.4/, a teoria da tensdo
cisalnante maxima diz que ¢,=0 /2 e 0,=—-0 /2. Aplicando a
Equacado 4.56, a teoria da maxima energia de distor¢cao diz que

=0 /3 ¢ 0= o, JB.

Dados experimentais exibidos na Figura 4.22 mostram que a
teoria da maxima energia de distorcdo apresenta resultados mais
precisos tanto para tensdes principais de sinal igual quanto para
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tensdes principais de sinais opostos. No primeiro quadrante as
teorias da tensao normal maxima e da tenséo cisalhante maxima
fornecem resultados em favor da seguranca. Ja no quarto
guadrante, a teoria da tensao normal maxima fornece valores
muito acima dos dados experimentais, e € considerada insequra,
e a teoria da tensdo cisalhante maxima fornece dados em favor
da seguranca. Portanto, a teoria da maxima energia de distor¢ao
€ mais adequada para materiais ducteis, porem, a teoria da tensao
cisalhante € também muito utilizada pois € mais simples e atua em

favor da seguranca.

Figura 4.22 | Teorias de falha comparadas com dados experimentais

Oy

Teoria da energia
121 mixima de distorgio
1,0
)

08
0,6 |-
04

02

1 1 1
0 02 04 06 08

=02
04
0.6

08
-1,0

| Teoria datensio
-2} normal méxima

Fonte: adaptada de Riley, Sturges e Morris (2015, p. 521).

(]

oé) Reflita

Vocé consegue imaginar se alguma das teorias apresentadas neste
capitulo poderiam ser usadas em materiais frageis? Discuta com seus

colegas e o professor.
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Sem medo de errar

Lembre-se que sua empresa foi contratada para fazer uma analise
de falha de um piso elevado feito de estrutura metalica, apresentada
na Figura 4.1. Vocé analisou os carregamentos aplicados nas trés
vigas e chegou ao estado de tensado plano do ponto mais critico de
cada uma das vigas exibido na figura 4.14.

Figura 4.14 | Estado plano de tensdes para as vigas AB (a), BC (b) e CD (c)

60 MPa 40 MPa 20 MPa
50 MPa
100 MPa 700 MPa 150 MPa
30 MPa 80 MPa

(a) (b) (©)

Fonte: elaborada pelo autor.

O seu chefe solicitou que vocé calculasse se sob os estados
de tensdo encontradas alguma das vigas ira falhar, através do
meétodo mais indicado para materiais ducteis. O passo inicial € a
escolha de qual teoria vocé deve usar para fazer as verificagdes.
Da Figura 4.22 vocé nota que a teoria que se assemelha mais aos
dados experimentais € a teoria da energia maxima de distor¢cao que,
portanto, serd a utilizada. Vamos entdo fazer as verificacdes para
cada uma das vigas.

Viga AB: da resisténcia dos materiais, sabemos que as tensdes
principais podem ser encontradas atraves da seguinte equacao:

2
o, +o o,—0

_ X y x y 2

019 = + [ ] +7,

2 2 (1)
Substituindo os termos:
2
100 +(—60 100 —(—60
=R, [0 LR g

0,=114,34 MPa e 0, =-7434 MPa  (3)
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Usando a teoria da maxima energia de distorcao e a Equacao 56,
temos:

o?=0l—0,-0,+0, Eq 456

0o = \[114,347 ~114,34.(~74,34) + (~74,34)  (6)
O ner = 164,62 MPa

Aplicando agora o fator de seguranca:
0,5 = 164,62 MPa-FS  (6)
0,5 = 164,62.15 = 246,93 MPa

Portanto, para a viga AB, o, >0, € a viga ndo sofrera falha.

Viga BC: analogamente a viga AB, as tensdes principais sao:

(~40)+(~100) , \/

2

2

) )| Y P

2

O12 =

0,=—27,57 MPa e 0, =—11243MPa  (3)

Usando a teoria da maxima energia de distor¢cao e a Equacao 56,
temos:

O ex = \(~27,57) —(—~27,57)-(—112,43) + (~112.43]  (6)
O mex = 101,49 MPa
Aplicando agora o fator de seguranca:
Oy =10149 MPa-FS  (6)
T max = 101,49:15 = 152,23 MPa

Portanto, para a viga BC, a. >0, € a viga ndo sofrera falha.

Viga CD: analogamente as vigas AB e BC, as tensdes principais
S80:

150+20  [(150—20Y
O == i\/[ . ]+(—80)2 2)

0, =188,08 MPa ¢ ¢, =—18,08MPa (3)
Usando a teoria da maxima energia de distor¢cao e a eq.56, temos:

O pax = \/1 88,082 —188,08-(—18,08) + (—18,08)2
Oax = 197,74 MPa (6)
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Aplicando agora o fator de seguranca:
Omse = 197,74 MPa-FS
O sy =197,74-1,5 = 296,61 MPa (6)

Portanto, para a viga CD, o, <0, € aviga sofrera falha.

Finalizado os seus calculos, vocé informa a seu chefe que as
vigas AB e BC ndo apresentam risco de falhar, mas a viga CD ird
falhar segundo o critério da maxima energia de distorc¢ao.

Avancgando na pratica

Teorias de falha a partir de ensaio de torcao

Descricao da situagao-problema

A partir de um ensaio de tor¢do numa barra de aco, é possivel
determinar as seguintes relacdes:

e 7,=o0, teoria datensdo normal maxima.
« 7,=050:teoria da tensdo cisalhante maxima.
« 7,=0577-0 :teoria da maxima energia de distorcéo.

Usando os trés critérios de falha apresentados nessa secao mostre
como alcancgar as relacdes expostas para o limite de escoamento

de um elemento (7).

Resolucdo da situagcdo-problema

Num ensaio de torcdo ha apenas cisalhamento puro e, portanto,
guando o material escoar todas as tensdes deverao ser iguais:

01 = =0, =T, =T, =Ty (Eq. 4.57)
Teoria da tensao normal maxima: a teoria diz que a tensao
principal deve ser igual a tensdo de escoamento, portanto:
o=0 (1)
Usando a Equacao 4.57 e a relacdo (1), temos que:
T, =0, (2)

5

Teoria da tensao cisalhante maxima: da Equacao 4.43, temos a
sequinte relacdo:

~ % (Eq. 4.43)
Tmte = q. 4.
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Portanto, usando Equacado 4.57, temos que:

— 07
Ty (3)

7. =050

i Y

Teoria da maxima energia de distorcdo: da Equacdo 4.56, temos
a sequinte relacao:

o’ =o0l—0,0,+0;  Eq. 456
Substituindo Equacado 4.57, temos:
7, =) =) () ()
o, = 1,73-7’7
T, = 0, 5770, (4)

Faca valer a pena

1. As tensdes componentes de um estado plano de tensdes num ponto
critico de um tubo de ago € exibido na Figura 4.23. Considere a tensao de
escoamento do ago o =250 MPa.

Figura 4.23 | Estado de tenséo plano de elemento de tubo de aco
100 MPa

— —» 80MPa

r

120 MPa

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine se havera falha, respectivamente, pela teoria da tensdo normal
maxima, teoria da tensao cisalhante maxima e teoria da maxima energia
de distorgao.

a) Falha; ndo falha; ndo falha.

b) Nao falha; ndo falha; nao falha.
c) Nao falha; falha; ndo falha.

d) Falha; falha; falha.

e) Nao falha; falha; falha.
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2. Um ponto na superficie de uma peca de aco de uma maquina € sujeito
ao estado plano de tensdes exibido na Figura 4.24:

Figura 4.24 | Estado de tensdo plano de elemento de tubo de ago
75MPa

100 MPa

50 MPa

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que a tensdo de escoamento do material € o =250 MPa,
determine os fatores de seguranca em relacao a falha para cada uma das
trés teorias de falha para materiais ducteis.

a) 2,43; 2,00; 1,80.
b) 1,80; 2,43; 2,00.
c) 2,00; 4,85; 2,00.
d) 2,00; 2,43; 6,95.
e) 1,80; 2,85; 2,00.

3. Um tubo de aco mostrado na Figura 4.25 estd sujeito a um torque
T =50 kN-m. O fator de seguranca em relacdo a falha por escoamento é
1,4 e a tensdo de escoamento do aco ¢ o, = 250 MPa.

Figura 4.25 | Tubo de aco sob tor¢édo

Fonte: elaborada pelo autor.

Equacdo da tensao de cisalhamento de um tubo: , L= E
* J
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Determine o diametro interno maximo para que o eixo ndo falhe pela
teoria da tensdo cisalhante maxima.

a) 179,1 mm.
b) 177,3 mm.
c) 146,4 mm.
d) 198,2 mm.
e) 167,4 mm.
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Secaon 4.3

Critérios de resisténcia para materiais frageis

Dialogo aberto

Caro aluno, na secdo anterior conhecemos os trés critérios de
falha mais utilizados para materiais ducteis: a teoria da tensao normal
maxima, a teoria da tensao cisalhante maxima e a teoria da maxima
energia de distor¢cdo. Nesta secao iremos explorar os trés critérios de
falha mais utilizados para materiais frageis: a teoria de Coulomb-Mohr,
a teoria da tensao normal maxima e a teoria da maior deformacao
linear. Ao fim desta secdo, vocé sera capaz de verificar se um elemento
fragil sob um estado de tensdes sofrera falha.

Lembre-se que sua empresa foi contratada para fazer uma
analise de falha de um piso elevado feito de estrutura metalica,
apresentada na Figura 4.1. Vocé ja realizou uma verificacao
prévia utilizando o méetodo de energia na analise dos parafusos
de ligacdo da viga CD e do efeito de uma carga de impacto sob
a mesma viga. Em sequida vocé fez uma verificacdo dos critérios
de falha para materiais ducteis de todas as vigas e viu que uma
das vigas iria falhar. Devido a isso, seu chefe solicitou que vocé
realizasse uma verificacdo se fossem utilizadas vigas de ferro
fundido no lugar das vigas de aco, para 0s mesmos estados de
tensdo apresentados na Figura 4.14.

Figura 4.14 | Estado biaxial de tensées para as vigas AB (a), BC (b) e CD (c)

60 MPa 40 MPa 20 MPa

100 MPa 700 MPa 150 MPa

1—"— %» 30 MPa #» 80 MPa
(a) (b) (c)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Vocé foi solicitado a utilizar a teoria de Coulomb-Mohr para
realizar as verificacdes. Considere que o ferro fundido tem a tensao
ultima na tragdo o}, =300 MPa € a tensdo ultima na compressao
oo, =700 MPa.

Nao pode faltar

Diferentemente de materiais ducteis, materiais frageis falham
sem apresentar ‘aviso’, ou seja, a falha ocorre de forma brusca.
Nessa situacao, a falha ocorre pelo fraturamento do material,
gue se inicia quando a tensdo atuante alcanca a tensdo de
fratura ou tensdo ultima (94). Num material fragil, muitas vezes a
resisténcia a compressao € maior que a resisténcia a tracdo, ja no
cisalhamento a resisténcia e similar a tracao. Devido a isso, num
material fragil sujeito a um estado multiaxial de tensdes, € indicado
obter as tensdes principais para aplicar os critérios de falha.
Serdao apresentadas trés teorias de falha mais frequentemente
usadas para materiais frageis: Teoria de Coulomb-Mohr, Teoria de
Rankine (tensao normal maxima) e Teoria de Saint-Venant (maior
deformacao linear).

Teoria de Rankine (tensdo normal maxima)

A teoria da tensdo normal maxima foi creditada a W. J. M.
Rankine, propondo-a em meados do seculo XIX. A teoria da tensao
normal maxima diz que o material falhara por fratura quando a
maior tensao principal alcancar o valor da tensdo ultima obtido
por um ensaio de tracdo (04) ou compressdo (05,) axial. Quando o
material é sujeito a um estado de tensdes biaxial (Figura 4.26a), a

ruptura ocorrera quando:
T o}
‘01,2‘ =0y OU “71,2‘ =0y (EQ.457)

A teoria pode ser visualizada graficamente na Figura 4.26b. Se
plotarmos os valores das tensdes principais (04 e ;) no grafico e
eles se localizarem fora da area destacada, € considerado que o
material falhou.
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Figura 4.26 | (a) Estado biaxial de tensdes. (b) Diagrama de falha para a teoria da

tensdo normal maxima

e

(a)

]
Fonte: elaborada pelo autor

Teoria de Coulomb-Mohr

2

——0Cat——+o Tl L
(b)

0y

A teoria de Coulomb-Mohr foi desenvolvida por Otto Mokhr,
baseando-se no circulo de Mohr e na teoria da maxima tensao
cisalhante para materiais ducteis de Coulomb. Para aplicar essa
teoria devemos saber a tensdo ultima de compressdo (o5,) e a
tensdo ultima de tracdo (o,), que podem ser obtidos a partir de
ensaios de carregamento axial. O circulo de Mohr representando
0s circulos para a compressao ultima e para a tragao ultima de um
material sdo representados na Figura 4.27a. A partir desses circulos
€ possivel gerar uma representacao grafica do critério de falha de
Coulomb-Mohr quando as tensdes atuantes sao ambas de tracao
ou ambas de compressao (Figura 4.27b).
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Figura 4.27 — Critério de falha de Coulomb-Mohr para materiais frageis com
diferentes tensdes ultimas de tragao e compressao
R

T
i i QO

(d)

Legenda: (a) Circulos de Mohr para compressédo uniaxial e tragcdo uniaxial; (b) Diagrama de falha para a teoria de
Coulomb-Mohr quando as tensdes principais tem o mesmo sentido.
Fonte: elaborada pelo autor.

Segundo a teoria de Coulomb-Mohr, qualguer estado de tensdes
dentro da éarea que tangencia os dois circulos apresentados ¢
considerado seguro quanto a falha. Para completar a representacao
grafica do critério de falha de Coulomb-Mohr (Figura 4.29a), sao
desenhados varios circulos dentro das linhas tangentes. A partir
desses circulos sao determinadas as tensdes principais atuantes o, e
0, , que sao plotadas no diagrama, gerando a representacao grafica
completa do critério de falha de Coulomb-Mohr (Figura 4.28b).
Se plotarmos as tensdes principais no grafico da Figura 4.28b e o
ponto se localizar fora dos limites da area em destaque, o material
ira fraturar neste ponto.
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Figura 4.28 | (a) Circulos de Mohr para compressdo uniaxial e tracdo uniaxial com
linha tangente; (b) Diagrama de falha para a teoria de Coulomb-Mohr completo
T

GCQII it

(b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Para um estado biaxial de tensdes, quando as tensdes principais
tiverem sinais opostos (tracdo e compressdo), elas podem ser
relacionadas as tensdes ultimas de tracdo e compressao pela
seguinte equacao:

%—j—ﬂéﬁ=1 (Eq. 4.58)

Onde o, é a tensdo principal de tracao e 0, € a tensdo principal
de compressao. Essa equacao representa a reta tangente aos dois
circulos de Mohr para a compressao ultima e tracdo ultima. Se essa
relacao apresentar valores maiores que 1, o material ird falhar pelo
critério de Coulomb-Mohr. Caso ambas as tensdes sejam de tracdo,
a fratura ocorrera quando qualquer uma dela atingir a tensao ultima
de tracao:

U4 - Critérios de resisténcia e teoremas energéticos 72



o,=o0}, OUa,=0, (Eq. 4.59)
Analogamente, caso ambas sejam de compressao, a fratura
ocorrerd quando qualquer uma delas atingir a tensdo ultima de
compressao:

g =0% ouoc,=05 (Eq.4.60)

ﬂ9 Pesquise mais

Para conhecer um pouco mais sobre o Circulo de Mohr para o estado
plano de tensdes, leia a Secao 5.2, pagina 104-112 do livro: Pereira, C.
M. P. Mecanica dos Materiais Avancada. Rio de Janeiro: Interciéncia,
2014. Disponivel em: <https://goo.gl/VTINCs>. Acesso em: 6 set. 2018.

Teoria de Saint-Venant (Maior Deformacao Linear)

O critério de Saint-Vernant, também chamado de teoria da maior
deformacao linear, foi muito usado no século XIX, porém esta em
desuso. Neste critério, 0 material € sequro enquanto a deformagao
(¢) ndo exceder a deformacdo de ultima de ruptura (€) obtido
através de um ensaio axial de tracdo. Seqgundo esse critério, a ruptura
ocorrera quando:

el =cu oU |e|=eu (Eq. 4.61)
Essas relacdes podem ser expressadas em funcao das tensdes

principais atraves da Lei de Hooke para um estado biaxial de tensdes,
onde v é o coeficiente de Poisson:

V.
g = %—% (Eq. 4.62)
% Vo Fq. 4.63
2T ETE (B )

Sabendo que na deformacdo ultima podemos utilizar a Lei
de Hooke para uma tensao uniaxial, a relacdo entre tensdo e
deformacao é dada por:

amt:% (Eq. 4.64)

Substituindo as Equacdes 4.62, 4.63 e 4.64 na Equacdo 4.61,

teremos as equacdes que representam a ruptura pelo critério da

maior deformacao linear:
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T4V 0 =0y oy 927V 01 = Ty (Eq. 4.65)

Quando o, =0,, a Equacdo 4.65 se torna:

_
042 1_v (Eq 466)

Quando o, = -0, ou —0,=0,, a Equacao 4.65 se torna:

= Ja_ (Eq.4.67
012 Tov (Eq. 4.67)

A partir destes dados € possivel gerar o diagrama para o critério da
maior deformacgao linear, representado na Figura 4.29. Se plotarmos
as tensdes principais neste grafico e eles estiverem fora da area em
destaque, é considerado que o material falhou.

Figura 4.29 | Diagrama de falha para a teoria da maior deformacéo linear

%)

Fonte: elaborada pelo autor

Esse critério praticamente nao € mais utilizado, pois resultados
praticos mostraram que quando ambas as tensdes principais sao de
tracdo ou compressao, o critério identifica a falha acima dos valores
reais, tornando-o ndo confiavel para utilizacao.

’=] Exemplificando

Construa o diagrama de falha pela teoria da maior deformacdo linear
para um material com tensdo ultima de o, = 250 MPa e coeficiente
de Poisson de v =0,25. Em seguida, verifique graficamente se os
estados de tensdes da Figura 4.30 sofrerdo falha. }
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Figura 4.30 | Estado de tensdes biaxiais

100 MPa 200 MPa 300MPa

‘m - ‘Mpa
(@ (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Para desenhar o diagrama, basta calcular as coordenadas das
extremidades de cada quadrante. Conforme a Figura 4.30, o primeiro
e terceiro quadrantes sdo governados pela Equacao 4.66:

0y, = Tt
1=V (Eq 4.66)
o, =20 _ 33334 MPa
27 120,25 )

Analogamente, para o segundo e quarto quadrantes a Equagao 4.67
governa:

”1'2:1%/ (Eq. 4.67)
o, =229 _o00MPa (2)
27 170,25

A partir desses dados podemos construir o diagrama da Figura 4.31.
Agora basta plotar as tensdes dadas na Figura 4.30. Figue atento
a convencdo de sinais para os estados planos de tensdes: setas
apontando para dentro do estado plano de tensdes significa tensao de
compressao, setas apontando para fora do estado plano de tensdes
significa tensdo de tracao.
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Figura 4.31 | Diagrama de falha para a teoria da maior deformacéo linear

05

c): (300 MPa; 300 MPa)

(a): (-250 MPa; 100 MPa)\

Fonte: elaborada pelo autor

Conforme pode ser visto no grafico, os pontos (b) e (c) estdo dentro da
area considerada segura e, portanto, ndo ha falha. Ja o ponto (a), esta
fora da area segura e, portanto, pelo metodo da maior deformacgao
linear, o material ira falhar.

Comparacao entre os Critérios

A comparacao das teorias de falha para materiais frageis € exibida
na Figura 4.32. Considerando um material com tensao ultima de
compressao maior que atensdo ultima detracao, no primeiro e terceiro
quadrantes, as teorias da tensdo normal maxima e de Coulomb-
Mohr apresentam exatamente o mesmo resultado. A teoria da maior
deformacao linear apresenta resultado maior que as outras. Note
que nas trés teorias, quando as tensdes principais sdo iguais a tensao
ultima de tracdo (o, = 0, = o}, ) 0s resultados de falha s§o 0s mesmos,
porém, a teoria da maior deformacao linear ndo leva em consideragao
materiais com diferentes tensdes ultimas para compressao e tragao,
limitando fortemente o seu uso. Quando uma das tensdes principais
é zero (0, =0 ou 0, =0) e a outra é igual a tenséo ultima (o, =04 ou
0, =0y4), as teorias da tensao normal maxima e de Coulomb-Mohr
apresentam resultados iguais. As maiores discrepancias ocorrem no
segundo e quarto quadrantes, onde as tensdes principais séo uma de
tensao e outra de compressao.
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Figura 4.32 | Comparacao das teorias de falha para materiais frageis

03
Teoria da maior
deformacéo linear
Teoria de 04
Coulomb-Mohr

Teoria da tensdo
normal méxima
Fonte: elaborada pelo autor.

Existe ainda uma outra teoria, desenvolvida a partir de uma
modificacao da teoria de Coulomb-Mohr, representada na Figura 4.33.
Ela € baseada no fato de que em um material fragil, a resisténcia ao
cisalhamento é similar a resisténcia a tracao. Na teoria de Coulomb-
Mohr é previsto um valor conservador no cisalhamento maximo; ja na
teoria da tensao normal maxima isso € previsto com precisao. Portanto,
essa versdo modificada admite que, na situacdo de cisalhamento puro
(torcdo), a resisténcia do material € igual a resisténcia a tragdo.

Figura 4.33 | Diagrama de falha para a teoria de Coulomb-Mohr modificada
02

—0a
T 1
aft

\Cisalhamento
puro (torgéo)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Os dados experimentais para um ferro fundido cinza sdo
apresentados na Figura 4.34, com a representacao grafica das teorias
norma maxima, de Coulomb-Mohr e de Mohr modificada. Note que
no 12 quadrante, todas as teorias apresentam resultados coerentes
com a pratica. Entretanto, no 32 quadrante a teoria da tensao
normal maxima nao pode ser considerada segura, pois 0s dados
experimentais de falha, indicados pelos circulos vazados, se situam
dentro da area do grafico. Por outro lado, a teoria da Coulomb-Mohr
€ conservadora, pois 0s dados experimentais situam-se muito fora da
area do seu grafico. Por sua vez, a teoria de Mohr modificada € a que
apresenta resultados mais coerentes com os dados experimentais.

Figura 4.34 | Teorias de falha comparadas com dados experimentais de um ferro
fundido cinza
oy, MPa

normal maxima St

O Dados de ferro fundido cinza

Fonte: Budynas e Nisbett (2016, p. 248)

*z" Assimile

A utilidade pratica das teorias apresentadas para verificar a falha de um
material fragil € bastante limitada. Qualquer uma poderia ser usada,
mas alguns fatores reais deveriam ser levados em consideracdo. A }
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fratura de um material fragil se inicia nos pequenos defeitos naturais
na microestrutura do material, que causam uma concentracao de
tensdes onde a primeira fratura ird surgir. Por isso, € muito dificil
prever por um unico meétodo o comportamento de diversas pecas
de um mesmo material, pois os defeitos podem variar muito de uma
peca para outra.

Note que os dados experimentais, exibidos na Figura 4.34,
apresentam certa dispersdo. Isso esta relacionado com os defeitos
internos do material, que nunca sdo perfeitamente idénticos,
causando valores variaveis de ruptura. Devido a esse fato, sdo
aplicados fatores de seguranga, para garantir a confiabilidade
do material.

o(b Reflita

Vocé consegue explicar porque as teorias apresentadas nessa secao
nao podem ser utilizadas em materiais ducteis? Qual das teorias
apresentadas vocé acha que poderia ser aplicada em materiais ducteis?
Por qué? Discuta com seus colegas e o professor.

Sem medo de errar

Lembre-se que sua empresa foi contratada para fazer uma
analise de falha de um piso elevado feito de estrutura metalica,
apresentada na Figura 4.1. Vocé analisou os carregamentos
aplicados nas trés vigas e chegou ao estado de tensdo biaxial do
ponto mais critico de cada uma das vigas exibido na Figura 4.14,
porém na sua verificacao de falha pelos critérios para materiais
ducteis, umas das vigas sofreria falha. Devido a isso, seu chefe
solicitou que vocé fizesse as mesmas verificagcdes, utilizando a
teoria de Coulomb-Mohr, se um material fragil fosse usado no
lugar do aco, o ferro fundido. Considere que o ferro fundido
tem a tensdo ultima na tracdo o, =300 MPa e a tensdo ultima na
compressdo o, = 700 MPa.
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Figura 4.14 | Estado plano de tensdes para as vigas AB (a), BC (b) e CD (c)

60 MPa 40 MPa 20 MPa

100 MPa 150 MPa

30 MPa 80 MPa

(a) (b) ()

Fonte: elaborada pelo autor.

O passo inicial e calcular as tensdes admissiveis para tracdo e
compressao, aplicando o fator de seguranca:

.
7 _ oy _ 300
T Zar =200 MPa 1
%= Fs T 15 s
(o)
o0 —9u _T00_ 46567 MPa  (2)
FS 15

Agora podemos construir o diagrama de falha pela teoria de
Coulomb-Mohr. Basta adicionar a ambos os eixos as tensdes ultimas
calculadas em (1) e (2). O diagrama é exibido na Figura 4.35.

Figura 4.35 | Diagrama de falha pela teoria de Coulomb-Mohr da situacdo-problema

466,67 MPa 200 MPa

466,67 MPa

Fonte: elaborada pelo autor.
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Lembre-se que nos sabemos da situacao problema anterior, e
as tensdes principais atuantes em cada estado plano de tensdes.
Assim, temos que as tensdes principais para a viga AB sao:

0,=114,34 MPa e o0, =—-74,34 MPa (3)

Como as tensdes principais tem sinais opostos, podemos aplicar

a Equacao 4.58:

0'1 0'2

—+-—2-1 (Eq.458)

U;It UL'(l:lt
1434 7434 (o0 o,
200 466,67

Portanto, pela teoria de Coulomb-Mohr a viga AB nao sofrera
falha. Para a viga BC as tensdes principais sao:

0,=—27,57 MPa e 0, =-11243 MPa  (5)

Como as tensdes principais sao ambas de compressao, devemos
compara-las com a tensdo ultima de compressao pela Equacao 4.60:

O, = ol Eg. 4.60
112,43 MPa < 466,67 MPa  (6)

Portanto, pela teoria de Coulomb-Mohr a viga BC ndo sofrera
falha. Para a viga CD as tensdes principais sao:
0,=188,08 MPa e 0, =—18,08 MPa  (7)

Como as tensdes principais tem sinais opostos, podemos aplicar
a Equacao 4.58:

0'1 0’2
—+-—2-1 (Eq.458)
UuT/t Uf'/:/t
188,08 18,08 _ oo @)
200 466,67

Portanto, pela teoria de Coulomb-Mohr a viga CD ndo sofrera falha.
Dessa forma, utilizando o ferro fundido, nenhuma das vigas sofrera falha.

Avancando na pratica

Determinacao da resisténcia a compressao de um pilar de concreto

Descricao da situagao-problema

Um pilar circular de concreto simples com diametro de 1000
mm esta sujeito a uma forca normal de 20.000 kN e uma torcao
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de 1000 kN.m, conforme exibido na Figura 4.36. Qual deve ser a
resisténcia a compressao nominal do concreto, sabendo que sua
resisténcia a tracdo vale 10% da resisténcia a compressao. Utilize um
fator de seguranca de 1,45 e a teoria de Coulomb-Mohr.

Figura 4.36 | Pilar de concreto sob carga axial e torgdo

20.000 kN

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucdo da situagdo-problema

O estado de tensdes no pilar é causado pela forca axial e pela
torcdo. Assim, devemos calcular as tensdes devido a essas cargas:

6
o =P 22007 o5 usmMPa ()
A m 2
20
6-
T A2 g oempa (o)
JT
351
32

Da resisténcia dos materiais, sabemos que as tensdes principais
podem ser encontradas através da seguinte equacao:

2
0y + o, o,—0, 2
012 = 2 + [ 2 ] + Ty (3)

Substituindo os termos:

2
0y = 222040, \/[_25"2‘6 _O] +5092  (4)

2
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0,=0,98 MPa e o0, = —26,45 MPa  (5)

Como as tensdes principais tem sinais opostos, podemos aplicar
C .

a Equacédo 4.58, sabendo que o}, =0,1-0y, :

2221 (Eq. 458)
Toe T
—26,4
0,98C _ E::, 5 1 ©6)
0,104 Tt

0% =0,98-10 + 26,45 = 36,25 MPa  (7)

Aplicando agora o fator de sequranca:
oS, =36,25.1,45 = 52,56 MPa (8)

Portanto, o concreto utilizado deve ter uma resisténcia nominal

maior que 53 MPa.

Faca valer a pena

1. As tensdes componentes de um estado plano de tensdes num ponto
critico de um tubo de aluminio fundido é exibido na Figura 4.37. Considere
a tensdo ultima na tragdo o], =160 MPa e a tens&o ultima na compressdo

o5, =320 MPa.
Figura 4.37 | Estado de tens&o biaxial de elemento de tubo de ferro fundido
110 MPa
#’ 45 MPa

65 MPa

T

Fonte: elaborada pelo autor.
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Determine pela teoria de Coulomb-Mohr o coeficiente de falha e se o
elemento falhara.

a) 0,85 — ndo falha.
b) 0,75 — nao falha.

)
c) 0,20 — nao falha.
d) 1,44 - falha.
e) 1,52 - falha.

2. Uma barra de um material fragil mostrado na Figura 4.38 estd sujeito a
um torque T =15 N-m. O fator de seguranca em relacao a falhaé 1,45 ea
tensao ultima na tracdo e na compressdo € o, =150 MPa.

Figura 4.38 | Tubo de aco sob torcado

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine pelos critérios da tensdo normal maxima, de Coulomb-Mohr e
da maior deformacao linear se a barra ira falhar.

a) Falha; ndo falha; n&o falha.

b) Ndo falha; falha; ndo falha.

c) Nao falha; néo falha; nao falha.
d) N&o falha; falha; falha.

e) Falha; falha; falha.
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3. O estado plano de tensdo de uma estrutura de ferro fundido, no ponto
onde se concentram as tensdes maximas atuantes, € exibido na Figura
4.39. Considere a tensdo ultima na tracdo o}, = 250 MPa e a tensdo ultima

na compresséo o5, = 650 MPa.

Figura 4.39 | Estado de tens&o biaxial de elemento de tubo de ferro fundido

80 MPa

50 MPa

120 MPa

Fonte: elaborada pelo autor

Determine o fator de seguranca quanto a falha pela teoria da tensao
principal maxima e pela teoria de Coulomb-Mohr, respectivamente.

a)1,90e1,62.
b) 2,72 e 1.50.
c)1,84el,62.
d) 1,50 e 1,90.
e) 1,90 e 1,50.
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