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Palavras do autor

Seja bem-vindo ao estudo das Estruturas Algébricas! Uma das
grandes areas da Matematica ¢ a Algebra, cujos conhecimentos
possibilitaram a representacao de relagdes por meio da articulacao
entre valores numeéricos e literais, favorecendo, dentre outros, a
representacao de fendbmenos por meio das equacdes algebricas.

O estudo da Algebra tem inicio na Educacéo Basica, no entanto,
vai além da abordagem das equacdes algébricas, pois um de seus
grandes temas de estudo sdo as estruturas algebricas, essenciais
para a formalizagao dos conjuntos com operacdes e propriedades
associadas. As estruturas algébricas foram desenvolvidas ao
longo do processo de axiomatizacdo da Algebra, principalmente
na estruturacao de operacdes associadas a conjuntos e, mais
especificamente, os numeéricos. A partir dessa introducao, diversos
conhecimentos da Algebra podem ser abordados, como as
propriedades das operacdes definidas sobre 0os conjuntos numericos
empregadas na resolucdo, por exemplo, de equacdes de 12 grau.

Oconhecimentodessasestruturas e essencialparaque o professor
de Matematica possa abordar os temas direcionados a Educacao
Basica de forma adequada, atendendo as especificidades das etapas
correspondentes. Assim, neste livro didatico, abordaremos algumas
das principais estruturas algébricas: 0s grupos, 0s aneis € 0s Corpos,
suas propriedades e 0s principais conceitos associados, observando
a aplicabilidade destes na resolu¢cao de problemas, favorecendo o
desenvolvimento do raciocinio critico e da persisténcia.

Tendo em vista a organizacdo desses conceitos, este livro foi
sistematizado em quatro unidades. Na Unidade 1 daremos inicio
aos estudos a respeito das estruturas algébricas, analisando topicos
da Teoria dos Conjuntos e da Teoria dos Numeros, oS quais
compordo as definicdes das estruturas algeébricas. Na sequéncia,
na Unidade 2, iniciaremos os estudos especificos a respeito das
estruturas algébricas a partir da definicdo de grupo, observando os
principais conceitos associados, tais como propriedades, grupos
abelianos, principais exemplos e subgrupos. Na Unidade 3, daremos
continuidade ao estudo das estruturas algébricas com os aneis, com
base nos grupos abordados na unidade anterior, observando suas



propriedades, caracteristicas, categorias e exemplos importantes.
Na Unidade 4, finalizaremos os estudos com a definicdo de
corpo, relacionando-a aos anéis, identificando suas propriedades,
analisando os polindmios e os aneis correspondentes, os dominios
euclidianos, homomorfismos e isomorfismos de anéis.

Para favorecer o aprendizado, procure organizar uma rotina de
estudos realizando a pré-aula e a pos-aula correspondentes. Estude
também os demais materiais sugeridos ao longo deste livro para
complementar os topicos da Algebra abordados. Procure identificar
0s conceitos principais discutidos em cada unidade, estabelecendo
relacdes entre estes e observando sua aplicabilidade na resolucao
dos problemas propostos.

Tendo em vista 0s objetivos e conteudos associados, vamaos

iniciar esse novo desafio, investigando as estruturas algébricas, suas
principais caracteristicas e aplicacdes!



Unidade 1

Teoria dos Numeros

Convite ao estudo

Seja bem-vindo a Unidade 1 deste livro. No decorrer desta
unidade discutiremos a respeito de conceitos importantes
da Algebra Abstrata, principalmente em relacdo & Teoria dos
Numeros e a Teoria de Conjuntos.

O estudo de topicos da Algebra Abstrata € essencial para o
desenvolvimento de conceitos da Matematica, © que por sua
vez possibilita a investigacdo e a resolugcao de problemas das
mais variadas areas nas quais a Matematica pode ser aplicada,
como a avaliacdo de dados coletados a partir de pesquisas, a
modelagem de fendmenos a partir de equacdes polinomiais,
entre outros. O conhecimento a respeito dos conjuntos,
suas relacdes e operacdes sdo essenciais para todo professor
de Matematica, pois, alem de serem abordados na Educacao
Basica, fundamentam outras ideias, como o conceito de fungdo.

Para motivar sua aprendizagem, considere que vocé faz
parte do quadro de funcionarios de um escritorio que atua No
ramo de consultoria e que presta servicos para companhias
de diversas areas. Nesse escritorio vocé é responsavel por
uma equipe que atua com acodes, por exemplo, a realizacao
de pesquisas de opinido, analises estatisticas, estudo da
inteligéncia de mercado, entre outros.

Uma empresa que trabalha com construg¢ao civil entrou
em contato com o escritorio no qual vocé atua solicitando
uma consultoria referente ao setor imobiliario. Nessa tarefa,
Ssua equipe precisara realizar analise de dados relacionados
a0 interesse das pessoas a respeito dos tipos de imoveis e
propor formas de organizagao das numeracdes de imoveis
em condominios, empregando as propriedades dos conjuntos
NnUMEricos para a resolucao dos problemas propostos.



Considerando o contexto apresentado, sua primeira
tarefa consiste em conhecer as preferéncias de compradores
em potencial a respeito das quantidades de quartos dos
apartamentos a serem construidos pela empresa. Em seguida,
VOCé precisara capacitar os funcionarios recém-contratados
pela empresa para integrar sua equipe a respeito das operacoes
binarias e suas principais propriedades, pois esses conceitos
sao essenciais para o desenvolvimento da terceira tarefa, a
qual consiste em construir uma estratégia para identificacdo
das numerag¢des das casas de um novo empreendimento a ser
lancado pela empresa.

Que conhecimentos matematicos sdo necessarios para o
estudo destes problemas? De que forma vocé podera executar
essas tarefas? Prossiga com a leitura e verifigue o primeiro
problema que deve ser solucionado.



Secaoll

A Algebra Abstrata e a Teoria de Conjuntos

Dialogo aberto

Nesta secao abordaremos os principais topicos da Teoria
dos Conjuntos, visando o estudo dos conjuntos, suas relacdes
e operacdes correspondentes, conceitos que serao utilizados
posteriormente na definicdo das estruturas algébricas. Na
Educacao Basica, esses conceitos sao tratados considerando
suas adequacdes a etapa considerada, porém, € preciso que o
professor tenha o conhecimento tedrico correspondente para que
possa desenvolver tarefas significativas aos alunos e auxilid-los na
superacao de suas dificuldades.

Considerando a sua fungdo enquanto chefe de equipe no
escritorio de consultoria, o primeiro problema que devera ser
resolvido pelo seu setor diz respeito a analise de dados relacionados
ao ramo imobiliario.

A empresa de construcao civil que contatou o escritorio no qual
vocé trabalha pretende iniciar um novo projeto com a construcao
de um edificio residencial. Porém, antes de finalizar o projeto
desse novo empreendimento, a empresa deseja conhecer quais
sao as preferéncias dos compradores em potencial em relagao as
quantidades de quartos que cada apartamento deve conter dentre
as seguintes possibilidades: um, dois ou trés quartos.

Para isso, 0 escritorio em que vocé trabalha organizou e realizou
uma pesquisa com o publico alvo, conforme o perfil da empresa,
e coletou alguns dados a respeito das preferéncias deste. Com a
realizacdo da pesquisa, dentre as 450 pessoas entrevistadas, foram
obtidas as seqguintes respostas:

e 160 pessoas preferem apartamentos com um quarto.
e 231 pessoas preferem apartamentos com dois quartos.
e 182 pessoas preferem apartamentos com trés quartos.

e 33 pessoas preferem apartamentos com um ou dois quartos
apenas.

U1 - Teoria dos Numeros 9



e 57 pessoas preferem apartamentos com um ou trés quartos.
e 65 pessoas preferem apartamentos com dois ou trés quartos.

e 25 pessoas nao possuem uma preferéncia especifica,
afirmando que as trés op¢des as agradam.

e 32 pessoas ndo souberam opinar.

A sua equipe ficou responsavel por analisar estes dados e
apresentar respostas aos seguintes questionamentos: quantas
pessoas preferem apartamentos com apenas dois quartos? Qual a
porcentagem de pessoas, em relacao ao total, que preferem apenas
apartamentos com dois ou trés quartos? Qual seria a melhor opgao
para a empresa: construir um edificio com apartamentos de um,
dois ou trés quartos?

ApOs analisar os dados coletados, buscando respostas para
0s questionamentos apresentados pela empresa, vocé e sua
equipe devem construir um relatorio que sera entregue as partes
interessadas com as analises realizadas a partir do conjunto de
dados em questao, empregando diferentes recursos para evidenciar
as relacdes observadas, como a construcdo de graficos e tabelas
envolvendo os dados coletados e analisados, por exemplo.

Como vocé pode orientar sua equipe neste estudo e quais seriam
as melhores respostas a cada um dos questionamentos apresentados
pela empresa? Prossiga em seus estudos para identificar os
conhecimentos necessarios para a resolucao desse problema.

Nao pode faltar

Introducdo ao estudo da Algebra Abstrata

Atualmente, a Algebra pode ser dividida em dois grupos: a Algebra
Elementar, cujos estudos sao voltados, dentre outros, as equacdes e
métodos de resolucdes; e a Algebra Abstrata, a qual trata a respeito
das estruturas matematicas, tais como grupos, anéis e corpos. Para
que a Algebra atingisse o formato atual, ao longo da historia foram
necessarios muitos estudos e evolucdes, partindo inicialmente do
uso de dialogos na descricao dos conteudos, empregando resumos
e abreviacdes em uma fase intermediaria para, assim, finalizar com
a construcao de um sistema eficiente de representacao simbolica,
processos que favoreceram o desenvolvimento da estrutura atual
empregada para a apresentacdo dos conhecimentos da Algebra.

10 U1 - Teoria dos Numeros



D9 Pesquise mais

Para mais informac®es a respeito das origens historicas da Algebra,
consulte a secdo intitulada "A algebra de Al-Khwarizmi’, localizada
no capitulo 4 do livro "Historia da Matematica”, de autoria de Tatiana
Roque. Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/9788537809099>. Acesso em: 16 mar. 2018. Realize o login
em sua biblioteca virtual para que possa acessar o material indicado
por meio do link apresentado.

Ao longo desse livro trataremos a respeito de topicos da
Algebra Abstrata, principalmente em relacdo as estruturas
algébricas: grupos, anéis e corpos, bem como suas propriedades
caracteristicas. Porem, para que possamos estudar essas estruturas,
precisaremos de conceitos relativos a Teoria dos Conjuntos e
Teoria dos Numeros, pois estes estardo presentes, dentre outros,
na construcao das estruturas algébricas e na identificagao de suas
principais propriedades.

Nesse sentido, daremos inicio aos trabalhos a partir de topicos
da Teoria dos Conjuntos.

@ Reflita

Com base nos conhecimentos de outras areas, como a Lingua
Portuguesa ou a Biologia, quais sdo exemplos de conjuntos que
podem ser estudados?

Estudo dos conjuntos e suas representagcdes

Em relacao a Teoria de Conjuntos, o conceito inicial que
precisa ser estudado € o de conjunto, bem como suas principais
representacoes.

Um conjunto corresponde a uma colecao qualguer de numeros,
objetos, figuras geomeétricas, entre outros, desde que todos o0s
elementos envolvidos possuam algum tipo de semelhanca entre si.
Elemento pode ser entendido como um integrante de um conjunto.

Podemos adotar como notacdo para os conjuntos as letras
maiusculas do alfabeto. Em relagdo a representagcdo, podemos
adotar trés formas distintas, descritas a seguir:

U1 - Teoria dos Numeros 11



e 12 forma: enumerar os elementos do conjunto, escrevendo-
0s entre chaves e separados por virgulas, conforme oS
exemplos apresentados a sequir:

o A={1 2 3, 4,5}, que corresponde ao conjunto
composto pelos numeros naturais 1, 2, 3, 4 e 5;

o B={1,2,3,4,6, 12}, que se refere ao conjunto formado
pelos numeros naturais que sao divisores de 12.

22 forma: identificar uma propriedade que caracteriza os
elementos dos conjuntos, por exemplo:

o C={x]|x éum numero inteiro par}, ou seja, o conjunto
C={.,—4,-202.1%},

o D={y|y éasolucdo daequagdoy +2=0}, e nesse
caso, D = {_2} .

32 forma: empregando a representacao em diagramas,
conforme os seguintes exemplos:

o Conjunto E composto pelos numeros primos entre 2 e 13,
com o acréscimo do 2 e do 13, o qual ¢ ilustrado na Figura
1.1(a);

o Conjunto F composto pelos numeros inteiros entre -3 e 5,
com a inclusdo destes, destacado na Figura 1.1(b).

Figura 1.1 | Representacdo de conjuntos na forma de diagramas

E F

(@) (b)

Fonte: elaborado pelo autor
&ﬁ’ Assimile
Os integrantes de um conjunto sdo elementos e as possiveis
representacdes para 0Os conjuntos sao. enumeracao de seus

elementos; e identificacao de propriedade dos elementos que o
compdem e diagramas.

12 U1 - Teoria dos Numeros



o
4 Facavocé mesmo

Analise os conjuntos apresentados a seguir e enumere seus elementos
a partir da propriedade indicada:

. M={x|x éum nimero natural divisor de 24} .

. N:{y|y é solucéo da equacéo y* —2y—3:0}
. P={z|zéraiz dafungdo f(z)= 2 =7z +10}

Relagdes de pertinéncia e inclusdao envolvendo conjuntos

Podemos avaliar as relacdes entre elementos e conjuntos por
meio da pertinéncia e da inclusao, conceitos que se diferem pela
natureza dos objetos a serem comparados.

Dizemos que um elemento x pertence a um conjunto A quando
x faz parte do conjunto em estudo e, quando isso ocorre, podemaos
utilizar a notacdo X €A (l&-se "x pertence a A’). Por outro lado,
quando x ndo pertence ao conjunto, empregamos a notacdo X & A
(lé-se "x nao pertence a A"). Assim, a pertinéncia permite relacionar
elementos e conjuntos.

Por exemplo, podemos afirmar que o nimero 2 pertence ao
conjunto §={1,2,3,4,5,...} dos inteiros positivos, mas -3 ndo
pertence a S. No caso do conjunto R:{...,—G,—B, 0, 3, 6,...}
dos inteiros multiplos de 3, podemos afirmar que 9 ¢ R enquanto
que 2¢R.

A inclusdo possibilita relacionar diferentes conjuntos entre si,
mais especificamente quando desejamos verificar se um conjunto
contém outro conjunto. Dizemos que um conjunto B esta contido
no conjunto A quando todo elemento de B também for elemento
de A e, nesse caso, utilizamos as notacdes BC A (lé-se ‘B esta
contido em A”) ou AD B (lé-se "A contém B’), e no caso contrario,
temos a notacdo B ¢ A (Ié-se "B ndo esta contidoemA’)ou AP B
(l&-se "A ndo contém B).

Como exemplo, podemaos tomar 0s conjuntos
A:{O, 2, 4,6, 8, 10}, B=1{2, 6, 10} e C:{B, 4, 8}. Note
que BC A (ou A B) porque todos os elementos de B também
pertencem ao conjunto A. Porém, o conjunto C nao esta contido

U1 - Teoria dos Numeros 13



emA, istoe, CZA (ou ApHC) porque 3€C mas 3¢ A. Essas
relacdes sao ilustradas na forma de diagramas conforme a Figura 1.2.

Figura 1.2 | Relagcdes entre os conjuntos A, Be C

Fonte: elaborado pelo autor.

Sendo assim, a pertinéncia permite que relacionemos elementos
a conjuntos, sendo representada pelos simbolos € e €, enquanto
que a relacao de inclusao refere-se a comparacdo entre conjuntos,
a qual pode ser representada por C e ¢. Desta forma, temos
diferengas entre os dois conceitos, suas representacdes e os termos
que devem ser empregados em cada situacao.

A partir da relagcao de inclusao podemos estudar 0os subconjuntos.
Se B esta contido no conjunto A entdo dizemos que B € um
subconjunto de A.

oé) Reflita

Considerando a relagdo de inclusao, por que podemos afirmar que
qualguer conjunto é subconjunto dele mesmo? Como podemos
justificar esse fato?

?=| Exemplificando

Considere os conjuntos X ={—=11 3} e Y = {73,71, 1 3, 5}. Note
que o conjunto X esta contidoem Y, ou X C Y, pois todo elemento
de X também pertence a Y, entdo X € um subconjunto de Y. A relacdo

de inclusdo entre os conjuntos X e Y ¢ ilustrada na Figura 1.3 na forma
de diagrama. »

14 U1 - Teoria dos Numeros



4 Figura 1.3 | Relacdo de inclusdo entre X e Y

Fonte: elaborado pelo autor

Na Figura 1.3 podemos observar que X € um subconjunto de
Y e, além disso, os elementos -3 e 5 sao elementos de Y que ndo
pertencem ao conjunto X. Assim, a partir desse exemplo, podemos
definir o complementar de um conjunto.

Tomando dois conjuntos A e B tais que B C A, o complementar
do conjunto B em relagcdo ao A corresponde ao conjunto
formado por todos os elementos de A que nao pertencem a B.
Essa relacao pode ser representada por (BC)A:{xeA|x¢B}
. No caso do exemplo relativo a Figura 1.3, temos X CY e
(X©), ={xeYlIxgX}={-3 5}.

Considerando as caracteristicas das relacdes de pertinéncia e
de inclusao, podemos afirmar que dois conjuntos A e B sdo iguais
quando possuem exatamente os mesmos elementos, situacao que
pode ser denotada por A = B (lé-se "A é igual a B"). Quando ocorre
a iqualdade entre os conjuntos A e B, pela relacdo de inclusao
podemos afirmar que ACB e BC A . Em resumo, dois conjuntos
A e B sdoiguais se, e somentese, AcB e BCA.

Alguns conjuntos particulares que podem ser estudados sao 0s
unitarios, vazios e das partes.

e Conjunto unitario. conjunto que contém um unico
elemento, por exemplo, o conjunto P que contém apenas o
numero 2, isto é, P = {2} _

e Conjuntovazio: conjunto que ndo contém elemento algum,
denotado por { } ou .

U1 - Teoria dos Numeros 15



e

oé) Reflita

Uma caracteristica particular do conjunto vazio € de que 0 mesmo esta
contido em todos os conjuntos, isto €, & € subconjunto de qualquer
conjunto. Como podemos justificar este fato?

e Conjunto das partes: conjunto P(X), relativo a outro
conjunto X, e que contem todos os subconjuntos que
podem ser construidos a partir dos elementos de X,
inclusive o conjunto vazio. Assim, se X=13 5}
, O conjunto das partes associados a X sera dado por
P(X)={2.{1}.{3}.{5}.{1.3}.{15}.{3,5}.{13,5}}.  se
O conjunto X contém n elementos, entdo a quantidade
de elementos do conjunto das partes P(X) serd igual a 2"
elementos.

o
4 Fagavocé mesmo

Determine o conjunto das partes associado ao conjunto

T={2517 9}

Operac¢des envolvendo conjuntos

Além de relacionar os conjuntos a partir das ideias de pertinéncia
inclusdo, podemos tambem estabelecer operagdes envolvendo

conjuntos, dentre as quais podemos destacar a uniao, a intersecao
e a diferenca.

Sejam os conjuntos A e B dados. Definimos a unidao entre os

conjuntos A e B, denotada por AUB, como o conjunto formado
pelos elementos que pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B, a
qual pode ser descrita da seguinte forma:

16

AUB={x|x€cAouxecB}
?=| Exemplificando

Sejam os conjuntos P = {—3,—1, 0, 2} e Q= {0, 1, 2, 3, 4} A

unido dos conjuntos Pe Q, isto &, P U@, corresponde ao conjunto >

U1 - Teoria dos Numeros



PUQ={-3-1012 3, 4}
A representacdo na forma de diagramas € dada na Figura 1.4.

Figura 1.4 | Unido dos conjuntos P e Q

P

PUQ

Fonte: elaborado pelo autor

Sendo assim, na unido ndo existe a exclusdo de elementos
dos conjuntos envolvidos, pois desde que o elemento pertenca
a pelo menos um dos conjuntos considerados ele pertencera
a uniao.

(tz” Assimile

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, a operagao de unido entre
conjuntos satisfaz as sequintes propriedades:

+  Reflexivat AUA=A;

« Comutativa- AUB=BUA;

«  Associativa: AU(BUC):(AUB)UC;

«  Elemento neutro para a unido: AU =A;

« Inclusdo relacionada:se B A entsio AUB=A.

Como essas propriedades podem ser demonstradas? Que argumentos
sdo necessarios? Reflita a respeito dessas propriedades, identificando
justificativas adequadas para cada uma delas.

U1 - Teoria dos Numeros 17



ﬂ_cll Pesquise mais

As propriedades referentes a unido de conjuntos devem ser
demonstradas com base em argumentos validos. Para verificar as
demonstracdes para algumas dessas propriedades, consulte 0 material
Conjuntos.

Disponivel — em:  <https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/~fteix/Cl/
conjuntos.pdf>. Acesso em: 2 abr. 2018. As demonstracdes sdo
construidas, nesse material, a partir de argumentos e conceitos
provenientes da Logica.

Considerando os conjuntos A e B dados, podemos definir a
intersecao entre os conjuntos A e B, denotada por <<ulslEgn065.
eps>>, como o conjunto formado pelos elementos que pertencem ao
conjunto A e ao conjunto B, a qual pode ser descrita da sequinte forma:

ANB={x|xcAexecB}:

?=| Exemplificando

Sejam os conjuntos P ={-3,—1, 0P2 e Q={0,12 3 4} A
intersecao dos conjuntos P e Q, isto €, , corresponde ao conjunto

PNnQ={0, 2}

A representacdo na forma de diagramas € dada na Figura 1.5.
Figura 1.5 | Intersecdo dos conjuntos P e Q

p Q

PNnQ

Fonte: elaborada pelo autor
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Desta forma, diferente da unido, os elementos que nao
pertencem a todos os conjuntos envolvidos sao excluidos do
conjunto intersecao.

&z” Assimile

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, a operacao de intersecao entre
conjuntos goza das seguintes propriedades:

«  Reflexivas ANA=A;

« Comutatvas ANB=BNA;

«  Associativa: Am(BmC) = <A ﬂB) NC:

. Elemento neutro para a intersecdo: AN = & ;

o Inclusdo relacionada: se BC A entdo ANB=18B.

Como proposta de estudo complementar, construa argumentos
de modo a demonstrar a validade de cada uma das propriedades
apresentadas.

Podemos ainda estudar, além da unido e intersecao, a diferenca
entre conjuntos.

Sejam conjuntos A e B. A diferenga entre A e B corresponde
aos elementos que pertencem ao conjunto A e que nao pertencem
a B, a qual pode ser descrita por A—B:{x|x cAe ngB}. Por
exemplo, considerando os conjuntos K:{1, 4, 7, 10, 15} e
L{1,3,4,6} entdo K—L={7, 10, 15}.

A diferenca entre conjuntos satisfaz as seguintes propriedades
para quaisquer conjuntos A e B:

e A-A=0;

e A-go=A;

e O-A=0;

+ SeBCAentio B-A=0.

Reflita também a respeito dessas propriedades, construindo
demonstracdes que justifiguem a validade de cada uma.
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o
4 Fagavocé mesmo

Avalie os conjuntos apresentados a seguir e determine as diferencas

D-E E-F.F-D.
D={123 4,7 E={-4,04,78 F={-4, 4 8

D_C} Pesquise mais

Para contribuir com os estudos a respeito da Teoria de Conjuntos,
inclusive a respeito das operacdes e relacdes correspondentes,
consulte o material a seguir.

Disponivel em: <http://www.uel br/projetos/matessencial/medio/
conjuntos/conjunto.htm>. Acesso em: 11 abr. 2018.

Nao pode faltar

No contexto de atuagcao no escritorio de consultoria, a tarefa
a ser cumprida por vocé e sua equipe consiste na avaliacao
das preferéncias de compradores em potencial em relacao as
quantidades de quartos que apartamentos devem conter dentre as
possibilidades: um, dois ou trés quartos.

Para o estudo desse problema, sejam 0s seguintes conjuntos:
conjunto A, composto pelas pessoas que preferem apartamentos
com um quarto; conjunto B, das que preferem apartamentos com
dois quartos; e conjunto C, das que preferem apartamentos com
trés quartos. Assim, € necessario analisar os dados coletados pelo
escritorio em relacao aos 450 entrevistados.

Este problema envolve trés conjuntos, os quais podem possuir
intersecdes entre si. I1sso ocorre devido ao fato de que algumas
pessoas podem preferir, por exemplo, apartamentos com dois ou
trés quartos e, assim, estas serdo contadas tanto no conjunto B
quanto no C. Esse fato pode ser confirmado devido a soma das
quantidades de elementos dos conjuntos A, B e C ser igual a 573
e superar o total de 450 entrevistados, logo, existem pessoas que
foram contabilizadas em mais de uma categoria. Os conjuntos
relacionados ao problema podem ser estudados a partir de
diagramas, conforme exemplo apresentado na Figura 1.6.
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Figura 1.6 | Diagramas representando os conjuntos A, B e C e possiveis intersecdes

A B

C

Fonte: elaborada pelo autor.

Para auxiliar na interpretacdo dos dados, podemos preencher os
diagramas da Figura 1.6 com as quantidades de pessoas associadas
a cada conjunto e suas possiveis intersecoes.

Em relagcdo as intersecdes, cujo diagrama € apresentado na
Figura 1.7(a), temos 0s casos:

25 pessocas nao possuem uma preferéncia especifica,
afirmando que as trés opcdes as agradam, logo, o conjunto
ANBNC contém 25 elementos.

33 pessoas preferem apartamentos com um ou dois
quartos apenas, entdo o conjunto (ANB)—C contém 33
elementos.

57 pessoas preferem apartamentos com um ou trés quartos,
e 57 —25=232 preferem apartamentos com um ou trés
guartos apenas, o que corresponde a (A N C) -B

Das 65 pessoas que preferem apartamentos com dois ou
trés quartos, 65—25=40 preferem apartamentos com
dois ou trés quartos apenas, referente a (B N C) —A.
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Figura 1.7 | Diagrama de A, B e C com as quantidades de elementos correspondentes

A B A B A B

(=S (25 / v

(a) Intersecdes (b) Diagramas completos (c) Conjunto BN C) — A

Fonte: elaborada pelo autor.

Para as quantidades de elementos associados a apenas um dos
trés conjuntos, visando a construgcao do diagrama da Figura 1.7(b),
temos, das 160 pessoas que preferem apartamentos com um
quarto, 33+25+32=90 pessoas que ja foram consideradas
nas intersecdes. Logo, 160—-90=70 pessoas preferem
apartamentos com um quarto apenas (conjunto A—(BUC)),
fato evidenciado na Figura 1.8(a). Para os outros dois conjuntos,
de modo andlogo, obtemos que 231—(33+25+40) =133
pessoas preferem apartamentos com dois quartos apenas (conjunto
B—(AUC)), conforme Figura 1.8(b), e 182—(32+25+40) =85
pessoas preferem apartamentos com trés quartos apenas (conjunto
C —(AUB)), como a Figura 1.8(c).

Figura 1.8 | Diagramas para A—(BUC), B—(AUC) . C—(AUB)

@ 9 (&)

(a) Conjunto A — (BUC) (b) Conjunto B — (AUC) (c) Conjunto C — (AUB)

Fonte: elaborada pelo autor

Do total, 32 nédo souberam opinar, 0s quais nédo pertencem aos
diagramas associados aos conjuntos A, B e C, entdo obtemos o
diagrama da Figura 1.7(b). Dessa figura e possivel constatar que 133

pessoas preferem apartamentos com apenas dois quartos (conjunto
B—(AuC)).
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As 40 pessoas que preferem apartamentos com dois ou trés
quartos apenas compdem o conjunto (BNC)— A, destacado na
Figura 1.7(c). Se a quantidade total de pessoas ¢ 450, as 40 pessoas
correspondem a % ~(0.089 = 8.9% do total de entrevistados.

Dos totais de pessoas que preferem apenas apartamentos com
um, dois ou trés quartos, a maior quantidade corresponde aos de
dois quartos (conjunto B). Considerando os dados coletados e
que todos os apartamentos do edificio apresentardao as mesmas
quantidades de cobmodos, a melhor opcao para a empresa seria um
edificio com apartamentos de dois quartos apenas.

ApoOs esses estudos, vocé devera elaborar um  relatorio
contemplando um resumo dos dados coletados e analisados a
respeito do problema proposto. Organize as informacdes obtidas
a partir de graficos e tabelas, buscando evidenciar para a empresa
quais sao as preferéncias do publico pesquisado a respeito das
quantidades de quartos que 0s apartamentos deveriam conter.

Avancando na pratica

Investigacao das propriedades referentes as operacdes entre
conjuntos

Descricao da situagao-problema

Durante a elaboracao de um plano de aula voltado ao estudo da
unido e intersecao envolvendo conjuntos no Ensino Médio, vocé
deparou-se com a seguinte afirmacao:

Propriedade: Se A, B e C sdo conjuntos quaisquer entao a

seguinte igualdade é valida:
(AuB)NnC=(AnC)u(BNC)

A partir de estudos de topicos da Algebra, vocé sabe que esta
propriedade pode ser aplicada na resolucdo de problemas praticos,
Nno entanto, € preciso demonstra-la para garantir a validade das
conclusdes obtidas a partir dela.

Nesse sentido, de modo a aprofundar os estudos a respeito das
demonstracdes empregadas no estudo da Algebra, e sabendo que
€ valida a relacao
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X =Y se,esomentese, XCY eYCX

para quaisquer conjuntos X e Y, prove que a propriedade em
guestdo é valida com base nas definicdes das operacdes de unido e
interse¢cao de conjuntos.

Resoluc¢do da situagdo-problema

Para demonstrar que a igualdade (AUB)NC=(ANC)U(BNC) &
valida para conjuntos A, B e C quaisquer, precisamos comprovar a

validade das seguintes inclusdes:

(AuB)nCc(AnC)u(BNC) (1)

(AnC)u(BNC)c(AuB)NC (2

Segue a demonstragdo da inclusdo (1): Seja x€(AUB)NC,
sendo assim, pela definicdo da intersecdo de conjuntos, x c AUB e
x € C  Darelacdo x € AUB e pela definicdo da unido de conjuntos

temos que x € A ou X € B Consequentemente, uma das seguintes
situacdes sera verdadeira:

e« X€EAexeC. istoé, xeANC: ou
e« X€Be xeC ouainda, xeBNC.

Como uma das possibilidades deve ocorrer, entdo devemaos
ter xe(ANC)U(BNC), de acordo com a definicdo da unido de
conjuntos. Logo, (AuB)NCc(ANC)u(BNC), © que conclui a
demonstracdo da primeira relacao de inclusao.

A seguir temos a demonstracao da inclusao (2): Considere
y€(ANC)uU(BNC), o que pela definigdo da unido entre conjuntos
implicaem y e ANC ou y € BNC . Pela definicdo de intersecdo, do
primeiro caso segue que Y € AcyeCe sendoy um elemento de
A, temos também que y € AUB, de acordo com as propriedades
da unido de conjuntos, pois Ac AUB. De modo analogo, no
segundo caso temos yeB e y €C, o que implicaem yc AuB
e yeC, pois BCAUB . Sendo assim, em ambas as situagcoes
temos que ¥ €AUB e yeC, de onde segue que ye(AUB)NC.
Desta forma, (ANC)uU(BNC)c(AUB)NC.

Como as inclusdes (1) e (2) sao validas, podemos concluir que a
igualdade (AUB)NC =(ANC)U(BNC) éverdadeira para quaisquer
conjuntos A, B e C. Assim, a propriedade apresentada é valida, o que
conclui sua demonstracao e, consequentemente, a tarefa proposta.
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Desta forma, tendo concluido a demonstracdo em questao, vocé
pode garantir que essa propriedade pode ser aplicada em qualquer
situagao e, desta forma, podera explorar em sala de aula situacdes
que envolvam o emprego desta na resolucao de problemas praticos.

Faca valer a pena

1. Sejam os conjuntos dados por
A={-3-20,2 4,6}
B={-2 2 4,5}
C={-3 2 6}

Em relacdo a esses conjuntos, foram apresentadas as seguintes afirmacdes:

|. O conjunto C esta contido em A porque todo elemento de C pertence
ao conjunto A.

II. O conjunto B pertence ao conjunto A porque todo elemento de B esta
contido em A.

I1l. © conjunto C pertence ao conjunto A porque todo elemento de C esta
contido em A.

IV.O conjunto A contém B porque todo elemento de B pertence ao
conjunto A.

A respeito das afirmagdes apresentadas, assinale a alternativa correta:

a) Apenas a afirmacgao | esta correta.

b) Apenas a afirmacao IV esta correta.

c) Apenas as afirmagdes | e Il estdo corretas.
d) Apenas as afirmagdes | e IV estdo corretas.
e) Apenas as afirmacgdes Il e Il estdo corretas.

2. Os conjuntos podem ser descritos a partir da enumeracdo de seus
elementos, segundo a descricdo de uma propriedade ou na forma de
diagramas, sendo essencial a compreensao dessas representacdes para a
utilizagcao do conceito de conjunto e de suas operac¢des na interpretagao
de situacdes-problema.

Considere os conjuntos descritos no que segue:

M = {x| x é um inteiro divisor de 32}
N ={x| x é um inteiro tal que 1< x <10}
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Em relacao aos conjuntos apresentados, assinale a alternativa que
indica corretamente a uniszo MUN ¢ 5 intersecao Mn relativa aos
conjuntos M e N:

d MUN=g e MNN={123,4,56,7,8,9,10,16,32} .
e) MUN ={12,3,4,5,6,7,8,9,10,1216,32} e MNN ={1,2,3,4,6,8}.

a) MUN={12,4,8} e MON ={1,2,4,8}.

b) MUN ={12,3,4,5,6,7,8,9,10,16,32} e MNN =2

o) MUN ={12,3,4,5,6,7,8,9,10,16,32} e MON ={12,4,8}.
)
)

3. Visando organizar um campeonato escolar, a direcdo de uma instituicdo
de ensino resolveu realizar uma pesquisa com seus alunos, identificando
as modalidades esportivas preferidas dentre as seguintes possibilidades:
futebol, voleibol e basquetebol.

Apos arealizacao da pesquisa foi identificado que, dentre os 550 estudantes
matriculados na instituicdo, 275 gostam de futebol, 227 de voleibol e 227
de basquetebol. Dentre esses estudantes, 95 gostam de futebol e voleibol,
82 gostam de voleibol e basquetebol, 52 gostam apenas de futebol
e basquetebol, enquanto que 35 gostam dos trés esportes. Também
houveram 50 estudantes, dentre o total, que nao opinaram nessa pesquisa.

Considerando as informacdes apresentadas, quantos estudantes preferem
apenas futebol?

a) 52 estudantes.
b) 85 estudantes.
c) 93 estudantes.
d) 128 estudantes.
e) 275 estudantes.
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Secaonl.?2

Estudo das operacodes binarias

Dialogo aberto

Na primeira secao iniciamos os estudos de topicos da Teoria de
Conjuntos e Teoria de Numeros, analisando o que sao conjuntos e
elementos, identificando as relacdes de pertinéncia e inclusao, aléem
de alguns conjuntos especificos e das operacdes uniao, intersecao e
diferenca. Prosseguindo com os estudos, nessa secdo o foco serao
as operacdes binarias definidas sobre conjuntos, suas propriedades
e as tabuas correspondentes, pois na definicdo de uma estrutura
algébrica precisamos considerar, além de um conjunto, uma
operacao definida sobre este.

Desta forma, dando continuidade aos trabalhos enquanto chefe
de equipe no escritorio de consultoria, durante a resolugcao do
problema anterior os funcionarios recem-contratados pela empresa,
e que passaram a integrar sua equipe, apresentaram dificuldades
com as operacdes definidas a partir dos conjuntos numericos,
principalmente em relagao a divisdo e ao calculo de porcentagem,
O que demandou um tempo maior para a conclusao dos trabalhos.

Analisando ©0s proximos  problemas que  precisam  ser
solucionados no atendimento a empresa de construcao civil, vocé
constatou a necessidade de propor um curso de capacitacao a
estes novos funcionarios para que sua equipe seja mais eficiente
no desenvolvimento das tarefas, pois a analise de dados exige
conhecimentos a respeito dos conjuntos numericos, das operagdes
definidas sobre seus elementos e das propriedades que sao satisfeitas.

Refletindo a respeito da importadncia dos conceitos indicados
anteriormente para as acdes executadas por sua equipe, VOCé
organizou o treinamento voltado ao estudo das operacdes binarias
e suas principais propriedades.

Durante esse treinamento, os novos funcionarios deverao
executar as seguintes tarefas:

«  Sejaoconjunto D=1{0,1,2,3} eaoperacdo A definida por:
se X,y €D entdo xAy corresponde ao resto da divisdo de X+ y
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por 4, considerando a operacao usual de divisdo no conjunto dos
numeros naturais.

« Construa a tabua da operacdo A relativa ao conjunto D.

» Analise a tdbua de operacado e verifique se as propriedades
associativa; comutativa; existéncia de elemento neutro;
existéncia de elemento simétrico; e presenca de elemento
reqular sao satisfeitas.

e O conjunto D é uma parte fechada para a operacao A ?
Como justificar esse fato?

Todas as questdes que serao propostas ao longo da capacitacao,
conforme descricao anterior, tém por objetivo favorecer a
compreensao dos conjuntos numericos, suas operacdes e
propriedades, por possibilitar a analise, de forma genérica, das
propriedades que podem ser satisfeitas por diferentes operacdes
definidas a partir de diversos conjuntos, visando capacitar 0s Nnovos
funcionarios a trabalharem com estes conceitos em variadas
situacdes. Nesse processo, a construcao da tabua de operacdes
podera contribuir com a compreensao das propriedades que
podem ser satisfeitas pelas opera¢cdes binarias possibilitando, por
meio da representacdo visual, a identificacao das relacdes que
podem ser estabelecidas entre os elementos do conjunto com base
Nna operacao correspondente.

Como os funcionarios podem resolver estes problemas? Como
vocé podera orienta-los nestes estudos? Desenvolva a tarefa
descrita e organize um roteiro de instru¢cdes para que vocé possa
auxiliar os funcionarios durante a realizagao das tarefas propostas
no treinamento.

Nao pode faltar

Operacgdes binarias

Para dar inicio aos nossos estudos precisamos compreender
O que € uma operagao binaria para que, na sequéncia, pPoOssamos
estudar as propriedades correspondentes. E por meio da definicdo
que podemos observar como o0s elementos do conjunto sao
combinados, a partir da operacdo em questdo, para a geracao de
outros elementos do conjunto.
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Para definir este conceito, considere um conjunto A ndo vazio.
Uma operagdo binaria (ou lei de composicao interna) sobre o
conjunto A corresponde a uma aplicacao f:Ax A — A, onde
Ax A refere-se ao produto cartesiano envolvendo o conjunto A.

! Atencdo

Uma aplicacdo f: X — Y corresponde a uma relacdo de X e Y na
qual o dominio de f é o conjunto X e tal que a cada elemento X € X
exista um Unico y € Y de modo que f(x)=y .

Sendo assim, uma operacdo binaria € uma aplicacdo f que
associa, a cada par ordenado (X,¥)€ AX A, um elemento XYy
(0 qual pode ser lido como “x estrela y') pertencente ao conjunto
A. O simbolo * pode ser empregado para representar a operagao
definida a partir de f e, nesse caso, dizemos gque A € um conjunto
munido da operacao * .

‘tz” Assimile
Dependendo das caracteristicas da operacdo x, podemos adotar

outros simbolos para sua representacdo além de x, conforme
indicado a sequir:

e Se x e de caracteristica aditiva, podemos empregar o simbolo
+ e denominar a operacao como adicdo. Neste caso, considera-
se X+ Yy como soma e os elementos x e y sdo chamados de
parcelas.

e Sex temcaratermultiplicativo, adotamos o simbolo - e chamamos
de multiplicagdo. Assim, o termo X-You XY é chamado de
produto, enquanto que x e y sdo denominados fatores.

Podemos adotar também outros simbolos para a representacdo de
operacdes genéricas, por exemplo: A, ©, & etc.

?Z| Exemplificando

Sendo Z o conjunto dos numeros inteiros, podemos definir a
operagéo binaria f:Zx7Z — 7 dada por f(X,y)=X+Yy . aqual p
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corresponde & adicdo usual em Z. Se N* = N—{O} a operagdo
f:N*"xN* — N* com f(x,y)= x¥ ¢apotenciacdo definida sobre
N*, a qual esta bem definida, pois se X,y € N* entdo X € N*.

Nem toda aplicacdo f:AXA— A, com A nio vazio, serd
uma operacdo binaria. Sejam A=R e f:RxR —R com
f(x,y)=Xx/y ., a qual corresponde & operacio usual de divisio
definida sobre R . A aplicacdo f ndo define uma operacio binria
porque nem todo elemento de R xR estd associado a algum
elemento na imagem de f, como ¢ o caso de (1,0)€ Rx R pois
f(’I,O) ndo estd definido devido & impossibilidade de dividir 1 por
0 em R. Logo, f njo define uma aplicacdo e, por isso, ndo define
uma operacdo binaria. Porém, restringindo o dominio a R* xR
,onde R*"=R —{O}, a aplicacdo F:R"xR" — R" tal que
f(x,y):x/y serd uma operacdo binaria ou lei de composicdo
interna sobre R™, correspondendo & divisdo usual definida sobre R*.

Propriedades das operagdes binarias

Considere * uma operacdo binaria definida sobre um conjunto
A ndo vazio. Vamos analisar algumas das propriedades que podem
ser satisfeitas por * .

1)  Propriedade associativa: a operacao x apresenta a
propriedade associativa se, para todos X,Y,Z€ A, a igualdade
xx(yx2z)=(xxy)*z for verificada. Por exemplo, as adi¢bes e
multiplicagdes usuais nos conjuntos N, Z, Q, R e C gozam da
propriedade associativa, por isso sdo chamadas de “operacdes
associativas’ Aadicaodefinidasobreoconjunto M, (]R) dasmatrizes
mXxn comentradasreais € uma operacao associativa. A potenciacdo

sobre N n3o é associativa, pois 2 « (4%5)=2x(4°)= o) _ gtoas
(2+4)x5=(2*)x5=(2*) =22, ¢ 2% = 2% A divisio definida
sobre N' também ndo é associativa, identifique contraexemplos
que justifiguem esse fato.

2) Propriedade comutativa: a operacao * apresenta a
propriedade comutativa se, para todos X,Y € A, a igualdade
X+y=yxXx for valida. Por exemplo, as operacdes usuais de
adicdo e multiplicacdo definidas sobre os conjuntos N, Z, Q, R
e C apresentam a propriedade comutativa, sendo chamadas de
‘operacdes comutativas” nos conjuntos citados. A adicao definida
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sobre o conjunto M, (]R) € uma operagao comutativa devido a
validade da propriedade comutativa sobre as entradas das matrizes
pertencentes a M, . (R) as quais sao numeros reais. A divisao
em R* ndo é comutativa, pois para os numeros reais 4 e 8 temos
4/8 =1/2=2=8/4 A potenciacdo em N* também njo satisfaz a
propriedade comutativa, pois, por exemplo, 3° =9 =8 =2°

3)  Elemento neutro: a operacdo * admite elemento neutro
se existr €€ A tal que Xxe=exX=X para todo X€A E
possivel avaliar também os elementos neutros a esquerda ou a
direita considerando, respectivamente, as expressdes €x X = X
ou x*xe=X. Note que a existéncia do elemento neutro ec A
implica em e ser neutro a direita e a esquerda. Por exemplo, o zero
corresponde ao elemento neutro para as operagdes usuais de
adicao definidas sobre Z, Q, R e C. Para as multiplicagdes usuais
definidas sobre esses mesmos conjuntos, o elemento neutro € o
1. O elemento neutro da adicdo em M, (R) € 0, . (matriz nula
dotipo mxn) pois 0, . +X=X+0, , =X, qualquer que seja
XeM,,, (R). Adivisdoem R* admite 1 como elemento neutro 3
direita, pois X/1= x para todo x € R*, mas ndo admite elemento
neutro & esquerda, pois ndo existe um elemento € € R" fixo tal
que e/x = x paratodo X € R, logo, o nimero 1 ndo é elemento
neutro da divisdo definida sobre R*.

4)  Elementos simetrizaveis: se a operagcao * admite elemento
neutro ec€A, o elemento X€A ¢ chamado de elemento
simetrizavel para a operacdo * se existr X'€ A de modo que
X*X'=x*X=e. Nesse caso, x' ¢ chamado simétrico de x
para a operagao x. Veja que x ser simetrizavel implica em x ser
simetrizavel a direita e a esquerda. Para uma operacao aditiva, o
elemento simétrico x' é chamado de oposto e denotado por —x,
enquanto que na multiplicativa, x' € chamado de inverso e denotado
por x " Porexemplo, 0 6 € um elemento simetrizavel para a adicdo em
7., com oposto —@, pois 6 -+ (_6) = (_6) 1+ 6=0.Essenumero é
tambeém simetrizavel em relacao a multiplicacdo usual em Q, com

1 1

1
inverso E pois 6-—=—-6=1. Porém, 6 ndo é simetrizavel para

a multiplicagao usual definida sobre 7, pois ndo existe x'e 7Z tal
que 6-x'=x"6.
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5) Elementos regulares: um elemento @€ A ¢é chamado
de reqular a esquerda em relacdo a * quando, para quaisquer
X,y €A com axx=axy, for verificado que X=Y . De modo
analogo, ac€ A € chamado de regular a direita em relacdo a *
quando ao considerar quaisquer XY €A com xxa=yxa
for possivel comprovar que X=Y. Se a€A ¢ reqgular 3
esquerda e a direita, entdo a € um elemento regular em relacao
a operacao *x e, nesse caso, podemos dizer que a cumpre a lei
do cancelamento em relagdo a *. Por exemplo, o 2 € regular em
relacao a adicao e a multiplicacdo definidas em 7, por satisfazer a
lei do cancelamento para quaisquer X,y € Z . O zero ndo é regular
em relagdo a multiplicagao em Z, pois 2:0=3-0 e 2=3. A

0
matriz (0 1) ndo é regular para a multiplicagdo em M, (R) pois
0 1)1 3 2 4 0O 15 -1 (1 3 5 —1
0 12 4 |2 4 (o 12 46[24]1[2 4}-

6) Propriedade distributiva: dadas duas operacdes x e &
definidas sobre A, temos que P ¢é distributiva a esquerda em
relagéo a x quando x@(y*z):(x@y)*(x@z) para todos
X,y,Z€ A Analogamente, @ ¢ distributiva a direita em relacao a
* gquando tivermos (y*z DX = (y oy X)*(z@x) para quaisquer
X,¥,Z€ A. Quando @ for distributiva a esquerda e a direita em
relacao a *, @ sera distributiva em relacao a @ . Por exemplo, a
multiplicacdo € distributiva em relacdo a adicao, ambas definidas
sobre 7Z. A multiplicagdo definida sobre M, (]R) € distributiva
em relacdo a adicdo definida sobre esse mesmo conjunto, pois,
para quaisquer X,Y,ZEMZ(Rg, sdo validas as expressdes
X-(Y+2Z)=(X-Y)+(X-Z)e Y+Z) X=(Y-X)+(Z-X).A
potenciacdo sobre N* ndo é distributiva em relacdo a multiplicacao,
pois em N* € valido que (x-y)Z =x*-y* com X,y,z€ N", sendo
a potenciacao distributiva a direita em relacao a multiplicacao, o que
ndo ocorre & esquerda, porque 4%* = 4096 = 1024 = 42 . 4*.

~J
4 Facavocé mesmo

Prove que no caso da operacdo * definida sobre A admitir um
elemento neutro € € A, entdo este elemento é Unico em A.
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oéb Reflita

As propriedades das operagcdes binarias podem ser empregadas
na resolucao dos mais variados problemas, como as equacdes
polinomiais por exemplo. Que propriedades das operagdes de adigao
e multiplicagdo usuais, definidas sobre o conjunto de numeros reais,
devem ser empregadas quando desejamos resolver uma equagao do
1°graunaforma ax+b=c?

Parte fechada para uma operacao

Considere * uma operacdo definida sobre um conjunto A e seja
B C A um subconjunto néo vazio de A. O conjunto B é classificado
como uma parte fechada de A para a operacdo * se, e somente
se, para quaisquer x,y € B for verificado que X*y € B . Na Figura
1.9(a) é apresentado um diagrama que ilustra o conjunto B como
parte fechada de A para a operacdo *, enquanto que a Figura 1.9(b)
ilustra um caso em que B nao ¢é parte fechada de A para x.

Figura 1.9 | Parte fechada para operacdes

A A
B B
Xxy
(a) Parte fechada para * (b) Parte nao fechada para =

Fonte: elaborada pelo autor.

JZ| Exemplificando

Q ¢ uma parte fechada para as operacdes de adicdo e multiplicacdo
usuais definidas em R . Note que Q= @, Q C R e para quaisquer
X,y €Q temos que x4y, xy €Q. O conjunto R—Q dos
numeros irracionais ndo é parte fechada para a adicdo e multiplicacdo
em R, pois \/3,—\/3eR-0Q. \/§+(—\/§):0¢R—Q e
(B)(B)=-se% -0
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Tabua de operacao

Quando uma operacao ¢ definida sobre um conjunto contendo
uma quantidade finita de elementos, podemos representa-la a partir
de uma tabua de operacdao.

Seja A= {a1,az,...,an}, com n>1. Considere a operacdo
f:Ax A — A representada por * e que associa a cada par (a,.,a/.
oelemento @ xa; = a;, para 1<i<n e1<j<n.Apartrdessas
informacdes, a tabua da operacdo * € construida indicando,
na linha fundamental e na coluna fundamental, os elementos de
A, e adotando as intersecdes entre linhas e colunas paralelas as
fundamentais como os elementos resultantes da aplicacdo da
operacao x sobre os elementos correspondentes. A estrutura da
tabua da operacdo * sobre A é descrita conforme a Figura 1.10.

Figura 1.10 | Tabua da operacéo * sobre A

a a e l@|..la|..|a Linha fundamental
1 2 i J n

Coluna fundamental

Fonte: elaborada pelo autor.
v=| Exemplificando

Considere o conjunto X =1{—1, 0, 1} e a operacao de multiplicagao
definida sobre Z erestritaaX. Note que (_1) . (_1) =1, (—1) -0=0
. (=1):1=-1.0-(-1)=0.0.0=0.0-1=0. 1-(-1)=-1.
1.0=0 e 1-1=1. A tdbua da operacio de multiplicacido sobre X &
descrita conforme a Figura 1.11.
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<4

Figura 1.11 | Tabua da operacdo de multiplicagdo sobre o conjunto X

-1]10]1

-1 0 ]-1
0Oj]0]0]O0

1]1-110|1

Fonte: elaborada pelo autor.

Na construcdo da tabua de uma operacao evidenciamos todas as
combinacdes possiveis entre os elementos do conjunto em relacao
a operacdo definida. Podemos também observar as propriedades
satisfeitas pela operacdo a partir de sua tabua.

No estudo das propriedades associadas a tabua de operacao,
considere um conjunto A:{a1,az,...,an}, com n>1, e uma
operacao binaria x definida sobre A. A estrutura da tabua da
operagao * € ilustrada de acordo com a Figura 1.10. Em relacéo a
essa operagao temos:

1)  Propriedade associativa: € necessario avaliar os elementos
disponiveis na tabua e efetuar os produtos na forma & xa, e
a; *a,, para todos I, j,k € {1,2,...,n}, comparando-o0s; caso esses
produtos sejam iguais, conclui-se que a operagao x € associativa.
Para um conjunto A={x,y,z}. na Figura 112(a) temos um
exemplo de operacao associativa x definida sobre A e na Figura
1.12(b), uma operagéo ndo associativa sobre A, pois z(x* y)=z
e (zxx)*xy =y, por exemplo.

Figura 1.12 | Tabuas de operacdes associativas e ndo associativas

*lx |y | x *Ix |y |z
X | x|y|x X | x|z |x
z |y | x yiIix|ly|x
z|z |y |z z|z |y |z
(a) Propriedade associativa (b) Propriedade nado associativa

Fonte: elaborada pelo autor.
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2) Propriedade comutativa: temos a diagonal principal da
tabua composta pelos elementos a,,,a,,,...,a,,. nNote que a; e
a; ocupam posicdes simétricas em relagao a diagonal principal;
assim, * sera comutativa se a tabua correspondente for simétrica
em relacéo a diagonal principal. Para um conjunto A = {x,y,z}, na
Figura 1.13(a) temos um exemplo de operacdo comutativa definida
sobre A e na Figura 1.13(b), uma operacao ndo comutativa sobre A,
POIS Z¥x X = X*Z e ZxY =Y *Z.

Figura 1.13 | Tabuas de operacdes comutativas e ndo comutativas

*Ix |y |z *Ix |y |z
X|z| x|y x|z | x|y
y | x|yl z y| x|yl z
z|ly|z|x z |z |y |x
(a) Propriedade comutativa (b) Propriedade nao comutativa

Fonte: elaborada pelo autor.

3)  Existéncia de elemento neutro: da tabua da operagao *,
se for possivel identificar um elemento e € A tal que a coluna a
que 0 mesmo pertenca seja iqual a coluna fundamental, e que a
linha correspondente a e seja igual a linha fundamental, podemos
concluir gue e € o elemento neutro da operacao *. A partir do
conjunto A:{x,y,z}, na Figura 1.14(a) podemos observar a
definicdo da operagdo * que possui y como elemento neutro,
enquanto na operacao ilustrada na Figura 1.14(b) ndo ha a presenca
de elemento neutro, pois nao existem linhas ou colunas da tabua
iguais as fundamentais.

Figura 1.14 | Tabuas de operacdes e a presenca de elemento neutro

*Ix |y |z *Ix |y |z
X V4 X y X V4 X y
Yy x|y| z Yy ix|z|y
V4 y V4 X V4 V4 y X
(a) Elemento neutro y (b) Auséncia de elemento neutro

Fonte: elaborada pelo autor
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4) Existéncia de elemento simetrizavel: para um elemento
ac A, se for possivel identificar a presenca de e (elemento neutro)
a0 menos uma vez na linha e na coluna a que a pertence, de modo
que as posicdes ocupadas por e na linha e coluna consideradas sejam
simétricas em relacao a diagonal principal, podemos dizer que a €
simetrizavel. Na Figura 1.15(a) temos uma operacdo com elemento
neutro (y) e elemento simetrizavel (X € A, por exemplo), enquanto
que na Figura 1.15(b) ndo ha presenca destes tipos de elementos.

Figura 1.15 | Tabuas de operacdes e a presenca de elementos simetrizaveis e
regulares

*Ix |y |z *Ix |y | z
X |z | x|y x|z |x |y
X|y|lz Y| x\1\yl|y
z|y|z]|x z|z|z]|x
(a) Presenca de elemento (b) Auséncia de elemento
simetrizavel e regular simetrizavel e regular

Fonte: elaborada pelo autor

5) Existéncia de elemento reqular: para que um elemento
acA sejaregular, € necessario e suficiente que nalinha e na coluna
da tabua da operacdo * a que a pertenca nao existam elementos
repetidos. Na Figura 1.15(a) temos a presenca de elemento regular,
x € A, por exemplo, enquanto que na Figura 1.15(b) ndo existem
elementos regulares, pois na linha e coluna relativas a z, € na coluna
relativa a x, existe a repeticdo de termos.

&z& Assimile

Podemos construir a tabua de uma operacao *, definida sobre
um conjunto nao vazio A finito, indicando todos os elementos do
conjunto na linha e coluna fundamentais e indicando os resultados a
partir das intersecdes entre linhas e colunas paralelas as fundamentais.
Por meio desta, € possivel visualizar todas as combinacdes possiveis
dos elementos de A por % e verificar as propriedades satisfeitas pela
operacao x a partir da estrutura citada.
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D_C} Pesquise mais

Consulte o primeiro topico chamado “Aplicag8es binarias” do material
“Ensino Superior: Algebra: Grupos’, o qual apresenta um resumo
a respeito das operacdes/aplicacdes binarias e suas propriedades.
Disponivel em: <http://www.uelbr/projetos/matessencial/superior/
algebra/grupos.ntm>. Acesso em: 16 abr. 2018.

Sem medo de errar

No contexto de atuacao como funcionario do escritorio de
consultoria, vocé precisa organizar as tarefas a serem desenvolvidas
em um curso de capacitacdo a ser aplicado aos funcionarios de
sua equipe. Neste treinamento, as tarefas serao desenvolvidas com
base no conjunto D=1{0,1,2,3} e na operacdo A dada por: se
X,y €D entso XAy corresponde ao resto da divisdo de X+ Yy
por 4, considerando a operacao usual de divisao no conjunto dos
numeros naturais.

A primeira tarefa a ser executada pelos funcionarios consiste na
construcdo da tabua da operacdo A relativa ao conjunto D. Uma
das aplicacbes importantes desta estrutura € a possibilidade da
visualizacao rapida dos resultados obtidos a partir da aplicagao de
A sobre os elementos de D, por meio das intersegdes entre linhas
e colunas paralelas as fundamentais, o que pode agilizar a resolucao
dos problemas em estudo. Para a construcdo da tabua € necessario
avaliar todas as combinacdes possiveis entre elementos de D a partir
de A . Alguns exemplos s&o:

e« 0+0=0 e oresto da divisédo de 0 por 4 éigual a 0, logo

0A0=0:

e 0+1=1 e o resto da divisdo de 1 por 4 ¢ igual a 1, logo
0A1=1:

e 142=3 e oresto da divisao de 3 por 4 ¢ igual a 3, logo
1A2=3.

e 14+3=4 e o resto da divisédo de 4 por 4 é igual a O, logo
1A3=0.

Tomando as demais combinacdes, sabendo que as unicas
possibilidades de restos da divisdo de numeros naturais por 4 sao 0,
1, 2 ou 3, a tdbua da operacdo A ¢ dada na Figura 1.16.
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Figura 1.16 | Tabua da operacéo A definida sobre D
AlO|1]2]3

Oj]o0|1]2]3

111]1213]0

Fonte: elaborada pelo autor.

Pela tabua apresentada na Figura 1.16, temos que a operacdo A ¢
associativa, 0 que pode ser justificado a partir da avaliacao da igualdade
xA(yAz) = (xAy)Az para todos x,y,z € D. Note, por exemplo,
que 0A (1A2) =3= (0A1)A2, 0A(2A1) =3= (OAZ) A1,
0A(1A1) = 2 = (0A1) A1 etc. Para concluir essa justificativa, construa
as demais combinagdes entre elementos de D, investigando a validade
da iqualdade destacada para todos os elementos de D.

A operacdo A € comutativa, pois a tabua é simétrica em
relacado a sua diagonal principal, o que pode ser analisado com
base na Figura 1.17(a). Além disso, existe elemento neutro A,
que corresponde ao Q e D, porque a linha e a coluna relativas a
esse numero coincidem com a linha fundamental e com a coluna
fundamental, respectivamente, como destacado na Figura 1.17(b).

Figura 1.17 | Analise da tabua da operagédo A definida sobre D

AP 123 Alol1]2]3

1123 o|0|1|2]3
111 310 111230
2123 ! y Diagonal 2121301
3[3]0]1 L principal 313(0|1]|2

(a) Propriedade comutativa (b) Existéncia de elemento neutro

Fonte: elaborada pelo autor.

Note que os numeros 1 e 3 sdo simetrizaveis para a operacdo A
porque nas linhas e colunas associadas a esses elementos existe a
presenca do zero e, para estes numeros, os elementos neutros sao
simétricos em relacdo a diagonal principal, 0 que € evidenciado na
Figura 1.18.
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Figura 1.18 | Elementos simetrizaveis associados a A

A|lO|1]|]2]|3
0 1123
11 310
2123 1 Diagonal
313|011 /' principal

Fonte: elabora pelo autor

Também da Figura 1.18 observamos que o numero 2 é
simetrizavel, pois como o zero esta presente na linha e coluna
correspondentes a esse elemento e o zero pertence a diagonal
principal, o elemento neutro satisfaz a propriedade da simetria. O
elemento neutro 0 é também simetrizavel, ja que zero pertence a
diagonal principal da tabua, satisfazendo a condicao de simetria.
Logo, todos os elementos de D sdo simetrizaveis em relacdo a
operacdo A.

Veja que todas as linhas e colunas da tdbua da operacdo A
possuem algum dos elementos igual a zero e, além disso, todos
0s elementos que pertencem a uma mesma linha ou coluna sao
distintos. Logo, todos os elementos de D sdo regulares em relacao
a A

Em sintese, a operacdo A é associativa, comutativa, apresenta
elemento neutro, elementos simetrizaveis e regulares. Também o
conjunto D é uma parte fechada para a operacdo A, porque na
tdbua da operacio A podemos constatar que XAy € D, desde
que X,y € D, porque as Unicas possibilidades de resto da divisdo de
um numero natural por 4 séo 0, 1, 2 ou 3, isto &, os elementos que
compdem o conjunto D. Portanto, D pode ser classificado como
parte fechada de N para a operacdo A .

Com essas propriedades sendo satisfeitas, os funcionarios podem
emprega-las na resolucdao de outros problemas que tomem por
base esse conjunto e a operacao estudada, garantindo que sempre
podemos combinar elementos do conjunto D pela operacdo A,
gerando elementos de D, por se tratar de uma parte fechada. Além
disso, ao consultar a tabua, os funcionarios conseguirdo obter mais
rapidamente os resultados por meio da avaliagcdo das intersecdes
entre linhas e colunas.
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Assim, para a conclusao dessa tarefa, basta organizar todas as
informacdes em um roteiro de modo a organizar a capacitagao a
ser desenvolvida com os funcionarios, indicando, para cada parte
do curso, 0s principais conceitos a serem explorados.

Avancando na pratica

Tabuas de operacdes relacionadas as familias de conjuntos

Descricao da situagao-problema

Os conjuntos numeéricos, conforme abordados na Educacao
Basica, satisfazem a relacdo de inclusdéo NCZ CQ CR. A partir
destes conjuntos, considere a familia F = {N, Z, Q, ]R} composta
por esses conjuntos e suponha que, sobre F, seja definida a
operacao de intersecdo entre conjuntos, conforme caracterizacao
apresentada na secdo anterior, e representada por M.

Suponha que vocé precisa organizar uma aula para a Educacao
Basica comparando os diferentes conjuntos numericos a partir das
inclusdes observadas. Para isso, podemos construir afirmacdes como
as seguintes, de modo a evidenciar as relacdes entre esses conjuntos:

e Todo numero natural € um numero real;
e Todo numero inteiro € um numero racional.

Com base nesse contexto, construa a tdbua correspondente
a operacao de intersecao definida sobre F, conforme descricao
anterior, e identifique o elemento neutro associado a operagao de
intersecao entre conjuntos definida sobre F. Qual € o significado
desse elemento neutro no contexto apresentado, envolvendo os
conjuntos NuMericos?

Resolucdo da situacao-problema

Temos que se A e B sdo conjuntos tais que BCA entdo
ANB=B. Sendo assim, da relacdo NCZCQCR temos,
por exemplo, que: NNZ=N=ZNN;, ZNQ=Z=QNZ;
RNQ=Q=QnNR; NNQ@Q=N=QnNN etc.

Além disso, a operacao de intersecdo entre conjuntos é tal que
ANA= A para todo conjunto A. Logo, no caso do problema em
estudo, por exemplo, Q NQ =Q.
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Considerando as informacdes apresentadas, temos que a tabua
da operacado de intersecdo pode ser dada conforme a Figura 1.19.

Figura 1.19 | Tabua da operacdo de intersecdo de conjuntos definida sobre F

N|R|Q|Z|N

Z | N |F
Z | N |F
Z | N |
Z | NIN|N
zZ|z|Z |2

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que a linha que contém o conjunto R ¢ igual a linha
fundamental. Além disso, a coluna referente a R ¢é igual a coluna
fundamental. Assim, R corresponde ao elemento neutro da
operacao de intersecao entre conjuntos definida a partir da familia F.
Portanto, R corresponde ao conjunto que, ao ser comparado com
qualguer um dos outros conjuntos de F pela intersecao, sempre
retornara como resultado o outro conjunto envolvido, o que reforca
o fato de todos os demais conjuntos estarem contidos em R e que,
no contexto apresentado, o elemento neutro corresponde aquele
conjunto que contém todos os demais, possibilitando a construcao
das seguintes afirmacdes: todo numero natural € real, todo numero
inteiro é real e todo numero racional e real.

Faca valer a pena

1. Considere o conjunto de numeros reais R . Com base nesse conjunto,
construiu-se a operacdo binaria f: R xR — R dada por xxy _ Xty
para todos X,y € R . 2
Em relacdo a operacdo apresentada, foram apresentadas as seguintes
afirmacdes e uma relacao proposta entre elas:

I. A operacdo * sobre R satisfaz a propriedade associativa.
PORQUE

Il. A operacdo * sobre R é comutativa.

Em relacao as afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta:
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a) As afirmacdes | e Il estdo corretas, e a Il € uma justificativa correta para a |.
b) As afirmacdes | e Il estdo corretas, mas a Il ndo é uma justificativa correta
paraal.

c) A afirmacao | estd correta, enquanto que a Il esta incorreta.

d) A afirmacdo | estd incorreta, enquanto que a Il esta correta.

e) As afirmacdes | e Il estdo incorretas.

2. Considere o conjunto dos numeros inteiros Z e 3 operacao de
multiplicagdo usual definida sobre esse conjunto. Além disso, sejam os
subconjuntos de Z descritos a seguir:

A={xeZ|x<0}
B={xecZ|x & par}
C={xeZ]|x éimpar}
D={x€eZ|x é primo}-

Com base nas informacgdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
quais dos subconjuntos descritos podem ser classificados como partes
fechadas de Z para a operacdo de multiplicacio usual:

a) Apenas os subconjuntos A e B. d) Apenas os subconjuntos B e D.
b) Apenas os subconjuntos A e C. e) Apenas os subconjuntos C e D.
c) Apenas os subconjuntos B e C.

3. Com base no conjunto F = {1, 2, 3, 4} , foi construida a operacéo
/A cuja tabua de operacdo é dada como segue:

Em relacdo a operacdo A definida sobre E, analise as seguintes
afirmacodes, classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):

0 elemento (3A2)A4 ¢ igual ao elemento 4A3 .

O elemento [4A <3A1)]A4 é igual ao elemento 3A3 .
A operacdo A satisfaz a propriedade comutativa.

O elemento neutro de A corresponde ao nimero 4.

(
(
(
(

Assinale a alternativa que indica a sequéncia correta, considerando a
ordem na qual as afirmagdes foram apresentadas:

aV-F-F-VW. dF-V-F-V.
b)V-F-V-F e)F-F-V-V.
oV-V-F-F
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Secao l3
Estruturas Algébricas: Conjuntos Numéricos

Dialogo aberto

Na secao anterior investigamos as operacdes binarias e suas
propriedades, observando como podemos construir e analisar uma
tabua associada a uma operacdo. Ainda relacionado a esse tema,
nessa terceira secdo estudaremos as caracteristicas dos conjuntos
numMericos com suas operacodes e propriedades, bem como as
caracterizagdes do minimo multiplo comum e do maximo divisor
comum. Esses conteudos sdo abordados desde a Educacao Basica e
Sa0 essenciais para que os alunos possam interpretar as mais variadas
situacdes do cotidiano nas quais 0s numeros sao empregados, ou
seja, as diversas funcdes sociais assumidas pelo nimero, como nas
identificacdes em documentos, numeros de telefones, codigos
postais, entre outros, sendo necessario, para isso, 0 conhecimento
dos principais conjuntos NnumMericos.

Considerando esses objetivos, apos a realizacdo do treinamento
descrito na secao anterior, vocé e sua equipe precisam finalizar o
atendimento a empresa de construcao civil. A ultima situacado a ser
resolvida por vocés consiste na organizacao das numeracodes de
residéncias em um empreendimento que sera lancado em breve
pela empresa em questao.

A empresa da area de construcao civil construiu um condominio
horizontal composto por diversas residéncias e precisa organizar as
numeracdes das casas localizadas em cada rua. Ao inveés de adotar
0s procedimentos usuais, como o calculo das distancias das casas
até um ponto fixo, que em geral corresponde ao ponto inicial das
ruas, decidiu-se adotar uma nova estratégia para a determinagao
das numeracdes das residéncias devido a um padrao adotado
pela empresa de distribuicdo uniforme destas em cada rua do
empreendimento. Com esse procedimento, a empresa pretende
evitar muitas repeticdes nas numeracdes das casas, contribuindo
assim para agilizar a localizacdo destas pelos moradores e visitantes.
No procedimento desejado pela empresa, na primeira rua do
condominio, as seis casas serdo numeradas da seguinte forma:
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zZ z z z z

6 5 4’ 3" 2% enestaordem, sabendo que z € um nimero
inteiro e, além disso, z € 0 menor numero positivo para o qual todos
0S numeros apresentados sdo inteiros. Em resumo, z deve ser o
menor numero inteiroparaoqual £ Z Z Z Z ezsejam todos
numeros inteiros. 6'5 43 2

Refletindo sobre a situacao desta primeira rua, qual serd
a numeracdo de cada casa? Que procedimentos devem ser
empregados para a identificacdo de z e dos numeros em questao?

Resolva este problema propondo um roteiro de instrugcdes
para a determinacdo das numeracdes das casas, pois um
procedimento analogo sera usado pelos funcionarios da empresa
Nna identificacdo das numeracdes das casas das demais ruas do
condominio horizontal.

Com a resolucado deste problema, vocé e sua equipe ja possuirdo
todas as informacdes solicitadas pela empresa ao escritorio de
consultoria. Desta forma, para concluir os trabalhos, vocé devera
organizar o relatorio final, apresentando as informacdes solicitadas
para serem encaminhadas a empresa atendida.

Nao pode faltar

O trabalho com os conjuntos numeéricos € iniciado na Educacao
Infantil pelos numeros naturais em associacdo com a contagem.
Nas etapas seguintes, os demais conjuntos sdo introduzidos
considerando suas operacdes usuais e propriedades. Devido
a esse fato, o conhecimento desses conjuntos € essencial ao
professor para que este possa organizar suas aulas de modo a
favorecer a aprendizagem destes temas pelos alunos. Aléem disso,
esses conceitos serdao essenciais para, por exemplo, o trabalho
com as fungdes, as sequéncias, para a resolugao de problemas
gue envolvam oS conjuntos numeéricos, entre outros. Assim, nessa
secao, iniciaremos Nossos estudos por esse tema.

Conjuntos numéricos

O conjunto dos numeros naturais teve seu desenvolvimento
associado a necessidade do homem em realizar a contagem
visando a quantificacao de seus bens. Partindo do numero zero,
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O conjunto dos numeros naturais pode ser apresentado como:
N:{O, 1, 2 3, 4,___}. Se excluirmos o zero desse conjunto,
teremos o conjunto dos naturais ndo nulos, descrito por:
N~ :{1, 2, 3, 4}

Historicamente, o matematico Giuseppe Peano (1858-1932) foi
O responsavel pela proposicdo dos chamados axiomas de Peano,
afirmacdes aceitas sem demonstracao e que visam a estruturacao do
conjunto de numeros naturais (BOYER, 1974, p.436). Para isso, esse
matematico selecionou 0s conceitos primitivos “zero”, "numero”
(inteiro nao negativo) e "sucessor’, a partir dos quais construiu as
sequintes afirmacdes:

1. O zero & um numero.

2. Se a é um numero, entdo o sucessor de a € também um
numero.

3. O zeronao € o sucessor de algum numero, ou seja, Zero € O
unico numero que nao € sucessor de outro numero.

Numeros diferentes estdo associados a sucessores distintos.

5 Se um conjunto S de numeros contém o zero e O SUCessor
de todo numero de S, entdo todo numero esta em S, ou seja,
S contém todos os numeros (afirmacao conhecida como
axioma da inducdo).

A partir do conjunto de nimeros naturais, podemaos definir duas
operacdes binarias: a adicdo (+:N><N—>N) e a multiplicacéo
( :NXN—N) usuais, respectivamente, como x-+y e
X-y =Xy paratodos X,y € N, as quais gozam das propriedades
indicadas na Tabela 1.1.

Tabela 1.1 | Propriedades das operagdes usuais definidas sobre N

Adicdo usual (+) Multiplicagéo usual ()
Para todos

X, Y, Z<c N tem-se

Propriedades

Para todos

Associativa X,y,Z€ N tem-se
(x+y)+z=x+(y+2)
(xy)z=x(yz).
Para todos
Comutativa X,y €N tem-se Para todos X,y € N
X+y=y+x. tem-se Xy = yX.

46 U1 - Teoria dos Numeros




|

Existe 0 € N tal

Existéncia de elemento que, para todo Existe 1€ N tal aue,

paratodo x € N, tem-
neutro _
X €N, tem-se el x=x1=x

O+x=x+0=x.

Distributiva se X,¥,ZEN temse X(Y +2Z) =Xy +XZ e
(y+2z)x=yx+2zx.

Fonte: elaborada pelo autor.

?=| Exemplificando

Podemos ainda definir a operacdo usual de subtracdo —: Nx N — N
dada por X —y para X,y € N, a qual ndo é comutativa, pois, por
exemplo, 3—2=1¢ 2—3¢ N nio ¢ associativa, pois temos
que 4—(3—1)22, (4—3)—120 e 2=0, por exemplo;
e ndo admite elemento neutro, pois ndo existe @€ N tal que
a—X=X—a paratodo X € N

o(?,s Reflita

Como sdo estruturados os algoritmos das operagdes de adicdo,
subtracdo e multiplicacdo definidas sobre N, abordados na
Educacdo Basica?

Um outro conjunto abordado na Educacao Basica € o dos

numeros inteiros, dado por Z={...,—3,-2,-1, 0,1, 2, 3,.}. o
qual inclui os numeros naturais e os inteiros negativos.

Podemos ainda analisar os seguintes subconjuntos de L
+  Subconjunto dos inteiros ndo negativos: Z . = {O, 1 2 3,...};

e Subconjunto dos inteiros nao positivos:
7 = {O,—1,—2,—3,...} :
e Subconjunto dos inteiros nao nulos:

7 :{...,—3,—2,—1, 1 2 3,...};
+  Subconjunto dos inteiros positivos: Z', = {1, 2, 3, 4,...},‘
«  Subconjunto dos inteiros negativos: Z* = {—1,—2,—3,_4,___}.
As operacdes de adicdo e multiplicacdo usuais definidas sobre o

conjunto dos numeros inteiros gozam das propriedades indicadas
na Tabela 1.2.
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Tabela 1.2 | Propriedades das operacdes usuais definidas sobre 7,

Propriedades

Adigao usual (—f-)

Multiplicagdo usual ()

Para todos
X,Y,Z€E€Z tem-se

Para todos
X,Y,Z€E Z tem-se

Associativa
(x+y)+z=x+(y+2) (xy)zzx(yz)_
Para todos
Comutativa X,y €7 tem-se Para todos X,y € Z
X+y=y+X. tem-se Xy = yX.

Existe 0 € Z tal
que, para todo
X €7 . tem-se
O+x=x+0=x.
Paratodo X € 7,

existe-X € 7, tal que
(=x)+x=x+(-x)=0.

Existe 1€ Z tal que,
para todo X € Z, tem-
sel.x=x-1=x.

Existéncia de elemento

neutro

A existéncia de elemento
simétrico nao é satisfeita
para a multiplicacao

Existéncia de elemento
simétrico

Se X,¥,ZEZL tem-se X<y+z>:xy+xz e

Distributiva
(y+2z)x=yx+zx

Fonte: elaborada pelo autor

S
4 Facavocé mesmo

Defina a operacao usual de subtragcao sobre o conjunto de numeros
inteiros e identifique as propriedades que sdo satisfeitas em relacdo a
€ssa operacao.

O conjunto dos numeros racionais € composto pelos numeros

na forma P, em que p,€Z e q =0, ou ainda, descrito por:

q
Q= {B;p €Zeqc Z*} . Esse conjunto inclui os numeros naturais,

inteiros, as fracdes positivas e negativas.

Em relacao as operacdes usuais de adicao e multiplicacao
definidas sobre (Q, as seguintes propriedades sdo satisfeitas:
associatividade, comutatividade, existéncia de elemento neutro,
existéncia de elemento simétrico (na multiplicacdo para todo
racional ndo nulo) e distributividade.
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g) Reflita

Como podemos justificar que a soma de dois numeros racionais é
sempre um numero racional?

O conjunto dos numeros reais R ¢ composto pelos numeros
racionais, pertencentes ao conjunto Q conforme descricdo
anterior, e os irracionais, como € o caso dos nimeros T e V2, por
exemplo, os quais pertencem a R —Q e correspondem as dizimas
n&o periodicas. Assim, temos R=QU(R — Q).

Assim como em Q, as operacdes usuais de adicdo e
multiplicacao definidas sobre R gozam das seguintes propriedades:
associatividade; comutatividade; existéncia de elemento neutro;
existéncia de elemento simétrico (na multiplicagdo para todo real
ndo nulo); e distributividade.

Relacdes entre os conjuntos numéricos

Os conjuntos numeéricos descritos anteriormente podem ser
relacionados entre si a partir da relacao de inclusdo de conjuntos.
Note que:

e Todo numero natural € inteiro, entdo NC Z;
« Todo numero inteiro € também racional, logo, Z C Q ;
e Qualguer numero racional € também real, de onde segue

que QCR;
e« O conjunto de numeros reais pode ser dado por
R=QU(R-Q).

As relagcdes destacadas podem ser observadas no diagrama da
Figura 1.20.
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Figura 1.20 | Relag&es de incluséo entre os conjuntos numéricos

R

Fonte: elaborada pelo autor

A partir da Figura 1.20 podemos visualizar as relagdes de inclusdo
e, consequentemente, as relacdes de pertinéncia envolvendo
NnUMeros e conjuntos NUMEricos.

|:[_<|1 Pesquise mais

Acesse a Secdo 1.1.1 do livro "Estruturas Algébricas’, de Julio C.
Cochmanski e Liliane C. de C. Cochmanski, e leia um resumo a respeito
dos conjuntos numeéricos e suas propriedades, o que pode contribuir
para possiveis comparacdes entre esses conjuntos NUMEricos.
Disponivel em: <http://anhanguera.bv3.digitalpages.com.br/users/
publications/9788559722031/pages/-2>. Acesso em: 13 abr. 2018.

Divisibilidade no conjunto de numeros inteiros

Verificamos anteriormente a possibilidade de definir as operacdes
usuais de adicao, multiplicacdo e subtracdo sobre o conjunto de
numeros inteiros. Para que possamos analisar a quarta operagao,
a divisdo, definida sobre Z, iniciaremos pelo estudo da relacdo de
divisibilidade sobre esse conjunto.

O numero @€ Z ¢ divisor de beZ (ou a divide b) se existir
c €7 talque b =ac. Nesse caso, podemos dizer que b é divisivel
por a ou que b € multiplo de a, adotando a notagao a|b. Por
exemplo, —3 divide 12 porque 12 =(-3)(—4).
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Se a|lb e a=0, ointeiro ¢ tal que b= ac pode ser indicado
por b/a e é chamado de quociente de b por a.

6&& Assimile
Arelacdo de divisibilidade em Z goza das seguintes propriedades:
« Reflexiva: @|a paratodo a€Z;
« Seab>0comabeZ, albebl|a enttoa=b;
« Transitiva:se @|b e b|C entio @l ¢, paratodos a,b,c €Z :

« SeabCEZtaisque alb e alc. entio al(bx—l—cy),para
quaisquer X,y € Z ;

« Seal|bec|dentio ac|bd, paratodos a,b,c,d €Z.

Analise as propriedades apresentadas e reflita sobre as justificativas que
podem ser apresentadas para validar cada uma delas.

Com base na relacdo de divisibilidade, podemos construir o
algoritmo da divisdo para o conjunto de numeros inteiros.

O algoritmo da divisdo, associado a operacao de divisao no
conjunto dos numeros inteiros, afirma que ao tomar os inteiros
aeb, com a>0, existe um unico par de inteiros g e r tais que
b=aq +r,de modo que 0 <r < a.Neste caso, g € chamado de
quociente e r o resto da divisao de b por a.

J=| Exemplificando

Sejam os inteiros —17 e 3. Observe que —17 = 3(—6) +1, entso
pelo algoritmo euclidiano, o quociente da divisdo de —17 por 3 ¢
qg=—6 coresto, r=1.

Sendo assim, na aplicagao do algoritmo da divisao considerando
a divisao do numero inteiro b por a € imprescindivel que o resto r
sejatal que 0 <r < a. Esta condicdo deve ser satisfeita além do fato
de a>0.
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o
4 Fagavocé mesmo

Determine o quociente e o resto obtidos ao aplicar o algoritmo da
divisdo de inteiros considerando a divisdo de b por a nos seguintes
Casos:

@ b=12ea=>5;
) b=—23 ea="7.

Maximo divisor comum e minimo multiplo comum

Considerando a relacao de divisibilidade envolvendo os
numeros inteiros, podemos estudar também o maximo divisor
comum associado a esse conjunto numerico, o qual € abordado na
Educacdo Basica e que contribui, por exemplo, para a identificacao
de fracdes equivalentes.

A partir de @b €Z n3o simultaneamente nulos, © mMaximo
divisor comum (mdc) de a e b, denotado por (a,b), € o maior
inteiro d tal que d|a e d| b, ou seja, o maior inteiro que divide a e
b ao mesmo tempo. Assim, o inteiro (a,b) ¢ tal que:

« (ab) ¢ um divisor comum de a e b;
« (a,b) e divisivel por todo divisor comum de a e b.

Considere, por exemplo, os numeros inteiros 20 e 24. Note que
20 admite os divisores 1, 2, 4, 5, 10 e 20, enquanto que 24 admite
os divisores 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 e 24. Observe que 0 maior numero
gue divide 20 e 24 ao mesmo tempo € o 4, logo, © maximo divisor
comum de 20 e 24 € 4, isto é, (20,24)=4.

Além do maximo divisor comum, podemos estudar o minimo
multiplo comum, que corresponde a um conceito aplicado na
Educacdo Basica, por exemplo, quando desejamos identificar
fracdes equivalentes para aplicar as operacdes de adicdo e subtracao
envolvendo fracdes, assim como o mdc.

O minimo multiplo comum (mmc) associado a dois
inteiros positivos a e b corresponde aoc menor inteiro positivo
simultaneamente multiplo de a e b, o qual pode ser denotado por
[a,b]. Este inteiro goza das seguintes propriedades:

« [a,b] € um multiplo comum de a e b;
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e Seceéummultiplocomumdeae b, entdo [a,b] € um divisor
de c.

Por exemplo, considerando os numeros 3 e 4, temos que o
menor inteiro multiplo de 3 e 4 simultaneamente é o 12, o qual
corresponde ao minimo multiplo comum de 3 e 4. Veja que 24 é
tambeéem um multiplo de 3 e de 4, sendo o mesmo divisivel por 12.

Para auxiliar na identificacdo do minimo multiplo comum
associado a um conjunto de inteiros positivos podemos empregar a
decomposicao em fatores primos.

Um numero natural (ou inteiro positivo) € chamado de niumero
primo quando possuir exatamente dois divisores: o numero 1 e
ele mesmo. Caso contrario, © numero € denominado composto.
O conjunto de numeros primos pode ser descrito como
{2, 3,5 7,11, 13, 17, }

Como exemplos temos o 2, que € divisivel por 1 e por 2, e ©
numero 5, divisivel por 1 e 5, sendo ambos numeros primos. Por
outro lado, 0 6 € um numero composto porque, além de ser divisivel
por 1 e por 6, € também divisivel por 2 e por 3.

Os numeros compostos podem ser decompostos como
O produto de numeros primos, fato garantido pelo Teorema
Fundamental da Aritmética, o qual afirma que todo inteiro positivo
maior que 1 pode ser representado de modo unico (@ menos da
ordem) como um produto de fatores primos. Por exemplo, podemaos
expressar 10 =2-5, sendo 2 e 5 nimeros primos.

Para fatorar um numero composto podemos empregar as
sucessivas divisdes do mesmo por numeros primos, partindo dos
menores para 0s maiores primos em funcdo do numero estudado.

Por exemplo, para fatorar o numero 105 teremos

105| 3
35|5
4 17
113.5.7

Logo, 105 =3.5.7 . Observe que a divisao teve inicio pelo 3 por

se tratar do menor numero primo que divide o 105. Empregaremos

esse mesmao processo para identificar o minimo multiplo comum
envolvendo um conjunto de inteiros positivos.
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?=| Exemplificando

Desejamos identificar o minimo multiplo comum envolvendo
os inteiros positivos 8, 10 e 12. Para isso, vamos decompor os trés
numeros simultaneamente em fatores primos. Iniciamos com a divisao
dos numeros por 2, pois todos sdo pares, obtendo assim,

8 10 12|12
4 5 6

Novamente podemos dividir os resultados por 2 porque, apesar de 5
nao ser divisivel por 2, 0s numeros 4 e 6 0 sdo, assim

8 10 12|12
4 5 6|2
2 5 3

O numero 5 foi repetido da segunda para a terceira linha porque ele
nao é divisivel por 2. Prosseguindo, como um dos resultados obtidos
ainda é divisivel por 2, efetuamos novamente essa divisdo, e assim,

8 10 12|12
4 5 6|2
2 5 3|2
1 5 3
Dentre os resultados, temos um valor multiplo de 3, entdo segue que

8 10 12|12
4 5 6|2
2 5 3|2
1 5 33
1 5 1
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4 Por fim, efetuando a divisao por 5 tem-se

8 10 12|2
4 5 62
2 5 32
1 5 33
15 1[5
11 1]2.2.2.3.5

Como obtivemos todos os resultados, na Ultima linha, iguais a 1,
podemos encerrar o processo e efetuar, na Ultima linha da Ultima
coluna o produto entre todos os fatores primos envolvidos, como
apresentado anteriormente. Do produto de todos os fatores primos
envolvidos nas divisdes obtemos 2-2-2-3-5=120. Portanto, o
minimo multiplo comum de 8, 10 e 12 ¢ 120.

)
4 Facavocé mesmo

Determine o maximo divisor comum e o minimo multiplo comum
relativo aos numeros 20, 35 e 48.

ELC} Pesquise mais

Para contribuir com os estudos a respeito do maximo divisor comum
e do minimo multiplo comum, acesse a dissertagao intitulada "Maximo
Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum Generalizados Aplicados
no Ensino Basico’, de Juliana de Oliveira Fiorelli, a qual investiga os
fundamentos desses conceitos, refletindo sobre o ensino destes na
Educacdo Basica. Disponivel em: <http://repositorio.unicamp.br/
bitstream/REPOSIP/325524/1/Fiorelli_JulianaDeOliveira_MP.pdf>.
Acesso em: 13 abr. 2018.

Sem medo de errar

Para finalizar o atendimento a empresa do ramo da constru¢ao
civil, sua tarefa, em conjunto com seus funcionarios, sera a de
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identificar as numeracdes das casas de um condominio horizontal,
considerando uma nova estratégia adotada pela empresa.

A estratégia adotada para a determinacdo destas numeracoes
deve ser avaliada para a primeira rua do empreendimento, na
qual existem seis casas cujas numeracdes devem ser dadas da
seguinte forma:

z z z z z

65 43 2 e nesta ordem, sabendo que z € um
numero inteiro e, além disso, z € 0 menor inteiro positivo para o
gual todos os numeros apresentados sdo inteiros. Estes numeros
ainda podem ser representadoscomoz z z zZ Z Z

65 43 2" 1
Como z € o menor inteiro positivo para o qual
z zZ z z zZ zZ o ,
-, =, —, —, =, — Sejam inteiros, devemos ter que o numero
6 5 4 3 2

z seja 0 minimo multiplo comum entre 1, 2, 3, 4, 5 e 6, porque se
isso ocorrer, z sera divisivel por 1, 2, 3, 4, 5 e 6 e, assim, todas as
razdes representarao numeros inteiros positivos.

Vamos construir os conjuntos compostos pelos multiplos de 1, 2,
3,4, 5 e 6 denotados, respectivamente, por M,, M,, My, M,, M,
e Mg . Assim, segue que:

M,={1 2 3 4,5 ., 59 60, ..}
M,={2, 4,6, 8,10, ..., 58, 60, ...}
M, ={3, 6,9, 12 15, ..., 57, 60, ...}
M, ={4, 8,12, 16, 20, ..., 56, 60, ...}
M, = {5, 10, 15, 20, 25, ..., 55, 60, ...}
M, = {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60,...}

Analisando todos os elementos dos conjuntos apresentados, o
menor inteiro que pertence a todos os conjuntos em estudo é o 60.
Logo, o minimo multiplo comum de 1, 2, 3,4, 5e 6 € 60.

Outra forma para determinacdo do minimo multiplo comum €
a partir da decomposi¢cao simultanea dos numeros envolvidos em
fatores primos. Veja que:
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1234562
113253|2
113153/ 3
111151|5
1111112235

Como 2-2-3-5=60 entdo o minimo multiplo comum de 1, 2,
3,4, 5e6¢éiguala60.

Assim, empregando qualquer um dos meétodos apresentados,
podemos observar que Z =60 .

Sendo assim,

00 o, 014z 8045 8050 80 _30, 9 _gp
6 5 4 3 2 1

Desta forma, as numeracdes das seis casas localizadas na primeira
rua do condominio serdo 10, 12, 15, 20, 30 e 60, nesta ordem.

Apos a resolucdo desse problema, vocé deve elaborar um
roteiro de instru¢des descrevendo como as numeracdes foram
obtidas, tomando por base o conceito de minimo multiplo
comum e as decomposicdes em fatores primos. Assim, organize
essas informacdes, construindo um passo a passo de modo
que este procedimento possa ser aplicado em outras situacdes,

considerando, por exemplo, o caso geral no qual as numeracoes

. . . z z z z z z

satisfacam a condicdo de que as razdes —, —, —, —, —, —
a b c d e f
fornegam numeros inteiros, com a,b,c,d,e,f € Z", .

Finalizando a proposta de estudo da unidade, construa um
relatorio com todas as informacdes coletadas e analisadas ao
longo das trés secdes de forma sintética e que atenda a todas
as necessidades apresentadas pela empresa de construcdo civil
atendida pelo escritorio. Seja objetivo nas analises e utilize, sempre
que possivel, recursos visuais para auxiliar na interpretacdao dos
dados analisados durante o processo. Com isso, concluimos o
atendimento a empresa do ramo da construcao civil.
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Avancando na pratica

Aplicacao da divisibilidade na resolugao de problemas

Descricao da situagao-problema

Na escola de Educacdo Basica em que vocé atua esta sendo
organizada uma Feira de Ciéncias. Vocé e o professor da disciplina
de Ciéncias ficaram responsaveis por auxiliar os alunos de uma das
turmas na organizacao dos trabalhos cujo tema € a Astronomia.
Para isso, vocés organizaram os alunos em pequenos grupos para
explorar diferentes topicos da area apresentada.

Um dos grupos pretende elaborar um trabalho a respeito dos
cometas e, para isso, desejam investigar alguns cometas especificos
e 0s periodos de aproximacao com o planeta Terra ao longo da
historia. Para auxiliar este grupo nos estudos, vocé propds a eles o
seguinte problema:

De acordo com estudos da astronomia, sabe-se que alguns
cometas se aproximam da Terra periodicamente, o que possibilita
prever em quais anos estes fendmenos ocorrerao. Considere que
um pesquisador identificou que o cometa Z se aproxima do planeta
a cada 16 anos, enquanto que o cometa W tem sua aproximacado a
Terra observada a cada 36 anos, cada um de forma independente
um do outro. Sabendo que os cometas Z e W tiveram sua ultima
aproximacao a Terra, juntos, ocorrida em 1915, quando estes
cometas passarao juntos pelo planeta novamente?

Como os alunos poderiam resolver esse problema? Proponha
uma solucdo para o problema apresentado, identificando os
conceitos que devem ser aplicados pelos alunos na resolucao e as
possiveis duvidas que possam surgir ao longo de sua resolucao.

Resolucdo da situacdo-problema

Como os periodos de aproximacdo dos cometas Z e W ao
planeta Terra se da, respectivamente, em periodos de 16 e 36 anos,
para determinar em que instante os dois se aproximarao da Terra
juntos € preciso identificar o minimo multiplo comum entre 16 e
36. Note que
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16 36 |2
8 18 |2
4 9 |2
2
3

3
2.2.2.2.3.3—144

2
1
1
1

- W O ©

Logo, o minimo multiplo comum entre 16 e 36 € igual a 144.

Se a ultima passagem dos dois cometas pelo planeta ocorreu em
1915 entdo
1915 +144 = 2059

Portanto, a proxima passagem dois cometas, juntos, pela Terra
ocorrera em 2059

Assim, para a resolucao deste problema, os alunos precisam ter
conhecimentos a respeito dos conjuntos numericos, principalmente
dos inteiros, e da identificagcao do minimo multiplo comum. Existem
outros meétodos que podem ser empregados na resolucao deste
problema? Quais duvidas poderiam ser manifestadas pelos alunos
durante a resolucao deste problema? Quais encaminhamentos
poderiam ser adotados para auxiliar os alunos na superacao das
dificuldades apresentadas? Reflita a respeito destas questdes e
organize um plano de aula com base na questdo proposta.

Faca valer a pena

1. O estudo dos conjuntos numéricos é realizado na Educacdo Basica
considerando as propriedades dos numeros pertencentes a cada um dos
conjuntos, as operacdes e propriedades associadas, voltado a resolucdo
de problemas que exijam o emprego dessas estruturas.

Considerando as propriedades dos conjuntos numeéricos e as relagcdes
de inclusao que podem ser avaliadas, complete as lacunas das seguintes

afirmacdes, tornando-as validas:

. Todo numero __________ pode ser classificado como um numero
racional.
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Il. Todo numero __________ pode ser classificado como um numero
real.

[Il. Existem numeros __________ que podem ser classificados como
irracionais.

IV.Existem numeros __________ que podem ser classificados como
inteiros.

Assinale a alternativa que indica os termos que completam corretamente
as lacunas das afirmacdes apresentadas:

a) | — real; Il = racional; lll — inteiros; IV — racionais.

b) | — natural; Il — inteiro; Il — naturais; IV — irracionais.

c) | = natural; Il — racional; lll - reais; IV — racionais.

d) | — inteiro; Il — racional; lll — naturais; IV — racionais.

e) | —inteiro; Il — irracional; lll — racionais; IV — naturais.

2. O estudo da divisibilidade de nimeros inteiros possibilita, dentre outros,
aplicar o algoritmo da divisdo na interpretacao de situagdes-problema que
estejam relacionadas ao conjunto dos numeros inteiros.

A respeito desse tema, analise as afirmacdes apresentadas a segquir,
classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):

() Ao dividirmos o numero 12 por 7 obtemos, pelo algoritmo da diviséo,
o quociente 1 e o resto 5.

() Ao dividirmos o numero —19 por 4 obtemos, pelo algoritmo da
divisao, o quociente —4 eoresto —3.

() Ao dividirmos o numero 25 por —7 obtemos, pelo algoritmo da
divisdo, o quociente —3 e o resto 4.

() Ao dividirmos o numero —13 por 2 obtemos, pelo algoritmo da
diviséo, o quociente —7 e o resto 1.

Assinale a alternativa que indica a sequéncia correta de classificacdes:

AV-F-V-V.
b)V-F-F-V.
AV-F-V-F
dF-F-V-F
eF-F-V-V
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3. Para a realizacio de uma coleta de dados a respeito das intencdes de
votos para as eleicdes estaduais, uma empresa contratou 725 funcionarios
temporarios, dos quais 400 sdo homens e 325, mulheres.

Para organizar a coleta de dados em algumas regides especificas,
selecionadas por meio de um processo de construcdo de amostra, definiu-
se a distribuicdo dos funcionarios em equipes conforme os seguintes
critérios: todas as equipes devem conter as mesmas quantidades de
funcionarios e em cada equipe havera apenas pessoas de um mesmo sexo.

Com base nos critérios apresentados, se equipes distintas devem visitar
regides diferentes, qual € a menor quantidade de regides que podem ser
atendidas pelas equipes de funcionarios?

a) 15.
b) 25.
c) 29.
d) 32.
e) 50.
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Unidade 2

Estruturas algébricas:
grupos

Convite ao estudo

Na primeira unidade deste livro foi discutido a respeito
de topicos da Teoria de Conjuntos e da Teoria dos
Numeros, observando a aplicabilidade dos conceitos em
situagcdes envolvendo analise de dados, estudo de relagdes
entre numeros a partir do minimo multiplo comum, entre
outros. Também foi tratado sobre as operacdes binarias e
suas propriedades.

Na presente secdo estudaremos a estrutura de grupos,
observando suas principais propriedades e exemplosimportantes
para o estudo da Algebra, como 0s grupos baseados em
conjuntos numericos, grupos de simetrias e de permutacdes.
Para que a estrutura em questao possa ser definida, precisamos
considerar operacdes binarias e verificar as propriedades que
sao gozadas, conforme ja estudado na unidade anterior.

Dentre as aplicacdes deste conteudo, observamos que
0OS grupos estdo presentes em diversas areas da Matematica,
como a Analise Combinatoria e a Fisica Matematica, além de
outras areas, como a Quimica e Fisica. Na Educacao Basica,
o estudo dos polindmios, das funcdes e das equacdes, por
exemplo, toma por base as estruturas de grupos formadas a
partir dos conjuntos numeéricos, o que indica a importancia do
estudo e da compreensao desse tema.

Considere que vocé atua como professor de Matematica em
uma escola da Educacao Basica. Para dar inicio ao ano letivo,
a instituicdo propds um curso de formacao continuada a todos
0s professores, direcionando temas especificos para cada area.
Durante os trés dias de curso, os professores de Matematica



da escola devem reunir-se para discutir sobre guestionamentos
apresentados pelos alunos, aprofundando seus estudos em
relacdo aos conteudos abordados nos anos finais do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio. E importante que o professor
tenha conhecimentos especificos sobre os fundamentos dos
conteudos que sao abordados na Educacao Basica para que
possa auxiliar os alunos na superacao de suas dificuldades e na
construcao dos conhecimentos necessarios a sua formacao.

No primeiro dia de curso vocé precisara desenvolver tarefas
voltadas ao estudo das propriedades satisfeitas em conjuntos
nuMericos, principalmente o conjunto de numeros inteiros,
com operacdes correspondentes. No segundo dia vocé
devera estudar outros tipos de conjuntos que, em associacao
com operacdes especificas, podem ser classificados como
grupos. Por fim, no ultimo dia do curso, vocé precisara
investigar os subgrupos e resolver um problema com base nos
conhecimentos construidos ao longo do curso. Ao final dessa
capacitacdo vocé devera organizar um relatério contendo as
reflexdes realizadas durante os trés dias, bem como justificativas
a respeito da importancia do estudo da teoria de grupos
pelo professor como forma de contribuir na organizagcao
de propostas de trabalho envolvendo a sistematizacdo dos
conjuntos numericos na Educacao Basica.

Para cumprir o desafio proposto, na Secao 2.1, vocé estudara
a definicdo de grupo e suas propriedades correspondentes, na
segunda secao, os estudos serdo direcionados aos exemplos
importantes de grupos, como os relacionados aos conjuntos
NUMErCOS, 0S grupos finitos, os grupos de simetria, entre outros.
Finalmente, na Secdo 2.3 os estudos devem ser direcionados aos
subgrupos e aos grupos de permutacdes. Verifique, na sequéncia,
quais reflexdes precisam ser realizadas por vocé durante o curso
de formacdo continuada propostas pela instituicao.



Secao 2.1

Caracterizacao da estrutura de grupo

Dialogo aberto

Iniciaremos agora os estudos de uma das principais estruturas
algébricas: os grupos. Quando resolvemos equacdes polinomiais
ou construimos fungdes tomando por base o conjunto de numeros
reais, por exemplo, muitas das propriedades aplicadas sao derivadas
dos grupos que podem ser compostos a partir de R e suas
operacdes. Assim, o estudo dessa estrutura € essencial para que
pOssamos compreender 0s conceitos que estdo envolvidos.

Portanto, com base no contexto de formacao continuada proposto
pela escola de Educacao Basica na qual vocé atua, no primeiro dia do
curso de formacdo os professores de Matematica devem direcionar
seus estudos e discussdes para 0 tema conjuntos NUMErICOS.

Os conjuntos numeéricos, principalmente dos numeros
naturais, € trabalhado nas escolas desde a Educacdo Infantil. O
conhecimento desses conjuntos € essencial para gue 0s alunos
possam compreender as diversas situacdes nas quais 0 emprego
dos numeros se faz necessario, possibilitando a interpretacao das
situagcdes que podem ser representadas numericamente.

Refletindo sobre este tema, principalmente em relacao as
propriedades presentes nos conjuntos Nnumericos, No primeiro dia
de curso vocé ficou responsavel por partir dos seguintes topicos e
iniciar as discussdes sobre a importancia da teoria de grupos para a
formacao de professores:

e Muitos alunos apresentam dificuldades no estudo do
conjunto dos numeros inteiros devido a existéncia dos
numeros negativos. Quais sao as vantagens na resolucdo de
problemas empregando o conjunto dos numeros inteiros
ao inves dos naturais? Reflita sobre este tema, analisando a
solucao para a equacao de 12 grau x+a=»b, onde a € b sao
numeros naturais e, conseguentemente, numeros inteiros.
De que forma o conhecimento da estrutura de grupos
pode auxiliar o professor a organizar o trabalho de modo
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a favorecer a aprendizagem dos alunos em relagdo aos
numeros inteiros?

e Qutra dificuldade comum aos alunos da Educacdo Basica diz
respeito a operacdo de divisao envolvendo numeros reais.
Que relacdes podem ser estabelecidas entre as operacdes
de multiplicacdo e divisdo no conjunto numérico citado?
As propriedades validas para estas operacdes no conjunto
dos numeros reais também sdo observadas para 0s numeros
inteiros e suas operacdes correspondentes? Reflita sobre
estas questdes analisando o processo de obtencdo da
solucao para a equacao de 12 grau ax+b=c,ondea, bec
S80 nUmMeros inteiros e, consequentemente, reais.

Que respostas podem ser propostas a cada uma das questdes
apresentadas? Que conhecimentos matematicosfundamentamcada
um dos questionamentos propostos? Quais estruturas algebricas
estdo associadas a cada uma das dificuldades apresentadas? Qual
a importancia do conhecimento da estrutura de grupos para o
trabalho com os conjuntos numeéricos na Educacao Basica?

Analise os conteudos necessarios para a resolucao destes
problemas e construa um breve texto apresentando as respostas
e a justificativa teorica para cada questionamento abordado,
destacando aspectos relevantes a serem discutidos com os demais
docentes sobre a presenca da estrutura de grupos nos conteudos
trabalhados na Educacao Basica. Finalize seu texto justificando por
gue o conjunto dos numeros inteiros, com a adi¢do usual, constitui
um grupo abeliano e se esse fato também pode ser observado
guando tomamos a multiplicacao usual.

Nao pode faltar

Para o estudo das estruturas algebricas € necessario considerar 0s
topicos de Teoria dos Conjuntos e Teoria dos Numeros abordados
na unidade anterior, principalmente as definicdes de conjuntos e
operacdes binarias. Um dos principais objetivos com o estudo destas
estruturas € generalizar padrdes observados a partir de diferentes
conjuntos com operacdes, observando as propriedades comuns.
O estudo dessas estruturas pode contribuir, por exemplo, com a
resolucao de problemas na Educacdo Basica devido as propriedades
observadas Nos conjuntos NUMEricos.
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Estrutura algébrica

Uma estrutura algébrica corresponde a uma estrutura formada
por um conjunto ndo vazio A e uma ou mais operacdes binarias
definidas sobre A, as quais gozam de propriedades especificas
em funcdo da categoria em estudo. Se a estrutura é formada pelo
conjunto A e por uma operacao x, essa estrutura algébrica pode ser
denotada por (A*) Por exemplo, 0 conjunto dos numeros naturais
com a operagao usual de adicao compde uma estrutura algébrica,
que pode ser representada como (N,4), e se considerarmos as
opera¢des usuais de adicdo e multiplicacdo definidas sobre os
numeros reais, poderemos construir a estrutura algebrica (R,+,-).

De acordo com as propriedades que sao satisfeitas, considerando
conjunto com operagdes associadas, podemos analisar diferentes
categorias de estruturas algébricas. Dentre as estruturas chamadas
de elementares podemos destacar os grupoides, 0s semigrupos e
0s monoides, cujas descricdes sao apresentadas da seguinte forma:

* Umpar (A x) e classificado como grupoide quando a operagao

* gozar da propriedade do fechamento em A, isto €, se x,y € A
entdo xxy€A. (Z,—), composto pelo conjunto de numeros
inteiros e a subtracao usual, € um grupoide, pPois apenas o
fechamento € verificado devido ao fato de a diferenca entre
numeros inteiros sempre resultar em um inteiro.

+ Um par (Ax) é classificado como semigrupo quando o
fechamento e a associatividade forem satisfeitos para a
operacao * sobre A. A associatividade € a condicdo de que
xx(yxz)=(xxy)xz para todos x,y,z€A. Podemos destacar
como exemplo o conjunto dos numeros naturais nao nulos
munido da adig&o usual, compondo a estrutura (N*,+).

« Umpar (Azx) € classificado como monoide se o fechamento,
a associatividade e a existéncia de elemento neutro forem
satisfeitos, considerando a operacao * definida sobre A. Na
existéncia de elemento devemos determinar e A de modo
que xxe=exx=x para todo xe A. Como exemplo, temos
a estrutura (Q,-), composta pelos numeros racionais e pela
multiplicacdo usual.
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oé) Reflita

Considerando as caracteristicas que definem os grupoides e
semigrupos, qual operagdo devemos definir sobre o conjunto dos
numeros reais para que seja possivel caracteriza-lo como grupoide? E
COMOo semigrupo?

Conforme estudado na unidade anterior, existem outras
propriedades que podem ser satisfeitas pelas operacdes binarias,
possibilitando a caracterizacdo de uma das estruturas mais
importantes da algebra: 0s grupos.

Estrutura de grupos

A teoria de grupos apresenta aplicacdes nas mais diversas areas
da Matematica, como na Topologia e na Geometria Diferencial,
bem como na Fisica, na teoria musical, entre outras. Historicamente,
O conceito de grupo foi apresentado primeiramente nos trabalhos
do matematico Arthur Cayley no século XIX, a partir do qual
outros matematicos como Niels Henrik Abel, Felix Klein fizeram
suas contribuicbes para que fosse possivel alcancar o nivel de
desenvolvimento atual desse conhecimento na Algebra Abstrata.

Uma estrutura algeébrica (Ax) € classificada como grupo
quando as seguintes propriedades forem satisfeitas pela operacao
* definida sobre A:

e Fechamento: para todos x,y € A é valido que xxy € A.

e Associatividade: para todos @ x,y,ze A a igualdade
(x+y)xz=xx(y*z) & verificada.

e Existéncia de elemento neutro: existe um elemento e€ A tal
que xxe=exx=Xx para qualquer xeA.

e Existéncia de elemento simetrizavel: a todo elemento x € A, existe
x'eA, tal que xxx'=x"«x=e, sendo e o0 elemento neutro da
operacao * definida sobre A.

Podemos comparar a definicdo de grupo com as estruturas
apresentadas anteriormente (grupoides, semigrupos e monoides).
Por exemplo, ao comparar as definicdes de grupo e de semigrupo
temos um grupo (A,x), com A ndo vazio, que corresponde a um
semigrupo no qual as propriedades de existéncia de elemento
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neutro e elemento simetrizavel sdo também satisfeitas considerando
a operacdo * sobre A. Dessa forma, podemos comparar as outras
estruturas entre si, 0 que pode contribuir para diferenciagao entre as
propriedades presentes em cada estrutura.

?=| Exemplificando

Considere o conjunto dos numeros reais munido das opera¢des usuais de
adicdo (+) e multiplicagdo (-). Podemos analisar as seguintes estruturas:

(R,+) ¢ classificado como grupo:

Aadicdodenumerosreais € fechadadevido a somade dois numeros
reais resultar em um real, ou seja, se x,y €R, entdo x+yeR. A
adicdo em R ¢é associativa, pois (x+y)+z=x+(y+2z) para
todos x,y,ze R, além de admitir 0 € R como elemento neutro,
pois 0+ x=x+0=x para todo x€R. A existéncia de elemento
simétrico € satisfeita para todo x € R, basta tomar o simétrico
—x €R . Por ser um grupo composto por uma operacao aditiva,
dizemos que (R,-i-) corresponde a um grupo aditivo.

(R",-) € classificado como grupo:

A multiplicagao de numeros reais é fechada, pois a cada X,y € R
temos x-y =xy € R, goza da associatividade, pois € valido que
(xy)z=x(yz) atodos x,y,zeR e admite 1€ R como elemento
neutro, porque 1- X = x-1= X atodo x € R. Aexisténcia de elemento
simetrizavel é valida para todo x € R*, basta tomar %E]R‘. Neste
caso, sendo o grupo composto por uma operacao multiplicativa
(]R) € chamado de grupo multiplicativo.

&z’) Assimile

Um grupo (A*) € chamado de grupo aditivo se a operacdo * for de
caracteristica aditiva, e sera denominado grupo multiplicativo quando
* for uma operacdo de carater multiplicativo.

Seja o conjunto R* munido da operacao de divisdo usual de numeros

reais, compondo assim a estrutura (]R*,+). Veja que esta estrutura nao
pode ser classificada como um grupo. A operacao + nao € associativa,
pois, por exemplo, 16+ (8+2)=16+4=4, (16 +8)+2=2+2=1, mas
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4=1. Como nao é valida a associatividade, podemos concluir que
(R*,%) Nnao € um grupo, portanto, basta que uma das condi¢cdes da
definicdo de grupo nao seja satisfeita para concluirmos que a estrutura
em estudo ndo € um grupo. Nesse caso, o par (R* : ) sera um grupoide,
pois temos a validade apenas do fechamento de +~ em relacédo a R*.

Considere o conjunto G={-11}cr, sobre o qual € definida a
operacao de multiplicacdo usual, analoga a operacdo definida
sobre o conjunto dos numeros reais. Sendo assim, afirmamos que
o par (G,-) € um grupo multiplicativo. De fato, precisamos justificar
a validade das quatro operacdes que caracterizam a definicdo de
grupo. Veja que a operacao de multiplicacdo € fechada em relagao
a G, pois se a,beG, entdo abe G, pois 0s produtos envolvendo os
elementos de G geram apenas dois resultados: 1 e —1, 0s quais sao
elementos de G. Também temos que a multiplicacdo é associativa
em G, ou seja, a(bc)=(ab)c paratodos a,b,c € G, porque as seguintes
expressdes sao validas e correspondem a todas as combinacdes
possiveis entre elementos de G pela associatividade:

(-0 === (- O () =1= (1))
T (1) =1=(11)1, (=1)-((- ) 1) =1=((~1)-(~1))-1
(1) === (9. (1) (19 =—1=((-11)1

()1 === (1)1, (-((0) = 1=((=1-1)-(-

O numero 1e G corresponde ao elemento neutro da multiplicagdo
em G, pois 1-x=x-1=x se x=—10u x=1. Para 0 numero 1€G, seu
simétrico corresponde ao proprio 1, pois 1-1=1, e, no caso de —1e G, seu
simeétrico € o numero —1, pois (—1)(=1)=1, assim, todos os elementos
de G sdo simetrizaveis. Portanto, (G,) € um grupo multiplicativo. Outra
forma de justificar esse fato € construindo a tadbua da operacdo de
multiplicagao definida sobre G, conforme a Figura 2.1, para avaliar as
propriedades conforme os estudos realizados na Secao 1.2.

Figura 2.1 | Tabua da operacgdo binaria relativa ao grupo (G)

1|1
1| 1|
1111

Fonte: elaborada pela autora
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Seja a operacdo de potenciacdo definida sobre o conjunto dos
numeros naturais e representada por ©. Veja que essa operacao
€ fechada, pois se x,yeN, entdo xoy=x"c¢N. No entanto, essa
operagao ndo € associativa, visto que 20 (4©3)=204"=2064 =2%
e, além disso, (204)®3=2'©3=(2)'=2%, porém 2% 27, por
exemplo. Como uma das propriedades que compde a definicao de
grupo nao é satisfeita, podemos concluir que o par composto pelo
conjunto dos numeros naturais e pela operacao de potenciacao,
representado por (N,0), ndo pode ser classificado como um grupo.

&
4 Facavocé mesmo

Considerando as operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo, podemos
construir grupos aditivos e multiplicativos com base no conjunto de
numeros racionais? De que forma? Justifique sua resposta.

Propriedades imediatas da definicdo de grupo

Um grupo é definido a partir de um conjunto nao vazio, de uma
operacao binariaem conjunto com as quatro propriedades destacadas
anteriormente. Devido a essa estrutura, podemos verificar a validade
de algumas propriedades decorrentes da definicdo de grupo.

Se (A,*) éumgrupo, as seguintes propriedades sd0 consequéncias
da definicao:

Propriedade 1: O elemento neutro e€ A ¢ unico. Com efeito, se
ee'c€A sdo dois elementos neutros da operacdo * definida sobre
A, entdo, para todo x€A sdo validas as igualdades x=ex*x=Xxxe
e x=exx=xxe' Como e€A, da segunda expressao temos que
e=e'xe, e sendo ec€ A elemento neutro, temos e=e'xe=e' isto &,
e=e', 0 que implica na unicidade do elemento neutro.

Propriedade 2: O elemento simétrico associado a cada elemento
de A é unico. De fato, considere x€A e sejam y,y'€eA dois
elementos simétricos de x em relacao a operacao * definida sobre
A. Tomando e€ A, elemento neutro da operacédo em estudo, segue
da propriedade da existéncia de elemento simétrico a validade
das expressdes xxy=yxx=e € Xxxy'=y*x=e, 0 que implica
y=yxe=yx(xxy')=(yxx)xy'=exy'=y'. Logo, o elemento
simétrico associado a cada x€ A & unico.

Propriedade 3: Se a,b€A, entdo a equacdo axx=b tem uma
Unica solucdo em A, a qual & dada por x=a " b
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oé) Reflita

Quais argumentos podem ser empregados na demonstracao da
propriedade 3?7 Qual a relacdo existente entre as propriedades 2 e 3?

Propriedade 4: Todo elemento a€A ¢ regular em relacdo a
operacao . Procure justificar esse fato com base nas informacdes
apresentadas nesta e na unidade anterior.

No entanto, além das propriedades indicadas na definicao de
grupo, determinadas operacdes binarias ainda possuem uma outra
propriedade, a comutatividade, o que possibilita o estudo de uma
categoria particular de grupos, descrita no topico a seguir.

Grupos abelianos

Quando um grupo (Ax) tem a propriedade comutativa para a
operacéo * definida sobre A, dizemos que (A,*) € um grupo comutativo
ou abeliano. Assim, todo grupo abeliano €, em particular, um grupo,
por isso todas as propriedades que compdem a definicdo de grupo
também devem ser verificadas nesse caso, além da comutatividade.

Os grupos (R,+), (R*) e (G), com G={-11} CR, os quais foram
estudados anteriormente sao exemplos de grupos abelianos, pois em
todas as estruturas apresentadas a propriedade comutativa ¢ satisfeita,
ja que as operagdes usuais de adicdo e multiplicacao definidas sobre
R sdo comutativas, 0 que também ocorre quando as restringimos a
subconjuntos de R fechados em relacao as operacdes citadas. No
entanto, nem todos 0s grupos podem ser classificados como abelianos.

o
4 Facavocé mesmo

Justifique a validade da propriedade comutativa nos grupos (R,+),
(R";) e (G,). com G={-11} CR.

?=| Exemplificando

Considere o conjunto de matrizes quadradas de ordem 2, inversiveis,
com entradas reais, 0 qual pode ser descrito como: }
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1 e

Considere * a operacgao de multiplicagdo de matrizes definida sobre
C. Veja que (C.-) € um grupo multiplicativo e ndo abeliano. De fato, a
operacao de multiplicacao de matrizes € fechada em C, pois para as
matrizes A=(a;) e B=(b,), ambas elementos de C, temos que:

a11 a12] b11 b12] _ [a11b11 +a12b21 a11b12 + a12b22] c C

a21 aZZ b21 b22 a21b11 + a22bZ1 a21b12 + aZZbZZ

devido a combinacdo dos elementos de A e B gerar uma matriz cujas
entradas sao todas caracterizadas por numeros reais. Além disso, pelas
propriedades dos determinantes, como det(A)=a,,a,, —a,,a,, =0 e
det(B) = b,,b,, — b,,b,, =0, seque que det(AB)=det(A)det(B)=0.

b
d det(K)=ad —bc=0¢e a,b,c,deR}

AB =

A operagao - € associativa, pois dadas as matrizes P,Q,R € C é sempre
valido que P(QR)=(PQ)R, fato este que decorre da associatividade
das entradas das matrizes, as quais sao numeros reais. A matriz
; ?}ec corresponde ao elemento neutro da multiplicacao de
matrizes, pois para toda AeC ¢ vélido que Al,=LA=A. Como
toda matriz AeC ¢é tal que det(A)=0, entdo A admite uma inversa
A" com AAT'=A"A=1, o que implica que todo elemento do
conjunto C ¢é simetrizavel em relacao a operacdo de multiplicacao
de matrizes. Logo, considerando as justificativas apresentadas, (C)
€ um grupo multiplicativo. No entanto, note que a multiplicacao de

matrizes ndo é comutativa. Com efeito, sejam as matrizes R:[; 2] e

2 3 . . } \3 4/
S:[S 71J pertencentes a C, POIS suas entradas sdo numeros reals, tais

que det(R)=—2 e det(S)=—17 . Dessa forma,

w=fy 2 5

26 5
S _[2 3][1 2]_
5 —-1|3 4

11 16
2 6]

mas RS = SR . Assim, a multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa.
Portanto, (C) € um grupo multiplicativo ndo abeliano.

=

Além dos grupos definidos sobre conjuntos numericos ou
conjuntos de matrizes, podemos também estudar oS grupos
envolvendo outros conjuntos, como os de funcdes, conforme
apresentado a seguir.

Considere o conjunto F(R) composto por todas as funcdes
reais, como é o caso da funcdo f:R — R por exemplo. Definamos
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a operacao de adicdo de funcgdes sobre F(R) de modo que para

todos f,geF(R) tenhamos (f+g)(x)=f(x)+g(x) para todo xeR,

com f+geF(R). Assim, a operacao de adi¢ao de fungdes € fechada

em relacao a F(R).

Note que para todos f,g,h€ F(R), com xR, é valido que

[f+(g+h)|(x)=f(x)+(g +h)(x)

=f(x)+[g(x) + h(x)]

[F(x)+g(x)]+ h(x)

(f+9)(x)+ h(x)

=((f+9)+h|(x)

Sendo assim, a adicdo de funcdes e associativa. A funcao nula
f(x)=0€F(R) corresponde ao elemento neutro da adicao de
fungdes, pois para todo g € F(R) e todo x€R temos

[f+g](x)=f(x)+g(x)=0+g(x)=9g(x)
[9 +F](x)=g(x) +f(x)=g(x)+0=g(x).
0 que implica na adicao de funcdes gozarem da existéncia de

elemento neutro. Além disso, a cada g €F(R) existe —g € F(R) de
modo que

19 +(=9)](x)=g(x)+[-g(x)] =0
[(=9)+9](x) =[-g()] + g(x) =
Isto €, a adicdo de funcdes satisfaz a existéncia de elemento
simetrizavel a todo elemento de F(R). Assim, devido a esse conjunto
de propriedades, podemos concluir que (F(R),+) € um grupo. Em
conjunto com as propriedades anteriores, podemos verificar que a
comutatividade também é satisfeita no conjunto em estudo, pois
para todos f,g € F(R) e todo x€R segue que
[f +g](x)=f(x)+g(x) = g(x) + f(x) =g +f](x)
Portanto, (F(R),+) pode ser classificado como um grupo abeliano.

‘r&” Assimile
Com base em um par (A*) com A ndo vazio e % uma operagao
binadria sobre A, podemos estudar determinadas estruturas algébricas

de acordo com as propriedades que sao satisfeitas para *, conforme
a sequinte listagem: }
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»  Grupoide: fechamento.
«  Semigrupo: fechamento e associatividade.

. Monoide: fechamento, associatividade e existéncia de
elemento neutro.

« Grupo: fechamento, associatividade, existéncia de elemento
neutro e existéncia de elementos simetrizaveis.

e Grupo abeliano: fechamento, associatividade, existéncia de
elemento neutro, existéncia de elementos simetrizaveis e
comutatividade.

EL(I)' Pesquise mais

Para contribuir com os estudos a respeito dos grupos, consulte a secdo
1.4.1 do livro indicado disponivel em sua biblioteca virtual.

COCHMANSKI, J. C.; Cochmanski, L. C. C. Estruturas Algébricas.
Curitiba: Intersaberes, 2016.

Procure analisar cada um dos exemplos e propriedades apresentadas
no material sugerido, complementando os estudos realizados nesta
secdo e nas seqguintes.

Sem medo de errar

No primeiro dia de curso as tarefas séo voltadas ao estudo
de conjuntos numeéricos com suas operacdes e propriedades
correspondentes. Sua primeira tarefa consiste em avaliar o conjunto
de numeros inteiros com base nos dois topicos apresentados.
Dessa forma, vocé deve analisar os dois temas de estudo e dar inicio
as discussdes a respeito da importancia da teoria de grupos para a
formacao de professores de Matematica.

Considere a equagao de 12 grau x+a=b onde a e b sdo nUmeros
naturais. A solucao desta equacdo corresponde ao valor assumido
por x para que a equacao seja valida. Porem, como oS numeros
envolvidos sao todos naturais, nao ha como resolver esta equacao,
POIS seria necessario considerar o elemento simetrico de a em relagao
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a adicdo de numeros naturais, propriedade esta que nao é verificada
na estrutura (N,+). No entanto, se considerarmos a estrutura (Z,+)
como base para a resolucdo da equagao |x+a=b, terlamos a
sequinte sequéncia de operacdes para a obtencdo de sua solucao:
x+a=b<&(x+a)+(-a)=b+(-a)

& x+(a+(-a))=b-a

<x+0=b-a

< x=b-—a

Nesse processo, foi necessario empregar, na sequéncia, as seguintes

propriedades da adicdo usual de inteiros: existéncia de elemento
simétrico para a, associatividade e existéncia de elemento neutro.
Logo, quando consideramos a estrutura (N,+), ndo podemos resolver
a equacdo apresentada, enquanto em (Z,+) sua solucdo é x=b-a,
fato justificado pela auséncia da propriedade de existéncia de elemento
simetrizavel em (N,+). A diferenca observada se deve & possibilidade de
caracterizar (Z,+) como um grupo, e em particular abeliano, enquanto
que (N,+) ¢ classificado como um monoide, njo satisfazendo as
condic®es de grupo. A estrutura (Z.+) é um grupo abeliano porque:

A adicdo de inteiros € uma operacao fechada, ou seja, se
X,y E€Z entdo X+Y €L,

e A propriedade associativa € satisfeita, pois para todos
x,y,z€Z évélido que x+(y+z)=(x+y)+z.

e O elemento neutro da adicéo usual de inteiros ¢ 0 0€Z, pois
para todo x€Z ¢ valido que x+0=0+x=x_Além disso, o
elemento neutro € unico, pois © 0€Z € o unico elemento de
7 que satisfaz a condicdo apresentada para todo X €Z

e Todo elemento x€Z ¢ simetrizavel, pois a cada x €Z existe
um Unico —x€Z, tal que x+(—x)=(-x)+x=0.
o Para quaisquer XY €Z ¢é vilida a comutatividade, isto &,
X+y=y+Xx.
No conjunto de nimeros reais podemos definir as operacdes usuais
de multiplicacdo e divisao. Quando restringimos as operacdes a R*,
temos que estas estao associadas entre si enquanto inversas uma da outra.
A operacao de divisao faz-se presente quando estudamos a propriedade
da existéncia de elemento simetrizavel em relacdo a multiplicacdo de
nUMeros reais Nao Nulos. Logo, existe uma associacao entre estas duas
operacdes. No entanto, quando avaliamos estas operacdes definidas

76 U2 - Estruturas algébricas: grupos



sobre Z', podemos observar uma relacao de inversdo entre ambas,
porém, nem todas as propriedades observadas em R* sdo verificadas em
7" nesse caso. Vamos analisar essa afirmacao com base na equacao de 12
grau na forma ax + b =c. Inicialmente, das propriedades observadas em
(Z,+), podemos realizar os procedimentos descritos da seguinte forma:

ax+b=c & (ax+b)+(—b)=c+(-b)
& ax+(b+(-b))=c—b
sax+0=c—b
Sax=c—>b
Eles envolvem a existéncia de elemento simetrizavel, a

associatividade e a existéncia de elemento neutro para a adicéo
usual de inteiros, conforme observado anteriormente.

Seja agora a expressdo ax=c—b e a estrutura (Z*,-). Note que se
acZ étalque a=1 entdo seu simétrico sera dado por a'=1 ouno
caso em que a=-—1, o simétrico correspondente ¢ a'=-1. Porém,
se a=1e a=-1 temos que a ndo admite simétrico em relacdo a
multiplicacdo usual de inteiros nao nulos, assim, Nnao € possivel partir
de ax =c —b para identificar xem funcdo de a, b e ¢, o que impossibilita
resolver a equagdo ax+b=c em (Z',-). Por outro lado, tomando a
estrutura (R) podemos empregar 0s sequintes procedimentos:

1 1
—c-be—(ax)=—(c—b
ax=c @a(ax) a(c )

1 1
— —=—(c—b
<:>[ ajx (C )

1
x=—(c—b
& 1x a(c )

1
@x:g(c—b)

Ifortanto, em (R*,~) a equacdo ax+b=c admite a solucdo
X:g(cfb). Essa diferenciacdo ocorre porque (Z*,-) nao pode ser
classificado como um grupo devido a auséncia da propriedade de
existéncia de elemento simetrizavel a todo X€Z" . Assim, como
(Z*,-) satisfaz apenas ao fechamento, associatividade e existéncia
de elemento neutro, essa estrutura pode ser classificada como um
monoide, enquanto (R*r) pode ser classificado como um grupo
abeliano. Para complementar este estudo, comprove a validade das
propriedades citadas para a estrutura (Z*,~)de modo analogo ao que
foi adotado para o estudo de (Z,+) anteriormente.
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Analisando a proposta de realizacao de uma discussdo com 0s
demais docentes a respeito da importdncia da teoria de grupos na
Educacdo Basica, quais justificativas poderiam ser consideradas? Como
vOCé auxiliaria 0os demais professores de Matematica na percepcao da
importancia da teoria de grupos, por exemplo, para a resolucao das
equacdes propostas nos dois topicos de estudo? Construa um breve
relatorio indicando quais seriam os principais topicos a serem discutidos
com base nos questionamentos e No tema propostos para estudo.

Avancgando na pratica

A teoria de grupos e o conjunto de numeros complexos

Descricao da situagao-problema

Vocé deve elaborar um plano de ensino voltado ao estudo dos
Numeros Complexos para uma turma do Ensino Médio. Nele, vocé
pretende preparar aulas visando introduzir os estudos a respeito do
conjunto de numeros complexos, avaliando, dentre outros temas, a
definicdo de i e de suas poténcias, bem como as operacdes usuais
de adicao e multiplicacao definidas sobre esse conjunto.

Antes de elaborar o plano, vocé decidiu aprofundar seus estudos
a respeito desse conjunto numeérico lendo livros de Algebra Abstrata,
para que possa elaborar atividades adequadas aos alunos da turma em
questdo. Durante esses estudos, vocé observou a seguinte afirmagao:
O conjunto A={1—1,i,—i} CC, com a operacéo usual de multiplicacio
proveniente do conjunto C, corresponde a um grupo abeliano. Como
vocCé justificaria essa afirmacao? De que forma as tabuas de operacdes
podem contribuir com essa justificativa? Que relacao vocé pode
estabelecer entre o conjunto A e as poténcias da unidade imaginaria i ?

Resolucdo da situacdo-problema

Sejla o conjunto A={1-1i—-i}cC e a operagdo usual de
multiplicacdo de numeros complexos. Assim como estudado na
unidade anterior, as tabuas de operacdes podem ser empregadas para a
obten¢do mais rapida das combinacdes entre os elementos do conjunto
a partir da operacao selecionada, além de possibilitarem a identificacdo
de propriedades que sao satisfeitas na estrutura em estudo. A tabua
associada & estrutura (A.-) é descrita conforme a Figura 2.2.
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Figura 2.2 | Tabua correspondente a (A,~)

A1 |F| i

A1 || 7|
1|11 |41

Fonte: elaborada pela autora

Veja que a operacdo - € fechada em relacdo a A, pois © produto
entre elementos de A pertence a esse mesmo conjunto, © que pode
ser observado a partir das combinacdes indicadas na tdbua da Figura
2.2. Além disso, a operacao - € associativa em A, pois corresponde a
uma restricdo da multiplicacdo usual definida sobre C ao conjunto A,
que é associativa. Assim, para quaisquer X,¥,Z€ A temos a validade de
Xy +2)=(xty) 2.

Pela tabua apresentada na Figura 2.2, podemos identificar de forma
simplificada a validade de algumas das propriedades associadas a
definicao de grupo, conforme os seguintes itens:

« 1€ A éoelemento neutro da operacao, porque alinha e a coluna
a que esse elemento pertence coincide, respectivamente, com a
linha e a coluna fundamentais.

e todos os elementos sdo simetrizaveis, pois 0 numero 1 esta
presente em todas as linhas e colunas, assumindo posicdes
simétricas em relacdo a diagonal principal quando fixamos um
elemento e analisamos sua linha e coluna correspondentes.

e 2 o0peracao € comutativa porque a tabua € simétrica em relacao
a diagonal principal.

Portanto, podemos concluir que (A:-) € um grupo abeliano.

Conseguimos relacionar o conjunto A com as poténcias da unidade

imaginaria no sentido de que A destaca todos os possiveis resultados
obtidos no estudo dessas poténcias. Isso ocorre devido as poténcias de
I serem originadas de produtos envolvendo i como os Unicos fatores e
sendo a multiplicacdo definida sobre A ser fechada.

Apos essa analise, elabore uma explicacao para a turma de Ensino

Médio a respeito das poténcias de /, tomando como base o estudo da
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estrutura algébrica (A,+) caracterizada como grupo abeliano. Indique, de
forma complementar a essa explicacao, as propriedades envolvidas para
0 estudo das poténcias de i com base no que foi discutido anteriormente.

Faca valer a pena

1. A partir de um conjunto P ={a, b, ¢, d}, munido de uma operacdo @,
foi construida a tabua indicada na Figura 2.3.

Figura 2.3 |Tabua referente a estrutura (P,®)

®@|la|b |c|d
a|a|p|c|d
b|b|la|d|cC
C|c|d|b|4a
d|d|c|a|b

Fonte: elaborada pela autora

A respeito dessa estrutura, foram construidas as seguintes afirmacdes e
uma relacao proposta entre elas:

I) I Aestrutura (P,®) pode ser classificada como um grupo.
PORQUE
II) Il. Nao existe a repeticdo de elementos nas linhas e colunas da tabua.

Em relagao as afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta:

a) Asafirmacdes | e ll estdo corretas, e a |l € uma justificativa correta para I.

b) As afirmacdes | e Il estdo corretas, mas a Il ndo é uma justificativa
correta para I.

c) A afirmacdo | estd correta e a Il incorreta.

d) A afirmacdo Il estd correta e a | incorreta.

e) Asafirmagdes | e ll estdo incorretas.

2. Por meio do estudo da teoria de grupos podemosidentificar propriedades
comuns a diversas estruturas, possibilitando estabelecer relacdes entre
diferentes conjuntos com operacdes a partir da identificacdo de padrdes
e regularidades.

Em relacao a esse tema, analise os itens apresentados que sao compostos
por conjuntos nao vazios e operacdes correspondentes.
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Conjunto dos numeros inteiros negativos com a operagao usual de
adicédo (Zi,+)

Conjunto dos numeros inteiros pares (A:{2k|keZ}) com a
operacéo usual de adicdo (A,+)

Conjunto dos numeros inteiros impares (B:{2k+1|kEZ}) com a
operacéo usual de multiplicagéo (B,-)

Considerando as informacdes apresentadas, assinale a alternativa correta:

Apenas o item Il apresenta uma estrutura que pode ser classificada
COMO grupo.

Apenas o item Ill apresenta uma estrutura que pode ser classificada
COMOo grupo.

Apenas os itens | e Il apresentam estruturas que podem ser
classificadas como grupos.

Apenasositens|elllapresentam estruturas que podem ser classificadas
COMO grupos.

Apenas os itens Il e Il apresentam estruturas que podem ser
classificadas como grupos.

3. Um estudante, ao analisar um conjunto K:{m, n, p, q} munido de
uma operacdo A conveniente, verificou que a estrutura (K,A) pode ser
classificada como um grupo abeliano.

Durante seus estudos, ele construiu uma tabua de operacao associada a
estrutura (K,A), conforme a Figura 2.4.

Figura 2.4 | Tabua associada a estrutura (K,A)

Alm|n |p|q
m|m | n|P|(q
nn || B\ M
PP | q |m|IV
| q | m|n |V

Fonte: elaborada pela autora

Para que (K,A) satisfaca a condi¢cdo de ser um grupo abeliano, quais
elementos devem ocupar as posicdes destacadas por I, II, lll, IV e V?

a

)
)
c)
)
)

=g, l=n; Il =m;IV-q;V-p.
b)l =n;Il=m; Il =q;IV-q;,V-n.
[ =p;l=m; Il =n;IV-m;V-q.
dl-mll-nlll-qg,IV-n;V-q.
el-p; =g lll—=m;IV-n;V-p.
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Secao 2.2

Alguns exemplos importantes de grupos

Dialogo aberto

Na primeira secao desta unidade estudamos a definicdo de
grupo, a qual depende dos conjuntos, das operacdes binarias e suas
propriedades. Com essa definicdo, agora podemos analisar diversas
estruturas que, apesar de envolverem elementos e operacdes de
naturezas diferentes, apresentam um mesmo comportamento no
qgue se refere as suas propriedades.

Dentre as diferentes estruturas de grupos, podemos destacar
determinados conjuntos numeéricos com suas operacoes
correspondentes, como Z com a adicao usual ou R* com a
multiplicacdo usual, por exemplo. A partir dessas caracterizacdes,
estas estruturas podem ser empregadas, dentre outras aplicagcdes,
na resolucao de problemas da matematica e de outras areas, no
caso em que for possivel representa-los matematicamente.

No segundo dia do curso de formacdo continuada para
professores na instituicdo da Educacdo Basica em que vocé atua, 0s
professores de Matematica precisarao investigar outros conjuntos
além dos numericos.

Para esta etapa do curso, vocé devera elaborar e realizar uma breve
apresentacao aos outros docentes do grupo, complementando os
estudos realizados no primeiro dia de curso sobre 0s seguintes topicos:

e Dentre 0s conjuntos abordados na Educacao Basica,
existem outros conjuntos, além dos numeéericos, que tambéem
sao dotados de operacdes e que satisfazem a estrutura de
grupos. Cite ao menos dois exemplos, identificando as
operacdes associadas e justificando as propriedades que
sao satisfeitas para os conjuntos descritos. Verifique tambem
se estes conjuntos com operacdes podem ser classificados
COMO grupos abelianos.

 Podemos relacionar a estrutura de grupos com a Geometria
Plana por meio da construcao de grupos originados de
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figuras geomeétricas estudadas na Educacao Basica. Analise
as propriedades dos triangulos equilateros e o grupo de
simetria construido a partir dessa figura, evidenciando qual
operagao deve ser considerada e justificando por que essa
estrutura pode ser classificada como um grupo.

Qual € a importancia da teoria de grupos para a compreensao
das questdes propostas? Elabore uma descricdo para cada um
dos topicos propostos, respondendo as questdes apresentadas e
destacando a importancia da teoria de grupos para a fundamentacao
de cada tema presente nos topicos para estudo. Em sequida,
elabore uma breve apresentacao, ressaltando a importancia do
conhecimento da teoria de grupos para a investigacao dos temas
propostos e para o ensino dos conteudos correspondentes na
Educacdo Basica.

Nao pode faltar

Grupos associados aos conjuntos numéricos

Na secao anterior estudamos que um grupo € composto por
um conjunto Ndo vazio e por uma operacao binaria definida sobre
O conjunto, a qual deve satisfazer as propriedades do fechamento,
associativa, existéncia de elemento neutro e existéncia de elemento
simetrizavel. Alem disso, se a propriedade comutativa for verificada,
podemos classifica-la como um grupo abeliano.

Dentre 0s principais exemplos de estrutura de grupos,
podemos destacar aquelas que derivam dos conjuntos NUMeEricos.
A seqguir, vamos analisar quais Os principais grupos que podem ser
construidos a partir dos conjuntos numericos. Durante essa analise,
procure estudar as justificativas que podem ser empregadas na
validagao de cada uma das propriedades indicadas, conforme
estudado na secdo anterior.

« Grupo aditivo dos inteiros (Z+): o conjunto dos numeros
inteiros, munido da operacao usual de adicdo, pode ser
classificado como um grupo abeliano, pois a operacao de
adicao nesse conjunto é fechada, associativa, comutativa, o
elemento neutro corresponde ao zero e a cada inteiro a€Z
existe o simétrico (ou oposto) correspondente a —a€Z.
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Grupo aditivo dos racionais (Q,+): o conjunto dos numeros
racionais, munido da operacdo usual de adicdo, pode ser
classificado como um grupo abeliano e podemos empregar
justificativas analogas ao caso de (Z,+), adaptando-as ao
conjunto Q.

Grupo aditivo dos reais (R,+): o conjunto dos numeros reais,
munido da operac¢ao usual de adi¢ao, pode ser classificado
COMo um grupo abeliano, e podemos empregar justificativas
analogas ao caso de (Z+), adaptando-as ao conjunto R.

Grupo aditivo dos complexos (C,+): a soma de dois
numeros complexos z=a-+bi e w=c+di é definida como
z+w=(a+c)+(b+d)i.Assim, essa operacao de adigao usual
definida sobre C ¢ fechada, associativa, comutativa, admite
o0 elemento neutro 0=0+0-i e a cada numero complexo
z=a+bi existe o oposto -z=-a—-bieC. Logo, (C+)
corresponde a um grupo abeliano.

Grupo multiplicativo dos racionais (Q';): o conjunto dos
numeros racionais Nao nulos, com a multiplicacao usual, pode
ser classificado como um grupo abeliano, por ser fechado e
gozar das propriedades associativa, comutativa e existéncia
de elemento neutro, que corresponde ao 1. NOs restringimos
ao conjunto @, excluindo o zero, porque, nesse caso, todo
elemento a€Q’, isto &, todo racional ndo nulo @ admite um
simétrico (inverso) a '€ Q’, sendo a existéncia de elemento
simetrizavel valida a todo elemento de Q.

Grupo multiplicativo dos reais (R*,-): 0 conjunto dos nimeros
reais nao nulos, com a mulliplicacdo usual, pode ser
classificado como um grupo abeliano, sendo as justificativas
analogas ao caso do grupo (Q)

Grupo multiplicativo dos complexos ((C) o produto de
dois numeros complexos z=a+bi e w=c-+dié definido
como zw =(ac—bd)+(ad +bc)i. Assim, essa operacdo de
multiplicacdo usual definida sobre C ¢é fechada, associativa,
comutativa, admite o elemento neutro 1=1+0-i e a cada
numero complexo ndo nulo z=a-+bi, com a e b nao
simultaneamente nulos, existe o inverso Z”:ﬁuz%bzfec.
Desta forma, (C*,-)corresponde a um grupo abeliano.
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@ Reflita

Considerando as operagdes usuais sobre o conjunto N, é possivel
construir algum grupo com base nos elementos de N ou de seus
subconjuntos? Identifique justificativas que fundamentem a sua resposta.

Observamos anteriormente um resumo dos principais grupos
que podem ser construidos tomando por base 0s conjuntos
numericos. Nos casos apresentados, consideramos O conjunto
numerico por completo ou excluimos o zero do conjunto, nos
casos dos grupos multiplicativos. No entanto, podemos construir
outros grupos em gue O conjunto correspondente também seja
formado por numeros, mas por uma quantidade limitada desses
elementos, 0 que nos permite estudar 0s chamados grupos finitos.

Grupos finitos

Um grupo finito (Ax) € uma estrutura na qual o conjunto
A € ndo vazio e finito, ou seja, possui uma gquantidade limitada de
elementos. Nesse caso, podemos caracterizar a ordem do grupo, a
gual corresponde ao numero de elementos do conjunto A e pode
ser denotada por o(A). Alem disso, o estudo destes tipos de grupos
pode ser realizado com base na tabua de operacdes correspondente.

?=| Exemplificando

Um dos principais exemplos de grupo finito que temos, associado
a0s conjuntos NuUMEricos, € o grupo composto pelo conjunto
G= {—1, 1}c R munido da operacdo usual de multiplicacdo definida
sobre R e restrita a G. A tdbua de operacéo associada a esse grupo
foi apresentada na secao anterior, na Figura 2.1, e nessa mesma secao
avaliamos que este grupo € abeliano. Note que o conjunto G possui
dois elementos, de onde segue que O grupo (G) corresponde a um
grupo finito de ordem 2, isto &, o(G)=2

Outro exemplo que podemos destacar ¢ o grupo definido a partir
do conjunto A={1-1 i,—i}cC munido da operacdo usual de
multiplicagdo de numeros complexos. A tabua deste grupo também foi
apresentada na secdo anterior, na Figura 2.2. Como (A,) corresponde
a um grupo, em particular abeliano, podemos concluir que (A)
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4 corresponde a um grupo finito de ordem 4, pois o conjunto A contém
4 elementos, e assim, O(A) =4

o
4 Facavocé mesmo

Construa a tdbua associada a um grupo finito (P*) com
P ={a,b,c,d,e,f}, de ordem 6, sabendo que (P,x) éabeliano. O elemento
neutro do grupo ¢ e, levando em conta também as seguintes relacdes
validas: axd=bxc=f,axc=bxb=d, axf=bxd=e, cxd=a.

Grupos de simetrias

Considere  um quadrado Q com veértices consecutivos
representados por 1, 2, 3 e 4. Além disso, denote por O o centro
de gravidade do quadrado e por x, y, z € w as retas do espaco
determinadas pelas diagonais e mediatrizes do quadrado, conforme a
Figura 2.5. A partir de reflexdes e rotacdes podemos alterar as posicoes
dos pontos e das retas que caracterizam essa figura geometrica, com
base na Figura 2.5, de modo a construir as simetrias do quadrado.

Figura 2.5 | Quadrado Q de vértices 1, 2, 3 e 4 com diagonais e mediatrizes

Fonte: elaborada pela autora

Denomina-se simetria de um quadrado Q qualquer aplicacao
bijetiva f:Q —Q que preserva distdncias, ou seja, se aplicamos a
bijecdo f sobre pontos a e b do quadrado, a distancia entre f(a) e f(b)
serd iqual a distancia entre a e b. Assim, essa aplicacao f refere-se a
uma transformacao que, ao ser aplicada em um quadrado, gera uma
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imagem que € uma copia do quadrado inicial e coincide com este,
porém, existem mudancas Nnos posicionamentos de seus pontos.

Vamos construir o conjunto S, das simetrias do quadrado.
Denotemospor R,, R,, R, € Ry asrotacdesavaliadas, respectivamente,
segundo um angulo de O, g T e 37” radianos em torno de O, no
sentido anti-horario. Sendo assim, partindo do quadrado Q ilustrado

. . ~ 12 3 4

na Figura 2.5, temos as seguintes transformacdes: RD:L 2 3 4
123 4 123 4 123 4 , .

R':|4 1 3], z:|3 P 2} e R3:[2 34 1]. Além disso, podemos construir

as reflexdes do quadrado em torno das diagonais e mediatrizes.
Consideremos X e Y as reflexdes de 7 radianos em torno das
diagonais x e y, respectivamente, e Z e W as reflexdes de « radianos
em torno das mediatrizes z e w, respectivamente. Neste caso, com
base no quadrado Q da Figura 2.5, teremos as transformacdes

. . 123 4 123 4 1234 123 4
descritas por: X:L 43 2]’ Y:\3 2 1 4]' ZZ\z 14 3] e W:'4 32 1}'

Desta forma, S, ={R,,R.R,.,R,;,X,Y,ZW} corresponde ao
conjunto de simetrias do quadrado. Verifigue que estas sao as unicas
possibilidades de transformacdes que podem ser aplicadas sobre Q
com base em rotacdes e reflexdes que preservam distancias.

Podemos aplicar uma sequéncia dessas transformacdes sobre um
quadrado Q de modo a construir uma simetria deste. Na Figura 2.6 €
apresentada a figura geométrica obtida como resultado da aplicacao
de R, e de W, nesta ordem, sobre o quadrado Q da Figura 2.5.

Figura 2.6 | Simetria de Q obtida em funcdo das transformacées R, e W

] : 3,-% “3 : 2, ] : X
L R, w o
A v e v > e v
1 | 2 -4 | 1 /3 | 2
x ¥ x ¥ x ¥

Fonte: elaborada pela autora

A partir da Figura 2.6 podemos observar que a simetria
resultante € tal que as distancias entre os vértices do quadrado sao
preservadas, porque, No caso apresentado, a sucessiva aplicacao
de R, e W originou Y, que corresponde a uma simetria. Assim, a
combinacao entre as transformacdes satisfaz a condicao de ser
simetria. Desta forma, temos uma operacao que pode ser definida a
partir do conjunto S,: a composicdo de transformacdes, que pode
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ser denotada por o. Na Figura 2.7 ¢ ilustrada a tabua da operacao
composicdo definida sobre o conjunto S, .

Figura 2.7 | Tabua da operacdo o definida sobre S,

o | B\ R RIR X\ Y| Zw
RIRIR B[R R[IX Y W
R R |\R R R Z WY X
R\ R\ R R|R|Y|X W Z
R\ R R IRW Z| XY
X|X|Z|Y|wW|R|R|R R
Y| Y| W X |Z|R|\R|R|R
Z|Z|Y W X|RI|R|R|R
W w|X|Z|Y R IR|”B R

Fonte: elaborada pela autora

‘tz" Assimile

Ao analisar a tabua correspondente a estrutura ,(84,0), podemos observar
que a composta de duas rotagdes corresponde a uma rotacao, enguanto
a composta de duas reflexdes € uma rotacdo. Além disso, a composta de
uma rotacao com uma reflexdo, ou vice-versa, € uma reflexado.

Temos que (S,,0) corresponde a um grupo. De fato, o fechamento
¢é satisfeito para a estrutura apresentada, porgue combinacdes entre
elementos de S, pela composicao sempre resultara em elementos
desse mesmo conjunto, como observado na tabua. A composicao de
transformacdes € associativa. Como voceé justificaria essa afirmacado?

Além disso, o elemento neutro deste grupo corresponde a R,
porque, pela tabua da operacao, a linha e coluna a que esse elemento
pertence sao iguais a linha e coluna fundamentais. Todos 0s elementos
de S, sdo simetrizaveis. Note que cada uma das reflexdes X, Y, Ze W é
inversa de si propria, pois Xo X =YoY=ZoZ=W oW =R,. Além disso,
temos que R, € ainversa dele proprio, assim como R,, pois R, o R, =R,
e R,oR, =R, . Paraas demais rotacdes temos R,oR, =R, oR, =R, isto
é, R, e R; sdo inversas uma da outra.

88 U2 - Estruturas algebricas: grupos



oéb Reflita

O grupo (84,0) pode ser classificado como um grupo abeliano? Por qué?

Aléem dos grupos de simetrias formados a partir dos quadrados,
podemos estender essa ideia para poligonos regulares quaisquer de
n lados. Neste caso, se o poligono em estudo apresenta n lados,
entdo existe uma quantidade de simetrias associadas a ele igual a 2n.
Ao compor o conjunto D,, contendo todas as 2n possiveis simetrias
do poligono regular com n lados, associando-o com a operagao
de composicdo de transformac®es ©, temos que (D,.o)forma um
grupo, chamado de grupo diedral de grau n. O grupo (S,,o) que
estudamos, envolvendo as simetrias do quadrado, corresponde ao
grupo diedral de grau 4.

D9 Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito dos grupos de simetrias,
estude o capitulo 4 da dissertacdo indicada. Neste mesmo trabalho,
no capitulo 5, vocé pode conferir uma analise dos grupos de simetrias
construidos a partir de figuras tridimensionais.

REIS, Elisandra Regina Sampaio dos. Estudo de simetria e seu ensino
no nivel fundamental e médio. 2013, 58 f. Dissertacdao (Mestrado
Profissional em Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo. Disponivel em:
<http://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/55/55136/tde-12112013-
164400/publico/Elisandra_revisada.pdf>. Acesso em: 13 jul. 2018.

Além dos grupos construidos com base Nos conjuntos NUMEricos,
0S grupos de simetrias, temos ainda os grupos de classes de resto,
0S Quais sao construidos a partir do conjunto de numeros inteiros e
da relagcao de divisibilidade definida sobre este.

Outros grupos importantes

Vamos considerar o conjunto Z e o algoritmo da divisdo associado
a ele. Por exemplo, quando dividimos qualquer numero inteiro por
3, 0S unicos restos possiveis da divisdo sao 0, 1 e 2, conforme as
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condi¢cdes associadas ao algoritmo da divisdo. Podemos construir
as classes de resto associadas a essas divisdes, ou seja, 0s conjuntos
formados pelos inteiros que apresentam o0 mesmo resto ao serem
divididos por 3. Neste caso, teremosasclasses 0 ={...,.—6,—3, 0, 3, 6,...}
A={.,-5-2147.}e2={.,-4-12528.}.

Note que todos os numeros que pertencem a uma mesma
classe geram o mesmo resto ao serem divididos por 3. Assim, temos
o conjunto Z, = {6, 1, E}, chamado de conjunto das classes de resto
modulo 3, por se tratar da divisdo pelo inteiro 3. Podemos definir
duas operacdes sobre esse conjunto: a adicdo, na qual para a,b ez,
tem-se a+b=a+b, e a multiplicacdo, onde se abeZ,, entio
a-b=a-b=ab.

Considerando a estrutura (Zs,+), temos que as propriedades do
fechamento, associativa e comutativa sdo validas. O elemento neutro
da adicdo corresponde a 0, enquanto a classe 3-a corresponde
ao oposto de aeZ,. Portanto, (Zs,+) € um grupo abeliano. Por
outro lado, no caso de (ZZ,'>, na qual excluimos o elemento 0, o
fechamento, a associatividade e a comutatividade sdo validas. O
elemento neutro da multiplicagao corresponde a 1, enquanto todo
elemento de %3 admite o inverso. Dessa forma, (z3) € um grupo
abeliano. As tabuas das estruturas (z,,+) e (Z5) sdo indicadas nas
Figuras 2.8(a) e 2.8(b).

Figura 2.8 | Tabuas dos grupos associados as classes de resto modulo 3

+|o|i1]3

AEERE i3
ililz]o ili]2
22|01 221
@) (Z5+) ®) (Z3.)

Fonte: elaborada pela autora

Com base nas tabuas da Figura 2.8, justifique as propriedades
que tornam as estruturas (Z3,+> e (ZZ,-) em grupos abelianos.
Podemos ainda generalizar essa ideia para outros casos.
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‘tz" Assimile

Para qualquer inteiro m>1, podemos construir o conjunto das classes
de resto modulo m dado por Z,, :{6, 1, 2, ..., m—1}. Definindo sobre
Z, a operacdo de adicdo correspondente, temos que (Zm,+) € um
grupo abeliano denominado grupo aditivo das classes de resto modulo
m. Além disso, podemos definir sobre Z,, a operacdo de multiplicacéo.
Tomando o conjunto Z; e restringindo m a um numero primo, temos
que (Z*mv') pode ser classificado como um grupo multiplicativo. Na
construcdo do grupo multiplicativo as consideracdes de Z,, e m primo
s30 essenciais porque, No primeiro caso, o elemento 0 nado admite
inverso multiplicativo e precisa ser desconsiderado do conjunto para
que este configure-se como grupo com a multiplicacdo, e no segundo,
para que cada elemento de Z;,, admita um unico inverso multiplicativo.

S
4 Facavocé mesmo

Estude as propriedades do grupo (Z4,+) construido a partir do
conjunto das classes de resto modulo 4, relacionado aos restos da
divisdo dos numeros inteiros por 4 obtidos com base no algoritmo da
divisdo de inteiros.

Sem medo de errar

No segundo dia do curso, a proposta € que sejam analisados
outros grupos além daqueles formados a partir dos conjuntos
numericos. Vocé ficou responsavel por estudar e elaborar uma
apresentacdo aos demais colegas a respeito de dois topicos,
buscando ressaltar a importancia do conhecimento da teoria de
grupos para a formacao do professor de Matematica.

Nesse sentido, a primeira parte de sua tarefa consiste em
identificar exemplos de grupos derivados de conjuntos de outras
naturezas, alem dos numeéricos, que sao discutidos na Educacao
Basica. Para cumprir essa tarefa, um conjunto que pode ser avaliado
a partir da estrutura de grupos € o conjunto de matrizes com
entradas reais.

Seja o conjunto formado por todas as matrizes com entradas
reais e de tamanho mxn, em que m € n sao numeros naturais, o
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qual pode ser denotado por m, , (r). Os elementos desse conjunto
assumem a seguinte forma A=(s;) cujas entradas a] sdo numeros
reais para todos 1<i<m e 1<j<n. Podemos definir a adicao de
matrizes como seque: se A=(g;), B=(b,)eM,,,(R), iIStO €, sd0 matrizes
mxn com entradas reais, entdo a soma de A e B ¢ dada por
A+B=(a,+b;), @ qual corresponde a uma matriz mxn com entradas
reais. Logo, a adicdo de matrizes sobre M,..(R) estad bem definida,
satisfazendo a propriedade do fechamento.

A estrutura (men<R),+) pode ser classificada como um grupo
abeliano. De fato, o fechamento é satisfeito e, considerando
matrizes AB,CeM, ,(R) quaisquer, a propriedade associativa €
satisfeita, pois A+(B+C)=(A+B)+C, bem como a comutativa,
porque A+B=B+A. O elemento neutro da adicdo de matrizes ¢
a matriz nula mxn, a qual tem todas as entradas nulas e pode ser
denotada por 0,, ,. A existéncia de elemento simetrizavel € satisfeita
a todo elemento de M, (R), pois a cada matriz A=(a;) desse
conjunto, podemos identificar outra matriz —~A=(—a,) também de
M, (R) para a qual A+(—A):(a,.j +(—a,,)):0mxn.

Para construir um grupo multiplicativo derivado do conjunto
de matrizes, precisaremos restringir M, . (R) a um subconjunto
em que as propriedades caracteristicas sejam satisfeitas. Assim,
seja 0 conjunto composto pelas matrizes quadradas de ordem n,
representado por M,(R), e, a partir deste, consideremos apenas
aguelas que sdo inversiveis, ou seja, cujos determinantes sao
nao nulos. Este conjunto, formado pelas matrizes quadradas de
ordem n inversiveis, pode ser denotado por GL,(R). Para matrizes
A=(a;),B=(b;)€GL,(R), o produto entre A e B ¢ definido como
AB:(c,/), com cy:;ambk, paratodos 1<i<m e 1< j<n.Sendo assim,
temos o conjunto GL, (R) sobre o qual esta definida a multiplicacao
de matrizes, operacdo fechada em GL,(R). A estrutura (GL,(R),)
pode ser classificada como um grupo, sendo as justificativas
analogas a do caso anterior. Alem disso, esse grupo nao € abeliano,
O que ¢ evidenciado pelo seguinte exemplo: tomando as matrizes

11 o 1 10 0
1 ... 1 11 ...
AZO : ‘ : e B:Z : ° O
00 - 1 11 1

temos que AB=BA, porque
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n n-1n-2 .. 1 1 - 1 1 1

n-1 n-1 n-2 - 1 1 .. 2 2 2
AB=| : : : T e BA=|: . : : :
2 2 2 1 1 n-2 n-1 n-1
1 1 1 PR 1 n-2 n-1n

Portanto, (GLn (R),~) € um grupo nao abeliano, denominado grupo
linear real de grau n.

A segunda parte de sua tarefa consiste no estudo dos grupos de
simetrias envolvendo figuras geometricas, mais especificamente o
grupo de simetria associado aos triangulos equilateros.

A simetria de um triangulo equildtero T corresponde a qualquer
aplicacado bijetiva f:T —T que preserva distancias. Para analisar o
conjunto das simetrias de um triangulo equilatero, representado por
S,;, tomemos por base a Figura 2.9, que representa um triangulo
equildtero de veértices 1, 2 e 3 com suas medianas x, y e z, sendo a
intersecao entre essas retas o baricentro G do triangulo.

Figura 2.9 | Triangulo equilatero T de vértices 1, 2 e 3 com suas medianas e baricentro

Fonte: elaborada pela autora

A partirde T, conforme a Figura 2.9, podemos estudar as simetrias
do tridngulo equiladtero de modo a compor o conjunto S; Podemos
. . o A 27
indicar por R,, R, e R, as rotagcdes sequndo angulos de 0, =~ e
A . . . .. . 3
5 radianos em torno de G, no sentido anti-horario, e tambem as
reflexdes em torno das medianas x, y e z denotadas, respectivamente,

. . 123 123
por X, Y e Z. Nestes casos, temos as simetrias: R=|; , 31, R‘:|3 ] 2],
12 3 12 3 12 3 12 3 .
23 1], *lz ; 3], Y=\3 5 1] e Z=|1 3 2]. Com base no conjunto
S, ={R,, R, R,, X, Y, Z}, podemos definir a composicdo de
transformacdes, representada por o . Desta forma, (S;.0) pode ser
classificada como um grupo nao abeliano, o qual corresponde ao

grupo diedral de grau 3.

R, =
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Logo, para concluir as tarefas referentes ao sequndo dia de curso,
apresente argumentos que justifiqguem porque as estruturas (GL,, (]R),-)
e (S,,0) podem ser classificadas como grupos nao abelianos,
conforme as descricdes anteriores e com base nos estudos realizados
ao longo da secao. Por fim, organize um texto contemplando as
informacdes referentes aos dois topicos estudados, elaborando uma
apresentacao a respeito da importancia do conhecimento da teoria
de grupos, nesse caso, para o ensino de matrizes e das caracteristicas
dos triangulos equiladteros na Educacao Basica.

Avancando na pratica

Teoria de grupos e as fungdes polinomiais

Descricao da situagao-problema

Considere que, durante o trabalho com a operacao de
composicao de funcdes com uma turma do Ensino Médio, vocé
propds um exercicio envolvendo funcdes polinomiais do 12
grau, isto é, funcdes f:R— R definidas por f(x)=ax+b em que
a=0_ Emum dositens deste exercicio foram apresentadas as funcdes
f.g:R — R, tais que f(x)=3x e g(x)=4x—1, sendo exigido dos alunos
a identificacdo das expressdes de (fog)(x) e (9of)(x), as quais s&o
dadas por (fog)(x)=12x—3 e (gof)(x)=12x—1. Durante a resolugéo
deste exercicio, um aluno apresentou O seguinte questionamento:
‘a composicao de funcdes polinomiais de 12 grau sempre resultara
em uma funcdo deste mesmo tipo? “. Como vocé responderia a
esta questdo? Além disso, considerando o conjunto das funcdes
polinomiais de 12 grau com coeficientes reais, munido da composi¢ao
de funcdes, essa estrutura pode ser classificada como um grupo? De
que forma podemos justificar a formacao de uma estrutura de grupos
com base no conjunto e nas operacdes citados?

Resolucdo da situacdo-problema

Leve em conta o conjunto F das funcdes polinomiais de 12 grau
com coeficientes reais, considerando f,g € F, tais que f(x)=ax+b e
g(x)=cx+d, com a e c ndo nulos, teremos para todo X€R
(fog)(x)=f(g(x))=f(cx+d)=a(cx+d)+b=(acx+ad)+b=(ac)x+(ad +b)
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em que ac=0, logo, fogeF. Sendo assim, F é fechado em
relacdo a composi¢do de funcdes, o que possibilita concluir que a
composicao de funcdes polinomiais de 12 grau com coeficientes
reais sempre resultara em uma funcao deste mesmo tipo, atendendo
ao questionamento do aluno.

Em relacdo a estrutura (F,o), além do fechamento, € possivel verificar
que a propriedade associativa é valida, pois para f, g, h€ F dadas por
f(x)=ax+b, g(x)=cx+d e h(x)=px+q, com a, c e p ndo nulos,
temos (f o g)(x)=(ac)x +(ad +b), (g o h)(x)=(cp)x +(cq +d) e, assim,
((fog)oh)(x)=(fog)(px+q)=(ac)(px +q)+(ad + b) = (acp) x + (acq + ad + b)
(fo(goh))(x)=F((cp)x+(cq+d))=a((cp)x +(cq +d))+ b =(acp)x + (acq +ad + b)

para todo x€R, isto &, (fog)oh=fo(goh). O elemento neutro
da operacdo considerada ¢ a funcao identidade, a qual pode
ser descrita como: i:R—R tal que i(x)=x para todo xeR. Por
fim, a cada fungdo feF com f(x)=ax+b, a ndo nulo, podemos
determinar uma funcao g € F, tal que g(x):;xfg. Veja que

(Fog))=F(g(x)=f|1x—2|=allx 2|1 b=x—bi1b=x
a a a
1 b b b
(gof)(x):g(f(x)):g(ax‘f’b):g(ax‘f’b)*g:X‘f*g*g:X

Como fog=gof=i, géasimétricade fem relacdo a composicao,
O gue mostra que toda f € F admite uma fungdo simétrica ou inversa.
Como a estrutura (F,0) goza das propriedades do fechamento,
associativa, existéncia de elemento neutro e existéncia de elemento
simétrico atodo elemento de F, podemos concluir que (F,o) € umgrupo.
Assim, o conhecimento dos fundamentos tedricos € essencial para
que o professor possa verificar, por exemplo, se 0s questionamentos
apresentados pelos alunos procedem, com base nos conceitos e
resultados correspondentes, e possa identificar a melhor forma para
organizar sua explicacdo de modo a contribuir com o aprendizado do
aluno, considerando seu nivel de desenvolvimento atual.

Faca valer a pena

1. Veja os conjuntos descritos a seguir:

p

A[XERX—, p,qu*}
q

B={zeZ|z=2k, kcZ}
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C:{a
C

Em associagdo com cada conjunto, considere operacdes de multiplicagcao
usuais correspondentes, as quais podem ser representadas por -.

Associe as estruturas (A,-), (B;-) e (C,-) com suas respectivas classificacdes,
conforme as categorias descritasem |, Il e lll:

I)  Nao é um grupo.

l) E um grupo ndo abeliano.

) E um grupo abeliano.

ad —bc=0, a,b,c,dcR

Assinale a alternativa que indica todas as associagdes corretamente:

a) 1= (A); 1= (Co: - (B
b 1= (B);Il=(C:); 1= (A)
o 1= (B): 1= (A); - (C)
d) 1= (C:): 1= (A); 1= (B
e) 1= (C:)ill=(B): = (A

2. Considere o grupo de simetria do tridngulo retangulo representado por
(S;,0), no qual o conjunto S; é dado por S, ={R,, R, R,, X, Y, Z}.
Partindo do triangulo equildtero T na forma

Figura 2.10 | Triangulo equilatero T associado ao grupo (83,0)

'3

Fonte: elaborada pela autora.

deseja-se aplicar a seguinte sequéncia de transformacdes sobre T: R,,
Z e R,, sabendo que o resultado consiste em uma das cinco situacdes
descritas na Figura 2.11.
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Figura 2.11 | Simetrias possiveis a partir do tridangulo equilatero T

Fonte: elaborada pela autora

Qual dos triangulosindicados na Figura 2.11 descreve o resultado obtido apos
a aplicacao da sequéncia de transformacdes indicadas sobre o triangulo T?

a) Figura .

b) Figura Il.
c) Figura lll.
d) Figura IV.
e) Figura V.

3. Analise as matrizes pertencentes ao conjunto GL,(R):
A:r o‘ B:r o] 02’71 o] D:lq 0}
0 1; 0 -1; 0 1), 0o —1
A partir dessas matrizes, considere o conjunto X:{A, B, C, D} munido
da operacao usual de multiplicacdo de matrizes.
Em relagao a estrutura (X) foram feitas as seguintes afirmacdes e uma
relacdo proposta entre elas:

I)  Aestrutura (X) pode ser classificada como um grupo finito de ordem 4.
PORQUE

Il Aestrutura (X,:) goza da propriedade comutativa.

A respeito das afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta:

a) Asafirmacgdes | e ll estdo corretas, e a Il € uma justificativa correta para a |.

b) As afirmacdes | e Il estdo corretas, mas a Il ndo é uma justificativa
correta para a l.

c) Aafirmacdo | esta correta e a ll incorreta.

d) A afirmacdo Il estad correta e a | incorreta.

e) Asafirmacdes | e Il estdo incorretas.
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Secao 2.3

Subgrupos e grupos de permutacao
Dialogo aberto

Nas secdes anteriores desta unidade estudamos o que sao
grupos, suas principais propriedades e alguns exemplos importantes,
como 0s derivados dos conjuntos numericos ou de simetrias.
Prosseguindo com nossos estudos, nesta se¢cao analisaremos 0s
subgrupos e os grupos de permutacdes.

Assim como podemos estabelecer relacdes entre conjuntos e
subconjuntos, podemos comparar grupos a subgrupos, considerando
asrestricbes das operacdes definidas sobre os subconjuntos. O estudo
das restricdes € importante quando desejamos avaliar apenas alguns
elementos de um conjunto, 0s quais sao selecionados com base
em suas caracteristicas e de acordo com o tema de interesse. Esse
tipo de estudo ¢ aplicado, por exemplo, na definicdo de dominios de
funcdes de uma variavel real como subconjuntos de R para atender
as propriedades dos problemas em estudo.

No contexto de estudo desta secao consideremos que para O
terceiro dia do curso de formacao, os estudos estarao direcionados
aos subgrupos. Analisando novamente as tarefas propostas ao longo
do curso de formacgao, no primeiro dia os estudos foram direcionados
a definicao de grupo e aos grupos NUMEricos, enquanto No segundo
houve uma preocupacao com outros conjuntos que tambeém podem
ser compor grupos, munidos de operacdes e propriedades.

Em diversas situacdes, como na definicdo do dominio de uma
funcao, por exemplo, precisamos considerar restricdes sobre os
conjuntos de modo que as operacdes e as propriedades definidas
inicialmente ainda sejam satisfeitas. Assim, no terceiro dia, o objetivo ¢
que os professores de matematica estudem os subgrupos, identificando
exemplos que podem ser destacados dentre os grupos estudados nos
outros dias de curso, relacionando-os com os conteudos abordados
na Educacao Basica. Nesse sentido, sua tarefa esta dividida em duas
partes, para a primeira, vocé deve identificar um exemplo de subgrupo
a partir dos grupos estudados nos outros dias de curso. A segunda
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parte consiste em verificar os problemas propostos em livros do Ensino
Médio relacionado ao estudo de fungdes polinomiais de 12 grau.
Apos essa analise, vocé devera selecionar um problema que, em sua
resolucao, envolva a definicdo de uma funcao real cujo dominio seja
um subconjunto do conjunto de numeros reais sujeito as condicdes
presentes na situacao analisada. Além de apresentar o enunciado e sua
resolucao, vocé devera refletir a respeito dos seguintes itens: sendo o
dominio da fungao um subconjunto A do conjunto dos NUMeros reais,
verifigue se A, munido da operacao usual de multiplicacao definida
sobre R, pode ser classificado como subgrupo de (R',~).Ale’m disso, para
explorar a situacao apresentada no problema escolhido, o conjunto A
precisa compor um grupo aditivo e um grupo multiplicativo, munido,
respectivamente, das operacdes usuais de adicao e multiplicacao de
numeros reais? Como voce justificaria essas informacdes?

Que grupos podem ser estudados a partir desses
questionamentos? Qual é a importancia do conceito de subgrupo
para O estudo das questdes propostas? Como o conceito de
subgrupo pode contribuir com a formacdo do professor de
Matematica da Educacao Basica?

Com esses conhecimentos, vocé estara apto a finalizar o curso e
a elaborar um documento que sintetize todas as reflexdes realizadas e
outros questionamentos que possam surgir ao longo do curso. Assim,
finalize as tarefas propostas elaborando um texto que deve conter o
problema selecionado no terceiro dia de curso, as analises realizadas
com base no problema escolhido, destacando a fundamentacao tedrica
para cada tema. Nao se esqueca de incluir também as tarefas que foram
desenvolvidas nos outros dois dias de curso, apresentando, ao final do
documento, uma conclusao a respeito da importancia desse tipo de
capacitacao para a formacao do professor de Matematica da Educacdo
Basica bemm como a importancia da teoria de grupos nesse contexto.

Nao pode faltar

Nas secdes anteriores, estudamos que um grupo (Ax)
corresponde a uma estrutura algébrica definida a partir de um
conjunto ndo vazio A, munido de uma operagao binaria *, na
qual sdo desfrutadas as propriedades do fechamento, associativa,
existéncia de elemento neutro e existéncia de elemento simetrizavel
a todo elemento de A. Porém, em alguns casos, ao inves de analisar
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todos os elementos de A, desejamos investigar apenas um de seus
subconjuntos, considerando a mesma operagao *, COmMo NO Caso
em que desejamos restringir o dominio de uma fungao a um de seus
subconjuntos. Para isso, € importante estudarmos os subgrupos.

Subgrupos

Considere um grupo (Ax) e um subconjunto B C Ando vazio.
Dizemos que (B;x) € um subgrupo de (Ax) se as seguintes
condicdes forem verificadas:

B ¢é fechado para a operacdo =, isto &, se X,y € Bentdo xxy € B.

(B.%), em particular, pode ser classificado como um grupo,
considerando que *, neste caso, denota a restricdo da
operacao * ao conjunto B.

A partir da definicao, temos as seguintes observagdes:

A propriedade associativa sempre € valida na estrutura (B,x):
como os elementos de B, em particular, sao elementos de A,
e a associatividade ¢é valida a todos os elementos de A, entao
podemos concluir que a expressdo ax(bxc)=(axb)xc &
verdadeira para todos a,b,ce BC A.

O elemento neutro e, de (B.x) € igual ao elemento neutro
e de (Ax). Com efeito, se a€BCA, entdo axe; =a=axe,
porgue O elemento €z assim como e sao neutros. Aplicando
o elemento a ' e Bc A, O qual existe porque (B,x) € grupo, a
esquerda da Ultima expressdo obtemos a '« (axe,)=a '«(axe),
istoe, e;=e.

A cada x €B, o simétrico no conjunto B € igual ao simétrico
em A. De fato, se x' é o simétrico de x em B, € vélido que
Xx"xx=xxx"=e, Mas COMO € =€, temos x '=x=xxx"=e,
o que implica que x ' & o simétrico de x em A.

Q"’ Assimile

Se e € A corresponde ao elemento neutro relativo a operagdo *, entdo
O conjunto {e}, munido da operag¢do *, pode ser classificado como
um subgrupo de (A,*). Além disso, como A é um subconjunto de si
mesmo, entdo (A*) € um subgrupo de (A*) Estes dois subgrupos,
({e},*) e (A*) s3o denominados subgrupos triviais de (A,x).
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@ Reflita

Por que ({e}%) corresponde a um subgrupo de (A *), sendo e € A o
elemento neutro do grupo (A,*)? Como podemos justificar esse fato?

Por exemplo, considere o grupo aditivo dos reais, (R.,+). Sabemos
que ZCR, pois todo numero inteiro € também real. Além disso,
quando restringimos a operacao de adicao definida sobre R ao
conjunto Z, podemos observar que:

e 7 ¢é fechado para a adicao de reais, porque a soma de
numeros inteiros € também um inteiro, ou seja, se Xy €Z,
entdo x+yez.

e (Z,+) pode ser classificado como um grupo, pois com a
restricao da adicao de reais aos inteiros, alem do fechamento,
sao validas as propriedades associativa, existéncia de
elemento neutro (o qual corresponde ao 0 € Z) e a existéncia
de elemento simetrizavel a todo inteiro (se x€Z entdo seu
simétrico serd —x€Z).

Logo, (Z+) corresponde a um subgrupo de (R,+). Lembre-se
que o grupo aditivo dos inteiros (Z,+) ja foi estudado na Se¢édo 2.1.

Uma situagao analoga pode ser observada quando consideramos
QCR, pois (@+) € um subgrupo de (R,+). Analise as justificativas
para este caso com base na definicdo de subgrupo.

Além da definicdo, podemos empregar uma Proposicao para
caracterizar 0s subgrupos:

Proposicdo 1. Sejam (Ax) um grupo e B um subconjunto nao
vazio de A. Entdo (B,x) € um subgrupo de (A,x) se, e somente se, as
seguintes condicOes forem satisfeitas:

(i) Para todos x,y € B for valido que xxy €B.
(i) Para todo x € B tivermos que X ' €B.

Demonstragdo: Supondo que (Bx) € um subgrupo de (A x)
temos que a condicao (i) é valida, porque refere-se a propriedade do
fechamento, a qual € satisfeita em (B,x). Se x € B, por (B,*) ser um
grupo, existe x'€B que satisfaz a condicdo x~'
como o elemento simétrico € o mesmo nas estruturas (Ax) e (B,*),
entdo o simétrico x ' em A é também elemento de B. Reciprocamente,

xX=XxX'=¢g, €
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suponha que as condicdes (i) e (i) sdo validas, o que implica na validade
do fechamento em (B,x), consequéncia da condigédo (). Verificamos
anteriormente que a associatividade € valida em (B,x) em decorréncia
da associatividade em (A,x). Para a existéncia de elemento neutro note
que, ao tomar x € B, seque da condicao (i) que existe x ' € B e assim,
como o fechamento € valido, e = x ' x x € B. A existéncia de elemento
simetrizavel € valida em B como consequéncia da condicdo (ii).
Portanto, (B,*) € um subgrupo de (A,*), o que conclui a demonstragao.

&ﬁ» Assimile

Para verificar que uma estrutura (B,x) € subgrupo de (A,x), com
B C A nao vazio, podemos empregar a definicdo, justificando todas
as propriedades necessarias, ou utilizar as implicacdes presentes na
proposicdo 1, comprovando a validade das condicdes: para todos
X,y € B évélido que x*y €B eque x ' €B.

E:] Exemplificando

Considere o grupo multiplicativo (]R) Vamos verificar que a
estrutura (K) com K:{XE R* |x>0}, € um subgrupo de (R)
empregando a proposicao 1.

Veja que se a,beK, entdo a e b sdo numeros positivos. Logo, o
produto entre @ e b serd também um numero positivo, isto ¢, ab >0,
Sendo assim, @b € K, o que comprova a validade da condicéo ().

Além disso, se xe K, x>0, entdo no grupo (R) teremos que o
simétrico existe e é tal que X ' >0, ou seja, X' €K, validando a

. -1 -1 . . e .
igualdade X' -x=x-x"=1_Como K contém o simétrico associado

a todo elemento X € K', podemos concluir que a condicao (ii) é valida.

Das condicdes (i) e (i) podemos concluir, em conjunto com a
proposicédo 1, que (K,-) € um subgrupo de (]R)

Podemos ainda destacar outros exemplos de subgrupos, tais como:
+  (2z,+)com 2Z={..,—4,-2,0, 2, 4.} pode ser classificado
como subgrupo de (Z,+).

«  (3z+) com 3Z={..,—6,-3, 0, 3, 6,...} pode ser classificado
como subgrupo de (Z,+).
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«  Sendo QCR, (Q',) corresponde a um subgrupo de (R*,).

*  (M;(R),+), composto pelas matrizes quadradas de ordem
3 com entradas reais, pode ser classificado como um
subgrupo de (M,,.,(R),+).

« (Ro), em que R={R,R.R,} contém as rotacdes do

triangulo equildtero, € um subgrupo de (S;,0).

Analise estes exemplos e, como sugestdo de estudo, verifique
como podemos justificar que cada estrutura pode ser classificada
como subgrupo dos grupos correspondentes, baseando-se
definicdo ou na proposicao apresentada.

?=| Exemplificando

Considere o grupo (R°,). Note que Z" CR" e a partir dele podemos
compor a estrutura (Z*,.). Quando restringimos a operagcao de
multiplicacdo aosinteirosndo nulos, observamos que nemtodo elemento
desse conjunto admite um simétrico em relacao a multiplicacdo, pois os
unicos elementos que satisfazem a essas propriedades sdo 0s numeros
—1 e 1, os quais sdo inversos deles proprios. Assim, apesar de ser valida
ainclusdo Z* C R", a restricdo da multiplicacéo aos inteiros ndo nulos
nado satisfaz a propriedade de existéncia de elemento simétrico a todo
elemento do conjunto. Logo, (Z) ndo € subgrupo de (]R) visto
que (Z) em particular, ndo pode ser classificado como subgrupo.
Dessa forma, nem todo subconjunto originado de um grupo pode ser
classificado como subgrupo.

Na secdo anterior estudamos um tipo especial de grupo
relacionado a Geometria, 0s grupos de simetrias. Alem deste, existe
um outro caso importante de grupo, que sao denominados grupos
de permutacdes.

Grupos de permutacgoes

Permutacao ¢ um termo que designa, na teoria dos grupos, as
funcdes bijetivas cujo dominio e contradominio correspondem a
um mesmao conjunto.

Considere a situacao de um sorteio de numeros em um jogo
da loteria, por exemplo. Suponha que em determinado jogo foram
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sorteados os numeros 2, 16, 35 e 11, nesta ordem. Observe que estes
mesmos Nnumeros poderiam ter sido sorteados na sequéncia 11, 16,
2 e 35, por exemplo, ou ainda, poderiamos organiza-los em ordem
crescente como 2, 11, 16 e 35, sendo que em cada uma dessas
possibilidades todos os elementos sao considerados. Note que a partir
de um mesmo conjunto, C=1{2, 11, 16, 35}, os elementos podem
ser representados a partir de diferentes ordens, cada uma dessas
representagdes € denominada permutacao dos elementos do conjunto
C. Podemos ainda, com base nessa situagdo, construir um conjunto
gue contenha todas as possiveis permutacdes dos elementos de C.

Com base em situagdes que apresentam caracteristicas
semelhantes a essas e no conceito de permutacao, vamos estudar
0S grupos que podem ser construidos com base nas permutacoes.

Se A corresponde a um conjunto nao vazio, podemos denotar
por S(A) o conjunto formado por todas as permutacdes que podem
ser construidas com base nos elementos de A, dessa forma, os
elementos de S(A) s&o bijecdes na forma f:A— A Sobre o conjunto
S(A) podemos definir a operagcao de composicao de aplicacdes,
de tal modo que se f,g € S(A) entdo f:A—A e g:A— A, oque
possibilita a construcéo da composicdo gof:A— A a qual também
é um elemento de S(A) por se tratar de uma bijecao sobre A. Devido a
esse fato, na estrutura (S(A),O) ¢ valida a propriedade do fechamento.

(@ Reflita

Por que a composicdo gof:A— A das biecdes f:A—A e
g: A — A pode ser classificada como uma bijecdo?

A composicdo de aplicacdes € associativa em (S(A),0). De
fato, se f,g,he S(A), entdo ((fog)o h)(X) =(fog)(h(x)) = f(g(h(x))) e
(fo(goh))(x)=F(goh(x))=f(g(h(x)), paratodo x €A, o que implica
em (fog)oh=fo(goh) paratodos f,g,h e S(A).

A estrutura (S(A),e) admite como elemento neutro a aplicacdo
i, : A— A dadapori,(x)= x paratodo X € A, ou seja, 0 elemento neutro
corresponde a aplicacao idéntica de A. Esta aplicacao é bijetiva e satisfaz
a condicdo de ser elemento neutro, pois se f € S(A), para todo x € A é
valido que (foiy)(x)=Ff(i(x)) = f(x) e (iy o f)(x) =i, (f(x)) = f(x), sendo
assim, foi, =i, of =f paratodo f € S(A).
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Como qualquer aplicagao f € S(A) € uma bijecdo, entdo fadmite
uma inversa f': A — A, a qual corresponde a uma bijecdo e, assim,
f'e S(A). Por se tratar de uma aplicacdo inversa, a expressio
fof'=f"of =i, serd vélida. Logo, f'eS(A) corresponde ao
elemento simétrico de f € S(A).

Como a estrutura (S(A),O) goza das propriedades do fechamento,
associativa, existéncia de elemento neutro e de elemento simetrico
a todo elemento de S(A), podemos concluir que (S(A).e) & um
grupo denominado grupo de permutacdes sobre A.

&
4 Facavocé mesmo

Mostre que o grupo de permutacdes (S(A),O) sera classificado como
grupo abeliano somente se o conjunto S(A) contiver um, ou no
maximo, dois elementos.

E] Exemplificando

Considere o conjunto E={1, 2, 3}, Vamos identificar todas as
permutacdes envolvendo os elementos do conjunto E.

A primeira permutacdo € a idéntica, em que os elementos de £ ndo
sofrem alteracdes em suas posicdes e pode ser denotada como
12 3

f =
° 112 3

As outras permutacdes possiveis podem ser descritas como segue:

(123 f7123 f_123
2317131 2 |13 2

12 3 1.2 3
f, = € f = :
3 21 2 13
Podemos, assim, construir o conjunto S(E)={f,, f, £, f,, f,, £}
composto por todas as bijecdes envolvendo os elementos de E.

Definindo a operacao de composi¢ao de aplicacdes sobre o conjunto
S(E) podemos compor a estrutura (S(E),o), a qual ja verificamos
gue € um grupo.

Por exemplo, podemos identificar a composicao f, of, por meio da
representacdo em diagramas, conforme a Figura 2.12.
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4 Figura 2.12 | Composicéo f, of; na estrutura (S(E), o)

Fonte: elaborada pela autora

Qu ainda,
12 3

flof —
4 °h 2 3 1

(123,
213

Podemos construir todas as combinagdes entre elementos de S(E)
com base na composicdo de aplicagdes, o que possibilita a construcao
da tabua de operacao indicada na Figura 2.13.

3 21

123]
[¢]

Figura 2.13 | Tabua associada ao grupo (S(E),o)

o | L |h | L | K| L|K
hlh| |G |& | B|L|EK
LIG|& | & | K& |5
L G| L |§ |06 |K|§
EIG|L|E|EIL|G
L |h|6 |&|L|§ |4
&R |L|G|R|&

Fonte: elaborada pela autora
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4 Podemos construir um subgrupo a partir de (S(E),o). Tomando o
conjunto P={f, f, ,}, com a operacio de composicio restrita a
ele, a estrutura (P,o) corresponde a um subgrupo de (S(E),o).

Como complementacao aos estudos, verifique que (P,O) satisfaz a
todas as propriedades da definicdo de subgrupo, construindo a tabua
correspondente. Note que as relacdes entre os elementos de P pela
composicdo podem ser obtidas a partir da tabua de (S(E),o).

Agora, podemos generalizar a situacao descrita no exemplo anterior
para um conjunto qualquer na forma A= {1, 2, ..., n}, com n>1.

Os grupos de permutacdes, que sao construidos com base Nos
conjuntos na forma A={1 2, ..., n} com n>1, s3o chamados de
grupos simétricos de grau n e séo denotados como (S,.¢). Pela analise
combinatoria, como A contém n elementos, entdo podemos construir
uma quantidade de permutacdes igual a n!, assim, (S,.°) corresponde
a um grupo finito com uma quantidade n! de elementos, ou seja, um
grupo finito de ordem n!.

8
4 Facavocé mesmo

Estude o grupo simétrico de grau 2, (Sz,o) e construa a tabua de
operagao correspondente.

|:|9 Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito da teoria de grupos, com
seus principais exemplos, e o conceito de subgrupo, consulte os
capitulos 2 e 3 da dissertagdo a seqguir.

SOUZA, Rodrigo Luiz. Uma breve introducdo a teoria de grupos.
2014, 73 f. Dissertacdo (Mestrado) — Centro de Ciéncias Fisicas e
Matematicas, Universidade Federal de Santa Catarina, Florianopolis.
2014. Disponivel em: <https://repositorio.ufsc.br/xmlui/bitstream/
handle/123456789/123275/326843.pdf?sequence=1&isAllowed=y>.
Acesso em: 16 jul. 2018.
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Sem medo de errar

No ultimo dia do curso de formacgdo continuada o tema de
estudo sao os subgrupos e suas propriedades. Sua tarefa, neste
dia, esta dividida em partes e relacionada as tarefas cumpridas nos
outros dias de curso. Inicialmente, vocé deve identificar exemplos
de subgrupos a partir dos grupos ja estudados no curso.

Dentre os grupos estudados nos dois primeiros dias de curso,
podemos destacar o grupo linear de grau n composto pelas matrizes
quadradas inversiveis de ordem n, representado por (GL,(R):), o
qual corresponde a um grupo multiplicativo construido a partir do
conjunto de matrizes. A partir desse grupo podemaos construir a
estrutura (GL,(R),)), composta pelas matrizes quadradas de ordem
2 inversiveis, a qual corresponde a um subgrupo de (GL,(R),).

Provemos que (GL,(R),) corresponde a um subgrupo de
(GL,(R).") pela proposicdo 1. Se A=(a;) e B=(b;) sdo elementos
de GL,(R), entdo suas entradas sdo numeros reais que satisfazem
det(A) = a,,a,, —a,,a,, =0 e det(B)= b,,b,, — b;,b,, =0. Note que
b11 b12
b21 b22

a1 1 a1 2
a21 a22

a11b11 +a12b21 a11b12 +a12b22

AB =
8yibyy @by @yby, + a3y,

Como as entradas de AB sao combinacdes entre numeros reais
pela soma e multiplicagao, entdo todas as suas entradas s&do numeros
reais. Alem disso, pelas propriedades de determinante de matrizes,
temos que det(AB) = det(A)det(B) = 0, porque ambos determinantes
de Ae Bsdondo nulos. Logo, a propriedade do fechamento é satisfeita
para (GL,(R),-). Além disso, tomando A=(a;) € GLZ(R),atemaos que A

1 22

admite inversa A, a qual assume a forma A'=gas "= ¥, cujas
entradas sdo todos numeros reais, admitindo, pelas propriedades
dos determinantes, det(A ‘):m, isto &, A" € GL,(R). Logo, como as
condicdes (i) e (i) da proposicao 1 sao satisfeitas, podemos concluir
que (GL,(R),)) € um subgrupo de (GL,(R),").

Na segunda parte do curso, vocé deve selecionar um problema
do Ensino Médio que permita o estudo de func¢des polinomiais de
12 grau e que envolva a definicdo de funcdes cujos dominios sejam
restricdes a subconjuntos de R

Um tipo de problema que pode ser abordado no estudo das
funcdes polinomiais de 12 grau € o sequinte:
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Um taxista cobra de seus passageiros uma taxa fixa de RS 4,00
além RS 3,00 por quildbmetro rodado, sendo a tarifa contabilizada
apenas quilometragens positivas. Com base nessas informacdes,
qual funcao representa a situacao descrita? Qual deve ser a
quilometragem percorrida pelo taxista para que a tarifa cobrada seja
de RS 79,007

No caso desse problema, como a tarifa € dada em funcdo da
quilometragem, podemos expressar essa relacdo por meio de
uma funcdo em que a varidvel independente € a quilometragem
e a dependente € a tarifa. Admitindo g como a guilometragem
percorrida e t a tarifa cobrada, a expressao que relaciona essas
variaveis ¢ dada por Hq)=4+3q

As quilometragens sao avaliadas a partir do conjunto de numeros
racionais nao nulos, pois devemos considerar quilometragens positivas
conforme as informacdes do enunciado. Além disso, adotamos o
conjunto dos racionais porgue, em geral, os instrumentos de medicdes
nos informam apenas distancias com uma quantidade limitada de
casas decimais. Devido a essas informacdes, o dominio da fun¢do que
descreve o problema apresentado deve ser dado pelo conjunto Q.

Note que (Qi") € um subgrupo de (R*,‘). De fato, a multiplicacao
goza da propriedade do fechamento em Q' , porque o produto entre
numeros racionais positivos resulta em um racional positivo. Aléem
disso, se x € Q" , seu inverso existe e é tal que Te Q' satisfazendo a
igualdade x%:%xﬂ, com 1 sendo o etementé neutro da estrutura
considerada. Logo, pela proposicao 1, temos que € valida a relagao
de subgrupo entre (@) e (R"-).

Além disso, considerando a expressao construida, devemos
determinar a quilometragem g para que a tarifa seja de RS 79,00,
ou seja, resolver a equacao 79=4+3q. Assim como discutido
no primeiro dia de curso, as propriedades necessarias para a
resolugcao desta equacdo sdo: existéncia de elemento simétrico,
associatividade e existéncia de elemento neutro para a adicdo e para
a multiplicacdo. Por isso, para a resolucao desta parte do problema,
o conjunto Q7 , dominio da fungdo, deve compor um grupo aditivo
e multiplicativo para as operacdes usuais, fato este que pode ser
verificado. Temos que (Q%:+) n3o & um grupo aditivo porque ndo
contém o elemento neutro 0 da adicdo, o que inviabiliza a resolucao
de parte deste problema. Assim, para que possamos concluir este
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problema, precisariamos da estrutura Q') e da estrutura (Q,,+),
as quais podem ser classificadas como grupos.

Qual € a importancia do conceito de subgrupo para o estudo
do problema selecionado? Como vocé observa a aplicabilidade dos
conhecimentos da teoria de grupos para o trabalho com a algebra
na Educacado Basica?

Com esses conhecimentos, vocé estara apto a finalizar o curso
de formacao e redigir o relatorio final. Conclua as tarefas propostas
nesta secao por meio da elaboracdo de um texto contemplando as
resolucdes para todas as tarefas propostas nos trés dias de curso,
incluindo as reflexdes realizadas durante os estudos, finalizando
com uma conclusao que evidencie a importancia da teoria de
grupos para a formac¢ao de professor, bem como as contribuicdes
da formacao continuada para trabalho pedagogico.

Avancgando na pratica

Associagao entre grupos de permutacoes e de simetrias

Descricao da situagcao-problema

Suponha que vocé deseja propor uma tarefa para uma turma
de Ensino Médio com vistas a associar os campos da Geometria
e da Analise Combinatoria. Nesse sentido, vocé pretende elaborar
uma proposta que envolva o estudo das propriedades dos
triangulos equildtero e suas simetrias, topico da Geometria Plana,
com o conceito de permutacao, proprio da Analise Combinatoria.
Do ponto de vista da teoria de grupos, como podemaos associar
0s temas simetrias dos triangulos equilateros e permutacdes? Em
geral, como podemos relacionar os grupos de permutacdes e oS
grupos de simetrias? Analise as questdes propostas e conclua o
estudo elaborando uma tarefa para o Ensino Médio que aborde a
relacao entre as simetrias dos triangulos equilateros com o conceito
de permutacao.

Resolucdo da situagcdo-problema

Para analisar as questdes propostas, considere o grupo das
simetrias do triangulo retangulo (S,,0) munido coma composigdo de
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aplicagcdes. Tomando por base o tridngulo equilatero T apresentado
na Figura 2.14, o conjunto S; ={Ry, Ri, Ry, X, Y, Z} é tal que

123 123 123
- R, = R, =

0 123,1|312],2 \231],
23, 123 123
213, 321e” 132

Figura 2.14 | Triangulo equiladtero T de vértices 1, 2 e 3
3

Fonte: elaborada pela autora

Note que os elementos de §, indicam as possiveis
transformacdes que podem ser aplicadas sobre o triangulo
equilatero T de modo a manté-lo com um mesmo formato, mas
alterando o posicionamento de seus vértices. Podemos interpretar
cada uma dessas transformacdes como uma permutacao aplicada
sobre os vértices de T e, dessa forma, associar o grupo (Ss,2) com
o grupo de permutacdes envolvendo trés elementos, (S(E),o) em
que E={1 2, 3}. Assim, os grupos simetricos de grau 3 podem ser
associados ao grupo de simetrias do triangulo equilatero.

Note que, nocasode (S(E),o), oconjunto S(E) ={f,, f, f,, f,, f,, £}

é tal que
12 3 12 3 12 3 12 3
f, = f = = f, =
12 3, 2 31 3.1 2) 13 2]
12 3 12 3
f4: f5:
32 1) 213

Comparando (33,0) e (S(E),o), munidos com a composi¢do
de transformacdes, € possivel observar que =R, i =R,, f, =R,
=2, f,=Y e fy=X_Assim, podemos notar que o grupo (S(E),o)
pode ser interpretado, geometricamente, como o grupo das
simetrias de um triangulo equildtero de vértices 1, 2 e 3, tornando-o
equivalente ao grupo das simetrias (S;,0).
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Dessa forma, de modo geral, guando temos um grupo de
simetria (S,.0), n>1, podemos associa-lo a um grupo simetrico de
graun (S(A),0), com A={1,2, .., n}, n>1.

Como abordar essa associacao a partir dos conteudos vistos na
Educacao Basica? Assim, para finalizar esses estudos, elabore uma
proposta voltada a uma turma do Ensino Médio que possibilite a
associacaoentreassimetriasdostriangulos equilateros como conceito
de permutacao, abordado no estudo da Analise Combinatoria.

Faca valer a pena

1. Podemos justificar que determinadas estruturas sdo subgrupos de
certos grupos com base na definicdo ou em proposi¢cdes equivalentes.
Com isso, considere o grupo aditivo (Z,+). Com base nessa estrutura,
analise as seguintes afirmacdes, classificando-as como verdadeiras (V) ou
falsas (F):

() A estrutura <<Eqn283.eps>>, em que 4Z={zeZ|z =4k paraalgum k c Z},
pode ser classificada como subgrupo de (Z,+) .

() Aestrutura (K,+), em que K={z€Z|z=2k+1para algum k € Z},
pode ser classificada como subgrupo de (Z,+).

() Aestrutura (D,+), em que D={-1 1}, pode ser classificada como
subgrupo de (Z,—i— .

Assinale a alternativa que indica todas as classificagdes corretamente, na
ordem em que as afirmag¢des foram apresentadas:

a) V-F-V.
b) V-V-F
) V-F-F
d F-V-F
e) F-F-V.

2. Seja um grupo A = {1, 2, 3}, a partir do qual é construido o grupo de
simetrias de grau 3 representado por (S(A),O), isto é, o grupo composto por
todas as permutacdes dos elementos de A, munido da operagdo de composicao
de transformagdes. O conjunto S(A) = {f,, f,, f,, f,, f,, £} étalque

1r T2 I3
123
f = f, =
0 [123},1

123 12 3 12
[
12 3
|- L (123
32 1% {21 3

2 3 1), 3 1 2], 13 2
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Com base no grupo descrito, seja a seguinte igualdade:
(fof)oX)of, =1,

Considerando as informacdes apresentadas, assinale a alternativa que
indica qual deve ser o elemento X ¢ S(A) para que a igualdade anterior
seja verdadeira:

a X=f,
b) X =f,
c) X=f,
d) X =f,
e) X =1

3. Considere o conjunto T={0,1, 2 3, 4, 5} CZ sobre o qual esta
definida a operacdo © descrita comoX® Y corresponde ao resto da
divisdo, em Z,de X+ por6,emque X,y €T .

Com base na estrutura (T,@), foram propostas as seguintes afirmacdes e
uma relacao entre elas:

I. A estrutura (R.@), com R={0, 3}, pode ser classificada como um
subgrupo do grupo (T,®).

PORQUE
[I. Na estrutura (R,@) é valida a propriedade comutativa.

Em relacao as informacdes apresentadas, assinale a alternativa correta.

a) Asafirmacdes | e Il estdo corretas, e a Il € uma justificativa correta para a |.

b) As afirmacdes | e Il estdo corretas, mas a Il ndo € uma justificativa
correta para a .

c) Aafirmacdo | estd correta e a Il incorreta.

d) A afirmacdo Il estd correta e a | incorreta.

e) Asafirmacdes | e Il estdo incorretas.
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Unidade 3

Estruturas algébricas:
aneéis

Convite ao estudo

Na Unidade 1 discutimos a respeito de topicos da Teoria
dos Numeros e Teoria de Conjuntos, observando a sua
aplicabilidade na definicdo de grupo, estrutura estudada na
Unidade 2, e que possui aplicacdo na resolucdo de problemas
matematicos devido as propriedades associadas. Nesta
unidade estudaremos outra estrutura algébrica importante: o
anel. Este conceito esta presente na estruturacao, por exemplo,
dos conjuntos numeéricos, de matrizes e de funcdes. A
classificacao de conjuntos e operacdes como aneis possibilita
o emprego de diversas propriedades, como a distributividade,
a associatividade, entre outros, na resolugao de problemas
modelados matematicamente.

Tendo em vista a investigagao desse conceito essencial da
algebra, para essa unidade, suponha que vocé seja funcionario
de uma empresa do ramo de tecnologia. Sua funcdo, em
conjunto com uma equipe de funcionarios, consiste em dar
suporte ao setor de programacao, auxiliando-os na estruturacao
dos algoritmos responsaveis pelo funcionamento de certos
equipamentos. O funcionamento das maquinas produzidas
pelas industrias atendidas por essa empresa € possivel devido
ao emprego de conceitos da algebra na construgao dos
algoritmos computacionais.

Devido ao crescimento no numero de industrias atendidas,
voceé foi designado pela empresa para capacitar uma equipe de
funcionarios que ira auxilia-lo na analise dos algoritmos elaborados
pelo setor de programacao. Assim, vocé devera construir uma
capacitacao com foco no estudo dos anéis e suas principais



propriedades, porque este € um dos conceitos essenciais que
fundamentam os algoritmos elaborados pela empresa.

Este curso de capacitacdo devera ser desenvolvido em
trés etapas, e vocé precisa entregar os materiais ao gerente
do setor de programacao a fim de que os preparativos para
a capacitacao sejam feitos. Assim, vocé devera entregar o
plano do treinamento, o qual deve conter os problemas
que serdo propostos aos funcionarios, as possiveis solucdes
e comentarios a respeito dos conteudos que devem ser
desenvolvidos para a execucao de cada tarefa proposta.

Na primeira etapa, o tema € o estudo das propriedades dos
conjuntos numericos e a possibilidade de associagcao com a
definicdo de anel, a segunda etapa sera voltada ao estudo do
conjunto de matrizes e a associacao deste com as categorias
de anéis, por fim, na ultima etapa serdo estudados os aneéis
dos inteiros modulo m, relacionando esta estrutura com a
propriedade da integridade.

Dessa forma, para cumprir esse desafio, estudaremos
na Secao 3.1 a definicdo de anel e algumas propriedades
importantes, além dos anéis numéricos. Na Secdo 3.2
estudaremos os aneis com unidade e anéis comutativos,
bem como os subanéis. Por fim, na Secao 3.3 estudaremos
os dominios de integridade e as relacdes existentes entre as
subcategorias de anéis.

Quais conhecimentos matematicos precisam ser estudados
pelos funcionarios para que eles possam atuar no ramo da
avaliacdo de algoritmos? Quais sao 0S principais conjuntos
que podem ser empregados na construcao dos algoritmos
computacionais? Dé continuidade aos seus estudos e analise
a primeira tarefa que deve ser cumprida.



Secaon 3.1l

Estruturas algébricas: estudo dos anéis

Dialogo aberto

Nesta primeira secao discutiremos o conceito de anel. Na unidade
anterior observamos que a estrutura de grupo pode ser definida
com base em um conjunto nao vazio, munido de uma operacao
bindria e gozando de propriedades especificas. Ao longo desta secao
estudaremos a estrutura de anel, observando as semelhancas e as
diferencas em relacdo a estrutura de grupos estudada anteriormente.

Considerando  sua fungcao enquanto suporte ao setor de
programacao de uma industria de tecnologia e atual encarregado da
preparacdo de um curso de capacitacdo a um grupo de funcionarios,
sua primeira tarefa consiste na organizacdo da primeira etapa deste
curso de formacgdo voltado ao estudo do conceito de anel e suas
principais propriedades, por ser este o principal conceito empregado
na fundamentacao e elaboracdo dos algoritmos computacionais por
essa empresa.

Para a realizacdo deste curso, vocé deve elaborar 0 material que
serd desenvolvido com os funcionarios durante a etapa do curso,
inclusive com as explicacdes a respeito dos conceitos que devem ser
estudados pelos funcionarios para desenvolver a tarefa proposta e,
consequentemente, cumprir as tarefas diarias do setor que integrardo
na empresa. Alem disso, € necessario que vocé elabore um gabarito
das tarefas que serao propostas, contendo informacdes detalhadas para
auxilia-lo durante a posterior aplicacao do curso.

Nesse sentido, apds o desenvolvimento de diversos estudos, foi
selecionado o seguinte algoritmo a ser resolvido pelos funcionarios
durante a primeira etapa da capacitacao:

» Considere que um algoritmo implementado em uma maquina que
prepara e embala produtos quimicos possui as seguintes caracteristicas:

(a) o operador da maquinainsere valores a e b, 0s quais correspondem
as concentracoes de dois produtos quimicos A e B, respectivamente.
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(b) a partir dos dados inseridos, o algoritmo determina o elemento
C = —a, que ¢ associado a embalagem que deve ser adotada.

(c) a concentracdo x de um terceiro produto quimico a ser acrescido
na mistura e identificado a partir da expressdo x +a=2>5.

Nessa situacdo, para que nao ocorram erros na producao, aos
valores a e b devem ser associados numeros ¢ e x Unicos, conforme a
descricdo anterior.

A partir da situacao apresentada, os funcionarios precisarao investigar
as seguintes questoes:

a) Considerando o conjunto dos numeros naturais com suas
operacdes usuais, 0s passos descritos nos itens (b) e (c) poderiam ser
realizados? Justifique sua resposta com base no conceito de anel e em
suas propriedades.

b) Se em vez de tomar os naturais fosse considerado o conjunto dos
numMeros inteiros e suas operacoes usuais, 0s passos descritos Nos itens
(b) e (c) poderiam ser realizados? Justifique sua resposta com base no
conceito de anel e em suas propriedades.

c) Demonstre a unicidade dos elementos ¢ e x a partir do anel dos
reais, considerando as operacdes de adicao e multiplicacao usuais.

Como vocé podera auxiliar os funcionarios da empresa no
desenvolvimento dessa proposta? Resolva a tarefa apresentada de forma
detalhada e elabore um texto identificando as respostas esperadas aos
questionamentos apresentados e as possiveis duvidas que podem ser
apresentadas pelos funcionarios, além de destacar quais conceitos sao
necessarios para a resolucao do problema proposto, compondo parte
do plano de treinamento a ser elaborado.

Nao pode faltar

Historicamente observamos que ocorreu um desenvolvimento
tardio da algebra em relacdo a sua estruturagao logica e axiomatica
(DOMINGUES; 1EZZI, 2003), quando comparamos com o estudo
dos conceitos da geometria, por exemplo, o qual foi realizado
desde a Antiguidade, de modo que a formalizacdo das estruturas
algébricas, como a estrutura de anel, ocorreu apenas por volta dos
seculos XIX e XX.
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@ Saiba mais

"Pelas maos da escola de Hilbert em Gottingen, e em particular por
Emmy Noether, toda a area [da Algebral foi colocada sobre fundacdes
axiomaticas. Junto com os grupos, trés outros tipos de sistema algebrico
foram definidos por uma apropriada lista de axiomas: anéis, campos e
algebras. [...] Ha dezenas, talvez centenas, de tipos diferentes de estrutura
algébrica, cada um com sua propria lista de axiomas. Alguns foram
inventados simplesmente para explorar as consequéncias de axiomas
interessantes, mas a maioria surgiu porque eram necessarios em algum
problema especifico. " (STEWART, 2014, p.181-182)

Uma das principais representantes do estudo dos anéis foi Emmy
Amalie Noether (1882-1935), a qual, em 1921, publicou um artigo a
respeito dessa teoria, adotando uma perspectiva axiomatica abstrata
(STEWART, 2014).

Vamos agora analisar a estrutura de anel observando as
propriedades correspondentes.

Estrutura de anel

Considere um conjunto nao vazio A sobre o qual séo definidas
duas operac¢des fechadas + e * em A, de modo a compor uma
terna (A,+,-). Dizemos que a estrutura (A,+,-) corresponde a um
anel se gozar das seguintes propriedades:

« Para a operacdo +, considerando X,¥,Z € A quaisquer, sdo
validas as propriedades:

+  Associatividade: X+ (y +2z)=(x+y)+z
o Comutatividade: X+y =y +X

« Elementoneutroiexistee € Atalquee + x=x+e=Xx
Elemento simétrico: para todo X € A existe —X €A

com x+(—x)=(-x)+x=e
« Para a operacdo -, sendo X,¥,Z € A quaisquer, € valida a:
. Associatividade: X-(y-z)=(x-y)-z
* Para ambas as operacgdes, para todos X,y,z € A, € valida a:

« Distributividade de * em relacdo a T
X(y+z)=x-y+x-ze (y+z):x=y-x+2z-x,
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(tz” Assimile

Em suma, a estrutura (A,—l—,-) sera classificada como anel quando
(A, —I—) for um grupo abeliano, (A,-) gozar da associatividade e a
propriedade distributiva de * em relacdo a + for valida.

Dentre os principais conjuntos numeéricos, 0s quais Sao
estudados desde a Educacao Basica, munidos de suas operacoes
usuais de adicdao e multiplicacao, podemos construir 0os seguintes
anéis: (Z+.). (Q+-). (R, +,) e (C,+,).

Note, por exemplo, que (R,+,) € um anel. De fato, as
operacdes de adicao e multiplicacdo sdo fechadas no conjunto de
numeros reais. Além disso, (R,—i-) € um grupo abeliano, conforme
estudado anteriormente. Também temos que a multiplicagédo em
R ¢ associativa, pois para todos X,¥,Z€R é possivel verificar
que X-(y-z)=(x-y)-z. A distributividade da multiplicacdo em
relacao a adicdo é também valida quando consideramos ambas
as operacdes definidas em R, pois, para todos X,¥ € R podemos
verificar que x(y + Z) =Xy +XZ e (y + Z) X = yX 4+ zx . Portanto,
(]R, —|—,-) pode ser classificado como anel.

Podemos empregar argumentos analogos para provar que
(Z,+,). (@+-) e (C,+,) sdo anéis.

Além disso, com base Nos conjuntos numeéricos, podemaos construir
outros aneis, como a estrutura apresentada no exemplo a seguir.

Q Exemplificando

Considere o conjunto P = {a+b\5 ‘a,b GZ}, sobre o qual podemos
definir operacdes de adicao e multiplicacdo correspondentes da seguinte
forma: para @ + by2 e ¢ + d~+/2 pertencentes 3 P, temos que:

e Adi¢ao:
(a+bv2)+(c+dV2)=(a+c)+(b+d)V2

* Multiplicagao:

(a+bv2)(c+dv2) = (ac +2bd) + (ad + bc) V2
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4 Temos que (P, —i—,-) € um anel. De fato, as operacdes de adicao e
multiplicagdo sdo fechadasemP,istoé,se X,y € P entdo X + ¥ € P
e XY €P . Vamos verificar que (P,—|—> € um grupo abeliano._A
propriedade associativa ¢ valida, pois tomando X =a-+ bv2,
y:c+d\/§ e z=e+f\2€P, note que

x+y:(a+bx/§)+(c+dﬁ):(a+c)+(b+d)x/§
y+z=(c+d2)+(e+FV2)=(c+e)+(d+1)\2

e, assim,

(x+y)+z:[(a+c) (b+d)\/_] (e+f\/_)
=|(a+c)+e|+|(b+d)+f]V2
=[a+(c+e)|+[b+(d+F)2
(a+b\/_) |(c+e)+(d+1)2]

x+(y+2)

o0 que implica na validade da associatividade em (P, —|—) . A propriedade
comutativa é verificada, pois para X = a + b2 y=c+ dJ2ecpP
temos

X+Yy

a+b2)+(c+dv2)
)+(b+0d)V2
)+(d+
)+

(
=(a+c
(c+a )

(c+d\/_ (a+b\/_) y+x

O elemento neutro referente a adicdo e 0 =0 + O\/E € P . de modo
que paratodo X =a-+ b2 € P ¢ valido que

x+0=(a+bv2)+(0+0v2)=(a+0)+(b+0)v2 =a+by2 = x >



< 0+x=(0+0v2)+(a+bv2)=(0+a)+(0+b)v2 =a+by2 =x

istoé, X+0=0+ X=X paratodo X EP .

A cada elemento X= 8+b\/§ S P, temos o simétrico
—X=-a+ (—b)\/i € P, de modo que

x+(=x) = (a+bv2)+|(-a) + (-b)V2]
=[a+(-a)|+[b+(-b)]v2=0+0v2=0

(—x)+x:[(—a)+(—b)ﬁ]+(a+b\/§)
=((~a)+a]+[(-b)+b]N2=0+0J2=0

Aléem disso, note que a multiplicacao € associativa em (P, —+,-], pois
para todos x=a+by2, y:c—i—d\/i e Z=e+fJ2e€P,
note que

= (a+bv2)-(c+dv2) = (ac +2bd) + (ad + bc)2
y-z:(c+d\5)-(e+fﬁ):(ce+2df)+(cf+de)\/§

assim,
z=|(ac +2bd) + (ad + bc)V2|-(e + V2]
=|(ac + 2bd)e +2(ad + be)f| +|(ac + 2bd)f + (ad + bc)e|v2
[(ace + 2bde) + (2adf + 2bcf )|+ |(acf + 2bdf) + (ade + bee)| N2
[a(ce +2df) + 2b(de + cf )| + [a(cf + de) + b(2df + ce)|2
a(ce +2df) + 2b(cf + de)| + [a(cf + de) + b(ce + 2df ) |2
(a+b\/—) [ce+2df)+(cf+de)\/§]

x-(y-2)

A propriedade distributiva da multiplicacdo em relagao a adicdao
¢ também valida em (P,—i—- , pois para todos X=a-+ b2,
y:c+d\/§ez:e+f € P temos que

>
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4 (x+y)z=|(a+c)+(b+d)2](e+12)
(@a+c)e+2(b+d)f|+[(a+c)f +(b+d)e]V2
(ae +ce)+2(bf + df)| +[(af +cf) + (be + de)| V2
(ae + ce)+ 2(bf + df )+ (af +cf)V/2 + (be + de)v2
(
(

(ae + 2bf)+ af+be)\/§}+{(ce+2df) (cf—i—de)«/ﬁ]
(a+bv2)( e+f\/_]+[c+d\/_ e+ff)}

X-z+y-z

De modo analogo, podemos verificar que X - (y -+ Z) =X-y+Xx-zZ.
Portanto, (P,—|—,-> pode ser classificado como anel.

Podemos generalizar a estrutura apresentada no exemplo
anterior construindo o conjunto Z[p] :{a+b\/5 ‘ abeZ, p primo}
sobre o qual podemos definir duas operacdes, uma adicdo e uma
multiplicacdo, analogas as operacdes apresentadas no exemplo
anterior. Assim, temos que (Z[p],+,-) pode ser classificado como
anel, para p primo.

&
4 Facavocé mesmo

Seja o conjunto K = {X + y\/§ ‘x,y € Z ¢, sobre o qual podemos
definir operacdes de adicao e multiplicagao dadas para a + b\/g e
c+ d\/g pertencentes a K, por:

» Adicdo:
(a+bV3)+(c+dV3)=(a+c)+(b+d)V3
» Multiplicagéo:

(a+bV3)(c +d+/3) = (ac + 3bd) + (ad + bec)3

Mostre que (K.+.) pode ser classificado como um anel.
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Note que a estrutura (N, —i—,-) . construida a partir do conjunto dos
numeros naturais, ndo € um anel. Com efeito, com as operacdes
de adicdo e multiplicacdo usuais definidas sobre N, s3o verificadas
as propriedades do fechamento, associatividade e distributividade
da multiplicacao em relacdo a adicdo. Temos que a adicdo é
comutativa e goza da existéncia de elemento neutro para a adi¢ao,
o qual corresponde ao zero em N. No entanto, (N,+,') nao
possui a propriedade da existéncia de elemento simétrico relativo a
adicdo (oposto) para todo numero natural, visto que basta verificar
que o numero 7 €N possui como oposto 0 numero —7, que
nao pertence ao conjunto dos numeros naturais. Como uma das
propriedades da definicao de anel ndo pode ser verificada, podemos
concluir que (N,+,-) nao € um anel.

Assim, para que uma estrutura (A,-i-,') seja classificada como
anel, € necessario gue ela possua todas as propriedades presentes na
definicdo de anel, simultaneamente. Se uma delas nao for verificada,
temos que a estrutura ndo caracterizara um anel.

Considere  um anel (A, —|—,~). Alem das propriedades
que compdem sua definicao, podemos ainda
identificar ~ propriedades  que  decorrem da  definicao.

Propriedades imediatas da definicao

Sabemos que se (A,+,-) € um anel, entdo (A,+) é um grupo
abeliano. Desse fato, as seguintes propriedades podem ser
verificadas, conforme estudado na unidade anterior:

» Propriedade 1. 0 elemento neutro e referente a operacao +
do anel (A,+,-) € unico, pois corresponde ao elemento neutro de
(A+)

* Propriedade 2: paratodo X € A, o simétricode —X, emrelacdo
a operacdo T, & o proprio x, isto & —(—X)= X

« Propriedade 3: para todos X,¥,@€ A, se X+a=y+a,entdo
X =, ouseja, e valida a lei do cancelamento para © operagao +.

Considerando a operacdo de multiplicacao sao validas as
seguintes propriedades:

« Propriedade 4: para todo X € A évélido que X-e=e€e-x=e,
em que e corresponde ao elemento neutro da operacdo .
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De fato, para todo X€ A, temos que €-XEA e X-ecA
porgque (A,—i—,-) € um anel e goza do fechamento para a
operacao * . Como e é elemento neutro da adi¢do, e a estrutura
(A,+,-) goza da distributividade de -~ em relagao a +, segue que
e+x-e=x-e=x-(e+e)=x-e+x-e, o0 que pela lei do
cancelamento para a operacao +, implica em €= X-€ . Por outro
lado, se e+e~X:e~x:(e+e)‘x:e-x—l-e-x,oque,também
pela lei do cancelamento, implica eé=e€-X, 0 que comprova
a propriedade.

+ Propriedade 5. para todos X YE€A ¢é vdldo que
(=x)-y =x-(=y)=—=(x-y)

Assim, considerando X,¥ € A quaisquer, como (A,-i—,') € um
anel, essa estrutura goza do fechamento para a operacao -, existéncia
de elemento neutro e em relacdo a operacao 1 e existéncia de
elemento simétrico —x para todo X € A, relativos & operacdo +.a
distributividade da operacdo * em relacdo a +.

Com base nessas propriedades, e na propriedade 4, segue que

x-y—i—[—(x-y)]:e:x-e:x-[y—i—(—y)]:x-y+x-(—y)

Pela lei do cancelamento podemos concluir que
—<X'y> = X'<—y). Por outro lado, temos que

X-y+[-(x-y)|=e=e-y=[x+(-x)]-y=x-y+(-x)-y
O que também, pela lei do cancelamento, implica em
—(x-y) = (—x) -y, comprovando, assim, a validade da propriedade
(—x)-y: X.<_y):_(x-y> para todos X,y € A

o Propriedade 6 para todos x,y€A ¢ vildo que
x-y =(=x)-(-y).

De fato, para X,y € A quaisquer, das propriedades 2 e 5

e o e e sy Qe enl] =y toso

ED Refiita

Considerando o conjunto dos numeros inteiros munido da operagao
usual de multiplicacdo, como podemos justificar a ‘regra de sinal” na
Educacao Basica? Que tipos de recursos podem ser empregados para
auxiliar no ensino desse conteudo?
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Em um anel (A,+,-) podemos ainda definir a diferenca entre
elementos com base na propriedade da existéncia de elemento
simétrico para todo elemento de A.

Dessa forma, considere um anel (A, +,~). Se X,y € A, podemos
definir a diferenca entre x e y, denotada por X—Y, como o
elemento X+ (=), isto &, x—y =x+(-y).

Por exemplo, no conjunto de numeros reais, munido das
operacdes usuais de adicdo e multiplicacao, temos que a diferenca
entre numeros reais x e y € dada por x—y:x+(—y), O que
possibilita a estruturacao da operacao de subtracao definida sobre
O conjunto.

Considerando a definicdo da diferenca entre elementos
de um anel (A,+,->, dados a,x,y € A, podemos verificar que

a(x—y)=a-x—a-y.pois
a-(x—y)=a[x+(-y)|=a-x+a-(-y)=a x+|-(a-y)=ax-ay

Fato este que decorre da propriedade 7/, apresentada
anteriormente, e da distributividade, ambas validas no anel (A, —i—,-).

o
4 Facavocé mesmo

Mostre que a expressdo (X - y) r@=X-a—y-a ¢ valida para
todos a, X,y € A, em que (A, —i—,-) pode ser classificado como anel.

D9 Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito da estrutura de anel,
consulte a secao 1.5 do livro Estruturas Algébricas, de Julio Cesar
Cochmanski e Liliane Cristina de Camargo Cochmanski, disponivel
em sua biblioteca virtual.

Sem medo de errar

Como funcionario de uma industria de tecnologia, vocé foi
designado para preparar um curso de capacitacdo para uma
equipe gue atuara, assim como vocé, como suporte ao setor de
programacao. Sua primeira responsabilidade € organizar as tarefas a
serem propostas na primeira etapa do curso em relacao ao estudo
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do conceito de anel e suas principais propriedades, por se tratar
do principal conteudo tedrico utilizado na fundamentacao dos
algoritmos computacionais elaborados pela empresa.

Foi selecionado, para a primeira etapa do curso, o estudo de um
algoritmo que envolve, dentre outras agdes, a identificacdo de um
elemento €= —a, referente ao passo (b) do algoritmo, e de um
elemento x com base na expressdo X +a=b , correspondente ao
passo (c) desse mesmo algoritmo, informacdes analisadas a partir
de valores a e b inseridos pelo operador da maquina. Aléem disso,
sabe-se que, para que Nao ocorram erros na producao, 0s numeros
C e x devem ser Unicos.

Considere o conjunto dos numeros naturais munido das operagdes
usuais de adicao e multiplicacdo, compondo a estrutura (N,-i-,-).
Note que para a determinacao de ¢, devemos identificar o elemento
simétrico de a em relacao a operacao de adicdo, ou seja, 0 elemento
—a. No entanto, na estrutura (N,=+,-), a propriedade da existéncia
de elemento simétrico a todo elemento de N, em relagcdo a adicado,
Oou seja, do oposto, ndo € verificada porque O oposto do numero
2 corresponde ao —2, o qual ndo pertence a N, por exemplo. Por
outro lado, na determinacao de x, também faz-se necessario identificar
0 oposto ao elemento a, pois a resolucdo da equacdo X+a=»hb
envolve o emprego das propriedades de existéncia de elemento neutro
e de elemento simétrico para a adicdo, sendo a Ultima nao ¢ verificada
em (N, —|—,-). Como (N, —i—,-) Nao € anel, porque nao goza de uma das
propriedades necessarias (a existéncia de elemento simétrico a todo
elemento de N em relacéo a operagdo +), podemaos concluir que os
passos (b) e (c) do algoritmo ndo podem ser executados em (N, +,-) :

Porém, quando consideramos a estrutura (Z,+,'), a qual
pode ser classificada como anel, os passos (b) e (c) podem ser
empregados. De fato, o par (Z,—l—) pode ser classificado como
um grupo abeliano, conforme discutido na unidade anterior, ja
que a adicdo é fechada em Z porque a soma de inteiros resulta
em um inteiro. A adicdo € tambem associativa e comutativa,
pois para todos X,y,z€Z ¢ valido, respectivamente, que
X+(y+2z)=(x+y)+z e x+y=y+x. O elemento neutro
da adicdo € o zero, pois X +0 =0+ x = x para todo x inteiro. Alem
disso, se X € Z, seu simétrico em relacdo a adicdo (ou oposto) é o
nimero —X € Z . A estrutura (Z,-) goza do fechamento, porque o
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produto de inteiros € um numero inteiro e da associatividade, pois
para X,y,Z€Z temos que x-(y~z) :(x~y)-z. Por fim, (Z,—I-,-)
gozada propriedadedistributivada multiplicacdoemrelacdo aadicdo,
pois tomando X,Y,Z€Z, verifica-se X-(y+2z)=X-y+Xx-z e
(y+2z)-x=y-x+z-x.Sendo assim, (Z,+,) ¢ um anel

Como (Z,—l—,-) € um anel, o elemento €C=—a pode ser
identificado, porque corresponde ao simétrico de a em relacao a
adicdo, propriedade que é verificada em Z . Podemos identificar
X que satisfaz a equacdo X+a=~hb, pois pelas propriedades da
associatividade, existéncia de elemento neutro e simetrico, validas
em (Z, —i—) e, consequentemente, em (Z,~|—,-), segue que

X+a=b=(x+a)+(-a)=b+(-a)
= x+|a+(-a)]=b+(-a)
=x+0=b+(-a)
= x=b+(-a)

Assim, x € tal que X =b + (—a)_ Portanto, na estrutura (Z, —i—,-),
0s passos (b) e (c) do algoritmo podem ser executados.

A ultima tarefa consiste em demonstrar a unicidade dos
elementos ¢ e x, presentes no algoritmo computacional.
Assim, para justificar essas afirmacdes, precisamos comprovar
a unicidade do elemento simétrico de qualquer inteiro a, pois
¢ =—a, bem como demonstrar que a equacdo X+a=>b tem
solucdo unica em Z, sendo a,b €Z, o que garante a unicidade
de x, o qual pode ser dado por X=0>b +(—a)_ Vamos comprovar
a validade de cada uma dessas afirmacdes.

e Para cada elemento a € Z existe um unico simétrico relativo a
operacao usual de adicao de inteiros.

Seja @a€Z . Suponha que existam dois elementos X,y € Z
simétricos ao numero a em relacdo a adicdo, ou seja,
at+x=x+a=0ea+y=y+a=0. Dessaforma,

Xx=x+0=x+(a+y)=(x+a)+y=0+y=y

Logo, o elemento simétrico, em relacao a adicdo, associado a
cada @€ Z, ¢ unico.
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« Se a,bcZ, entdo a equacio X+a=>b tem uma Unica
solucdo em Z, aqual é dada por x =5b + (—a).

Considere a equacdo X+a=>b. Note que x=b+ (—a) e
solucao da equacao apresentada, pois substituindo essa expressao
na equacao em estudo, sabendo que (Z, —l—,-) € um anel, temos

[b+(-a)|+a=b+][(-a)+a|=b+0=b

Além disso, se X, €Z ¢ uma solugdo da equacdo, entdo
X, +a=>b, oqueimplica em

X, +a=b=(x,+a)+(-a)=b+(-a)
=X, +|a+(-a)|=b+(-a)
=X, +0=b+(-a)
= X, =b+(-a)

Ou seja, se X, €Z ¢ solucdo da equacdo X+a=>b, entdo
Xo:b+(—a), O que acarreta na unicidade da solugdo da
equacgao estudada.

Para finalizar sua tarefa na primeira etapa do curso, elabore um
documento contendo o enunciado das tarefas que devem ser
desenvolvidas pelos funcionarios. Elabore tambéem um documento
contendo as resolucdes detalhadas para as tarefas propostas,
indicando os conceitos necessarios a serem desenvolvidos para que
os funcionarios possam executar as propostas, e possiveis duvidas
que podem surgir ao longo desses estudos.

Avancando na pratica

Relacdo entre o conjunto dos numeros inteiros
e o conjunto de numeros complexos

Descricdo da situacao-problema

Imagine que vocé € um professor da Educacdo Basica e quer
desenvolver um trabalho a respeito dos numeros complexos com
uma turma do Ensino Médio. Para isso, vocé pretende aprofundar
seus estudos de modo a adequar 0s conceitos e a linguagem que
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serdo empregados a fim de atender o nivel dos alunos e associar com
seus conhecimentos a respeito dos demais conjuntos NUMEricos.

Historicamente, um dos principais matematicos que desenvolveu
estudos a respeito dos numeros inteiros negativos e dos complexos foi
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Seus trabalhos contribuiram,
dentre outros, para a estruturacao do conjunto de numeros complexos.
Os numeros inteiros podem ser associados aos numeros complexos
a partir do conjunto conhecido como anel dos inteiros de Gauss
(Z[i1,+.-). com Zm:{a—l—bi | a,beZ}. Sobre
este conjunto, podemos definir uma adicéo + e uma
multiplicacdo *, de modo que se x=a-+bi e y=c+di
pertencem a Z[i], entdo X+y= (a+c) +(b +d)i € Z[i] e
Xy =(ac—bd)+(ad + bc)i € Z[i]. que sdo as operacdes de
C restritas a Z[i].

Como vocé justificaria que a estrutura (Z[i],—{—,-) pode ser
classificada como anel? Quais as contribuicdes do conhecimento
da estrutura do anel dos inteiros de Gauss para o trabalho com
O conjunto de numeros complexos na Educacdo Basica? Se a
estrutura (Z[i],+,-) nao satisfizesse, por exemplo, a propriedade
do fechamento de ambas as operacdes, de que forma esse fato
influenciaria no trabalho com o conjunto dos numeros complexos
na Educacdo Basica?

Resolucdo da situacdo-problema

Podemos observar que as operacdes de adicao e multiplicacao
definidas sobre Z[i] sdo fechadas, pois correspondem a restricdes das
operacdes definidas em C sobre Z[i]A (Z [i],—l—), um grupo abeliano,
porque, para todos X,y,Ze& Z[i], € verificada a associatividade,
ja que (x+y)+z=x+(y+2z), a comutatividade, porque
¢ valido que X+ y=y-+Xx, a existéncia de elemento neutro,
o qual corresponde a 0=0+0i € Z[i] e satisfaz a expressdo
X+0=0+ x= X, e a existéncia de elemento simétrico, que a cada
xX=a+bhie Z[i]é descrito por —X=—a-+ (_b)i € Z[i] com
X+ (—X) e (—X) +x=0. A multiplicacdo €& associativa em

Z[i],+,-), pois para todos  X,y,Z € Z[i] é valdo que
X-y)-z = x-(y-Z). A propriedade distributiva da multiplicacao em
relacdo a adicdo € tambem valida em (Z[i],—f—,'), pois para todos
X,y,zeZ[i], com base na associatividade € na comutatividade de
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ambas as operacoes, bem como a distributividade da multiplicacao
emrelagdoaadicdoem (Z,+,), temosque (X +y)-Z=X-Z+y-Z
e X-<y+Z) =X-Y+ X-Z.Portanto, Z[i],—i—,-) & um anel.

Devido a (Z [i],—i—,-) gozar das propriedades gue definem um anel,
esta estrutura pode ser empregada na resolucao de problemas que
envolvem 0s numeros complexos cuja parte real e imaginaria sao
descritas por numeros inteiros, sendo estes os principais exemplos
de numeros complexos abordados na Educacdo Basica. Em geral,
quando organizamos propostas para a Educac¢ao Basica voltadas a
aprendizagem do conjunto de numeros complexos, adotamos 0s
principais exemplos como os numeros na forma X =a+ bi com a
e b inteiros. Essa opgcao também pode ser observada nos materiais
didaticos, por exemplo no estudo da representacao dos numeros
complexos no plano complexo, analogo ao estudo dos pontos
no plano cartesiano. Assim, esse tipo de trabalho pode auxiliar os
alunos na diferenciagdo entre as partes real e imaginaria de um
numero complexo, empregando as propriedades dos numeros
inteiros que sao estudadas desde o Ensino Fundamental e com as
quais os alunos ja estao acostumados a trabalhar. Se na estrutura
(Z[i],+,-) as operacdes correspondentes ndo fossem fechadas, na
Educacao Basica nao poderiamos, por exemplo, propor atividades
que envolvessem o calculo da soma ou do produto envolvendo
0s numeros complexos X=2+4+3i e y=-1+5i e suas
representacdes no plano complexo, ja que os resultados poderiam
ser numeros que nao admitissem uma representacao desse tipo. Ou
ainda, empregar os numeros complexos na resolu¢ao de problemas
como o estudo das raizes complexas de equacdes polinomiais.
Portanto, o conhecimento da estrutura de anel pode favorecer o
trabalho do professor no sentido de contribuir com a elaboracdo de
propostas que sejam validas e que, ad mesmo tempo, contribuam
com a aprendizagem dos alunos.

Faca valer a pena

1. Um estudante precisa comprovar que um conjunto L n3o vazio, sobre
o qual sdo definidas operacdes de adi¢do (—i—) e multiplicacao () ambas
fechadas em L, pode ser classificado como anel.

Durante seus estudos, o estudante ja comprovou a validade das
seguintes propriedades:
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|. Associatividade da multiplicacao.

|I. Comutatividade da adicdo.

[II. Distributividade da multiplicacdo em relacao a adicao.
IV. Existéncia de elemento neutro da adicao.

Assinale a alternativa que indica propriedades que também devem ser
analisadas pelo estudante para justificar que <L, +,') € um anel.

a) Existéncia de elemento neutro em relagdo a multiplicagdo e associatividade
da adicao.

b) Comutatividade da multiplicacdo e existéncia de elemento neutro em
relacdo a multiplicagao.

c) Associatividade da adicdo e existéncia de elemento simétrico para todo
elemento de L em relacao a adicao.

d) Comutatividade da multiplicagdo e associatividade da adicdo.

e) Existéncia de elemento simétrico para todo elemento de L em relagdo a
multiplicacao e comutatividade da multiplicacao.

2. A partir do conjunto dos niimeros inteiros, considerando as operacdes
usuais de adicao e multiplicacao, existe um conjunto de propriedades
que podem ser verificadas, devido a possibilidade de caracterizagdo
dessa estrutura como anel. Além dessa, outras estruturas podem ser
classificadas como anéis devido ao fato de satisfazerem ao mesmo
conjunto de propriedades verificado em (Z, —|—,-), adequando-as as suas
operacdes caracteristicas.

Considere que um problema esteja sendo resolvido com base em um anel
(T, +,-) que goza também da comutatividade da operacao . Suponha
também que nenhuma outra propriedade seja verificada em (T, —|—,-) além
das propriedades proprias de um anel e a comutatividade da operacao °.

Sendo X,y,Z & T elementos quaisquer do conjunto, assinale a alternativa
que indica a uUnica expressdao que sera sempre valida considerando as
propriedades que sao verificadas no anel (T,—I—,-) :

a (X+y)z=x-z+y-x
b) x+y-z=x-y+2z

C) X.z_|_z.y:)(.y.z.
dx-y+xz=y-z.

&z y+x-z=(x+y)z
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3. Considere A = 27 o conjunto composto pelos nlimeros inteiros pares,
o qual € um subconjunto de Z . Sobre esse conjunto podemos definir as
operacdes usuais de adicao (+) e multiplicacdo () de inteiros, ou seja,
restringir as operacdes usuais de Z sobre A.
Em relacdo a esse conjunto com as operacdes correspondentes, analise as
seguintes afirmacdes e a relacdo proposta entre elas:
|. A estrutura (A, —|—,-) pode ser classificada como anel.

PORQUE
II. A estrutura (A,-) goza da propriedade da existéncia de elemento neutro.

A respeito das afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta.

a) As afirmacdes | e Il estdo corretas, e a Il é uma justificativa correta para a |.
b) As afirmacdes | e Il estdo corretas, mas a Il ndo € uma justificativa correta
paraal.

c) A afirmacdo | esta correta e a Il incorreta.

d) A afirmacéo Il estd correta e a | incorreta.

e) As afirmacdes | e Il estdo incorretas.
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Secao 3.2

Anéis comutativos e anéis com unidade

Dialogo aberto

Na secao anterior discutimos a respeito da estrutura de anel, uma
das principais estruturas algébricas estudada pela Algebra Abstrata.
Um anel é uma estrutura composta por um conjunto ndo vazio com
duas operacdes binarias que gozam de propriedades especificas.
Nesta secdo estudaremos a respeito de algumas categorias
importantes de aneis, como 0s anéis comutativos e os anéis com
unidade, bem como os subanéis e alguns exemplos importantes.

Considere que na segunda etapa do curso de capacitacao para
os funcionarios da empresa de tecnologia, 0s cursistas deverao
resolver um problema envolvendo um algoritmo elaborado para
uma magquina que efetua cortes para a confeccao de embalagens
para diversos produtos. Para a resolucao deste problema, além
dos conhecimentos a respeito das propriedades dos anéis, é
fundamental o conhecimento a respeito do conjunto de matrizes,
suas operacdes e propriedades especificas.

Com base nesse contexto, nesta secao, vocé devera elaborar
0s materiais que serdo utilizados na segunda etapa da capacitacao,
incluindo as tarefas, a forma que serao propostas aos funcionarios,
bem como as resolucdes comentadas e o levantamento sobre
possiveis duvidas que podem surgir durante a capacitacao para
gue vOCé possa se preparar para a aplicacdo dessa segunda etapa
do curso.

O problema a ser resolvido pelos funcionarios parte da seguinte
situagcdo: um dos algoritmos computacionais empregado no
funcionamento de uma maquina para corte de embalagens emprega
matrizes quadradas de ordem 2 para 0 armazenamento e exibicao
dos dados, bem como para a realizacao dos calculos. Nos calculos
empregados para a execucao do algoritmo sao empregadas as
operacdes usuais de adicao e multiplicacao de matrizes, alem de
suas propriedades caracteristicas. Visando um aprofundamento
Nno estudo do conjunto apresentado anteriormente, nesta etapa os
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funcionarios precisardo demonstrar que o conjunto apresentado,
com suas operacdes usuais, o qual € empregado no algoritmo
para a maquina de cortes de embalagens, pode ser classificado
como um anel. Também eles devem responder aos seguintes
questionamentos: a estrutura em questdao pode ser classificada
como um anel comutativo? E como anel com unidade? Justifique
sua resposta, comprovando a validade das propriedades ou
apresentando contraexemplos Nno caso em gue as propriedades nao
forem validas.

Diante disso, sua tarefa, inicialmente, consiste em resolver os
problemas propostos, identificando os principais conhecimentos
que os funcionarios precisam construir ao longo da capacitacao
para que possam lidar com este e com outros problemas similares,
bem como refletir sobre possiveis duvidas que possam surgir Nno
decorrer dessa etapa do curso de capacitagao. Em seguida, elabore
uma tarefa adicional com base no contexto apresentado e que
possibilite aos funcionarios aplicarem os conhecimentos a respeito
dos subanéis. Por fim, organize as tarefas que serao propostas na
segunda etapa do curso e construa um texto contendo as resolucoes
detalhadas para as questdes propostas, as orientacdes em relagcao
aos conhecimentos da estrutura de anel envolvidos em cada parte
da resolucdo, as possiveis duvidas e encaminhamentos que podem
ser tomados no decorrer do curso de capacitagao, a fim de que
possam auxilia-lo durante a realizacao do curso no atendimento as
duvidas dos funcionarios.

Nao pode faltar

Na secdo anterior estudamos que a estrutura (A,—i—,-) sera
classificada como anelquando ambas operacdes forem fechadasem
A, quando (A,+) puder ser classificada como um grupo abeliano,
quando (A,-) gozar da associatividade e quando a propriedade
distributiva da operacdo * emrelagdo & T em (A, +,-) for valida.

Um exemplo de anel que podemos destacar € o anel das
funcdes reais de uma variavel. Para estuda-lo, consideraremos o
conjunto R* :{f| fR— R} composto pelas funcdes de uma
variavel real. A partir dele podemos definir as operacdes usuais de
adicdo e multiplicagdo de fungdes como segue: se f,g € RE, entdo
f-R—-Reg:R—>R, assim:
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Podemos definir a soma f+g:R—R por
(f +g)(x)=f(x)+ g(x)para todo x € R.

« Podemos definir o produto fg : R — R por (fg)(x) = f(x)g(x)
para todo X € R

Com essas operacdes, podemos classificar a estrutura (RR,-F,')
como um anel. De fato, temos por definicdo que ambas as
operagdes sdo fechadas em R¥ . Veja que (RR,+) € um grupo
abeliano, porque a propriedade associativa da adicao ¢ valida, ja que
ao considerar f,g,h € R®, para todo X € R e sabendo da validade
da associatividade em R, seqgue que

[(F + )+ h)(x) = (£ + ) (x) + h(x) = [f(X) + g(x)] + h(x)
= f(x)+[g9(x)+ h(x)| = f(x)+ (g + h)(x)
= [f +(g+ h)](x)

o gue implica na validade da propriedade associativa em

R¥,+). A propriedade comutativa da adi¢gdo é verificada, pois
F+9)(x)=F(x) +g(x) = g(x) + F(x) = (g +)(x) para
f.g cR® e xeR, fato decorrente da comutatividade da adicdo
em R. O elemento neutro referente a adicdo corresponde
a funcdo nula 0eR"®, ou seja, a funcédo 0:R — R definida
por O(x)=0 para todo X€R, pois para toda feR® e todo
xeR, temos (f+0)(x):f(x)+0( )=f(x)+0=f(x) e
(0+F)(x)=0(x)+f(x)=0+f(x)=Ff(x). Logo, a propriedade
da existéncia de elemento neutro é verificada em (R —i—) sendo
0 € R* seu elemento neutro. Considerando esse elemento neutro,
a cada funcdo feR™ podemos identificar —f € R®, tal que
(—f)(x) = —f(x) paratodo x € R, a qual satisfaz

[+ (=F)] () = F(x) + (=F ) (x) = F(x) + [-F(x)] =
[(=F)+F](x) = (=F) () + F(x) = [-F(x)]+ F(x) =0

sendo comprovada a validade da existéncia de elemento simetrico, que
nesse caso pode ser chamado de oposto a toda funcéo f € R*.

Sendo assim, como a estrutura (R]RnL) goza da associatividade,
comutatividade, existéncia de elemento neutro e existéncia de
elemento simétrico a toda f € R*®, entjo (RR,—F) corresponde a
um grupo abeliano.
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Note que a multiplicacao € associativa em (RR,'), pois para
todas f,g,h € R* etodo X€R,

((fg)- h](x)=[(fg) ()] h(x) = [F(x)g(x)] A(x) = F(x)[g(x)h(x)] = F(x)[(gh) (x)| = [f (gh)] (x)
devido & associatividade da multiplicacdo vélida em R. Da
distributividade da multiplicacédo em relacdo a adicdo, avaliada em
R, para todas f,g,h € R*® etodo x € R, segue que

[(F+ g)h|(x)=|(f + g) (x)| h(x) = [f(x) + g(x)] h(x)
= [f(x)n(x)]+[g(x)h(x)] = (fh)(x) + (gh) (x) = (fh + gh)(x)

De modo analogo, podemos verificar que
[h(f—i—g)](x):(hf—i—hg)(x) para todo x€R. Logo, <RR,—|—,->
goza da propriedade distributiva da multiplicagdo em relacao
a adicao.

Devido ao conjunto de propriedades que sao verificadas em
(RR,—i-,-) , podemos classifica-lo como anel.

Outro exemplo importante consiste na construcdo de anéis
a partir do produto cartesiano. Nesse caso, com base nos anéis
(A, —i—,-) e (B, +,-), podemos identificar um anel a partir do produto
cartesiano entre A e B, isto €, AxB. A partir desse produto
cartesiano, tomando (x,y),(z,w)eAxB, podemos definir uma
adicdo e uma multiplicacdo sobre A x B, respectivamente,

COMO segue:

(xy)+(zw)=(x+2zy+w)

(x,y)-(zzw)=(xz,yw)

Tomando o conjunto AxB munido dessas operacdes,
a estrutura (A x B, —i—,‘) pode ser classificada como um anel
caracterizado como o produto direto dos anéis (A, —l—,-)e (B, —|—,-).
Verifigue que essa estrutura goza de todas as propriedades presentes
na definicdo de anel, tomando por base as propriedades presentes
nos anéis (A,+,) e (B,+,).

Um terceiro exemplo importante de anel € (Z, +,') ,ouseja, oanel
dos inteiros, considerando as operacdes de adicdo e multiplicacao
usuais definidas sobre esse conjunto numeérico. Quando analisamos
a operacdo de multiplicacédo definida sobre o conjunto de numeros
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inteiros, podemos observar que ela aproveita outras propriedades,
alem do fechamento e da associatividade. Por isso, podemos
estudar ndo sO a definicdo, mas também outras categorias
especificas de anéis, as quais estao relacionadas com propriedades
adicionais que podem ser verificadas a partir do estudo da segunda
operacao definida sobre o conjunto ndo vazio. Dentre essas,
podemos destacar 0s aneis comutativos e os anéis com unidade.

Anel comutativo

Quando analisamos um anel (A,-I-,-), temos que a estrutura
(A, +) pode ser classificada como um grupo abeliano, a qual goza
da propriedade comutativa, além de outras. No entanto, podemos
investigar estruturas em que a segunda operacao () tambem
apresenta essa mesma propriedade, o que nos conduz ao estudo
dos anéis comutativos.

Dizemos que um anel (A,-i-,-) corresponde a um anel
comutativo quando, além de (A, +,') desfrutar de todas as
propriedades presentes na definicao de anel, também possuir a
propriedade comutativa para a operagdo -, isto é, dados X,y € A,
entédo Xy =y-X.

Como principais exemplos de anéis comutativos temaos (Z, —l—,‘),
(Q+,). (R,+,) e (C,+,-). munidos das operagdes usuais de adigdo
e multiplicacao correspondentes. Isso ocorre devido a essas estruturas
comporem anéis além de as multiplicacdes respectivas usufruirem da
propriedade comutativa.

?Z| Exemplificando

O anel (RR,+,- pode ser classificado como um anel
comutativo. De ‘fato, sejam f,g€R®, de modo que
ao considerar X€R qualguer, € possivel verificar que
(F-g)(x)=F(x)g(x)=g(x)f(x)=(g-f)(x). A primeira e a
ultima igualdades sao garantidas pela definicdo da multiplicagao
de fung¢des, enquanto a segunda € valida pela comutatividade dos
Umeros. reais na multiplicagdo, pois f(X), g(x)€ R . Portanto,
?RR,‘F,‘ ¢ um anel comutativo.
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Além da propriedade comutativa, a segunda operacdo binaria de um
anel (A, —|—,-> podegozardaexisténciadeelementoneutro,oquepossibilita
0 estudo de outra categoria de anéis, 0s chamados anéis com unidade.

Anel com unidade

No estudo de um anel (A, —i—,-) temos que a estrutura (A, +) pode
ser classificada como um grupo abeliano, 0 que resulta em (A,—l—)
apresentar, dentre outras, a propriedade da existéncia de elemento
neutro por se tratar de uma propriedade decorrente da definicao de
grupo. Porém, quando em relacdo a segunda operagao () tambem
for verificada essa propriedade, podemos definir os chamados aneis
com unidade.

Dizemos que um anel (A, —i—,-) corresponde a um anel com unidade
quando, além de (A,+,-) admitir todas as propriedades presentes na
definicdo de anel, também gozar da existéncia de elemento neutro
para a operacdo °, isto &, existe um elemento 1, € A tal que para
todo x € A for possivel verificar que x-1, =1,-x = X . Neste caso,
podemos dizer que 1, ¢ a unidade do anel (A, +,'). E quando for
possivel, podemos representar a unidade de A apenas por 1, desde que
nao exista a possibilidade de confusao.

Os anéis (Z,+,-), (Q,+,-). (R,+.) e (C,+,) admitem o nimero
1 como a unidade da multiplicacao, implicando na classificacao deles
Como anéis com unidade.

?=| Exemplificando

Considere o anel (RR,-F,') relativo as funcdes reais. Esse anel
pode ser classificado como um anel com unidade. Dessa forma,
considerando a fungdo constante U : R — R definida por u(x)=1
para todo x € IR, a qual pertence ao conjunto R* , teremos, para
qualquer f € R® e qualquer Xx€ R,

(f-u)(x)=f(x)u(x)=Ff(x)-1=1f(x)
(u-F)(x)=u(x)f(x)=1-f(x) =f(x)

istoé, f-u=u-f=f_ Portanto, (RR,—F,‘) ¢ um anel com unidade,
sendo a fungao constante igual a 1.
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oé) Reflita

Com base nos conjuntos estudados na educagao basica, munidos das
operagdes usuais de adicao e multiplicacdo correspondentes, que exemplo
podemos destacar de anel (A, +,~> que nao pode ser classificado como
anel com unidade, ou seja, um anel cuja multiplicagdo ndo goza da
propriedade da existéncia de elemento neutro?

Além das propriedades adicionais, podemos partir de um anel
(A, +,') e verificar a possibilidade de definir outros anéis com base em
subconjuntos ndo vazios de A, construindo uma relagdo semelhante a
dos grupos e subgrupos, agora envolvendo o conceito de anel.

Subanel

Considere (A, —i-,-) um anel. Dizemos que a estrutura (B, —l—,-),
com B um subconjunto ndo vazio de A, corresponde a um subanel de
(A, —|—,-) quando forem satisfeitas as sequintes condicoes:

(i) B for fechado para ambas operacdes definidas em A, ou seja, para
todos X,y € B for possivel verificar que X+Y €B e x-y €B.

(i) (B,+,-) gozar das propriedades que caracterizam um anel,
considerando as restricbes das operacoes *t e ‘definidas em A sobre
O subconjunto B.

?=| Exemplificando

A partir do conjunto R* , 0 qual c% pde o anel <RR,+,'>, podemos
definir o subconjunto L = {} eR™| f(1)= 0?

Note que L €& ndo vazio, pois, por exemplo, a fungao
f:R—R definida por f(X)=x—1 pertence a L, ja que
f(1)=1-1=0. Para f,gel temos
f+g)(1)=f(1)+g(1)=0+0=0 e

fg)(1)=f(1)g(1)=0-0=0. o que implica f+g, fgeL,
comprovando a validade da condicdo (i) da definicdo de subanel e
o fechamento das operacdes de adi¢cao e multiplicagcao de funcdes
em L.

Veja que a estrutura (L, —l-,') € um anel. De fato, (L,—{—) € um grupo
abeliano, pois as propriedades associativa e comutativa sao verificadas
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em (L, +) porque sao propriedades validas em todo o conjunto R
e, em particular, no subconjunto L o elemento neutro de dL, -I-) €a
funcdo nula 0 € R®, a qual pertence a L, pois 0(x)=0 para todo
X E€R e, em particular, para 1€ R . A cada funcdo f € Lveja que
—f e L, pois f é tal que (—f)(X) = —f(x) paratodo x € R, assim,
(—f)(N)=—f(1)=-0=0. Ainda, (L,+,) goza das propriedades
associativa da multiplicacao e distributiva da multiplicacdao em relacdo
a adicdo por se tratarem de propriedades validas em todo o RE e,
em particular, em seu subconjunto L, comprovando a condicdo (i) da
definicao de subanel, Portanto, podemos concluir que (L, —i—,‘) éum
subanel de (R, +,-),

Aléem da definicao, podemos investigar guando um subconjunto
compde um subanel de outro anel (A,+,), considerando
as restricdes das operagdes ao subconjunto, a partir da
seguinte proposic¢ao.

Proposicdo 1: considere (A,+,) um anel e B um subconjunto
ndo vazio de A. Temos que (B, +,-) € um subanel de (A+) se e
somente se, para todos X,y € B for possivel verificarque x —y € B
e X-yeB,emque X—y:X—i—(—y).

Demonstracdo: Suponha que (B,+,-) € subanel de (A,+,‘)
entdo, consequentemente, (B,+) ¢ um subgrupo de (A+), o
que implica, para todos X,y € B,x—y € B. Além disso, sendo
(B, —l—,-) subanel de (A,—i-,-), a operagao - é fechada em B, da qual
segue que X-Y € B, comprovando a primeira condicional presente
Nna proposicao.

Por outro lado, para a segunda condicional, suponha que para
todos x,y € B podemos verificar que x—yeB e x-yeB. Da
hipotese x — y € B, 0 que equivale a dizer x + (—y) € B, para todos
a,b € B, seque que a operacdo T ¢é fechada em B e todo yeB
admite um oposto —y € B. Logo, (B, +> € um subgrupo de
(A,-l—), alem disso, (B,—l—) e, em particular, um grupo abeliano
devido as propriedades que decorrem do grupo abeliano (A, —i—) e
devido a (A, —i—,-) ps>> ser um anel por hipotese. Pelo fechamento
da operacdo -, decorrente da implicacdo X,y €B entdo
X-y €B, a estrutura (B,+,-) também gozard das propriedades
associativa de - e distributiva da operacdo - em relagcdo a +, por
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se tratarem de propriedades validas a todos os elementos de A
e, em particular, aos elementos de seu subconjunto ndo vazio B.
Portanto, (B, ) € um subanel de (A,+,-). 0 que conclui a segunda
condicional e, consequentemente, finaliza a demonstragao.

(:z” Assimile

Conforme a proposicao anterior, para provar que (B,+,-> e um
subanel de (A, —i—,-), basta comprovar que para todos X,y € B sio
vélidas as relacdes de inclusdo: X —y €B e x-y €B.

Considere, por exemplo, o conjunto nao  vazio
32={.,-6,-3,0, 3, 6,..}CZ. Sabemos que (Z+-) pode
ser classificado como anel. Vamos provar, pela proposicdo 1 que
(3Z,+,-) corresponde a um subanel de (Z,—i—,-). De fato, sejam
X,y €37, existem k,q €7, tais que X =3K e y =3q . Note que
—y=-3q= 3(—q) e —q €7, logo, —y € 3Z . Dessa forma,

Xx—y=3k-3q=3(k—q) e x-y=(3k)-(39)=3(3kq)
onde k—q, 3kg€Z. Logo, X—Y, X-y €3Z. Portanto, pela
proposicao 1, podemos concluir que (3Z,+,'> € um subanel
de (Z,—I—,-).

8
4 Facavocé mesmo

Identifiqgue um exemplo de conjunto ndo vazio A C Z tal que (A, —i—,-)
nao possa ser classificado como subanel de (Z,—l—,-) .

Considere (A, —i—,-) um anel com unidade e seu subanel (B, +,-> Nesse
caso, podemos Nos deparar com as seguintes situacdes:

. (A,+,-> e (B,+,) podem admitir a mesma unidade, fato que ocorre
como anel (Q,+,-) e seu subanel (Z, +,-), por exemplo.

. (A, +,') admite unidade enquanto (B, +,') Nnao goza da propriedade
da existéncia de elemento neutro para a operacao -, situacdo
observada quando estudamos o anel (Z, —i—,-) e seu subanel (ZZ, —i—,-),
por exemplo.

* (A+,) e (B,+,-) admitem unidades diferentes, como é o caso do

anel (MZ(R),—i-,-) e seu subanel (K,+) com K:[AEMZ(R) ‘A:{Z 0 ,ae]R]l
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porque (MZ(]R),-F,-) admite a unidade ,2:[; ?] enguanto a unidade de
(K,+,) ¢ uz'; gl, por exemplo.

Podemos ainda identificar casos em que o anel (A, —i-,-) e seu subanel
(B, —i—,') nao admitem unidade, como guando comparamos (2Z, +,'>
e seu subanel (4Z, +,'), por exemplo, e casos em que o anel (A, —i—,-)
Nao possui unidade e seu subanel (B,+,-) goza dessa propriedade,
Como a situacao do anel (ZZ X 2., +,-), que nao admite unidade e seu
subanel ({0} X Z,+,), que possui o par (0,1) como unidade.

Quando tivermos um anel (A, +,') e seu subanel (B,+,'> de modo

que ambos admitam a mesma unidade, isto &, 1, =15, podemos dizer
que (B,+) & um subanel unitario de (A, +,).

o
4 Facavocé mesmo

Mostre que a estrutura <{0}><Z,+,-) pode ser classificada como
um anel comutativo e com unidade munido das operacdes definidas
anteriormente no estudo do produto direto.

O estudo dos anéis e suas subcategorias, bem como dos
subanéis, nos auxilia a observar quais propriedades sao satisfeitas
nas estruturas em estudo, possibilitando a articulacao entre elas
para a resolucao de problemas.

|'_'[9 Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito da estrutura de anel, consulte
as secdes 1.5 e 1.6 do livro Estruturas Algébricas disponivel em sua
biblioteca virtual.

COCHMANSKI, Julio Cesar; COCHMANSKI, Liliane Cristina de
Camargo. Estruturas algébricas. Curitiba: InterSaberes, 2016.

Sem medo de errar

Na preparacdo da segunda etapa do curso de capacitagao
proposto aos funcionarios da empresa, vocé deve organizar as
tarefas que serdo desenvolvidas, resolvendo-as e apresentando
comentarios de modo a construir um roteiro que possa auxilia-lo
durante a aplicacdo da capacitacao.
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Nesta etapa do curso, o objetivo € que os funcionarios
estudem as propriedades das matrizes quadradas de ordem 2
com entradas reais, munido das operacdes usuais de adicao e
multiplicacdo de matrizes, compondo a estrutura (MZ(]R),—i-,-) _

A primeira questdo consiste verificar que (MZ(R),+,-> e um anel.
Note que (MZ(R),+) € um grupo abeliano. De fato, o fechamento
e satisfeito em (MZ(R),+) porque a soma de matrizes quadradas
de ordem 2 com entradas reais resulta em uma matriz desse
mesmo tipo e, considerando matrizes A,B,C € M,(R) quaisquer, a
propriedade associativa € satisfeita, pois A + (B + C) = (A + B) +C,
bem como a comutativa, porque A+B=B-+A. O elemento
neutro da adicdo de matrizes € a matriz nula de ordem 2, a qual
tem todas as entradas nulas e pode ser denotada por 0:8 g
A existéncia de elemento simétrico € satisfeita a toda matriz de
M,(R), pois se A= (a,./.) € M,(R), podemos identificar que
—A=(-a;) € M,(R), de modo que A+ (—A) = (a,.j + (—a,/.)) =0.
A multiplicagcdo em (MZ(R),—i—,-) & associativa, pois para todos
A,B,C € My(R), ¢ valida a relacdo A(BC)=(AB)C . Além disso, a
distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicao € valida, visto
que A(B+C)=AB+AC e (B+C)A=BA+CA para todos
A,B,C € M,(R). Dessa forma, podemos concluir que (Mz(R),—l—,-)
€ um anel.

Note que (MZ(R),+,~) nac pode ser classwchado corpo anel
comutativo. De fato, tomando as matrizes Aflo 2],8:[_1 O}EM (R),
podemos observar que q

ol % oL o e et ol

Logo, AB = BA , fazendo com que a multiplicagcdo de matrizes
n3o seja comutativa, indicando que o anel (My(R),+,) n3o &
comutativo. Por outro lado, (MZ(R),—i-,-) pode ser classificado
como anel com unidade, pois da matriz identidade /2:[; OIGMZ(]R)

1
temos, para toda A=’ :/GMZ(R)Z
x yl|1 0] [x y 1 0f(x y| [x y
Al, = - —A . _ -
oz w“O 1] zw e A {0 1z w™lz w™?

isto ¢, Al,=LLA=A, sendo [, o elemento neutro da
multiplicacdo de matrizes. Dessa forma, (MZ(]R),—i-,-) é um anel
com unidade.

Como segunda parte de sua tarefa € necessario elaborar
uma atividade que envolva o conceito de subanel e o anel
(MZ(R),+,-). Uma proposta de tarefa é identificar, a partir do
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anel (MZ(R),—i-,-) um exemplo de subanel que ndo contenha
unidade, ou seja, um subanel que nao satisfaca a propriedade da
existéncia de elemento neutro para a multiplicacdo de matrizes.

Considere a estrutura (T, +,') , tal que T:[AGMQ(R) A= Z °
Veja que (T,+) & um subanel de (M,(R),+,"), pois, tomando

,a,b,ceR

x=2 0},\/:6 Oler, temos
b 0 d 0
X—Y:a 0_c Oza—c OeT
b Ol |d 0O |(b—d O
XY:a Ollc 0:ac OeT
b O|ld 0| |bc O

porque a—c¢, b—d, ac, bce R. Logo, pela proposicdo 1,
podemos concluir que (T,+,') € subanel de (MZ(R),+,').
Agora, considere x:ﬁ g]eT uma matriz qualquer. Nao ¢ possivel
identificar uma unica matriz u=|* %er tal que XU=UX=X
porque, para isso, devemos ter 0

XU:a 0f|x O:ax 0:a O:X
b Ofly 0] |bx O b 0
UX:X Olla 0:ax 0:a O:X
y Olb 0| lay 0] (b O
assim, o seguinte sistema devera ser valido:
ax=a
bx=0b
ay=»>b

Para isso, devemos ter x=1 e y= t/ com a=0, no
entanto, essa expressdo ndo podera servalida porque a,b € R s&o
quaisquer, implicando em y ser variavel e, assim, a matriz U ndo
pode ser unica. Portanto, o anel (T,+,') Nnao goza da propriedade
da existéncia de elemento neutro para a multiplicagao.

Para finalizar, organize em um documento as tarefas que
deverdao ser executadas pelos funcionarios na segunda etapa
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do curso, da forma como elas deverdo ser apresentadas a eles
(material impresso, apresentacao de slides, etc.), organizando
também um documento com todas as atividades resolvidas,
indicando possiveis duvidas e encaminhamentos que podem
ser adotados frente a essas duvidas. Procure destacar, em
cada etapa, 0s conhecimentos necessarios e a importancia da
definicao de anel para o desenvolvimento das tarefas propostas.

Avancando na pratica

Os conceitos de anéis e subanéis associados ao estudo do
plano e espaco cartesianos

Descricdo da situacao-problema

Suponha que vocé seja um professor e esteja elaborando um
plano de aula voltado ao estudo das caracteristicas do espaco
cartesiano com o auxilio de softwares, como o GeoGebra
(software gratuito disponivel em: <https://www.geogebra.
org/?lang=pt>. Acesso em: 10 ago. 2018). Para esse trabalho,
vOCé esta considerando como conhecimento prévio o estudo do
plano cartesiano e suas propriedades. O espaco cartesiano pode
ser interpretado como a representacdo geometrica do espaco
R®, composto pelas ternas ordenadas (X-y,Z) de numeros
reais, enquanto o plano cartesiano consiste na representagcao
geomeétrica do espaco Rz, composto pelos pares ordenados
(x,y) de numeros reais. Em muitos trabalhos, estudamos o
plano coordenado XYy do espaco cartesiano de modo analogo
ao plano cartesiano RZ, devido a possibilidade de interpretar
Xy como o conjunto das ternas (X,y,O), com XY eR Ppor
esta razdao, podemaos associar esses espacos entre si por meio
da relacao de inclusdo de conjuntos. Considerando a definicao
de operacdes de adicdo e multiplicacdo sobre R® semelhantes
a do produto direto (como soma e multiplicacao coordenada
a coordenada), podemos compor o anel <R3,+,~). Com base
nessas informacgodes, justifique que <<Egn329.eps>> ¢ um subanel
de (R3,+,-), com A:{(x,y,0)|x,y€R}_ Finalize os estudos
com a elaboracao de uma tarefa que possibilite a associacao do
plano coordenado Xy com O espaco R? utilizando softwares e
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empregando as propriedades analisadas, interpretando as ternas
(X,y,2) como vetores no espaco R®.

Resoluc¢ao da situacdo-problema

Sobre o) espaco R® = {(x,y,z)|x,y,z € ]R}
podemos definir a adicao e a multiplicacdo de modo

que, para todos x:<x1,X2,x3 ,y:<y1,y2,y3 €R®,
x+y:(x1 T VXt Yo Xs +y3) € Xy:8X1Y1,X2y27X3y3 :

Se X =(X;,%,,0),y = (¥, ¥,,0) € A temos
x—y:(X1,x2,0)—(y1,y2,08:(x1—y1,X2—y2,0)€A ©
Xy = (X, X,,0) (¥4, ¥,,0) = (X,Y;, X,¥,,0)€A. Sendo  assim,

como X —Y,Xy € A paratodos X,y € A, podemos concluir que
(A,+,) € um subanel de (R3,+,'>.

Para a elaboracao da tarefa, podem ser propostas atividades que seja
necessario somar vetores na forma X = (X1,X2,0) € A pertencentes
ao plano coordenado Xy, explorando a comutatividade, a
associatividade, bem como as demais propriedades, observando
que a operacao aplicada entre vetores desse plano sempre resultara
em um vetor desse mesmo plano coordenado, sendo esta uma
consequéncia do fechamento de ambas as operacdes definidas
sobre R? e restritas ao conjunto A.

Faca valer a pena

1. Considere o anel dos racionais, ou seja, o anel comutativo e com

unidade descrito por (Q, —f—,') e o subconjunto dos racionais definido por

S={xeQ|x¢z}.

Com base nos conjuntos apresentados, munidos das operacdes usuais

de adicao e multiplicacdo de racionais, analise as seguintes afirmativas e a

relagcdao proposta entre elas:

l. A estrutura (S, +,-) pode ser classificada como subanel de (Q, +,-) .
PORQUE

Il. A operacdo de multiplicacdo restrita a S nao goza da propriedade comutativa.

Em relacao as afirmativas apresentadas, assinale a alternativa correta:
a) As afirmativas | e Il estdo corretas, e a Il € uma justificativa correta para a |.

b) As afirmativas | e Il estdo corretas, mas a Il ndo é uma justificativa correta
paraa l.
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c) A afirmativa | esta correta e a |l estd incorreta.
d) A afirmativa Il esta correta e a | esta incorreta.
e) As afirmativas | e Il estdo incorretas.

2. As classificacdes das estruturas compostas por conjuntos ndo vazios,
munidos de duas operacdes binarias correspondentes, como anéis esta
diretamente relacionada as propriedades que podem ser verificadas em
funcdo dos elementos presentes nos conjuntos em estudo.
Com base nesse tema, considere as estruturas descritas a seguir:
« A= M,(R). munido das operagdes usuais de adigédo e multiplicacdo
de matrizes, compondo a estrutura (A,+,-)
e« B=47, munido das operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo de
numeros inteiros, compondo a estrutura <B, +,->
« C = N. munido das operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo de
numeros naturais, compondo a estrutura (C, +,-)
eD=RxR=0R? munido das operacdes usuais de adicdo
e multiplicacdo, decorrentes do produto direto, compondo a
estrutura (D, +,~)
Além disso, considere as seguintes categorias:
e | — anel comutativo sem unidade
¢ || — anel comutativo com unidade
o |l = ndo é anel
* |V — anel ndo comutativo com unidade

Considerando as estruturas e as categorias apresentadas, assinale a
alternativa que indica todas as associacdes corretamente.

a)l - (A+): = (C4): = (B4,:): IV = (D, +,)
o)1= (B4} 1= (Do) i = (Cotye): IV = (Aty)
ol- C+; Il - éA,+,-); - (B,+-): v - (D,+,
A= (D,+,): 11 - (A+): 1 - gC,Jr,-;; v - anL,
el - D,+,-;;||—(B,-|—,-);|||— Atr) v - (Gt

3. Considere o conjunto P = {a, b,C,d} e suponha que (P, +,-)
corresponda a um anel com unidade que apresenta as seguintes caracteristicas:
« O elemento neutro de (P,+,-) referente & operacdo t ¢a

+ O elemento neutro de (P,+,) referente a operagado * éb.

« As seguintes igualdades sdo vélidas: b+b=a,c+c=aec-d=a.
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Com base nessas informacdes, um estudante construiu as tabuas

indicadas na Figura 3.1.

Figura 3.1 | Tabuas de (P, ")

+la|b|cC
alb|r|d

b|b|a|d]|c

c|(im|dj|alhb

d|d |c|b |

Fonte: elaborada pela autora

b|lc | d
a a a
blc|d
c|c Vv
ivia|d

Com base nas informacdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
quais elementos devem compor as posicdes |, Il, I, IV e V das tdbuas

apresentadas na Figura 3.1.

al-dll-b;lll-c;IV-c;V-a.
b)l—a;ll—a; lll-b;IV-d;V-c.

)
cAl-cll-=d;lll-a;IV-b;V-b.
dl-dll-clll-d;IV-a;V-d.
e)l-cll-a;lll-c;IV-d;V-a.
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Secao 3.3

Anéis de integridade

Dialogo aberto

Nas secdes anteriores estudamos 0s anéis e suas principais
categorias, como 0s anéis comutativos e os anéis com unidade.
Neste estudo, com base em um conjunto ndo vazio munido de
duas operacdes binarias, analisamos que propriedades deveriam
estar associadas a cada classificacao, aléem de alguns exemplos
importantes. Nesta secao, prosseguiremos com o estudo dos
anéis ou dominios de integridade e as relacdes entre as diferentes
cateqgorias de anéis.

Para isso, ainda consideraremos o contexto de atuacao na
empresa de tecnologia, para finalizar a preparagcao do curso de
capacitacdo que sera ministrado a um grupo de funcionarios.
Sua tarefa sera a de estruturar a etapa final dessa capacitacao,
organizando as propostas a serem desenvolvidas pelos funcionarios
durante o curso, analisando os conceitos da teoria de anéis que
deverdo ser empregados por eles e as possiveis dificuldades que
podem surgir nesse processo. Vocé devera elaborar o material
que sera aplicado no terceiro dia do curso e um documento
com orientagcdes que possa auxiliar na conducao da capacitagao,
aléem do problema a ser considerado, que ja foi selecionado e é
apresentado a seguir.

O algoritmo computacional de uma maquina para cortes de
chapas metalicas funciona com base no estudo do conjunto dos
inteiros modulo 6, representado por Z.. Assim, ao longo dos
calculos realizados pelo algoritmo, existe a necessidade de avaliar
as divisdes de numeros inteiros por 6 e agrupa-los de acordo com
0s restos obtidos nessas divisdes, sendo estes restos relacionados
com os desperdicios de matérias-primas associados a cada tipo
de corte. Dessa forma, na etapa final do curso, os funcionarios
precisardoavaliaras caracteristicasdo conjunto Zg = {0, 1,2,3,4,5}
com suas operacdes usuais de adicdo e multiplicacao. Para isso,
sera necessario responder as seguintes questoes:
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a) Demonstre que o conjunto Zg, com as operagdes usuais
de adicdo e multiplicacdo, pode ser classificado como um
anel comutativo com unidade.

b) Mostre que o anel (Zs,-i-,-) nao pode ser classificado como
um anel de integridade.

c) Existe algum tipo de conjunto na forma Z,k . com m
natural, que em conjunto com as operacdes usuais pode
ser classificado como um anel de integridade? Cite um
exemplo justificando sua resposta.

Para a elaboracdo do documento com orientacdes para
aplicacdo da capacitacao, resolva o problema proposto,
identificando as justificativas e os conhecimentos associados,
considerando as propriedades do conjunto dos inteiros modulo
m, bem como as possiveis duvidas e 0s encaminhamentos que
podem ser adotados para sanar as duvidas elencadas.

ApOs a realizacdo desta tarefa, vocé estara apto a finalizar o
plano da capacitacdo, organizando todas as informacdes
construidas ao longo da unidade.

Nao pode faltar

Na secdo anterior verificamos que oS aneis podem ser
organizados em subcategorias, as quais sao construidas com
base em propriedades adicionais que sao verificadas ao analisar
a segunda operacao binaria definida sobre o conjunto, ou seja, as
propriedades que sdo satisfeitas em (A,-) considerando o estudo
do anel (A,+,-).

Dado um anel (A, +) guando (A) goza da propriedade
comutativa, entéo (A, —i—,-) serd um anel comutativo e se (A,-) goza
da existéncia do elemento neutro, (A, +,-) sera um anel com unidade.

&&» Assimile

Se <A, —i—,‘) € um anel, da definicdo podemos observar que (A, —i—) éum
grupo abeliano, o qual goza das propriedades do fechamento, associativa,
comutativa, existéncia de elemento neutro e existéncia de elemento
simétrico a todo elemento do conjunto. Por isso, quando investigamos se }
um anel € comutativo ou admite unidade precisamos analisar a estrutura
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4 (A,'), ou seja, avaliar se a comutatividade e a existéncia de elemento
neutro sao satisfeitas considerando a operacdo *.

Analisando os casos discutidos na secdo anterior, como o
exemplo de anel comutativo, podemos citar o anel (2Z, +,'), no
qual, alem das propriedades caracteristicas da definicdo de anel,
€ satisfeita também a comutatividade da multiplicacdo de inteiros
restrita aos inteiros multiplos de 2. Porém, note que esse anel
Nnao goza da existéncia de elemento neutro para a multiplicagao,
porque 1€2Z e 1 é o Unico numero inteiro que satisfaz a
relacdo 1-x = x-1= x para todo x inteiro e, consequentemente,
todo x € 27 .

O anel (M;(R),+,), chamado de anel das matrizes quadradas
de ordem 3 com entradas reais munido da adicao e multiplicacao
usuais de matrizes, pode ser classificado como um anel com
unidade. O elemento neutro da estrutura (Ma(R),—i—,-) correqunodoe
a matriz identidade de ordem 3, que pode ser dada por /ﬁ’g 1.
Porem, observe que esse anel ndo pode ser classificado como anel
comutativo, pois a multiplicagdo de matrizes em (M;(R),+,-) ndo
€ comutativa.

Nos exemplos citados, temos estruturas que sao anéis com unidade
Oou anéis comutativos, de modo que em nenhum dos dois casos as
duas categorias podem ser avaliadas simultaneamente. No entanto,
existem estruturas que gozam, para a segunda operagao binaria, tanto
da comutatividade como da existéncia de elemento neutro, compondo
assim os chamados anéis comutativos com unidade.

Anéis comutativos com unidade

Um anel (A,+,-) Cuja operagao ° goza, Simultaneamente, da
propriedade comutativa e da existéncia de elemento neutro (admite
unidade) pode ser classificado como um anel comutativo com unidade.

Dentre os principais exemplos que temos de anéis comutativos
com unidade, podemos destacar 0s an€is numericos (Z, +,'), (Q,+,-),
(R, —|—,-) e ((C, —|—,-> .Além disso, outro exemplo de anel comutativo com
unidade consiste no (R, —i—,-) , 0 aneldas funcdes de uma variavel real
munido das operacdes usuais de adicao e multiplicacao de funcdes,
estudado com mais detalhes na secao anterior.

152 U3 - Estruturas algébricas: anéis



Vamos observar mais especificamente porque o anel ((C, +,-) e
comutativo com unidade.

?=| Exemplificando

Considere o conjunto dos numeros complexos munido da adicao e
da multiplicacdo usuais, compondo a estrutura ((C, +,'), a qual pode
ser classificada como anel. Note que ((C, -I—) € um grupo abeliano,
conforme visto na Unidade 2. Além disso, temos que a multiplicagcao
em C ¢ associativa, pois para todos X =a+bi, y=c+di e
Z=-e+1fi numeros complexos, pela validade da associatividade
e da comutatividade de ambas as operacdes e a distributividade da
multiplicacao em relacdo a adicao em (]R, -I—,'), segue que

(x-y)~z:[(acfbd)+(ad+bc)i]-(e+ﬁ)

=|(ac —bd)e —(ad + bc)f| +|(ac — bd)f +(ad + bc)e]i

= |(ace — bde) + (—adf — bef )| + [(acf — baf) + (ade + bee)| i
=[a(ce —df ) — b(de + cf )|+ [a(cf + de) + b(—df + ce)]i
=|a(ce —df)—b(cf + de)| + [a(cf + de) + b(ce — df )i

(a+ bi)-|(ce —df) + (cf + de)i|=x-(y - 2)

A propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao €
também validaem (C, —l—,-) . poisparatodos X =a+bi, y =c +di
e Z=e +fi numeros complexos, sendo validas a associatividade e a
comutatividade de ambas as operacdes, bem como a distributividade
da multiplicacao em relacao a adicdo em (R,—h'), temos que

(x+y)-z=[(a+c)+(b+d)i]-(e+fi)
(@a+c)e—(b+d)f|+|(a+c)f +(b+d)e]i
(@€ + ce) — (bf + df )| +[(af + cf)+ (be + de)|i
(ae +ce) —(bf +df )+ (af +cf)i +(be + de)i
[ae bf) + af+be)i]+[(ce—df)+(cf+de)i]
=(a+ bi)(e +fi)]+|(c+ di)(e +fi)]

—Xx-zty-z >
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De modo analogo, podemos verificar que X - (y + Z) =X-y+Xx-z
Portanto, (C,++) é um anel

A multiplicagcaoem (C, —i—,-) ¢ comutativa, pois paratodos X = a + bi
e ¥y = ¢+ di numeros complexos, segue que

x-y =(a+bi)(c+di)=(ac—bd)+(ad + bc)i
=(ca—db)+(da+cb)i=(c+di)(a+bi)=y-x

Alem disso, amultiplicacdo de numeros complexos goza da propriedade
de existéncia de elemento neutro, pois tomando 1=14+0i € C,
podemos verificar que

x-1=(a+bi)(1+0i)=(a-1-b-0)+(a-0+b-1)i=a+bi = x

1. x=(140i)(a+bi)=(1-a—0-b)+(0-a+1-b)i=a+bi=x

Isto ¢, X-1=1-X=X para todo X=a-+bi € C. Dessa forma,
1=14 0/ € C corresponde & unidade da multiplicacdo de complexos.

Portanto, (C,—i—,-) pode ser classificado como anel comutativo
com unidade.

Sendo assim, para que um anel (A,—i—,‘) seja classificado como
anel comutativo com unidade, & necessario que a estrutura (A,-)
goze das propriedades comutativa e da existéncia de elemento
neutro, além das propriedades associativa e do fechamento, que
s&o parte da definicdo de anel.

o
4 Facavocé mesmo

|[dentifique um exemplo de anel comutativo com unidade que envolva um
conjunto diferente dos conjuntos nuMeéricos e estude suas propriedades.

O anel dos inteiros (Z, +,~> pode tambeém ser classificado
como anel comutativo com unidade, basta verificar que, além de
satisfazer as propriedades de anel, a multiplicacdo de inteiros goza
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da comutatividade e da existéncia de elemento neutro, sendo ©
numero 1 sua unidade.

Quando resolvemos equacdes com base no anel (Z,—i—,-) e
nos deparamos com expressdes da forma 3x =0, por exemplo,
podemos concluir que X =0, ou seja, que a equacdo 3x=0
admite a solucdo x =0. Mas como podemos fundamentar essa
afirmacao? Esse tipo de estudo € possivel porque (Z,+,-) pode ser
classificado como um anel ou dominio de integridade, estrutura que
estudaremos na sequéncia.

Anéis ou dominios de integridade

Considere um anel (A, +,"). Se (A,+,) for um anel comutativo
com unidade, com o elemento neutro da operagao + representado
por e,, e, além disso, gozar da seguinte propriedade:

() SeabeAecab=e, entdoa=e,oub=e,,
dizemos que (A,—i—,-) € um anel ou dominio de integridade.

Quando ndo houver possibilidade de confusdo, podemos adotar as
notacées €, 0, ou 0 para o elemento neutro de +.

@ Assimile

A propriedade 'Se a,b€ A e a-b=e, entso a=e, ou b=¢e,
pode ser chamada de lei do anulamento do produto. Analisando a
contrapositiva dessa lei teremos a sequinte propriedade em (A, +,'): ‘Se
a=e, e b=e, entso a-b=e," Assim, podemos avaliar a lei
do anulamento do produto a partir de sua forma original ou por sua
contrapositiva, sendo ambas equivalentes.

Considerando novamente o anel (Z,+,~), que pode ser
classificado como anel comutativo com unidade, quando tomamos
dois numeros inteiros a € b ndo nulos, temos que o produto ab
sera também nado nulo (ou seja, diferente do elemento neutro da
operacao 1), 0 que evidencia a validade da lei do anulamento do
produto em (Z,—i-,-). Logo, devido a essas condigcbes, podemos
concluir que (Z,+,-) € um dominio de integridade. Além desse
exemplo, os anéis numeéricos (@, +-), (R,+,) e (C,+,) podem ser
classificados como dominios de integridade. Por isso, em qualquer
um desses conjuntos, se tivermos dois numeros diferentes de zero,
O produto entre eles sera também um numero nao nulo.
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oé) Reflita

Por que o anel RR,+,- das fung¢des de uma variavel real, munido
das operag¢des usuais de adicdo e multiplicacdo de funcdes, ndo pode
ser classificado como um dominio de integridade?

Para averiguar se um anel pode ser classificado como dominio de
integridade, precisamos verificar trés condicdes: se 0 anel € comutativo,
se 0 aneladmite unidade e se a lei do anulamento do produto é satisfeita.
Caso uma dessas condicdes ndo seja verificada, podemos concluir que
0 anel em questao ndo € um dominio de integridade. Por exemplo, esse
€ o caso do anel (M3(]R),+,-) , O qual nao pode ser classificado como
um dominio de integridade por nao ser um anel comutativo. Além disso,
oanel (My(R),+,) admite os chamados divisores de zero.

Considere um anel (A,~|—,-) eacA, a=e,. Dizemosqueaéum
divisor de zero quando existir um elemento b€ A, com b=e,, tal
que a-b=e,, com e, elemento neutro da operagdo +

Note que no anel (M3(R),+,->, tomando as matrizes ndo nulas
A e B dadas por

1.0 O 0 0O
A=0 -1 0l e B=|0 0 O
0 0 O -1 0 1

observamos que AB=0. Logo, podemos concluir que A e B
sdo divisores de zero no anel de matrizes <M3(]R),+,~) . Assim, no
anel <M3(]R),—|-,-) temos que a lei do anulamento do produto nao
é satisfeita, confirmando novamente que (M,(R),+,) ndo é um
dominio de integridade.

Como consequéncia da lei do anulamento do produto temos a
seguinte propriedade:

Propriedade 7: Sejam (A,—i—,-) um dominio de integridade e
a,b,c € A.Se évalida aigualdade a-b=a-c, com a=e,, entdo
podemos concluir que b=c .

De fato, se € valida a igualdade a-b=a-c, adicionando
o elemento oposto a a-¢c em ambos 0s membros dessa
igualdade obtemos
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a-b+(-a-c)=a-c+(-a-c) = ab-ac=ac-ac = ab—ac=e,

Pela distributividade da multiplicacdo em relagcdo a adi¢ao, a
ultima igualdade implica a-(b—c)=e,. Como a=e, e (A+:)
€ um dominio de integridade, ou seja, goza da lei do anulamento
do produto, obtemos b —c¢ = e, . Adicionando o oposto a —C em
ambos 0s membros da ultima igualdade, segue que

(b—c)+c=e,+c = b+(-c+c)=c = b+e,=c = b=c

Portanto, podemos concluir que, sendo a=e,, entdéo b=c .

Apropriedade 7 pode serinterpretadacomoaleido cancelamento
aplicada a segunda operagcao binaria de um dominio de
integridade (A, +,-).

As propriedades dos dominios de integridade podem ser
empregadas para o estudo dos conjuntos envolvidos ou de outras
estruturas que podem ser construidas a partir deles, como € o caso
do exemplo a seguir.

JZ| Exemplificando

Considere o anel dos inteiros (Z,—i—,-), o qual corresponde a um
dominio de integridade. Tomando @ € Z, com a nio nulo, vamos
definir a funcao fa 7 — 7, com a lei de formacdo dada por
f,(x)=ax . para todo x inteiro.

Sabendo que (Z,—i-,-) € um dominio de integridade, verifiquemos que
a fungdo f, & injetiva, ou seja, dados X,y € Z com f(x)="f(y).
entdo X =Y.

Consideremos X,y € Z com f(x)=f(y), sendo assim,
ax=ay .Como a= 0e (Z,—}-,') € um dominio de integridade, pela
lei do cancelamento podemos concluir que X = ¥, 0 que comprova a
injetividade da fungso f,.

Relacdes entre as categorias de anéis

Ao longo da unidade estudamos a definicao de anel e suas
principais subcategorias, como 0s aneis comutativos, com unidade
e dominios de integridade. Podemos relacionar essas categorias
entre si com base nas propriedades caracteristicas.
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Temos que anel corresponde a categoria mais geral, a qual
abrange todas as demais. A partir dela podemos observar que:

Um anel comutativo corresponde a um anel no qual a
segunda operac¢ao binaria goza da comutatividade, entao
corresponde a um caso particular de anel.

Um anel com unidade corresponde a um anel no qual a
segunda operacao binaria goza da propriedade da existéncia
de elemento neutro, entdo corresponde a um outro caso
particular de anel.

Um anel comutativo com unidade corresponde a um anel
Nno qual a sequnda operacdo binaria goza da comutatividade
e da propriedade da existéncia de elemento neutro
simultaneamente, entao corresponde a um caso particular
de anel e, mais especificamente, a um caso particular
tanto dos aneis comutativos como dos aneis com unidade,
portanto, corresponde a intersecdo entre as categorias anel
comutativo e anel com unidade.

Um dominio de integridade corresponde a um anel
comutativo com unidade que goza da lei do anulamento
do produto, entao corresponde a um caso particular de anel
comutativo com unidade.

Podemos representar essas associacdes por meio de um diagrama,
conforme apresentado na Figura 3.2. Nela, consideramos A como o
conjunto dos anéis, B o conjunto dos aneis comutativos, C o conjunto
dos anéis com unidade, D o conjunto dos aneis comutativos com
unidade e £ o conjunto dos dominios de integridade.

Figura 3.2 | Relacdes entre tipos de anéis

A

Fonte: elaborada pela autora.
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A partir dessas relacdes podemos construir afirmacdes na forma:
» Todo dominio de integridade € um anel comutativo.
» Todo dominio de integridade € um anel com unidade.

§> Reflita

Que outras relacdes podem ser construidas a partir do diagrama
apresentado na Figura 3.2, considerando os anéis e suas subcategorias?

D9 Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito dos dominios de integridade
e das demais categorias de aneis, consulte o capitulo 3 do trabalho
de conclusao de curso intitulado Uma introduc¢do ao estudo de anéis
e corpos. Disponivel em: <https://www.lume.ufrgs.br/bitstream/
handle/10183/133730/000986211 pdf?sequence=1>. Acesso em:
10 ago. 2018.

Consulte também o material intitulado Grupos, anéis e corpos e
suas propriedades, o qual apresenta um resumo a respeito dos
grupos e anéis. Disponivel em: <http://www.dca.fee.unicamp.
br/~marco/cursos/ia012_14_1/slides/grupos-aneis-corpos.
pdf>. Acesso em: 10 ago. 2018.

Sem medo de errar

Para a terceira etapa do curso de capacitacdo voltado aos
funcionarios, vocé ficou responsavel por estruturar a proposta a ser
desenvolvida resolvendo a tarefa, a fim de verificar se esta adequada,
identificando as possiveis duvidas que podem ser manifestadas pelos
funcionarios durante os trabalhos e organizando um roteiro que
contribua com a aplicacao da tarefa.

O algoritmo a ser estudado no terceiro dia de curso esta relacionado
ao conjunto Zg =10,1,2,3,4,5; com suas operacdes usuais de
adicdo e multiplicagdo. O conjunto Z, contém as classes de resto da

divisdo dos numeros inteiros por 6, sendo Composto por:
0={.,-6,0 6 12..}. 1={.,-517,13,..}
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. 2:{...,—4, 2, 8, 14,...}, 3:{...,—3, 3,9, 15,...},
4:{...,—2, 4, 10, 16,...} e 5:{...,—1, 5 11, 17,...},

0s quais sdo subconjuntos de 7Z. As operagdes de adicdo e
multiplicagao definidas sobre Zg sdo tais que, dados X,y € L, entdo
X+y=X+y e X-y=Xy,respectvamente.

A primeira parte da tarefa a ser executada pelos funcionarios consiste
em provar que (Z6,+,-) € um anel comutativo com unidade. Temos
que (ZG,—I—,-) goza do fechamento relativo a ambas as operacdes. Na
estrutura (Z_e ,_—1—)_ as propriedades associativa e comutativa sao validas,
pois dados X, y,Z € Z sao verificadas, respectivamente, as expressdes

X+(y+z)=x+yrz=x+(y+2)=(x+y)+z=xty+z=(x+y)+z

X+y=x+ty=y+x=y+x

_ Oelemento neutro da adigdo corresponde a_(_) . pois dado qualquer
XE€Zg, seque que Xx+0=x4+0=x ¢ 0+ x=0+x=x. A

classe 6 — x corresponde ao oposto de X € Zyg, pois

X+6—x=x+(6—X)=X+(—x+6)=(x+(-x))+6=0+6=6=0

6—X+x=(6-X)+x=6+((-x)+x)=6+0=6=0

Logo, (ZG,+) € um _grupo abeliano. A multiplicacédo em (ZG,') e
associativa, pois se X,Y,Z € Zy

)_(-(}_/-E):)_(-y_-z:x-(y-z):(x-y)-z:W-E:()_(-)_/)-z

A distributividade da multiplicagdo em relagdo a adicao ¢ verificada
em (Zg,+,-), pois dados X,y,Z € Zg, temos que

;-(;+E)=}-y+z:x-(y+z):(x-y)+(x-z):x-y+E=(;-;)+<;-E)

(y+z) x=y+zx=(y+2) x=(y x)+(z:X)=y x+ 2 x=(y-x)+(z)

Dessa forma, (ZG,—i-,-) corresponde  a um anel. Para
provar que é comutativo, observe que dados X,y € Zg, entdo
X-y=X-y=y-X=y-X, 0 que prova a comutatividade da
multiplicacdo em (Zg,+,). Tomando agora 1€ Z, verificamos a
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validade da existéncia de elemento neutro em relagcao a multiplicagao,
porque para_todo Xx€&€Zg, € valido que x-1=x-1=x e
1.x=1-x=x, de modo que 1€Z, corresponde a unidade
correspondente & multiplicagdo em Z. Portanto, (Zg,+,) € um
anel comutativo com unidade.

Verifiguemos agora que o anel (Ze,—i—,-) nao pode ser classificado
como um anel de integridade. Visto que (ZB, —i—,-) € um anel comutativo
com unidade, vamos verificar que nessa estrutura ndo € valida a lei do
anulamento do produto. Observe que 2,3 € Zg s&o ambos ndo nulos,
porém, 2.3=2-3=6=0, ou seja, multiplicamos dois elementos
nado nulos de Zg4 e obtivernos um produto nulo, isto quer dizer que

Zg,+,+) ndo goza da lei do anulamento do produto, © que ndo torna
Zg,+,-) um dominio de integridade. Temos que 2,3 € Z4 podem ser
classificados como divisores de zero em (Ze, —i—,-) .

Por fim, a proposta € que os funcionarios identifiguem algum tipo
de conjunto na forma Z,,, com m natural, que, em conjunto com as
operacdes usuais associadas, pode ser classificado como um anel de
integridade. Assim, © objetivo € avaliar se existe algum indice m natural
para o qual (Zm,—i—,-) € um dominio de integridade. De modo geral,
temos que (Zm,+,-) € um dominio de integridade se, e somente se,
m for primo. Sendo (Zm,—i-,-) um dominio de integridade, se m nao
fosse primo, entdo teriamos m = pgq com p e g primos, € assim, Z
conteria divisores proprios de zero, porque p-q=p-q=m=0,
O que contraria a lei da anulacdo do produto e, consequentemente,
contraria o fato de (Z,,,+,+) ser um dominio de integridade. Logo, m
deve ser um numero primo. Por outro lado, suponhamaos que m € primo
e sabendo que (Zm,+_,-)_é um anel comutativo com unidade para
m>1, ao tomarmos a,beZ, talque a-b=0 entdo, segue que
ab =0, ouseja, ab é divisivel por m, de modo que ab =mq para
algum g €Z,ou m|ab.Comom é primo, entdo m|a ou m|b,o
que em termos de classes de equivaléncia podem ser interpretados
pora=0 ou b=0. Portanto, (Z,,,+,) goza da lei do anulamento
do produto e, consequentemente, pode ser classificado como dominio
de integridade. Por meio desse resultado, qualquer estrutura (Zm,—i—,-)
com m primo sera classificada como dominio de integridade, o que
possibilita avaliar os exemplos que podem ser apresentados pelos
funcionarios durante a investigacao dessa questao.

Com isso, vocé estara apto a finalizar as tarefas referentes ao terceiro
dia, complementando o material com a indicagcdo dos conteudos
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envolvidos e as possiveis duvidas que podem ser apresentadas durante
esse dia de curso.

Para finalizar o plano do curso de capacitacdo composto pelo
material elaborado para os trés dias de curso, faca o material que
sera apresentado aos funcionarios na forma de slides ou material
impresso e o material contendo as orientacdes que irao auxilia-lo
no desenvolvimento desse curso para o atendimento as duvidas e a
resolucdo das tarefas propostas.

Avancando na pratica

Outras propriedades envolvendo os dominios de integridade

Descricao da situacao-problema

Considere que vocé esteja trabalnando com uma turma de Ensino
Médio a respeito da resolucao de equacdes polinomiais associadas a
resolucao de problemas. Durante as correcdes de atividades relativas
a esse conteudo, vocé observou duas afirmacdes apresentadas pelos
alunos, considerando que os elementos x € y, em ambos 0s casos,
sejam NnUmMmeros inteiros:

(a) Como x* —x =0 entdo x=0 ou x=1.

(b) Como Xy = x entdo y =1.

Analise cada afirmacdo apresentada, verificando, com base nas
propriedades dos dominios de integridade, se a propriedade € verdadeira.
E no caso de a afirmacao ser falsa, apresente um contraexemplo, faca
as devidas correcdes, justificando, e apresente um encaminhamento
para auxiliar o aluno em sua dificuldade.

Resolucdo da situacdo-problema

Temosque (Z, +,-) e umdominio de integridade, entdo corresponde
a um anel comutativo com unidade que goza da lei do anulamento
do produto. Considerando essas propriedades, analisemos as duas
afirmacdes apresentadas:

(@) Como X* —x=0entdo x=0 ou x=1.

Note  que x> —x=0 pode  ser  reescrita como
X-x—x-1=0, ou ainda, X(x—1)=0, pela distributividade da
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multiplicacdo em relacdo a adicdo. Como X, X —1€Z e o produto
entre eles € nulo, um desses numeros deve ser nulo pela lei do
anulamento do produto, logo, X=0 ou x—1=0,isto ¢, x=0 ou
x = 1. Portanto, a afirmacado apresentada pelo aluno esta correta.

(b) Como Xy = X, entdo y =1.

Esta afirmacso é falsa, pois tomando X =0 e ¥ = 3, por exemplo,
a igualdade sera valida, mas y =1. Temos que a afirmagdo correta €
dada por: Como Xy = x, entdo ¥y =1 ou x = 0. Para justificar essa
afirmacdo, veja que Xy = X pode ser reescrita como Xy —x =0, ou
ainda na forma Xy — x-1=0. Pela distributividade da multiplicacdo
em relacdo a adicdo temos X(y—1):0_ Como X,y —1€7Z e o
produto entre eles € nulo, entao um desses numeros deve ser nulo pela
lei do anulamento do produto, logo, X =0 ou ¥y —1=0,isto ¢, x =0
ouy=1.

Um encaminhamento possivel seria sugerir aoc aluno a verificagao
caso a afirmacdo apresentada por ele seja valida em todos 0s casos,
solicitando que ele refletisse sobre a afirmacdo proposta. Quais outros
encaminhamentos poderiam ser tomados nessa situacao? Reflita sobre
outras possibilidades de intervencdo de modo a auxiliar o aluno na
compreensao e na correcao de seu erro.

Faca valer a pena

1. Considerando as caracteristicas dos anéis e suas principais categorias,
analise as seguintes afirmacdes, classificando-as como verdadeiras (V) ou
falsas (F).

() Todo anel comutativo € um anel com unidade.

() Todo dominio de integridade € um anel.

() Todo anel comutativo com unidade € um dominio de integridade.

() Existem anéis com unidade que sdo anéis comutativos.

() Existem dominios de integridade que nao sao anéis comutativos.

Assinale a alternativa que indica todas as classificacdes corretamente,
considerando a ordem na qual as afirmacdes foram apresentadas:

aV-V-F-V-F
bV-F-F-V-V
AF-V-F-V-F
dF-V-V-F-F
eF-F-V-F-V.
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2. As estruturas algébricas estdo associadas a diversas propriedades que
podem ser empregadas na resolugdo de problemas, na interpretacao de
fendmenos e na avaliagdo de outros objetos matematicos derivados das
estruturas em estudo.

Considere que um estudante esteja resolvendo um problema com base em
uma estrutura (A -+, )com A ndo vazio. Em uma das etapas da resolugao
do problema em questao o estudante apresentou a seguinte afirmagao: se
XEA étalque X° =€, entdo X = e,

Para que a afirmacgao apresentada pelo aluno seja correta, a estrutura
(A,—i—,-)deve apresentar as propriedades caracteristicas de qual das
seguintes estruturas?

a) (A,+,) deve gozar apenas das propriedades caracteristicas de anel.
) (A,+,) deve gozar apenas das propriedades caracteristicas de

anel comutativo.

) (A,—I—,-) deve gozar apenas das propriedades caracteristicas de anel

com unidade.

d) (A, —i—,-) deve gozar apenas das propriedades caracteristicas de anel

comutativo com unidade.

e) (A, +,-) deve gozar apenas das propriedades caracteristicas de dominio

de integridade.

3. Considere os conjuntos descritos:
A={2x+1|xeZ}
B={2x|xcZ}
C:{x+y\/§|x,yeZ}

A partir dos conjuntos apresentados, definamos as opera¢cdes usuais de
adicdo e multiplicagdo correspondentes, compondo, respectivamente, as

estruturas <A, +,'), (B, ‘h') e (C, —|—,-).

Qual(is) das estruturas apresentadas pode(m) ser classificada(s) como
dominio(s) de integridade?

a) Apenas a estrutura ( , )

b) Apenas as estruturas (A,—l-, ) e

) Apenas as estruturas éA, +.)e

d) Apenas as estruturas B,+,) e

e) As estruturas (A, +,") ( +,) e (C + )

164 U3 - Estruturas algébricas: anéis



Referéncias

COCHMANSKI, Julio Cesar; COCHMANSKI, Liliane Cristina de Camargo. Estruturas
algébricas. Curitiba: InterSaberes, 2016.

DOMINGUES, Hygino H.; I[EZZI, Gelson. algebra moderna. S&o Paulo: Atual, 2003.
GARCIA, Arnaldo; LEQUAIN, Yves. Elementos de algebra. Rio de janeiro: IMPA, 2015.
HEFEZ, Abramo. Curso de algebra. v. 1. Rio de Janeiro: IMPA, 2014.

JANESCH, Oscar Ricardo; TANEJA, Inder Jeet. Algebra |. 2. ed. Florianopolis:
UFSC / EAD / CED / CFM, 2011. Disponivel em: <http://mtm.grad.ufsc.br/
files/2014/04/%C3%81lgebra-I.pdf>. Acesso em: 10 ago. 2018.

LEITE, Alvaro Emilio; CASTANHEIRA, Nelson Pereira. Teoria dos nimeros e teoria
dos conjuntos. Curitiba: InterSaberes, 2014.

SANTOS, José Plinio de Oliveira. Introdugdo a teoria dos niumeros. Rio de Janeiro:
IMPA, 2015.

SELBACH, Cassio Volpato. Uma Introdugdo ao estudo de anéis e corpos. 2015.
Trabalho de Concluséo de Curso (Licenciatura em Matemadtica) — Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

SOUZA, Wesley Angelino de; HENRIQUE, Marco Aurélio Amaral. Grupos, anéis e corpos
e suas propriedades. Disponivel em: <http://www.dca.fee.unicamp.br/~marco/cursos/
ia012_14_1/slides/grupos-aneis-corpos.pdf>. Acesso em: 10 ago. 2018.

STEWART, lan. Em busca do infinito: uma histéria da matematica dos primeiros nimeros
a teoria do caos. Trad. George Scheslinger. 1. ed. Rio de Janeiro: Zahar, 2014.

VIEIRA, Ana Cristina. Fundamentos de algebra I. Belo Horizonte: Editora UFMG, 2011

ZARPELON, Edineia; RESENDE, Luis Mauricio Martins de; PINHEIRO, Nilcéia Aparecida
Maciel. Uso de mapas conceituais na disciplina de Calculo Diferencial e Integral 1:
uma estratégia em busca da aprendizagem significativa. Revista Brasileira de Ensino
de Ciéncia e Tecnologia, v. 8 n. 2, 2015. Disponivel em: <https://periodicos.utfpr.
edu.br/rbect/article/view/2986>. Acesso em 14 jun. 2018.






Unidade 4

Estruturas algébricas:
COrpos

Convite ao estudo

Na terceira unidade deste livro foi apresentada a definicao
de anel em conjunto com suas propriedades caracteristicas.
A partir desses estudos foi possivel observar que existem
algumas categorias particulares que se diferenciam da
definicao de anel pelo acréscimo de propriedades, como € o
caso dos aneis comutativos, aneis com unidade e dominios
de integridade.

Nesta unidade, daremos continuidade a esse tema,
observando outra subcategoria de anel essencial para o
desenvolvimento de estudos em diversas areas da Matematica:
O corpo. Este conceito esta presente, por exemplo, nos estudos
da Algebra Linear, do Calculo Diferencial e Integral e da Analise
Real. Assim, o conhecimento dessa estrutura algebrica é
fundamental para a compreensao de outras estruturas, como
O caso dos espacos vetoriais.

Nesse sentido, suponha que vocé atua como professor de
Matematica em uma escola da educacao basica. Buscando
um aperfeicoamento em seu trabalho, vocé comecou a
participar de um grupo de estudos, promovido por uma
instituicdo de ensino superior voltado para professores de
Matematica da educac¢ao basica, que visa proporcionar uma
formacdo continuada bem como um espaco para discussdes
a respeito da pratica docente. Os encontros sao realizados
mensalmente e envolvem docentes de diversas escolas e
professores da instituicdo de ensino superior. Durante as
reunides do grupo, sao propostos problemas e temas para
reflexdo que exigem dos professores da educacao basica
um aprofundamento teodrico para que possam participar



das discussdes propostas e observar as contribuicdes desses
estudos para sua pratica docente.

Suponha que vocé tenha iniciado a participacao nesse
grupo, em um dado semestre, a partir dos trés primeiros
encontros direcionados ao estudo de topicos da Algebra.
Para o primeiro encontro, vocé devera desenvolver tarefas
direcionadas a comparacao entre as diferentes categorias de
anéis, estudando principalmente o conceito de corpo. No
segundo encontro, vocé devera estudar as particularidades do
conjunto de polindmios e, por fim, no terceiro encontro, sua
tarefa sera a de analisar os homomorfismos e isomorfismos
de aneis, aprofundando os estudos a respeito das funcdes
bijetivas e sua aplicacdo no estudo da estrutura de anel.

Ao final dos trés encontros, vocé devera entregar um
trabalho de conclusdo de curso na forma de portfolio, no qual
deverao ser inseridas todas as atividades desenvolvidas durante
0s trés encontros em questao, alem de reflexdes a respeito das
contribuicdes dos estudos realizados para o trabalho com os
conteudos matematicos abordados na educacao basica.

Para que seja possivel cumprir o desafio proposto, na Secao
4.1 vocé estudara a estrutura de corpo, com suas propriedades
caracteristicas e alguns exemplos importantes. Na Secdo
4.2 os estudos serdo direcionados aos anéis de polindmios,
enquanto na Secdo 4.3 os temas a serem estudados sao os
homomorfismos e isomorfismos de anéis, bem como os
dominios euclidianos.

Dando continuidade a leitura, verifique os conhecimentos
essenciais gue vocé e os demais integrantes do grupo precisam
estudar para desenvolver as propostas de estudo apresentadas
nesses trés primeiros encontros.



Secao4.1

Estruturas algébricas: estudo dos corpos

Dialogo aberto

Nesta secao discutiremos a respeito das principais categorias
de aneis, destacando o conceito de corpo, o qual estad presente
no estudo da Algebra Linear, do Calculo Diferencial e Integral,
entre outros, fato este que se torna evidente quando abordamos
conteudos que envolvem vetores e espacos vetoriais, 0s quais sao
estudados em associacdo com um corpo e outros elementos.

Para isso, considere o contexto de participacao em um grupo
de estudos para professores de Matematica, promovido por uma
instituicdo de ensino superior. No primeiro encontro do semestre
foi proposto um estudo sobre topicos da Algebra, iniciando pela
analise dos anéis e corpos, o qual sera complementado nos
proximos dois encontros.

Para desenvolver a proposta do primeiro encontro, a turma
foi dividida em grupos e vocé ficou responsavel, em conjunto
com seus colegas, por analisar as diferentes categorias de anéis
e as inclusdes existentes entre elas. Assim, sua tarefa consiste em
identificar exemplos de conjuntos, com operag¢des, gue possibilitam
a identificacdo de relacdes de inclusao entre as sequintes categorias:
anel, anel comutativo com unidade, dominio de integridade e corpo,
destacando exemplos de anéis que pertencam a uma categoria,
mas que nao possam ser incluidos nas categorias mais especificas,
OU seja, nas categorias gque apresentam um conjunto maior de
propriedades.

ApOs essa construcao, considerando o conceito de corpo, vocé
€ seu grupo precisardo resolver o seguinte problema: prove que
O conjunto Qx/E:{aer\/E; a,beQ}, com as operacdes usuais de
adicao e multiplicacao derivada do conjunto dos numeros reais,
€ um corpo. O estudo desse tipo de estrutura pode favorecer a
compreensao da propriedade da existéncia de elemento simétrico
relativo @ multiplicacdo, principalmente quando sao estudados os
nUmeros reais que N3o sdo racionais, como o caso de ~2 e /3, por
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exemplo, o gque também pode contribuir para a compreensao do
processo empregado para a identificacdo dosinversos multiplicativos
para 0s numeros complexos nao nulos.

Parafinalizarastarefas desse primeiro encontro, organize umtexto
contendo todas asinformacdes empregadas para o desenvolvimento
das tarefas propostas. Utilize esquemas que favorecam a visualizagcao
e a compreensao das relacdes estabelecidas entre as categorias de
aneéis. Elabore tambeém um material para que seja possivel realizar
uma breve apresenta¢cao para os colegas de grupo a respeito dos
temas estudados por voceés.

Nao pode faltar

Na unidade anterior estudamos a definicdo de anel e a
caracterizacdo de algumas subcategorias (anel comutativo,
anel com unidade e dominio de integridade). Observamos que a
construcao dessas subcategorias se da a partir do acréscimo de
propriedades relativas a segunda operacao binaria definida sobre
O conjunto em estudo. Assim, todas as subcategorias admitem
as mesmas propriedades com relacao a primeira operacao, mas
diferenciam-se quando avaliamos as propriedades verificadas pela
segunda operacao binaria.

Quando estudamos o anel dos inteiros, (Z,+,), verificamos que
ele pode ser classificado como dominio de integridade. Dessa forma,
(Z,+,-), em particular, € um anel comutativo com unidade, o que
implica (z,") gozar do fechamento, associatividade, comutatividade
e existéncia de elemento neutro. Quando comparamos essa
estrutura com (z,-), verificamos que a Unica propriedade ainda
nao estudada € a existéncia de elemento simétrico em relacdo a
multiplicacdo para todo inteiro. Mas sera que essa propriedade é
valida nessa estrutura? Como a presenca, ou nao, dessa propriedade
influencia no estudo de (z,+) enquanto estrutura algebrica?

Para responder a esses questionamentos, vamos estudar
outra estrutura algeébrica importante derivada dos anéis, a qual
€ denominada de corpo. Essa € uma das estruturas utilizada, por
exemplo, quando desejamos aumentar ou reduzir o comprimento
de um vetor no plano ou No espaco, por possibilitar a definicao
da operacao de multiplicacdo por escalar quando estudamos um
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espaco vetorial. O termo escalar, nesse contexto, diz respeito a um
elemento de um corpo, tomado de acordo com a finalidade dos
estudos a serem desenvolvidos.

Considerando a aplicabilidade desse conceito em estudos da
Matematica e também de outros campos do conhecimento, vamos
agora estudar que propriedades caracterizam um corpo, tomando
como base os estudos sobre anéis que foram realizados anteriormente.

Conceito de corpo

Considere um anel (K,+,) comutativo com unidade. Se todo
elemento nao nulo de K admitir um elemento simétrico em relacao
a operagdo -, entdo podemos dizer que (K,+,-) € um corpo.

Dado aeK, se existe beK, tal que a-b=1,, em que 1
corresponde a unidade do anel com unidade (K,+,), entdo dizemos
que a € um elemento inversivel de K e que b ¢ o0 elemento inverso
de a. Nesse caso, podemos denotar b=a"'. Assim, podemos
reescrever a definicao de corpo da seguinte forma: o anel comutativo
com unidade (K,+,) sera chamado de corpo se todo elemento nédo
nulo de K for inversivel.

*z" Assimile
Ao comparar a definicdo de corpo com a estrutura de grupo, podemaos
observar que (K,+,-) sera um corpo quando satisfizer as seguintes
condicdes: (K,+) forum grupo abeliano; (K) for um grupo abeliano,
onde K*=K—{g,}, com g, sendo o elemento neutro da operagdo
+ e (K,+,-) gozar da distributividade da operacdo - emrelagcdaoa + .

Como estudado anteriormente, (Z,+,-) corresponde a um
anel comutativo com unidade. Porém, nessa estrutura, apenas os
numeros —1 e 1 sdo inversiveis, pois (-1)(-1)=1 e 1-1=1, fazendo
com que -1 seja inverso —1 e 1 seja inverso 1, considerando a
multiplicacdo de inteiros. Para todos os demais numeros inteiros
a nao nulos, nao é possivel identificar outro inteiro b de modo que
a-b=1.Como existem numeros inteiros nao nulos que nao admitem
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inverso, podemos concluir que (Z*,-) Nnao goza da existéncia de um
elemento simétrico a todo numero inteiro nao nulo, portanto,
(Z,+,-) ndo pode ser classificado como corpo.

Os principais exemplos de corpos que podemos destacar
sdo aqueles derivados dos conjuntos numericos, Como € O Caso
de (@+-). (R+) e (C+,). Por exemplo, note que (Q,+.) € um
anel comutativo com unidade, conforme discutido anteriormente.
Além disso, dado gualquer numero racional ndo nulo a, podemaos

. L . 1 1 1 .
identificar seu inverso a'=— com a.—=—-a=1, ou seja, todo
a a a

racional ndo nulo admite inverso multiplicativo, comprovando
que (Q) € um grupo abeliano porque goza do fechamento,
associatividade, comutatividade, existéncia de elemento neutro e
existéncia de elemento simétrico a todo racional nao nulo. Assim,
(Q,+,7) corresponde a um corpo. Argumentos analogos podem ser
empregados no estudo de (R,+,) e (C,+,).

?=| Exemplificando

Considere o anel (]RR,+,~) das funcdes reais de uma variavel com suas
operacdes usuais. Essa estrutura, como estudado na unidade anterior,
pode ser classificada como anel comutativo com unidade, sendo sua
unidade a fungdo u:R — R definida por u(x)=1 para todo x real.

De posse dessa estrutura, seja a funcao f: R — R definida por
0,sex=0

fx)= {2, sex=0

Como f é nao nula, entdo f ndo corresponde ao elemento neutro da
adicdo em RF®. Dessa forma, dada qualquer g:R — R, temos que

(fg)(0)=f(0)g(0)=0-g(0)="0
Isto ¢, fg =u. Logo, f ndo é inversivel.

Sendo assim, como existe f ndo nula em R*, que ndo admite inversa em
relacdo a multiplicacao, podemos concluir que (RR, +,~) Nao € um corpo.

Na definicdo de corpo, observamos a indicacao de propriedades
que devem ser verificadas pela estrutura em questao de modo a
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possibilitar sua caraterizacao. No entanto, outras relacdes podem
ser estabelecidas como conseqguéncias dessa defini¢céo.

Propriedades dos corpos

Além das propriedades que definem os corpos, existem outras
que podem ser estabelecidas como consequéncias da definicao
e que possibilitam relacionar os corpos com outras categorias de
aneis, conforme indicado nas seguintes proposi¢oes.

Proposicao 1: Todo corpo € um dominio de integridade.

Demonstracdo: Se (K,+,-) € um corpo, entdo, pode ser
classificado como um anel comutativo com unidade. Assim, para
provar que (K,+,-) € um dominio de integridade, basta verificar se
€ valida a lei do anulamento do produto. Para isso, sejam a,be K,
tais que a-b=¢,, com e, sendo o elemento neutro da operacao
+ definida sobre K. Se a= e, , ndo ha o que provar. Supondo a=e,,
entdo a € inversivel e admite um elemento inverso a™'. Multiplicando
ambos os membros de a-b=eg, por a ', seque que

a'(ab)=a'e =e = (a'alb=e = lb=e = b=g

Isto €, b=¢,. De modo analogo, supondo b=e,, entdo b sera
inversivel e, assim, a=e, . Portanto, se a-b= e, , um dos fatores (a ou
b) deve ser nulo, ou seja, igual ao elemento neutro e, da operagao
+ de K, o que comprova o fato de (K,+,:) gozar da lei do anulamento
do produto, ou seja, de (K,+,-) ser um dominio de integridade.

@ Reflita

Na proposicdo 1 verificamos que todo corpo € um dominio de
integridade. Mas sera que a reciproca dessa afirmacao é valida?
Podemos afirmar que todo dominio de integridade € um corpo?

A relagdo entre os dominios de integridade e corpos também
pode ser estudada com base em algumas caracteristicas do conjunto
que compde essas estruturas, principalmente quando consideramaos
conjuntos finitos, ou seja, aqueles que possuem uma quantidade finita
de elementos. Dessa forma, verifiquemos a seguir outra associagcao
possivel entre os dominios de integridade e 0s corpos.
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Proposicao 2: Todo dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstragdo: Seja um dominio de integridade (A,+,-), no qual
A={e, a, a, ..., a,},isto & Ae¢finito. Considere ac A—{e,}, com
e, sendo o elemento neutro da operacao +, 0 qual existe porque
estamos considerando um dominio de integridade. Veja que a €
um elemento ndo nulo em A, por ser diferente de e, . A unidade
1, €A, porque (A,+,-) € um dominio de integridade e, em particular,
um anel com unidade. A partir de @, vamos construir os produtos
aa,, aa,,..., aa,, Os quais sao distintos dois a dois, pois, se aa; = aa, ,
ou ainda, a(aj—ak):ek, por ser dominio de integridade e a ser
ndo nulo, entdo a; =a, . Os produtos construidos com base em a
percorrem todos os elementos ndo nulos de A, de tal forma que
existe algum i tal que aa, =1,, 0 que significa que a ¢ inversivel, e
sendo a um elemento ndo nulo qualquer de A, podemos concluir
que todo elemento nao nulo de A € inversivel, assim, (A,+,~) pode
ser classificado como corpo, comcluindo essa demonstragdo.

J=| Exemplificando

Seja 0 anel (Zm,+,-) das classes de restos da divisdo por m, com m
sendo um numero natural.

Vamos considerar m=3, de modo a construir as tdbuas das
operacdes correspondentes ao anel (Z3,+,-), conforme apresentado
na Figura 4.1.

Figura 4.1 | Tdbuas associadas ao anel (:3+)

+lo|1]|2 0112
0|0|1]2 o(o|o0|o0O
111210 10|12
212|011 210(2]1

Fonte: elaborada pela autora

Note que a multiplicacao definida sobre (Z3,+,-), conforme a tabua
presente na Figura 4.1, ndo apresenta divisores de zero, ou seja, ndo }
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é possivel identificar dois elementos x e y de Z,, ambos nao nulos,
de tal forma que }-;/=6< Por outro lado, seja m=4 e as tdbuas
associadas as operacdes definidas sobre o anel (Z4,+,-), conforme
apresentado na Figura 4.2.

Figura 4.2 | Tabuas associadas ao anel (Z,,+,")

+lo|1|2]3 0o|1]|2|3
ojo|1]2 |3 olofo|o]oO
111123 ]0 1lo|1]2]|3
2|2 (3]0 |1 2|0 2|02
3|3 ]0f1]2 30|32 |1

Fonte: elaborada pela autora.

No caso de (Z4,+,-), se tomarmos 2 ¢ Z, . teremos 2.2= 6Lou seja,
um produto que envolve fatores ndo nulos e que resulta em 0, sendo
que, nesse caso, 2 € chamado de divisor de zero em Z, .

Essa diferenca entre os anéis (Z,,+,-) € (Z,,+-) se deve ao fato de
gue tomando (Zm,+,~), com m um numero composto (nao primo),
mostra que (Zm,+,~) admite divisores de zero, ou seja, ndo pode ser
classificado como dominio de integridade. Por outro lado, se temos
(Z,,+). com p sendo um numero primo, entdo, (Z,,+,-) pode ser
classificado como dominio de integridade.

Considerando agora a estrutura (Zp,+,-) CoOm p nuMmero primo, a qual é
um dominio de integridade, note que o conjunto Z, ¢ finito, podendo
ser descrito por Z, :{0, 12 ..., pf1}. Portanto, como (Zp,+,-) e
um dominio de integridade finito, podemos concluir, pela proposicao

2, que (Zp,+,~) € um Ccorpo.

As proposicOes 1 e 2 possibilitam a comparacdo entre as
estruturas dos dominios de integridade e corpos, relacionando as
propriedades entre si com base, principalmente, nas caracteristicas
do conjunto em estudo.
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Outra propriedade que também pode ser verificada no estudo
dos corpos diz respeito a resolugao de equacdes com base em suas
propriedades, como indicado no seguinte resultado.

Propriedade 1. Em um corpo (K,+,), equagdo a-x=»b, com
a=e,, tem solucdo Unica. A solucéo apresenta a forma x=a"'-b.

Demonstracdo:. Considere que a equacao a-x=»b, cOm a=e,,
admita solucdes x,y € K. Nesse caso, temos que a-x=b € a-y=>b
.Como (K,+,) € corpo, a=eg, admite elemento inverso a' de tal
forma que

x=(a'a)-x=a'-(ax)=a'-b=a'-(ay)=(a-a)y=y

Sendo assim, x=y e a equacao a-x=>b apresenta solucao
Unica, a qual € dada por x=a"-b pela existéncia do simétrico a'
do elemento nao nulo a de K.

Essas sao propriedades que possibilitam o estudo da estrutura
de corpo, relacionada a diferentes conjuntos com operacdes, e que
favorecem a sua comparacao com outras estruturas, verificando a
aplicabilidade de cada uma delas de acordo com o tipo de problema
a ser resolvido.

o(b Reflita

Note que cada subcategoria de anel apresenta propriedades
particulares, mas que todas possuem algumas propriedades em
comum, que sdo aquelas correspondentes a definicdo de anel.
Analisando as diferentes subcategorias estudadas, que semelhangas
e diferencas podemos identificar? Quais os principais exemplos
associados a cada subcategoria? De que forma essas subcategorias
influenciam, por exemplo, na resolucdo de equacdes polinomiais?

A partir da definicao e dos resultados apresentados, podemos
estudar outras estruturas de modo a investigar a validade ou ndo das
propriedades caracteristicas de um corpo.

Considere, por exemplo, o anel das matrizes quadradas com
entradas reais (M,(R),+.-), que ja foi estudado anteriormente. Essa
estrutura goza das propriedades caracteristicas de um anel e admite
unidade para a multiplicacdo de matrizes, que corresponde a matriz
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identidade de ordemn, o queimplicaem (M, (R),+,-) ser caracterizado
como anel com unidade. No entanto, como a multiplicacdo de
matrizes ndo € comutativa, (M,(R),+,-), nao pode ser classificado
como anel comutativo. Devido a auséncia da comutatividade da
multiplicagao de matrizes, podemos concluir que (M,(R),+,-) ndo €
um corpo, porque, em particular, (M,(R),+,-) precisaria ser um anel
comutativo com unidade, 0 que NGO OCOorre nesse caso.

Note que todas as propriedades da definicao de corpo devem
ser verificadas para gue uma estrutura seja classificada como corpo.
Assim, ndo basta que a estrutura goze da existéncia de elemento
simétrico para todo elemento ndo nulo em relacdo a segunda
operacao binaria, € essencial que a estrutura seja, a principio, um
anel comutativo com unidade.

OQutro estudo que podemos realizar considerando a estrutura
de corpo consiste em avaliar subconjuntos de modo analogo as
relacdes entre aneis e subanéis. Assim, temos o conceito de subanel.

Subcorpos

Considere (K,+,-) um corpo e LcK um subconjunto ndo vazio.
A estrutura (L,+,-) sera chamada de subcorpo de (K,+,-) quando
(L,+,-) gozar do fechamento das duas operacdes binarias e, alem
disso, (L,+,) apresentar uma estrutura de corpo quando tomamos
as operacdes de K restritas ao conjunto L.

Como exemplo, podemos destacar (Q,+) e (R,+:), ja que
(Q.+.-) pode ser interpretado como um subcorpo de (R,+,) .

Devido as relacdes existentes entre um corpo e seus
subcorpos, podemos empregar a seguinte proposicao como
uma forma equivalente para identificar subcorpos a partir de uma
estrutura de corpo.

Proposicdo 3: Sejam (K,+,-) um corpo e Lc K um subconjunto
nao vazio. Para que (L,+,-) sejaum subcorpo de (K,+,-), € necessario
e suficiente que as seguintes condi¢cOes sejam validas:

el €L, com e, e 1, sendo, respectivamente, os elementos
neutros das operacdes + e - de K restritas a L, quando ndo
existir possibilidade de confusdo quanto a notagcao, podemaos
adotar e ou 0 como elemento neutro referente a operacao
+ e 1 como a unidade correspondente ao elemento neutro
associado a operacao -.
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e Se xyel,entéo x—yelL.

e Sexycl ey=e., entdo x-y'elL.

Como sugestdo de estudo complementar, construa uma
demonstracao para a proposi¢cao 3 com base nos conhecimentos a
respeito das estruturas algébricas, e relacionando com os resultados
relativos aos subgrupos e subanéis.

&z” Assimile

Para comprovar que um subconjunto Nao vazio associado a um corpo
compde um subcorpo, considerando as restricdes das operacdes que
definem o corpo, podemos empregar as condicdes presentes na definicao
ou comprovar as condi¢cdes indicadas na proposicao 3, ou seja, © subcorpo
deve conter os elementos neutros referentes as duas operacdes, ser fechado
considerando a diferenca de elementos e ser fechado para a multiplicacao
de um elemento pelo inverso de um outro elemento nao nulo.

Um exemplo importante de subcorpo € a estrutura (Q,+,7), que
pode ser classificada como subcorpo de (R,+,-), que por sua vez
pode ser interpretado como subcorpo de (C,+,).

8
4 Facavocé mesmo

Dentre as estruturas estudadas anteriormente, identifique outros
exemplos de corpos e subcorpos associados. ldentifigue tambéem
exemplos de subconjuntos, associados a corpos e que ndo compdem
estruturas que podem ser classificadas como subcorpos.

|:|_<|1 Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito dos anéis e corpos, consulte a
secdo 1.2, localizada entre as paginas 18 e 25 do material intitulado Algebra |,
de Oscar Ricardo Janesch e Inder Jeet Taneja. Disponivel em: <http://mtm.
grad.ufsc.br/files/2014/04/%C3%81lgebra-l.pdf>. Acesso em: 12 set. 2018.

Os capitulos 1, 2 e 3 deste mesmo material podem contribuir com os
estudos realizados a respeito dos aneis e suas subcategorias.
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Sem medo de errar

Para o primeiro encontro do grupo de estudos, vocé e seus
colegas deverao executar uma tarefa dividida em duas partes: a
primeira consiste em comparar as diferentes subcategorias de anéis
entre si, identificando exemplos correspondentes, ja a segunda
refere-se a provar que (Q\/E,'h') € um corpo.

Sendo assim, para a primeira parte, vocé e seu grupo devem
identificar exemplos de conjuntos, com operacdes, que possibilitam
uma comparagcao entre aneéis, anéis comutativos com unidade,
dominios de integridade e corpos. Nesse caso, podem ser
construidos diagramas, com base na Teoria de Conjuntos, a fim de
evidenciar as relacdes de inclusdo entre essas categorias.

Vamos iniciar esse estudo pelo conjunto de anéis. Dentre todas
as categorias citadas anteriormente, a estrutura de anel € aquela
que fundamenta todas as demais e que envolve a maior parte dos
exemplos, por se tratar de uma categoria com um menor conjunto
de propriedades a serem satisfeitas quando comparado com as
categorias particulares.

Os anéis comutativos com unidade correspondem aos anéis
que gozam também das propriedades comutativa e existéncia de
elemento neutro quando avaliamos a segunda operagao binaria que
compde a estrutura. Nesse sentido, temos que todo anel comutativo
com unidade € um anel, poréem, nem todo anel pode ser classificado
como comutativo com unidade, como € o caso do anel composto
pelas matrizes quadradas de ordem n com entradas reais munido das
operacdes usuais de adicao e multiplicacao de matrizes e denotado por
(M,(R),+,) . Sabemos que a multiplicagdo de matrizes ndo € comutativa,
entao (M,(R),+,-) ndo pertence ao conjunto dos aneis comutativos com
unidade. Dessa analise, podemos concluir que o conjunto dos anéis
comutativos com unidade esta contido no conjunto dos anéis.

Os dominios de integridade sdo anéis comutativos com unidade que
nao possuem divisores de zero, ou que gozam da lei do anulamento
do produto. Note que nem todo anel comutativo com unidade € um
dominio de integridade, como € o caso do anel das classes de restos
(Z,,,+) quando m ndo € primo, dentre os quais podemos destacar
O (Z,+,). Esse tipo de estrutura € um anel comutativo com unidade
que possui divisores de zero, entdo, ndo pode ser classificado como
dominio de integridade. A partir dessa informacado, podemos concluir
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gue o conjunto dos dominios de integridade esta contido no conjunto
dos anéis comutativos com unidade.

Os corpos sao anéis comutativos com unidade em que todo
elemento nao nulo admite inverso em relagao a segunda operagao
binaria, como € o caso de (R,+,), por exemplo. Conforme a
proposicao 1, ainda temos que todo corpo € um dominio de
integridade. Porém, nem todo dominio de integridade € um corpo,
que € o caso de (Z,+,"), um dominio de integridade mas que possui
apenas os elementos —1 e linversiveis. Logo, o conjunto dos corpos
estad contido no conjunto dos dominios de integridade. Podemos
ilustrar essas relacdes de inclusdo por meio de um diagrama,
conforme o apresentado na Figura 4.3.

Figura 4.3 | Relacdes de inclusdo entre as subcategorias de anéis

/» Anel
( Ex.. (M,(R),+.) \

Ex.: (Z,,+-), m ndo primo \ Anel comutativo
com unidade

Ex.: (Z,+,

(&) 1
) _ Dominio de
J " integridade
s J

\ Corpo

-

Fonte: elaborada pela autora

A segunda parte da tarefa direcionada ao seu grupo consiste em
provar que o conjunto QV2 = {a+bx/§; a,be Q}, com as operacoes
usuais de adicao e multiplicacao derivada do conjunto dos numeros
reais, € um Ccorpo, ou Seja, que (Q\/§,+,») € um corpo. Podemos
empregar duas estratégias nesse caso. A primeira € mostrando que
(Qx/i+,-) € um corpo a partir da definicao e, nesse caso, verificamos
cada uma das propriedades de forma independente, provando que
(Qx/i,—h-) € um anel comutativo com unidade e que a multiplicacao
goza da existéncia de elemento simétrico a todo elemento nao
nulo de Qv2 . A segunda consiste em provar que (Qx/§,+,') éum
subcorpo de (R,+,), porque Qv2 CR e também se (Q\/E,+,~) for
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subcorpo entdo, em particular, seréa um corpo. Vamos empregar
esse segundo procedimento para estudar o anel (Qx/E,Jr,-) com
base nas condi¢cdes indicadas na proposi¢ao 3.

Note que o elemento neutro da adicao (0eR) e o elemento
neutro da multiplicagcdo (1€R), nos reais, sdo elementos
de Qv2, porque 0=0+0v2cQ2 e 1=1+02 € QV2.
Considere agora x=a+bJ2eQV2 e y=c+dJ2eQV2, e
assim, considerando a restricdo da adicdo sobre Q2 , teremos
x—y:(a+b\/§)—(c+dx/5):(a—c)+(b—d)x/§, com a-c,b-deQ.
Dessa forma, x,ye(@\/i Além disso, se x,y €eQV2 com y=0,
esses elementos podem ser representados como x = a+ b2 € Q2
e y=c+dv2eQV2, de modo que ¢=0 ou d=0.Sendo assim,

1 a+bx/§7 a+by2 .[c—dx/i

xy ' =(a+bV2) - _
Y ( )c+dJ§ ct+dv2 l|c+dv2)|c—dv2

(acbed)Jr(bcfad)x/E_acbedJrbcfad\/i
c? — 242 T c?2-2d®  ¢®—2d?

Veja que ¢?—2d*=0, pois, caso contrario, ¢/d=+2, o que
L . . ac —2bd bc—ad .
€ impossivel, visto que ¢,deQ. Como e S&0

P q Q c® —2d? c?—2d?
numeros racionais, entdo xy '€ Q2 . Portanto, pela proposicdo 3,
(Q\/E,-i-,') € um subcorpo de (R,+,-) e, em particular, (Q\/ﬁ,+,-) e um

Corpo.

Para finalizar sua tarefa, elabore um documento com um resumo
a respeito dos topicos estudados por seu grupo e construa uma breve
apresentacao para que vOCé e seu grupo possam iniciar as discussdes
com os demais docentes a respeito dos temas estudados por vocés.

Avancando na pratica

O estudo do plano complexo e a estrutura de corpo

Descricao da situagcao-problema

O conjunto dos numeros complexos pode ser interpretado
como o conjunto dos pares ordenados (a, b) de numeros reais,
Cuja representacao geomeétrica pode ser dada a partir do plano
complexo, o qual possui estrutura semelhante a do plano cartesiano,
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sendo este a representacdo geomeétrica de R?*=RxR. Imagine
gue voceé pretende trabalhar com as representagcdes geometricas e
com as operac¢des usuais definidas sobre o conjunto dos numeros
complexos com uma turma de Ensino Medio. Ao selecionar as tarefas
a serem desenvolvidas em sala, vocé deparou-se com a seguinte
proposta: € possivel identificar um numero complexo (x,y) ndo
nulo de modo que (0,1)-(x,y)=(0,0) ? Considerando a tarefa descrita,
COMo vOocCeé responderia ao guestionamento proposto, considerando
as propriedades apresentadas pela estrutura (C,+,-)? Quais duvidas
poderiam surgir durante a aplicacdo dessa tarefa a turma do Ensino
Medio e quais encaminhamentos poderiam ser adotados?

Resolucgdo da situagdo-problema

O conjunto dos numeros complexos, com suas operacdes
usuais de adicao e multiplicacdo, pode ser classificado como um
corpo. Considerando a representacao enquanto par ordenado,
as operacdes de adicao e multiplicagcdo usuais podem ser
representadas, respectivamente, como (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) e
(a,b)-(c,d)=(ac—bd,ad + bc) , para todos (a,b),(c,d)eC.

Por se tratar de um corpo, (C,+,-) pode ser classificado, em
particular, como um dominio de integridade, logo, em (C,+,)
nao e possivel identificar divisores de zero. Com essa informacao,
temos que ndo ¢ possivel identificar (x,y) ndo nulo de modo que
(0,1)-(x.y)=(0,0), pois (0,1) € tambeém ndo nulo.

No entanto, os alunos podem encontrar conclusdes distintas caso
nao empreguem a definicdo correta da operacao de multiplicagcao
de numeros complexos que o define como corpo.

Por exemplo, alguns alunos podem interpretar o resultado
do produto (0,1)-(x,y) como o numero complexo (0-x,1-y),
empregando a multiplicacdo entre coordenadas correspondentes.
Se adotarem esse tipo de multiplicacdo, ao igualar (0-x,1-y) a (0,0)
seria possivel identificar, por exemplo, 0 numero complexo (2,0),
tal que (0,1)-(2,0)=(0-2,1-0)=(0,0) &, nesse caso, (x,y)=(20). No
entanto, com essa multiplicacdao ndo teriamos a caracterizagao
de C, em conjunto com a adicdo, enquanto corpo. Para esse tipo
de situacdo, € importante a intervencao do professor de modo a
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evidenciar qual a operacdo de multiplicacdo adequada com o
conjunto em questdo e a representacdo enquanto par ordenado.

Para a conclusdo dessa tarefa, organize a resolucao da tarefa
apresentada, acrescentando comentarios a respeito do conteudo
abordado e indicando outras dificuldades que podem surgir
durante a aplicacao da tarefa e os encaminhamentos a serem
adotados pelo professor.

Faca valer a pena

1. Com base nas principais caracteristicas dos anéis, anéis comutativos
com unidade, dominios de integridade e corpos, complete as lacunas das
seguintes afirmacdes de modo a torna-las informagdes corretas a respeito
do assunto:

|. Todo pode ser classificado como um corpo.
[I. Em um corpo todo do conjunto deve ser inversivel.
[Il. A unidade de um corpo é zero do corpo.

Assinale a alternativa que indica os termos que completam corretamente
as lacunas das afirmacdes apresentadas.

a) | — anel de integridade; Il — elemento ndo nulo; lll — diferente do.

b) | — anel com unidade; Il = elemento ndo nulo; Il - igual ao.

c) | = anel comutativo; Il — elemento; Il — diferente do.

d) I - anel de integridade finito; Il — elemento; lll — igual ao.

e) | — anel de integridade finito; Il — elemento ndo nulo; Il — diferente do.

2. Considere um conjunto A= {a,b} composto por dois elementos,
sobre o qual sdo definidas duas operagdes binarias, + e -, cujas tabuas de
operacgao sdo indicadas na Figura 4.4.

Figura 4.4 | Tabuas de operacdes de (A,+,-)

+lalb “la b
alalb alala
b | b | a blal|b

Fonte: elaborada pela autora

Em relacdo a estrutura apresentada e suas tabuas correspondentes, analise
as sequintes afirmagdes:
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. Aestrutura (A,+,-) pode ser classificada como um anel comutativo.
Il. A unidade da estrutura (A, +,~) corresponde ao elemento a.
Ill. A estrutura (A,+,) pode ser classificada como um corpo.

A respeito das afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta.
a) Apenas a afirmacgdo Il esta correta.

b) Apenas a afirmagdo Ill esta correta.

c) Apenas as afirmacgdes | e Il estdo corretas.

d) Apenas as afirmacdes | e lll estdo corretas.

e) Apenas as afirmacdes Il e Il estdo corretas.

3. Considere o conjunto dos numeros racionais @ munido das seguintes
operagdes:

Xby=x+y-1

XQYy=x+y—xy
para todos x,y € Q . Note que as operacdes & e ® sao definidas a partir
das operacdes usuais definidas sobre Q.
Com base nas caracteristicas da estrutura (Q,@,@), analise as seguintes
afirmacgdes classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):
() Aestrutura (Q,@,@) goza da comutatividade da operacao ® .
() Todo numero racional ndo nulo € inversivel, ou seja, admite inverso em
relacdo a operacao ® .
() A estrutura (Q, P, ®) pode ser classificada como um corpo.

A partir das afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
todas as classificacdes corretamente, considerando a ordem na qual as
afirmacdes foram apresentadas:

a)V-F-F
b)V-V-F
QV-F-V.
dF-V-F
eF-F-V.
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Secaon 4.2

Anéis de polinbmios

Dialogo aberto

Na secao anterior estudamos a definicao de corpo e observamos
as relacoes existentes entre as subcategorias de anéis. Com base na
estrutura de anele de corpo, nesta secao estudaremos os polinbmios,
que fazem parte de um conteudo matematico abordado desde os
anos finais do ensino fundamental, sendo essencial também para
0s curriculos de Matematica do ensino medio. Os polindmios sao
empregados no célculo de areas e volumes, no ajuste de curvas,
entre outros, o que possibilita sua aplicacao nas mais variadas areas,
como na Fisica e nas Engenharias.

Considerando o contexto envolvendo a participagdo em um
grupo de estudos proposto por uma instituicao de Ensino Superior
como formacgao continuada para professores da Educacao Basica,
0 segundo encontro apresentou como tema central o estudo dos
polindmios, um dos conceitos essenciais para a Algebra, inclusive
na educacao basica, etapa na qual sao abordados os conceitos
iniciais em associa¢gao com aplicacdes praticas, como € o caso do
lancamento de projéteis, a descricdo de retas no plano, entre outros.

No segundo encontro, vocé e outros dois colegas ficaram
responsaveis por estudar dois temas relacionados aos polinbmios
e apresenta-los aos demais integrantes. A primeira tarefa que voceés
devem desenvolver consiste em analisar a estrutura dos polindmios
e identificar quais sao as vantagens em construi-los com base em
conjuntos com operagdes que sao classificados como corpos
em vez de tomar apenas os aneis em geral. Nesse caso, vocés
devem relacionar os polindmios com o tema abordado no primeiro
encontro do grupo.

A segunda tarefa, por sua vez, consiste em estudar as equacdes
polinomiais de 22 grau e seu método de resolucao caracteristico.
Considerando os conteudos abordados na educacao basica, um
tema essencial para o estudo sdao os metodos de resolucao das
equacdes polinomiais. A formula de resolugao da equacao do 22
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grau é abordada desde o ensino fundamental, contudo, muitas
vezes desconhecemos sua origem. Refletindo sobre esse fato, sua
segunda tarefa consiste em deduzir a expressao popularmente
conhecida no Brasil como “formula de Bhaskara’, partindo de uma
equacdo polinomial de 22 grau na forma ax*+bx+c=0, onde
a=0.

Estude osdoistemas propostos e organize um texto apresentando
as respostas para as questdes destacadas, além da deducdo para
a formula de resolucao das equacdes de 22 grau em sua forma
geral. Construa também uma breve apresentagdo para que vocés
possam compartilhar seus estudos e reflexdes com os demais
colegas do grupo de estudos, propondo uma discussao a respeito
da importancia do professor em conhecer as deducdes para as
formulas empregadas nas resolu¢cdes de equacdes polinomiais
considerando o trabalho com essas expressdes na educacao basica,
de modo a favorecer a compreensao dos alunos sobre o tema.

Nao pode faltar

Na educacao basica, o estudo dos polindmios tem inicio nos
ultimos anos do ensino fundamental e pode ser associado, inclusive,
a outros campos da Matematica, como a Geometria. Podemos
empregar os polindbmios no estudo do perimetro, area e volume de
figuras geomeétricas como forma de apresentar uma aplicacao desse
conceito em problemas praticos. No entanto, para que o professor
possa estabelecer essas associacdes, € necessario, inicialmente,
que ele aprofunde seus estudos no tema em questao, conhecendo
a definicdo e as principais propriedades e operacdes associadas ao
conjunto de polindbmios.

Polinbmios sobre anéis

Considere um anel (A+,) comutativo com unidade. Um
polinbmio na varidvel x com coeficientes no conjunto A ¢
uma soma da forma a,+ax+ax’+a,x’+..+a,x"+.. , onde
cada a €A, para todo ieN, tal que a, =0 para todo k>n,
com neN. Os escalares a, € A sdo chamados de coeficientes
do polindbmio. Como todos os coeficientes do polinbmio sao
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nulos a partir de a,,,, podemos denotar o polindbmio na forma
f(x)=a, +ax+ax*+a,x*+..+ax". Por exemplo, podemos
representar o  polindmio  1-3x+4x*+0x* +0x*+... como
1-3x+4x* ou f(x)=1-3x+4x>. O coeficiente a, do termo x",
que corresponde a poténcia de x com maior expoente, € chamado
de coeficiente lider ou coeficiente dominante de f. Por exemplo,
o polinbmio p(x)=2-3x2+5x* tem coeficiente dominante
como sendo o termo a, =5, ou seja, o coeficiente do termo x*,
a qual corresponde a poténcia de x com maior expoente. £ em
particular, quando o coeficiente dominante de um polinbmio for
igual a 1, podemos dizer que o polindmio € ménico. O polindbmio
g(x)=2x*+x*, por exemplo, tem como coeficiente dominante o
termo a, =1, fazendo com que o polindbmio g(x) seja monico.

&3‘) Assimile

Podemos ainda associar os polindmios com sequéncias definidas
sobre um anel comutativo com unidade (A,+,-). Um polinémio
pode ser definido como uma sequéncia (ao, a, a,, a,, ..., a,, )
em que todos os termos a € A para todo ie€N, tal que a, =0
para todo k>n, sendo neN algum indice. Nessa representacao,
o polindbmio 1—3x +4x*+0x® +0x* +... pode ser descrito na forma
(1,—3, 4,00, .., 0, )

O anel (A+) que possibilita a estruturacdo dos polindmios
pode ser tomado, por exemplo, como o anel dos inteiros (Z,+,7), ©
qual goza das propriedades que definem os anéis comutativos com
unidade. Podemos ainda considerar como base os aneéis (Q,+.),
(R.+). (C+)., (Z,,+) com m primo, entre outros, desde que se
trate de um anel comutativo com unidade.

Considerando a definicao de polinbmio, podemos definir uma
funcao polinomial sobre A como uma fungao f: A— A dada por
f(x)=a, +ax+a,x*+a,x*+..+ax". E possivel considerar essa
representacao como uma forma padrao para a funcao polinomial,
na qual os expoentes da variavel x sdo considerados em ordem
crescente. Note que podemos ordenar as funcdes polinomiais
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em ordem decrescente, sendo gque nesse caso Nnao teremos a
representacao em sua forma padrao. Para os estudos que serdo
realizados, consideraremos a expressao polindbmio sobre A com o
mesmo significado de “funcdo polinomial sobre A”.

Com base no conjunto de polindbmios, podemos estudar
exemplos importantes e propriedades, como 0s graus e algumas
classificacoes.

Um exemplo de polindbmio € o nulo, que corresponde aquele
cujos coeficientes sdo todos nulos e que pode ser representado
como 0(x)=0+0x+0x>40x*+..., ou na forma da sequéncia nula
(0,0,0, ..., 0, ...). Outro polindbmio importante € o constante, que
corresponde ao polindbmio na forma f(x)=a para todo xe€ A, ou
na forma de sequéncia, como (a, 0, ..., 0, ...). Nesse caso, temos o
polindbmio constante determinado por a.

Considere um polindbmio  f(x)=a, +ax +a,x* +a,x* +...+a,x"
nao nulo, com a, =0 e n>0 natural, definido sobre um anel (A,+,)
comutativo com unidade. Nesse caso, dizemos que o polinbmio
f(x) tem grau n, o qual pode ser denotado por grau(f)=n. Por
exemplo, o polindbmio p(x)=2-3x>+5x* ¢é tal que grau(p)=4,
enquanto o polindmio q(x)=2x*+x* é tal que grau(q)=3.

@ Reflita

Vimos que a definicdo de grau toma por base um polindmio ndo nulo. E
possivel estudar o grau associado a um polindmio nulo? Qual a relagao
existente entre o polindmio nulo e a presenca de coeficiente dominante?

Considere os polinbmios f(x)=a,+ax+a,x*+..+a,x" e
g(x)=by +bx+b,x*+...+b,x" definidos sobre um anel (A+:)
comutativo com unidade. Diremos que os polindbmios f(x) e
g(x) serao iguais quando os polindbmios forem de mesmo grau
e quando a, =b, para todos os valores de k, com k natural,
isto €, os coeficientes dos termos de mesmo grau forem iguais.
Considerando o conjunto Z[x] dos polindbmios com coeficientes
inteiros, veja, por exemplo, que os polindmios r(x)=1-x*+x* e
s(x)=14+0x—x*+x* sdo iguais, porgue sdo de mesmo grau e os
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coeficientes dos termos correspondentes sdo iguais. Por outro
lado, note que t(x)=2-x>4+3x> e w(x)=2-x+3x> ndo sdo
iguais, visto que ndo sdo de mesmo grau, também, y(x)=1-2x>
e z(x)=14+2x*> ndo sdo iguais, pois os coeficientes do termo x?
sao diferentes.

&
4 Facavocé mesmo

Determine que condicOes devem ser satisfeitas pelos numeros
reais a, b e ¢ para que os polinémios f(x)=(a—2)x*—bx+c e
g(x)=4x*>—5bx—3c sejam iguais.

Agora, vamos estudar raizes e valores de um polindbmio. Para
isso, considere um anel comutativo com unidade (A,+,), sobre ©
qual é construido o polindmio f(x)= a, +ax +a,x*+...+a,x". Dado
um escalar g€ A, dizemos que f(3)=a,+aB+a,5 +...+a,8" € O
valor de f em 3. Sendo A um anel, que é fechado em relacao a
+ e . emA f(B)=a,+ap+a3*+..+a,3" €A. Quando f(3)=0,
dizemos que B éraizde fem A.

Considere, por exemplo, o polindmio f(x)=2-3x"+x* € Z[x].
O valor de f em -2 & f(=2)=2-3(-2) +(-2)' =2-12+16=6 .
Noteque f(1)=2-3-P +1*=2-3+1=0,logo, 1 éraizdef. Observe
agora o polinédmio g(x)=1+x* € R[x| . Note que x* >0 para todo
xeR, entdo 14+x*>1>0 para todo xeR. Dessa forma, ndo
existe nenhum numero real x para o qual 1+x>=0. Isso quer
dizer que g(x)=14+x*> ndo admite raizes reais em R . Assim, no
estudo das raizes de polindbmios € imprescindivel indicar em
qual conjunto o polinbmio possui Ou Nao raiz, porque, apesar
de g(x)=1+x* ndo admitir raiz em R, esse mesmo polindmio
admite raizem C.

Observamos até o momento a possibilidade de construir um
conjunto de polinébmios A[x] a partir de um anel comutativo com
unidade (A,+,). Sera que podemos construir um anel com base em
um conjunto de polindmios? Vejamos na sequéncia como podemos
construir operacdes de modo a compor um anel com base em um
conjunto de polindbmios.
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Anéis de polindbmios
Considere um anel (A,+,) comutativo com unidade. O conjunto
dos polindbmios sobre o anel A ¢
A[x] = {polindmios na variavel x com coeficientes em A}

:{ao+a1x+azx2+...+anx" a €A i eN, eneN}

Dados  f(x), g(x)€ Alx], digamos f(x)=a,+ax+..+a,x" e
g(x)=b, +bx+...+b,x" com m<n, podemos definir as seguintes
operacoes:

- Adicdoem A[x|: f(x)+g(x)=c,+CX+...+¢,x" com ¢, =a, +b,
para todos k=0,12,..,.n e sendo b, =0 paratodo k>m.

- Multiplicagcdo em A[x]: f(x)g(x)=¢, +¢,X +...+¢,, X" com 0s
coeficientes ¢, dados por:

Co = aobo / 6= aob1 + a1b0 / G, = aobz + a1b1 + azbo /
k
C = aobk + a1bk—1 + azbkfz +eee ak—1b1 + akbo = Zaibk—i
i=0

com jieN, para todo k<m-+n, sendo b, =0 para todo k>m e

a, =0 paratodo k>n.

&ﬁ& Assimile

Note que a adicao de polindbmios consiste em somar os coeficientes
correspondentes dos polindmios envolvidos, ou seja, somar 0s
coeficientes associados as poténcias de x de mesmo grau. Quando
multiplicamos dois polinbmios entre si, precisamos somar os produtos
envolvendo cada um dos termos do primeiro polindmio com cada um
dos termos do segundo, aplicando a distributividade da multiplicacdo
em relagdo a adicdo, propriedade verificada no anel (A,+-).

Com base no conjunto apresentado e nas operacdes definidas
anteriormente, podemos estudar o seguinte resultado:

Proposicdo_4: (A[x],+-) pode ser classificado como anel,
denominado anel de polinbmios.

Demonstragdo: Para verificar que (A[x],+-) € um anel,
precisamos maostrar que (A[x],+,-) € um grupo abeliano, que
(A[x],-) goza do fechamento e associatividade, e que em (A[x],+,)
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vale a distributividade da multiplicacédo em relacdo a adicao.
Em relacdo ao estudo de (A[x],+), nos limitaremos a estudar
0s elementos neutro e simétrico. Por isso, estude e comprove a
validade do fechamento e da associatividade em (A[x],+). Note
que o elemento neutro de (A[x],+) corresponde ao polindmio nulo
0(x) estudado anteriormente, pois 0(x)+ f(x) = f(x)+0(x) = f(x) para
todo f(x)e Alx]. Além disso, todo f(x)=a,+ax+..+a,x" € A[X]
admite um elemento simétrico —f(x)=-a,—ax+...—a,x", tal
que f(x)+[—f(x)] = [F(x)]+f(x)=0(x). Logo, (A[x],+) & um grupo
abeliano. De modo analogo ao do estudo de (A[x],+), podemos
verificar que (A[x],-) goza do fechamento e associatividade,
considerando a multiplicacao de polindmios conforme definicao
anterior, por isso, verifique a validade de cada uma dessas afirmacoes
com base no que foi estudado a respeito da estrutura de anel e
considerando as definicdes das operacdes de adicao e multiplicagcao
de polindmios. Alem disso, temos a distributividade da multiplicacao
em relagdo a adigdo sendo valida em (A[x],+,).

Note que se (A+-) € um anel comutativo com unidade, a
estrutura (A[x],+.) pode ser classificada como um anel, conforme
estudado na Proposicdo 4. Além disso, (A[x],+) € um anel
comutativo com unidade, porque a multiplicacdo de polindbmios e
comutativa e, além disso, admite o elemento neutro, ou a unidade,
como sendo o polinbmio u(x)=1=14+0x+0x*+.... Portanto,
se (A+-) € um anel comutativo com unidade, entdo o anel de
polinbmios (A[x],+,) é comutativo com unidade, sendo seu zero
o polindbmio nulo 0(x)=0 e sua unidade o polindbmio u(x)=1.

o
4 Facavocé mesmo

Mostre que o conjunto A esta contido em A[x] com base nas
definicbes dos polindbmios constantes de A[x].

No entanto, veja que (A[x],+,~) nao pode ser classificado como
corpo. De fato, seja, nesse anel, o polindbmio f(x)=x nao nulo. Se
f(x) fosse inversivel, existiria g(x)=b+bx+...+b,x", cOM b, N30
nulo, tal que f(x)g(x)=x:(by +bx+...4+b,X")=1=u(x) para todo
xeA. Assim, em particular, para o zero do anel (A,+,~) (x=0),
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teriamos f(0)=0 e, nesse caso, 0=f(0)-g(0)=u(0)=1, O que Nao
€ possivel, porque 0=1. Portanto, existem polindbmios nao nulos
em (A[x],+) que ndo sdo inversiveis, logo (A[x],+.-) ndo pode ser
classificado como corpo.

o(b Reflita

Considere o anel (A[x],+,-> comutativo com unidade. Levando em conta
dois polindbmios f(x) e g(x) definidos sobre A, 0 que podemos dizer a
respeito do grau do polinbmio f(x)+ g(x)? E do grau de f(x)g(x)?

Vimos que se (A,+,-) ¢ um anel comutativo com unidade,
entéo o anel de polinémios (A[x],+,-) € comutativo com unidade.
No entanto, alem das operacdes de adicao e multiplicacao de
polindbmios, podemos ainda definir a divisdo de polindbmios, a qual é
estruturada a partir do seguinte algoritmo:

Proposicédo 5 (algoritmo da divisdo de polindmios): Sejam
(A+) um corpo, f(x) e g(x) polindbmios de (A[x],+,-), com
g(x) ndo nulo. Entdo existem polindmios q(x),r(x) € Alx], tais que
f(x)=g(x)q(x)+r(x) com grau(r(x)) < grau(g(x)), ou r(x)=0, sendo
q(x) € r(x) sao os unicos polindbmios que satisfazem a essa igualdade.

Para a demonstracdo desse resultado, consulte as paginas 21 e
22 de Koerich (2000).

Podemos associar o algoritmo da divisdo de polinbmios com a
divisdo de inteiros e ao dividir f(x) (dividendo) por g(x) (divisor),
buscamos a identificacdo de um quociente g(x) e de um resto r(x)
sujeito as condicdes apresentadas no Teorema 2. Vejamos agora a
aplicagao do método das chaves para a identificacdo do quociente
e do resto da divisao de polindmios.

J=| Exemplificando
Considere os polindmios f(x)=3x*+1 e g(x)=x+3, ambos
representados na ordem decrescente de seus termos. Note que f(x)

pode ser reescrito como f(x)=3x*+0x+1. Para aplicar o método
das chaves, vamos construir a representacao da Figura 4.5. }
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4 Figura 4.5 | Representacdo do método das chaves

3x? +0x +1 ‘ X+3

Fonte: elaborada pela autora

Note que a representacao € semelhante a da divisdo de inteiros. Vamos
iniciar o processo dividindo o termo 3x? de f(x) pelo termo x de g(x),
o que resulta em 3x, termo que sera incluido abaixo da chave que
contém g(x), conforme a Figura 4.6. Vamos agora multiplicar 3x por
g(x) e acrescentar o resultado desse produto abaixo do polinbmio
f(x), efetuando uma subtracdo, conforme indicado na Figura 4.6.

Figura 4.6 | Primeira etapa da divisdo de f(x) por g(x)

3x? +0x +1 X+3

 3x?4+9x 3y
—9x +1

Fonte: elaborada pela autora

Dividindo —9x por x (os primeiros termos do resultado da subtracdo e
de g(x), respectivamente), obtemos o resultado —9, o qual devemos
adicionar ao termo abaixo da chave. Em seguida, multiplicamos —9
por g(x) e indicamos o resultado abaixo de —9x+1, efetuando uma
subtracdo, conforme observamos na Figura 4.7.

Figura 4.7 | Segunda etapa da divisdo de f(x) por g(x)

3x%> +0x+1 | X+3

 3x2 4 0x 3x_9
—9x +1
-9x-27
28

Fonte: elaborada pela autora

Como o grau de r(x)=28 ¢ menor que o grau de g(x), podemos
encerrar o método e concluir que ao dividir f(x)=3x%+1 por
g(x)=x+3, temos que o quociente da divisdo € q(x)=3x—-9 e o
resto, r(x)=28.
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Note que no exemplo apresentado, o resto da divisdo € 28, que
€ um valor ndo nulo. Quando r(x)=0, podemos concluir que a
divisdo do polindmio f(x) por g(x) € exata.

D9 Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito da divisao de polindbmios,
consulte o capitulo 3 do material indicado a sequir. Nele, além do
metodo das chaves, € apresentado um outro metodo para a divisdo
de polinbmios: o dispositivo de Briot-Ruffini, bem como as demais
operacdes envolvendo polindmios, podendo ser empregado como
um material complementar a respeito dos polindmios.

MENDES, Gabriel; ALMEIDA, Thais de; OLIVEIRA, Lucas. Polinbmios.
Disponivel em: <http://www?2.ime.unicamp.br//~ma225/2014Tarefa4-
GrupoBtxt.pdf>. Acesso em: 25 out. 2018.

Em relacdo aos polindmios, um dos principais temas a ser
estudado, consiste na identificacao das raizes e, nesse sentido,
podemos estudar diferentes resultados que tratam a respeito
desse conteudo, dentre os quais podemos destacar o Teorema
Fundamental da Algebra.

Raizes de polinédmios

Considere um anel comutativo com unidade (A+,) e um
polinbmio p(x) € A[x].

Proposicao 6: Se (A,+,) for um anel de integridade e p(x) € A[x]
for ndo nulo, entdo o NUmero de raizes de p(x) € menor ou igual
ao grau de p(x).

Ou seja, pela Proposicado 6, a quantidade de raizes de um
polindbmio ¢ limitada por seu grau, de modo que um polindbmio de
grau n pode ter No maximo n raizes.

Outro resultado que possibilita a avaliacdo das raizes de um
polindmio em C[x] € o sequinte:
Proposicdo 7 (Teorema Fundamental da Algebra): Todo

polinbmio p(x) € C[x] com grau maior ou igual a 1 admite ao menos
uma raiz complexa, ou seja, existe ze C, tal que p(z)=0.
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Além do Teorema Fundamental da Algebra, temos outros dois
resultados que possibilitam a investigacao das raizes de polindbmios
em Clx].

Proposicao 8: Se um polindmio complexo p(x) com coeficientes
reais admite ze C como raiz, entdo o conjugado de z, representado
por z, & também raiz de p(x).

Proposicao 9: Se um polindbmio complexo p(x) com coeficientes
reais apresenta grau impar, entao p(x) admite ao menos uma raiz real.

Desses resultados podemos, por exemplo, concluir que
polindmios de grau 1 sempre admitem uma raiz real, enquanto
polinbmios de grau 2 podem apresentar duas raizes complexas
conjugadas, duas raizes reais distintas ou uma raiz real de
multiplicidade 2, que sdo as possibilidades estudadas desde a
Educacdo Basica para os polindbmios com coeficientes reais.

O conhecimento desses resultados pode favorecer na
organizacao dos trabalhos com polindmios desde a educacao basica,
porque, além de fundamentarem esse campo de conhecimentos,
permitem ao professor a identificacao dos exemplos e tarefas mais
adequadas a seus objetivos.

|:|9 Pesquise mais

Para complementar os estudos sobre polindmios, consulte o trecho
entre as paginas 45 e 51 da dissertagdo O Teorema Fundamental da
Algebra. Disponivel em: https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_
tcc3.php?id=94490. Acesso em: 13 set. 2018.

Leia também as paginas 31 e 40 do trabalho de conclusdo de
curso intitulado Um estudo sobre polinémios e sua abordagem no
ensino, de Aline C. Koerich. Disponivel em: https://repositorio.ufsc.
br/bitstream/handle/123456789/94973/Aline_Casagrande_Koerch.
PDF?sequence=1. Acesso em: 13 set. 2018.

Sem medo de errar

Retomando a proposta do grupo de estudos para o segundo
encontro, vocé e outros dois colegas ficaram responsaveis por
apresentar aos demais professores o0s resultados de estudos
relativos ao conjunto de polindmios, sendo o primeiro tema voltado
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a associacao dos polinbmios com a estrutura de corpo e o sequndo
a deducdo da formula empregada na resolugdo de equacdes
polinomiais de 22 grau, ou na identificacdo das raizes de polindmios
de grau 2.

Para a primeira tarefa, vocés devem analisar as vantagens em
construir polindmios com base em corpos em vez de apenas aneis.

Conforme  estudado anteriormente, um corpo  (A+,)
corresponde a um anel no qual a segunda operacdo binaria goza
da comutatividade, existéncia de elemento neutro e existéncia de
elemento simétrico a todo elemento nao nulo. Logo, todo corpo é
um anel, mas nem todo anel € um corpo.

Quando construimos um anel de polindmios sobre um corpo,
podemos verificar a presenca de outras propriedades além daquelas
que seriam observadas se a estrutura inicial fosse apenas um anel.

Podemos estabelecer as seguintes relacdes entre anéis e aneis
de polinbmios:
« Se (A+:) éum anel entdo (A[x],+) € um anel, em que
A[x] corresponde ao conjunto dos polinbmios na variavel x
com coeficientes pertencentes ao conjunto A.

«  Se (A+) éum anel comutativo, entdo (A[x],+.-) é um anel
comutativo.

« Se (A+:) € um anel com unidade, entéo (A[x],+-) € um
anel com unidade.
« Se (A+) € um dominio de integridade, entdo (A[x],+) ¢
um dominio de integridade.
« Se (A+:) € um corpo, entdo (A[x],+-) € um dominio de
integridade.
Essas relacdes podem ser comprovadas pelas relacdes entre os
polindbmios, seus coeficientes e o tipo de estrutura que esta sendo
considerada para sua construcao.

Logo, quando a estrutura (A+,) for um corpo, o anel de
polinémios (A[x],+,-) poderd ser classificado como um dominio
de integridade, ou seja, além de ser um anel, sua multiplicagao
gozara da comutatividade e existéncia de elemento neutro, alem
de ser verificada a lei do anulamento do produto. No entanto, assim
como estudado, mesmo que (A,+,) Seja um corpo, Ndo teremos
que (A[x],+,~) sera um corpo, porgue existem polindbmios nao
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nulos de A[x] que ndo sdo inversiveis. Dessa forma, a vantagem
em construir anéis de polindbmios com base em corpos se da pelo
fato de verificarmos propriedades adicionais relativas a operacao de
multiplicacdo de polindmios.

A segunda tarefa consiste em deduzir a formula empregada para a
resolucdo de equacdes polinomiais de grau 2, ou seja, em identificar
a formula utilizada na identificacdo das raizes de um polindbmio.
Para isso, considere a expressdo ax*+bx+c¢c=0, na quala, b ec
S30 NUMeros reais e que a=0. Multiplicando ambos membros da
igualdade considerada por 4a, obtemos (4a)(ax” + bx +¢) = (4a)0 =0,
O que pela propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a
adicdo implica em 4a’x* +4abx +4ac =0.

Adicionando o elemento opostoa 4ac nosdoisladosdaigualdade
anterior, segue pela associatividade e existéncia de elemento neutro
da adicdo que (4a’x* +4abx +4ac)+(—4ac) =0+ (—4ac) = —4ac, ou
ainda, 4a’x® +4abx = —4ac .

Ao adicionar o termo b em ambos os membros da Ultima
igualdade obtida, e empregando a comutatividade, temos
4a’x” + 4abx +b® = —4ac +b* = b* —4ac .

Como (2ax +b)’ = 4a’x* +4abx +b?, da Ultima igualdade segue
que (2ax+b)2:b2—4ac, O que por meio da radiciagdo implica

J(2ax+b)* =yb? —4ac. Como x*=|x, para todo x real da
igualdade obtida anteriormente, teremos 2ax + b = ++/b* —4ac .

Adicionando 0 oposto a b em ambos 0s membros da ultima
igualdade, e pela associatividade, comutatividade e existéncia de
elemento neutro da adicdo segue com O 2ax = —b++/b* —4ac .

Multiplicando os membros da ultima igualdade pelo inverso de
2a, que existe porgue 2a € um numero real Ndo nulo, segue pela
associatividade e existéncia de elemento neutro da multiplicacao

que [Zia (2ax) = é](—bix/b2—4ac), ou ainda, x = —REVb" —4ac V2b2*4ac
a

gue corresponde a formula para identificacao das raizes de um
polindbmio na forma p(x)=ax*+bx+c com a, b e ¢ nUMeros reais,
com a nao nulo.

Para finalizar, elabore uma apresentacao aos demais docentes
integrantes do grupo que evidencie 0s principais topicos estudados
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por voceé e seus colegas nas duas tarefas desenvolvidas. Elabore um
documento com as principais explicacdes a respeito dos conceitos
envolvidos de modo a auxilia-lo no momento da apresentacao e das
discussdes com os demais integrantes do grupo de estudos.

Avancgando na pratica

Polinbmios definidos sobre conjuntos na forma Z,, com p natural

Descricao da situagcao-problema

Imagine que vocé atua como professor de Matematica em uma
escola da educacao basica e pretende elaborar uma atividade que
envolva a operacao de multiplicacdo de polindbmios, estudando os
graus dos polindbmios envolvidos. Vocé observou que ao multiplicar um
polinbmio f(x) de grau 2 por um polindbmio g(x) de grau 3, ambos com
coeficientes reais, foi obtido como resultado um polindbmio f(x)g(x) de
grau 5 com coeficientes reais. Assim, no caso analisado, temos que
grau(f)+ grau(g) = grau(fg) . No entanto, essa expressao € valida para
aneis de polindbmios definidos sobre qualquer anel (A,+,-) ? Investigue a
relacao apresentada no anel (Z4 [x]+) e verifigue se a mesma continua
sendo valida. Que condicdo deve ser satisfeita por (A,+,-) para que o anel
de polindmios (A[x],+.,-) goze da relagdo grau(f)+grau(g) = grau(fg)
para todos f(x),g(x) € A[x]? De que forma essa condicédo pode contribuir
Nno estudo de polindbmios na educacao basica?

Resolucdo da situagcdao-problema

Queremos investigar a relacao grau(f)+grau(g) = grau(fg) no
anel de polinémios (Z,[x],+.), definido sobre o anel dos inteiros
maodulo 4. Para isso, sejam dois polinbmios em Z,[x] como
f(x)=1+2x e g(x)=2x, note que ambos 0s polindbmios sdo de
grau 1. Sendo assim, grau(f)+grau(g)=1+1=2. COomo (Z,+,) €
um anel, entao (Z4 [x}+) também goza da estrutura de anel. Assim,
segue das propriedades de um anel que

f(x)g(x) = (1+§x) (Ex) = T(Ex) +§x-(§x> = 2X + 4x% = 2x + 0x? = 2x
ou seja, f(x)g(x)=2x corresponde a um polinémio de grau 1, logo

grau(fg)=1. Portanto, grau(f)+grau(g)=2=1=grau(fg), isto e,
a relagdo ndo é vélida em (Z,[x],+-). Essa conclusdo se deve ao
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fato de (z,,+-) ndo ser um dominio de integridade, ou seja, de
possuir divisores de zero, o que implica na relacdo nao ser valida
Nno caso indicado e para nenhum outro anel de polinbmios que
seja construido a partir de um anel (A,+,-) que ndo seja classificado
como dominio de integridade. Como o anel (R,+,) € um corpo
e, consequentemente, um dominio de integridade, temos que
o anel de polindmios (R[x],+,) serd um dominio de integridade,
O que implica no fato de, nessa estrutura, ser valida a relacao
grau(f)+grau(g)=grau(fg) para todos f(x),g(x)eR[x]. Assim,
O conhecimento dessa condicao pode contribuir na reflexdo e na
compreensao da multiplicacao entre polindmios com coeficientes reais.
De que forma o professor pode empregar essa relacao para contribuir
com o aprendizado dos alunos a respeito da operacao de multiplicacao
entre polindmios com coeficientes reais? Reflita a respeito dessa questdo
e finalize a elaborac¢do do plano de aula com a selecdo de um problema
relativo a multiplicacdo de polindmios com base no estudo realizado a
respeito da condicao envolvendo os graus dos polinbmios.

Faca valer a pena

1. Podemos classificar os polindmios de acordo com as caracteristicas
de seus mondmios, ou seja, de cada um dos produtos envolvendo um
coeficiente e uma poténcia da varidvel em questdo.
No estudo dos polindbmios, podemos nos deparar com os polindmios
completos, que sao aqueles que apresentam todos os mondmios desde
o coeficiente constante até o termo com a poténcia de maior expoente,
coincidente com seu grau, para a variavel em estudo.
Considerando essa categoria e as demais classificacdes, associe 0s
polindmios (indicados por |, II, lll e IV) com suas respectivas classificacdes
(denotadas por A, B, C e D):
I p(x)=3—x+x* +2x°
Il. g(x)=3+3x
. r(x)=—142x+ x?
IV. s(x) =9 —4x?

A. Polinbmio ménico

B. Polinbmio de grau 3.
C. Polindbmio incompleto.
D. Polinbmio de grau 1.
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Assinale a alternativa que indica todas as associacdes corretamente:

al-All-B;lll-D;IV-C.
b)I =B Il -D; Il =A;IV-C.
cl=D;II=B1ll-C/IV-A
d I -C ll-All-D;IV-B.
el =B Il-A Il -C;IV-D.

2. Ao empregar o algoritmo euclidiano para a divisdo de polinémios,
visamos a decomposicdo de um polindbmio f(x) em funcao de outros trés
polinbmios, g(x). q(x) e r(x), de modo que f(x)= g{x)g(x)+r(x).
Com base nesse tema, considere um polindbmio
f(x)= x° +ax* + bx* + cx+1€ R[x]. Sabemos que ao dividir o polinémio
f(x) por d,(x)=x—1, obtém-se resto r,(x)=2. Por outro lado, quando
dividimos f(x) por d,(x)= x+1, o resto obtido é r,(x)=3.

Sabendo que o polindmio f(x) ¢é divisivel por d,(x)=x—-2, ou seja,
a divisdo de f(x) por d,(x) ¢ exata, assinale a alternativa que indica
corretamente a expressao que caracteriza o polindmio f(x):

a) f(x)=x*-3x* 4—%x2 —%x+1 .

b) f(x)=x* —x* +4x* —2x +1.
c) f(x):x5—x4+%x+1.
d) f(x)=x*—2x*+5x+1.

e) f(x)=x"+3x"+8x*—5x+1.

3. Considerando os polinémios e suas propriedades, analise as seguintes
afirmacgdes:

l.Opolinémio f(x) = (a+b—5)x* +(b+¢ —7) x +(a+ c) serdidenticamente

nulo se, e somentese, a=-1, b=6 e c=1.
Il. Os polinémios g(x) = 2ax*+bx+c e h(x)=(a+1)x*+2bx—c serdo
iguais somente quando a=-1, b=0e c=0.

I1l. O polinémio p(x) = x* —3ax® +(2a— b) x* + 2bx + (a+ 3b) sera divisivel
por g(x)=x*—3x+4 apenas quando a=1e b=-3.

IV. Ao dividirmos o polinémio f(x) = x* —3x®46x* por g(x)= x* -3x+5,
obtemos o quociente g(x)= x*+1 eresto r(x)=3x-5.
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Em relacao as afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta.

a) Apenas as afirmacdes | e Il estdo corretas.
b) Apenas as afirmacdes | e IV estdo corretas.
c) Apenas as afirmacgdes Il e Il estdo corretas.
d) Apenas as afirmacdes Il e IV estdo corretas.
e) As afirmacgdes |, lll e IV estdo corretas.
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Secaon 4.3

Homomorfismos, isomorfismos e dominios
euclidianos

Dialogo aberto

Nas secdes anteriores estudamos os anéis e suas propriedades,
observando que eles podem ser construidos a partir de diferentes
conjuntos, como 0s numeéricos, de fungdes, de matrizes, de
polinbmios, entre outros. No caso da segunda operacao binaria, que
caracteriza o0 anel gozar de outras propriedades, além das que estao
presentes na definicao, temos ainda subcategorias a serem avaliadas.

Um dos conteudos abordados na educacdo basica sao as
funcdes de uma variavel real com suas propriedades, inclusive com
a avaliacdo das leis de formacao, dominios e contradominios. Diante
desse conceito, seria possivel identificar uma forma semelhante a
essa para comparar diferentes estruturas entre si, além do conjunto
de numeros reais? Podemos construir aplicacdes cujos dominios
e contradominios correspondam a anéis? Assim, mediante esses
questionamentos, nesta secao estudaremos os homomorfismos
e isomorfismos de anéis, bem como os dominios euclidianos,
visando investigar a possibilidade de associacdo entre anéis e as
contribuicdes desses estudos para a identificacao de propriedades
presentes nessas estruturas.

Assim, dando sequéncia as reflexdes a respeito de topicos da
algebra, no terceiro encontro do grupo de estudos, a proposta € o
estudo dos homomorfismos e isomorfismos de anéis, relacionando-
0s com o conceito de funcdo, importante tema abordado na
educagao basica.

Diante disso, vocé devera estudar e elaborar uma apresentacao
para os demais integrantes do grupo a respeito dos homomorfismos
e isomorfismos de anéis, associando com o conceito de funcao.
Para tanto, vocé pretende iniciar uma discussao com os colegas a
respeito dos seguintes questionamentos: como podemaos relacionar
asfuncdesde umavariavelreal com os conceitos de homomorfismos
e isomorfismos de anéis? Quais sdo as semelhancas e as diferencas
entre esses conceitos? Como o conhecimento dos homomorfismos
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e isomorfismos contribui com o ensino das funcdes de uma variavel
real na educagao basica?

A fim de contribuir com o estudo do tema proposto, vocé
decidiu apresentar um exemplo de aplicacdo entre anéis, partindo
dos seguintes conjuntos:

M:{a+bx/3; a,be@}e N—MZ(Q)—1

a b
; a,b,c,de
! gfasencq)

munidos, respectivamente, das operacdes usuais de adicdo e
multiplicacdo de numeros racionais e de matrizes quadradas de
ordem 2 com entradas reais, compondo os anéis (M,+) e (N,+.).

Com base nesses conjuntos, foi definida a aplicacdo f:M — N dada

b ) . ~
por f(a+bv-2)= . Assim, para apresentar essa aplicacdo

a —
b a
aos colegas, primeiramente vocé deve estuda-la, verificando se f
pode ser classificada como homomorfismo ou isomorfismo de
aneis, justificando a resposta com base nos conceitos tedricos.

Que conceitos sdo necessarios para a resolucao das tarefas
propostas? Construa um texto e uma apresentacao contemplando o
tema em questao, considerando as definicdes dos homomorfismos
e isomorfismos de anéis e a analise do exemplo selecionado.

Para a finalizacao desse desafio, de posse das resolucdes construidas
ao longo da unidade, vocé podera elaborar seu portfolio, essencial para
a conclusdo dessa fase do grupo de estudos. Assim, organize todas
as atividades desenvolvidas ao longo dos trés encontros e construa
seu portfolio, acrescentando as reflexdes a respeito das contribuicdes
dos estudos realizados no grupo de estudos para o trabalho com os
conteudos matematicos abordados na educacao basica.

Nao pode faltar

Nas secOes anteriores estudamos a estrutura de anel e suas
principais subcategorias, como 0s aneéis comutativos com unidade,
os dominios de integridade e os corpos. Com base nas propriedades
presentes em cada estrutura podemos identificar as mais adequadas
para a resolucao de problemas, como 0s que envolvem equacdes
polinomiais, por exemplo.

Nesta secdo pretendemos organizar os aneis em classes de
modo a identificar propriedades que caracterizam cada uma delas.
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Considerando os conceitos estudados pela area da geometria
plana, sabemos que € possivel organizar figuras geometricas em
grupos a partir do conceito de congruéncia, de tal forma que, ao
construir determinado conjunto de triangulos congruentes, por
exemplo, conseguimos deduzir propriedades para todas as figuras
do conjunto a partir do estudo de um de seus representantes. Assim,
Nosso objetivo €, de modo analogo ao caso da congruéncia, estudar
as classes de anéis que apresentam as mesmas caracteristicas, a
menos de notagao, por meio dos conceitos de homomorfismos
e isomorfismos de anéis, a fim de construir correspondéncias
biunivocas entre anéis de uma mesma classe.

Homomorfismos de anéis

Um homomorfismo do anel (A,®,®) em um anel (B,A,x) é uma
aplicacdo f: A — B que satisfaz, para quaisquer x,y € A, as seguintes
condicoes: f(xay)=f(x)Af(y) e f(x®y)=Ff(x)xf(y).

&3” Assimile
Note que as operacdes presentes no 12 membro das duas igualdades

anteriores correspondem as operacdes definidas sobre o anel (A, P, ®),
ja as operacdes presentes no 22 membro sao referentes ao anel (B, A,*) .

Para simplificar as correspondéncias, vamos nos referira f: A — B
como um homomorfismo de anéis, o qual pode ser representado na
forma de diagramas como o da Figura 4.8, e, quando se tratar de um
mesmo anel, sendo A= B, f sera chamado de homomorfismo de A.

Figura 4.8 | Homomorfismo do anel (A,EB,@) no anel (B, A,*)

A f B

X \ f(x)

y f(y)
X+y f(x+y)

237 f(xy)

Fonte: elaborada pela autora
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Note que em um homomorfismo podemos associar diferentes
anéis entre si, em que cada um apresenta suas operacdes
caracteristicas, as quais ndo precisam ser iguais para os dois anéis.

No entanto, para simplificar a notagcdo, prosseguiremos o0s
nossos estudos adotando os simbolos + e - para representar duas
operacdes binarias quaisquer definidas sobre um conjunto. Dessa
forma, quando denotarmos dois anéis quaisquer por (A+) e
(B,+,-), apesar das notac¢des iguais, as operacOes definidas sobre
esses anéis Ndo necessariamente serao iguais.

?=| Exemplificando

Considere os anéis (A+,-) e (B+-), bem como a aplicagdo
f:A— B definida por f(x)=e,, onde e; ¢ o elemento
neutro da adicdo em B, para todo x€A. Note que f & um
homomorfismo de anéis, denominado homomorfismo nulo, pois
dados x,y € A temos que f(x+y)=e;=e5+e;,=Ff(x)+f(y) e
f(x-y)=ez=¢ez-e5=f(x)-f(y). Logo, f € um homomorfismo do
anel (A+,) em (B,+,).

Outro exemplo que podemos destacar corresponde a considerar um
anel (A,+,-) e definir uma aplicagdo g:A— A dada por g(x)=x
para todo x€A. A aplicacdo g ¢ um homomorfismo sobre A,
denominado homomorfismo identidade, pois para x,y € A segue que
f(x+y)=x+y=Ff(x)+f(y) e f(x-y)=x-y =1f(x)-f(y). Portanto, g
é um homomorfismo sobre o anel (A,+,).

Considere o anel dos inteiros (Z,+,-) e definamos a aplicagdo
h:Z —7Z por h(x)=-x para todo x inteiro. Note que h ndo
€ um homomorfismo, visto que, para os inteiros 1 e 2, temos
h(1-2)=h(2)= -2 e h(1)h(2)=(—1)(—2)= 2, logo, h(1-2)= h(1)h(2).
Dessa forma, h ndo € um homomorfismo sobre Z .

Quando desejamos provar que uma aplicacdo é um
homomorfismo de anéis, devemos comprovar a validade das
duas condi¢cdes presentes na definicao para todos os elementos
do dominio da aplicacdo. No entanto, se desejamos mostrar

U4 - Estruturas algébricas: corpos 205



gue uma aplicacdo ndo € homomorfismo, basta apresentarmos
um contraexemplo para uma das condi¢des que caracterizam
a defini¢ao.

~J
4 Facavocé mesmo

Sejam os anéis (Z,+,") e (ZxZ,+,) (produto direto), defina a aplicago
f:Z — ZxZ por f(x)=(x,0). A aplicacao f € um homomorfismo de
7. em Zx 7 ? Justifique sua resposta.

Quando um homomorfismo f:A— Bentre os anéis (A+,) e
(B,+,-) for tal que se x=y, entdo f(x)=f(y) para todos x,y €A,
logo, diremos que f & um homomorfismo injetor. Além disso,
se o homomorfismo f € tal que dado yeB qualquer, sempre
podemos determinar xe€ A, tal que f(x)=y, diremos que f & um
homomorfismo sobrejetor. E no caso de f ser um homomorfismo
injetor e sobrejetor simultaneamente, diremos que f €& um
homomorfismo bijetor.

Podemos estudar propriedades associadas aos homomorfismos
de acordo com as caracteristicas do anel ou dos anéis envolvidos,
conforme a seguinte proposi¢cao.

Proposicédo 10: Seja f: A— B um homomorfismo do anel (A,+,:)
no anel (B,+,), entdo:

(@) f(ey)=e€z, onde e, e e, sdo os elementos neutros de +
relativos aos anéis (A +:) e (B,+.) . respectivamente.

(b) f(—x)=—f(x) paratodo x€A.
(c) Se f é um homomorfismo sobrejetor e (A+) ¢ um anel

com unidade, com 1, sendo sua unidade, entdo (B,+,) sera
um anel com unidade, admitindo a unidade f(1,) .

Demonstragdo: (a) Aplicando f sobre a expressao e, =e, +e,,
teremos  f(e,)=f(e,+e,), € por f ser homomorfismo,
fle,)=1f(e,)+f(e,). LOgo, 2f(e,)—f(e,)=e€5. € assim, f(e,)=¢e;.

(b) Seja x € A. Aplicando f sobre x+(—x)=e,, que pode ser avaliada
porque (A+-) € um anel, obtemos f(x+(—x))="f(e,). Por se tratar
de um homomorfismo e sendo valida a propriedade descrita em (a),
segue que f(x)+f(—x)="f(e,)=e;. Adicionando —f(x) a ambos 0Os
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membrosdaultimaigualdadetem-se [—f(x)]| + f(x) + f(—x) = [—f(x)]+ &5 ,
isto &, f(—x)=—f(x).

(c) Considere yeB, como f €& um homomorfismo
sobrejetor, existe xXeA tal que fx)=y.
Dessa forma, y-f(,) =f(x)-f1,)=Ff(x-1,)=Ff(x)=y e
f(1,) -y =f(1,)-f(x)=Ff(1,-x)=Ff(x)=y, isto &, f(1,) corresponde a
unidade de (B,+), o que permite classifica-lo como anel com
unidade.

ED  Refiita

Considerando as hipoteses presentes na proposicao 10, relativas a
existéncia de um homomorfismo do anel (A,+,) no anel (B,+,), se
(A,—i—,-) for um anel comutativo, o que podemos afirmar a respeito da
presenca da comutatividade da operagao - no anel (B,+,~) ?

A partir desse teorema, podemos observar que ao associar anéis
entre si a partir de um homomorfismo, algumas propriedades podem
ser identificadas em ambas as estruturas, desde que determinadas
hipoteses sejam verificadas.

Seja f: A— B um homomorfismo entre os anéis (A+,) e (B,+,).
Dessa aplicacdo podemos estudar um subconjunto importante de
A, chamado de nucleo. O nucleo do homomorfismo f, denotado
por N(f) ou ker(f), corresponde ao seguinte subconjunto:
N(f)={xe A| f(x)=g,}. Esse conjunto é ndo vazio, porque ao
menos e, € N(f), j& que f(e,)=e, de acordo com a proposigdo
10. Com o nucleo de um homomorfismo podemos estudar a
injetividade do homomorfismo.

Proposicao 11: Considere f: A— B um homomorfismo entre os
anéis (A+-) e (B,+-). Dessa forma, f € um homomorfismo injetor
se, e somente se, N(f)={e,}.

Demonstracdo: Se f é injetor e como f(e,)=e,, pela proposicdo
10, temos que N(f)={e,}. Por outro lado, se N(f)={e,} e f(x)=f(y)
para x,y € A,ou f(x)—f(y)= ey, peloitem (b) da proposicao 10, temos
f(x)+f(—y)=egz, € sendo f um homomorfismo, f(x—y)=e,, O que
implica em x—y e N(f), assim, x—y=e,, OU x=y, comprovando
a injetividade de f.
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Pela proposicao 11 temos condicdes de avaliar a injetividade de
um homomorfismo a partir de seu nucleo. Por exemplo, o nucleo
do homomorfismo nulo corresponde a N(f)=A, O que permite
afirmar gue o homomorfismo nulo ndo ¢ injetivo. O homomorfismo
identidade é tal que apenas g(e,)=e, . entdo N(g)={e,}, fazendo
com gque o homomorfismo identidade seja injetor.

O estudo dos homomorfismos € importante para a comprovacao
da validade de determinadas afirmacdes relativas a Teoria dos
Numeros. Vejamos no proximo exemplo como o conhecimento
dos homomorfismos favorece a constru¢ao e validagdo do critério
de divisibilidade de um numero inteiro por 9, tomando por base o
conjunto dos numeros inteiros Z e o conjunto das classes de resto
modulo 9, denotado por Z,, € que esta associado aos restos da
divisdo de inteiros por 9.

L3 Exemplificando

Sabemos que um numero inteiro n é divisivel por 9 quando a soma dos
algarismos de n for um numero divisivel por 9. Vamos comprovar essa
afirmacdo com base no conceito de homomorfismo.

Seja o homomorfismo ¢:Z — Z, dado por #(x)=a, em que a
corresponde ao resto da divisdo de x por 9, ou podemos ainda
empregar o conceito de modulo e representar a = x(mod9), logo,
¢(x) = x(mod9). Por exemplo, se x =12, entdo ao dividirmos x por 9
obtemos quociente 1 e resto 3, porque 12=9-143 , entdo, ¢(12)= 3.
Como sugestdo de estudo, prove que essa aplicacao ¢ corresponde
a um homomorfismo de aneis.

Para provar o critério de divisibilidade dos inteiros por 9, considere
que um numero inteiro n admita a representacao a,a, ;...aa, .
na qual os algarismos a, sao tais que 0<a <9 para todo

i=012..,k e a =0. Assim, o numero n pode ser dado como
n=a,-10+a, ,-10“"+...+a,-10 +a, .

Note que o inteiro n sera divisivel por 9 se, e somente se, ¢(n)=6,
isto é, se o resto da diviséo de n por 9 for igual a 0. Veja que, pela
representacao de n, € valida a seguinte igualdade: }
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¢(n) = ¢(a,-10“ +a, ,-10“ " +..+a,-10 +a,)
=a, 10" +a,_,- 10" +..+a,-10 +a,

Considerando as operacdes definidas sobre Z, e sabendo que
¢(10) =1, porque o resto da divisdo de 10 por 9 é igual a 1, segue que:

#(n)=a,10 +a, 10" +..+a10+a,
—al +a, 1 +.+alta,
=8, +8_ t.ta+a
=a,t+a _,+..+a+a,

Portanto, n sera divisivel por 9 quando a, +a,_,+...+a, +4a, =0, isto
e se a,+a, ,+..+a +a, (@ soma dos algarismos que compdem o
numero n) for divisivel por 9.

Vejamos outro exemplo de homomorfismo de anéis. Considere
o anel dos reais (R,+-) e o anel de matrizes (A+:), em que

A:{g geMz(R)}. Vamos definir a aplicacao f:R— A por

x 0
f(x)= , para todo x real. Note que, para todos x,y e R,
X

0
x+y O x 0] (y O
f = = =f f
(x+y) 0 xiy"lo xTlo y (x)+f(y)
xy O x Olfy O
f(xy)= = = f(x)f
=0 ) lo xllo ]~ OF)

Sendo assim, f € um homomorfismo de R em A. Em relagdo a
esse homomorfismo, podemos ainda verificar que, dados x,y e R
0 (¥

0 x 0 y
logo, f € injetivo. Alem disso, dada qualquer X—[O

com f(x)=f(y), entdo = , 0 que implica em x=y,

c A, existe
a

acR, pois as entradas de X sao numeros reais, de modo que
a

fla)=|

0 . . o .
]_ X , isto &, f pode ser classificado como sobrejetivo.
a
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Dessa forma, f € um homomorfismo injetivo e sobrejetivo, ou seja,
f & um homomorfimo bijetor. Devido a essa propriedade, podemaos
dizer que f & um isomorfismo de R em A e, assim, temos uma
categoria particular de homomorfismos.

Isomorfismos de anéis

Seja f:A— B um homomorfismo de anéis, se f for também
bijetor, entdo f serd chamado de isomorfismo do anel (A+,-) no
anel (B,+). Neste caso, dizemos que f &€ um isomorfismo de anéis
e que o0s anéis (A,+,) e (B,+) sdo isomorfos.

Por exemplo, o homomorfismo identidade g:A — A dado por
g(x)=x, para todo xe A, com (A,+,~) anel, € bijetor, por isso g €
um isomorfismo sobre A.

Sendo Z{\/g]z{a+b\/§| a,beZ}, temos que f:A—A
definida por f(a+b\/§):a—b\/§ ¢ um isomorfismo. De fato, para
X =a+ b3, y:c+dJ§eZ[J§] segue que

f(x+y)=(a+c)—(b+d)V3 =(a—bV3)+(c—dv3)=F(x)+1(y)

f(xy) = (ac +3bd) - (ad + bc)V/3 = (a—by3)(c — dv/3) = F(x)i(y)

Assim, f € um homomorfismo. Como N(f)={0}, temos que f
€ injetor pela proposicao 11. Aléem disso, dado y:a+bﬁez[\/§],
basta tomar x:a—bﬁez[ﬁ] e, assim, f(x)=y, ou seja, f &
sobrejetor. Como f € um homomorfismo bijetor, podemos concluir
gue f & um isomorfismo.

Considere o anel dos inteiros (Z+,). Conforme estudado
anteriormente, esse anel pode ser classificado como um dominio
de integridade. Alem disso, podemos estudar, sobre esse anel,
o algoritmo da divisdo derivado das operagdes usuais de
adicao e multiplicagao. O anel dos inteiros pode ser associado
a outros por meio de homomorfismos ou isomorfismos, o
que indica a existéncia de caracteristicas semelhantes entre os
anéis envolvidos. Sendo assim, existem outras estruturas nas
quais podem ser definidos algoritmos de diviséo, semelhante
aquele presente em (Z,+,) ? No topico seguinte vamos estudar
estruturas que apresentam essa propriedade e que sao chamadas
de dominios euclidianos.
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Dominios euclidianos

Considere (D,+,-) um dominio de integridade. Sendo e, o
elemento neutro da operacdo + definida sobre D, vamos construir
uma fungdo ¢:D—{e,} — N de tal forma que:

() @(x)<@(xy) paratodos X,y € D—{e,}
(i) Se x,yeD y=e,, existem q,reD com x=yq+r e tal que
r=ep, ou ¢(r)<e(y)
Se as condigdes (i) e (i) sdo validas para ¢, entdo (D,+.-¢) € um
dominio euclidiano.

‘tz" Assimile

Note que o dominio euclidiano envolve a generalizagao do algoritmo da
divisao, caracteristico dos inteiros, para dominios de integridade em geral.

O anel dos inteiros (Z,+,-) ¢ um dominio de integridade. Além
disso, considerando a fungéo ¢:Z—{0} — N dada por ¢(x)=|x| para
todo x inteiro ndo nulo, ou seja, ¢ estd associada ao calculo do
valor absoluto dos inteiros ndo nulos x, temos que (Z,+,¢) pode ser
classificado como um dominio euclidiano, pois temos |x| <|xy| para
todos x,y € Z*, o que implica na validade da condicao (i), e é valido
0 algoritmo da divisdo em Z*, relacionado a condicao (ii).

Podemos tambem construir dominios euclidianos a partir de
aneéis de polindmios, tema estudado na secao anterior.

JZ| Exemplificando

Considere (K,+,-) um corpo a partir do qual podemos construir o anel
de polindmios (K[x],+,-). Este anel de polinbmios, associado a funcao
¢ K[x]-{0} = N
f  — (f)= grau(f)
compde um dominio euclidiano, em que grau(f) denota o grau do

polinbmio f, associado ao expoente da varidvel presente no termo
dominante de f.

De fato, vamos comprovar as duas condicdes presentes na defini¢do.
Se f e g sao polinbmios ndo nulos, entdo grau(fg) = grau(f)+ grau(g) .
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 Assim, para f,geK[x]-{0}, ou seja, f e g sdo ndo nulos,
temos  @(f)=grau(f)>0 e ¢(g)=grau(g)>0. Desse modo,
o(f) <e(f)+¢(g) = ¢(fg), © que garante que ¢(f) < ¢(fg) e comprova
a condicdo (). A condicado (i) estd associada ao algoritmo da diviséo
de polinbmios, estudado a partir da proposicao 5 apresentada na
secdo anterior. Dessa forma, como (K,+,) € um corpo, ao considerar
f,g €K[x], com g n3do nulo, é possivel identificar polindmios
q,reK[x] de modo que, para todo x €K, f(x)=g(x)g(x)+r(x)
com r=0 ou ¢(r)<¢(g), comprovando a validade de (ii). Portanto,
(K[x],+,-,<,o) pode ser classificado como dominio euclidiano.

O estudo dos dominios euclidianos contribui para a identificacao
de estruturas nas quais podemos identificar algoritmos de divisdo
correspondentes. Assim, temos a composicao de estruturas em
que podemos identificar duas operacdes, uma “adicaoc’ e uma
"‘multiplicacao’, além do estudo de uma “subtracao’, interpretada como
a"adicdo” com o oposto, e uma “divisao’, relativa ao algoritmo da divisao
derivado das operacdes de “adicao” e "multiplicacdo”, possibilitando
uma associacdo com as quatro operacdes basicas estudadas a partir
do conjunto de numeros reais e seus principais subconjuntos.

Dessa forma, a partir desses estudos, o professor pode identificar
a fundamentacao teodrica para as quatro operacdes basicas sobre
0S NUMeros reais e suas respectivas técnicas de calculo, abordadas
na educacao basica, construindo propostas que favorecam as
aprendizagens dos alunos em relacdo a esses conteudos e demais
topicos associados.

EL? Pesquise mais

Para complementar os estudos a respeito de homomorfismos e
isomorfismos de anéis, consulte o capitulo 2 do material Algebra Il, no
trecho entre as paginas 16 e 19 e entre as paginas 22 e 28. Disponivel
em: <https://canalcederj.cecierj.edu.br/012016/501d58b01832672a6f
395366b2abed06.pdf>. Acesso em: 14 set. 2018.

Verifique os exercicios resolvidos e as partes das proposicdes que
dizem respeito as definicdes de homomorfismos e isomorfismos.
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Sem medo de errar

No contexto de participacdo do terceiro encontro do grupo de
estudos, vocé ficou responsavel por elaborar uma apresentacao
para os demais integrantes que contemple uma discussao sobre a
importancia do conhecimento dos homomorfismos e isomorfismos
de anéis para a formacao do professor, bem como a associacao
desses conceitos com as funcdes de uma variavel real, conteudo
abordado na educacgao basica e o estudo de uma aplicacdo entre
anéis especifica, justificando se corresponde a um homomorfismo
e/ou isomorfismo de anéis.

Quando estudamos as funcdes de uma variavel real, identificamos
trés elementos basicos: o dominio, o contradominio e a lei de
formacao, sendo que, nesse caso em especifico, o dominio e o
contradominio correspondem a subconjuntos de R. Devido as
operac¢des usuais de adicdo e multiplicacao definidas sobre R, e
que podem ser restritas a seus subconjuntos, podemos investigar
as funcdes cujas leis de formacdo dependem de forma direta, ou
indireta, das propriedades relativas a essas operacdes, estudando as
aplicacOes relativas ao corpo (R, +,-) Ou aos seus subanéis. No caso
das fungdes em que o dominio e o contradominio correspondem
a todo o R, por exemplo, temos aplicacdes sobre o anel dos
reais. Assim, podemos relacionar as funcdes reais a definicdo de
homomorfismo e observar que existem casos especificos de
funcdes que podem ser caracterizadas como homomorfismos,
enguanto outras Nao apresentam essa caracteristica.

Por exemplo, considere a funcao f:R—R definida
por f(x)=x+1. Note que f(2)=3 e f(3)=4, porem,
f(2+3)=Ff(5)=6=3+4="F(2)+f(3) e f(2-3)=Ff(6)=7 =12 =f(2)-f(3)
. Logo, f é uma aplicagdo do anel (R,+-) em (R,+) que ndo
satisfaz as condicdes presentes na definicdo de homomorfismo,
logo, f ndo é um homomorfismo sobre (R,+,). Por outro lado,
sendo g:R—R dada por g(x)=x, podemos identificar que
glx+y)=x+y=g(x)+g(y) e g(xy)=xy =9g(x)g(y) para todos x e y
reais, 0 que possibilita a caracterizacdo de g como homomorfismo.

Dessa forma, podemos observar que 0os homomorfismos em
que o dominio e o contradominio correspondem a R, munido de
suas operacdes de adicao e multiplicacao usuais, consistem em
funcdes reais que satisfazem a definicao de homomorfismo. Mas
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note que nem toda funcao ¢ um homomorfismo de anéis, mas
todos os homomorfismos cujos anéis envolvidos sao (]R,+,~) ou
seus subanéis correspondem a funcdes reais.

No caso dos isomorfismos, temos uma situacao analoga,
considerando agora o fato de que as funcdes envolvidas devem
ser bijetivas e apresentarem as condicdes presentes na definicao
de homomorfismo. Assim, um exemplo que podemos destacar é
a funcao g descrita anteriormente, cuja lei de formagao € g(x)= x
para todo x real, a qual € uma func¢ao bijetiva e um homomorfismo,
O que implica g ser um isomorfismo.

Para concluir este estudo, reflita sobre as contribuicdes do
conhecimento doshomomorfismos e isomorfismos para a formagao
do professor que, no exercicio de sua profissdo, podera deparar-se
com situacdes em que precisara trabalhar com conceitos, como é
O caso das funcdes, que estao relacionadas aos homomorfismos
e isomorfismos. Elabore outros questionamentos que podem
contribuir com a realizacdo da discussao que devera ser conduzida
por vOCé no grupo de estudos, a respeito desse tema.

Como forma de aprofundar os conhecimentos a respeito dos
homomorfismos e isomorfismos de anéis, o qual foi identificado
como contribuicao importante para a formacao do professor, vocé
pretende discutir, durante suaapresentacao, a respeito da possibilidade
de classificacdo de determinada aplicacao como homomorfismo ou
isomorfismo de anéis. Para esse estudo, sejam os conjuntos

M:{a+bJ3; a,beQ} e N_Mz(Q)_‘[

a bl bede @}
c d

e a aplicacéo f:M — N definida por
f(a+bx/—_2)_[a _Zb]
b a

Considerando  x=a+bJy-2 e y=c+dvy-2, elementos
quaisquer do conjunto M, seque que

f(X+Y)=f((a+c)+(b+d)J_2):[a+C ~2(b+d)

b+d a+c
_a_2b+
)

f(xy) = f((ac — 2bd) + (ad + beW-2) = [

_la+c —2b—2d
“lb+d  a+c

c —2d]

: = f(a+by=2)+F(c+dv=2)=F(x)+f(y)

ac—2bd —2(ad + bc)
ad +bc ac —2bd

ad +bc ac —2bd

ac—2bd —2ad— 2bc]

214 U4 - Estruturas algébricas: corpos



_[(a —2b
b a

.d Zd]_f(a+b«/_) (c+av=2) = f(x)i(y
Logo, fé umhomomorfismo do anel (M,+,) no anel (N,+,-). Para
verificar se f € um isomorfismo, temos que analisar se f € injetor e
sobrejetor. Dados x=a+bvy—2 e y=c+dJ/-2 pertencentes a M,
a —2b) (¢ -2d
b a ]_[d
a=c e b=d, isto & x=y, o0 que implica em f ser injetor. No

de modo que f(x)=f(y), ou f(x)= =f(y), entéo

) . 11 . N .
entanto, considerando a matriz A—[O ) €N, veja que nao existe

nenhum elemento pertencente a M cuja imagem seja a matriz A,
logo, f ndo é sobrejetor. Portanto, f € um homomorfismo injetor
que ndo € sobrejetor, assim, f ndo € um isomorfismo de anéis.

Elabore um texto contendo todas as observacdes realizadas ao
longo dos estudos e elabore uma apresentacao para os demais colegas
a respeito do tema proposto. Procure elencar questionamentos e
duvidas que podem ser abordadas durante as discussdes como forma
de aprofundar os estudos sobre o tema, considerando também a
aplicacao f selecionada para contribuir com os estudos a respeito dos
homomorfismos e isomorfismos de anéis.

Finalizando a proposta de estudo dos trés encontros do
grupo referentes & Algebra, conclua a elaboracdo do portfolio
acrescentando todas as atividades que foram desenvolvidas ao
longo dos encontros, procurando acrescentar as reflexdes sobre
quais as contribuicdes dos estudos dos temas propostos pelo grupo
para a formacado do professor e para o trabalho com os conteudos
matematicos na educacao basica.

Avancando na pratica
Forma polar ou trigonométrica para os numeros
complexos na educacgao basica

Descricao da situagao-problema

Suponha que vocé, como professor de Matematica de uma
turma de Ensino Médio, pretende elaborar um plano de aula
voltado ao estudo da forma polar dos nimeros complexos e optou
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por tarefas que envolvam o anel dos inteiros de Gauss (Z[i],+.),
Zli|={a+bi| abez}, de modo a simplificar os calculos e a
identificacdo das representacdes geometricas, pois a proposta €
gue os alunos utilizem papel milimetrado nesse estudo. Para a forma
polar de um numero z=a+bi, € necessario calcular o seu modulo,
dentre outros, o qual pode ser interpretado geometricamente.
Tomando a fungdo ¢:Z[i|-{0} = N dada por ¢(a+bi)=a’+b?,
relativa ao modulo de z, (Z[i],+,-,<p) pode ser classificado como um
dominio euclidiano? De que forma essa caracterizacao contribui
com o estudo da divisdo e da forma polar de numeros complexos,
de acordo com a abordagem realizada nos livros didaticos de
Matematica para o ensino medio?

Resolucdo da situacdo-problema

Note que (Z[i],+.¢) € um dominio euclidiano. De fato, considere
X=a+bi, y=c+dieZ[i], ambos ndo nulos. Sendo assim,
@(xy)=¢((ac —bd)+(ad + bc)i) = (ac — bd)* + (ad + bc)?
=a’c’ +a’d® + b’ + b’d” = (a” + b*)(c® + d°) = p(x)e(y)
Como a®+b*>0, c*+d*>0, entdo o(xy)=w(x)e(y)> ¢(x),
comprovando a condicdo (i) da definicdo. Para a condicao (ii), sejam
Xx=a+bi, y=c+die€Z[i], y ndo nulo. Sendo y o conjugado do

numero complexo y, ao calcularmos a divisdo de x por y, devemos
multiplicar e dividir o termo X por y, obtendo uma fracao cujo
y

numerador é xy e denominador é yy, sendo este Ultimo termo
dado por yy = ¢(y). Assim, note que

a_x_xy_ xy [a+bi)e—di) actbd be-ad, . ..o

X =
/ Yy yy ey c’+d* c2+d?>  +d?

Em cada intervalo da forma (c,c+1), com ceQ, existe um
numero inteiro. Veja a demonstragdo desse resultado na pagina 14
do material de Sousa (2013). Assim, tomando na afirmacao anterior

c:—%, podemos identificar r e s inteiros, tais que |m—r|§% e

ac +bd bc —ad
en=— ol

Assim, note que
c*+d° c*+ .

|n—s|§%,com m=
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xy '=m+ni=(r—r+m)+(s—s+n)i=(r+si)+[(m-r)+(n—s)i
= Xx=(r+siy+[(m-r)+(n—s)ily

Considerando g=r+si e r:[(m—r)+(n—s)i]y, sabendo que
y =c+di, segue que

o) = o ([(m—r)+ (- s)]y) = o ((m—r)+ (n—s))ely) < [%+%]¢(Y)< o)

comprovando a decomposicao de x naforma x=yq+r,com r=0
ou ¢(r)< o(y) e a condicdo (ii) desejada.

Considerando a elaboracdo de uma proposta voltada ao trabalho
com a forma polar, e também com as operacdes envolvendo
numeros complexos, de que forma a caracterizacao de (Z[i],+,-,<p)
como dominio euclidiano favorece a elaboragcdo das tarefas?
Por que o anel dos inteiros de Gauss pode contribuir com a
aprendizagem dos numeros complexos no ensino medio? Finalize
a tarefa identificando atividades que poderiam ser selecionadas com
base nesse anel, para o estudo do modulo de um numero complexo
e sua forma polar.

Faca valer a pena

1. Para a definicdo de um homomorfismo, precisamos considerar
dois anéis, os quais podem ser iguais entre si, além de uma aplicagao
definida entre eles, de modo que satisfaga a duas condi¢cdes para todos
os elementos do anel, caracterizando o dominio da aplicacdo. Dessa
forma, é necessario que todas as condi¢cdes da definicao sejam validas
simultaneamente para afirmar que a aplicacdo definida corresponde a
um homomorfismo de anéis.

Com base nesse tema, considere as aplicagcdes definidas a seguir:

f:Z — Zx17 definida por f(x)=(0,x)
g :Z — Z definida por g(x)=3x+2
h:C — C definida por h(a+ bi)=a— bi
Além disso, considere que os anéis (Z,+,), (ZxZ,+,) (produto direto)
e ((C,+,-) estejam munidos de suas operacdes usuais de adigcao e
multiplicacdo.

Considerando as aplicacdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
a(s) que pode(m) ser classificada(s) como homomorfismo(s) de anéis:

U4 - Estruturas algébricas: corpos 217



a) Apenas f.

b) Apenas feg.

c) Apenas fe h.

d) Apenas g e h.

e) As aplicacdes f, g e h.

2. A partir da caracterizacdo de um homomorfismo, podemos estudar
algumas de suas propriedades especificas. Além disso, podemos identificar
um subconjunto de seu dominio formado por todos os elementos, cujas
imagens sao nulas, compondo o chamado nucleo do homomorfismo.
Considere os homomorfismos definidos como segue:

f:ZxZ — 7 definido por f(x,y)= x
g:ZxZ — Zx1Z definido por g(x,y)=(y,x)
h:7Z — ZxZ definido por h(x)=(0,—x)

Arespeito dos homomorfismos apresentados, assinale a alternativa correta:
a) O nucleo do homomorfismo f corresponde a N(f)={(0,0)}.

b) O nucleo do homomorfismo g corresponde a N(g)=R .

c) O nucleo do homomorfismo h corresponde a N(h) ={(0,x)| x € Z} .

d) O nucleo do homomorfismo f corresponde a N(f)={(0,y)|y € Z} .

e) O nucleo do homomorfismo g corresponde a N(g)={0} .

3. Considerando as definicdes dos homomorfismos e dos isomorfismos,
bem como de suas principais propriedades, analise as afirmacdes
apresentadas a seguir, classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):
( )Todo homomorfismo na forma f:A— B, em que (A+) e (B,+)
sdo anéis com unidade, satisfazem a condicdo de que f(1,)=1;.
com 1, e 1, representando, respectivamente, as unidades dos anéis
(A+) e (B+).

()A aplicagdo f:QxZ — ZxQ definida por f(x,y)=(y,x) pode ser
classificada como um isomorfismo de anéis.

( )Os anéis (2Z,+,") e (3Z,+,), munidos de suas operacdes usuais de
adicdo e multiplicacdo, sdo isomorfos, ou seja, € possivel construir um
isomorfismo f:27Z — 37 .

Assinale a alternativa que apresenta a sequéncia correta das classificacdes,
considerando a ordem na qual as afirmacdes foram apresentadas:
aV-F-V.

b)V—-F~F
AF-V-V
dF-F-V
e)F-V-F
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