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Palavras do autor

Prezados alunos, vocés ja devem ter se deparado com inumeras
incertezas ao longo da vida. Mas como sera que essas incertezas afetam
as decisGes de um engenheiro de producdo? Sera que OS Processos
sao sempre precisos? Na verdade, em processos de tomada de decisao
e gerenciamento, seja em nossa vida pessoal ou profissional, temaos
que levar em conta a existéncia de incertezas que impactam nossas
decisdes.

Assim, comumente buscamos solucdes que as vezes sao baseadas
No bom senso ou em nossa opiniao para lidar com as incertezas.
Contudo, o objetivo ao longo do nosso estudo € prover diversos
conceitos e ferramentas que tragam todo 0 embasamento necessario
para que vocé tome as melhores decisdes como futuro engenheiro,
atuando nas areas de Qualidade, Planejamento e Controle da Producao,
Metrologia, entre outras.

Em nossa primeira unidade, teremos uma introdu¢ao aos processos
estocasticos e a probabilidade, a partir da qual analisaremos diversos
exemplos para entender o conceito de processos estocasticos,
bem como o uso de distribuicdes de probabilidades, a classificacao
entre processos discretos e continuos e a abordagem do espaco de
parametros e do espaco de estados, buscando conhecer os tipos
de processos para que, futuramente, vocé possa aplica-los em sua
jornada profissional. Assim, pretende-se que vocé conhecga os tipos de
processos e fundamentos de espacos e que saiba analisar 0s processos
estocasticos discretos e continuos.

Na Unidade 2 nos continuaremos nossa abordagem probabilistica
com o estudo dos processos de renovacao, as probabilidades de
transicao e os processos de Bernoulli e de Poisson. O objetivo, ao final
desta unidade, € que vocé seja capaz de conhecer, analisar e aplicar 0s
processos de Bernoulli e de Poisson.

Na terceira unidade falaremos sobre as cadeias de Markov,
mostraremaos diversas aplicacdes e trataremos das cadeias de Markov
discretas e continuas, para que vocé conhega 0s principios basicos das
cadeias de Markov e suas aplicacdes como engenheiro.



Por ultimo, na Unidade 4, focaremos nossa atencao na parte de
Teoria das Filas, iremos conhecer algumas caracteristicas dos sistemas
de filas e aprofundaremos nossos estudos em alguns padrdes de filas
mais comuns. Nosso objetivo € que vocé compreenda e saiba aplicar
0s conceitos na otimizacao de filas ao longo de sua carreira.

Diante de um cenario repleto de boas perspectivas para as
aplicacdes de processos estocasticos como ferramenta gerencial e de
tomada de decisdes, espero gue vocé se sinta motivado a dedicar seu
tempo e seus esforcos em um estudo com viés aplicado!

As competéncias e habilidades adquiridas lhe proporcionarao
chances reais de assimilar os conceitos e as tecnicas que voceé utilizara
na sua vida profissional.

Portanto, tenha um excelente estudo e engaje-se na construcao do
seu proprio conhecimento!



Unidade 1

Introducao aos processos
estocasticos

Convite ao estudo

Prezado aluno, dada a importancia da analise de processos
estocasticos, iniciaremos nossos estudos com uma introdugao
a0 conceito de processos estocasticos. Neste primeiro contato,
veremos alguns exemplos cotidianos para que estejamos
familiarizados com os conceitos apresentados.

Em seguida, veremos o conceito de probabilidade e de
distribuicdes de probabilidade com aplicacao em processos
estocasticos, para que possamos avaliar as incertezas presentes
nesses processos, bem como sua aplicagcdo por meio das
distribuicdes de Poisson e de Bernoulli.

Seguindo um desencadeamento logico das ideias, poderemos
classificar os processos estocasticos em discretos e continuos,
e aprofundar nossos conhecimentos com as abordagens de
espaco de parametros e espaco de estados.

Assim, ao final desta unidade, pretende-se que que vocé
conheca os tipos de processos e fundamentos de espacos, além
de saber analisar os processos estocasticos discretos e continuos.

Nesse sentido, suponha que vocé foi contratado por uma
empresa de varejo e seja responsavel pelo gerenciamento dos
estoques de uma das instalacdes. Ao iniciar suas atividades, vocé
se depara com um problema recorrente que a empresa esta
enfrentando: um dos produtos da linha de eletrodomeésticos
possui um estoque local que pode ser reposto diariamente.

A demanda pelo produto tem apresentado flutuacao
aleatoria, de modo que a cada dia temos um valor diferente e os
gestores gostariam de entender melhor esse processo ao longo
do tempo para otimizar as reposicdes, cabendo a vocé trazer os
esclarecimentos necessarios. Nesse contexto, como engenheiro



recém-contratado, como vocé explicaria © comportamento do
processo em fungao da aleatoriedade?

Uma vez que tenha conseguido entender o comportamento
do processo, como vocé classificaria o comportamento do
processo, entre discreto ou continuo, e quais as diferencas
resultantes dessa classificacao?

Ao descrever o processo de gerenciamento de estoques
para 0s gestores, seria mais adequado utilizar uma abordagem
orientada ao espaco de estados ou parametros?

Pense a respeito dessas indagacdes, uma vez que o presidente
da filial solicitou a vocé uma apresentacdo com esse escopo.

Entdo, maos a obral
Bons estudos!



Secaoll

Introducao aos processos estocasticos e a
probabilidade

Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia dos processos estocasticos,
comecaremos a explorar esse conceito em um estudo inicial, que
serd essencial a fim de vocé entender a partir de qual demanda surgiu
a necessidade de estudar os processos estocasticos e vislumbrar a
aplicacdo dessa area em diferentes segmentos da economia, COmMo
industria, transporte, mercado financeiro, entre outros, uma vez que
se trata de uma area estratéqica.

Assim, teremos uma introducdo aos processos estocasticos
e a probabilidade, na qual analisaremos diversos exemplos para
entender o conceito de processos estocasticos, bem como o uso de
distribuicdes de probabilidades.

Dessa forma, vamos retomar nosso contexto, no qual vocé
foi contratado por uma empresa de varejo e € responsavel pelo
gerenciamento dos estoques de uma das instalagdes. Ao iniciar suas
atividades, vocé sedeparoucomum problemarecorrente queaempresa
esta enfrentando: um dos produtos da linha de eletrodomésticos
possui um estoque local que pode ser reposto diariamente.

A demanda pelo produto tem apresentado flutuacao aleatoria, de
modo que a cada dia temos um valor diferente e 0s gestores gostariam
de entender melhor esse processo ao longo do tempo para otimizar
as reposicdes, cabendo a vocé trazer os esclarecimentos necessarios.

Nesse contexto, como engenheiro recém-contratado, como
vocé explicaria o comportamento do processo em funcdo da
aleatoriedade?

Vocé observou que a venda meédia diaria do produto é de duas
unidades. Pensando no estoque que deve estar disponivel para venda,
gual seria a probabilidade de trés ou mais clientes quererem comprar
aquele produto especifico naquela loja?

Pense a respeito dessa indagacdo, uma vez que o presidente da
filial solicitou a vocé uma apresentacdo com esse escopo.

U1 - Introdug&o aos processos estocasticos 9



A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicacdo e
com entusiasmo, para aproveitar esse conteudo e fazer a diferenca
em sua carreira.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Prezado aluno, vamos comecar 0 nosso estudo de processos
estocasticos pensando no significado dessa expressdo. O que
seriam processos estocasticos? Onde eles sdo aplicados? Por que
sao estudados? Vamos tentar responder a essas indagacdes ao
longo do nosso curso, aprofundando alguns conceitos e teorias.

Vamos comecar, entdo, com um conceito fundamental em
processos estocasticos e que nos ajudara nas definicdes futuras:
incerteza. Vocé ja deve ter se perguntado qual a chance de uma
coisa dar certo? Ou, sera que amanha vai chover? Sera que vou
ganhar na loteria? Sdo todas perguntas que levam em conta a
incerteza em relacao a varios eventos futuros, ou seja, coisas que
podem ocorrer ou nao, dados os diversos fatores que podem
interferir nos acontecimentos.

Sabendo que as coisas aoc nosso redor apresentam um dado grau
de incerteza, vamos a uma definicao mais informal de processos
estocasticos: conforme o tempo passa, OS Processos variam em
algum grau, de modo incerto. Vamos ver alguns exemplos rotineiros:

* VOCé ja imaginou como deve ser a variacao diaria na
guantidade em estoque de uma empresa?

» Quantos carros passam por um determinado cruzamento
ao longo do dia?

Nas situacdes anteriores, podemos verificar variacbes com
um determinado grau de incerteza com o decorrer do tempo. A
variacao do estoque hoje ndo necessariamente sera a mesma de
amanha, tampouco o fluxo de carros No cruzamento. Isso ocorre
porque em cada uma das situacdes apresentadas anteriormente
existem fendmenos aleatorios que variam com o tempo.

A palavra aleatorio nos remete aquilo que depende das
circunstancias; por exemplo, se a demanda for maior hoje,

10 U1 - Introdugéo aos processos estocasticos



conseguentemente a variagao no nivel de estoque sera maior, sendo
que alguns fatores que influenciaram o aumento da demanda hoje,
nao necessariamente influenciardo o aumento da demanda nos
dias posteriores.

Agora que temos uma ideia melhor do que sejam processos
estocasticos, vamos entao a uma definicdo mais formal, que
envolvera alguns conceitos matematicos.

Segundo Hillier e Lieberman (2013), um processo estocastico
pode ser definido como um conjunto de variaveis aleatorias (variavel
gue apresenta um comportamento aleatorio) ordenadas X, sendo
que t é oindice que representa a variacdo do tempo, que pertence
aum conjunto T {X,:teT}. Vamos deixar a analise da descricao do
tempo para um ponto mais adiante nos Nossos estudos.

Mas como faremos para medir © grau de incerteza nos processos
estocasticos? A propria palavra estocastico € um sindnimo de
aleatorio; portanto, utilizaremos o conceito de distribuicdes
de probabilidades, ou seja, analisaremos as chances daquele
comportamento ocorrer.

JZ| Exemplificando

Sabemos que uma determinada loja de equipamentos eletrénicos
possui diversos modelos de celular. O modelo mais caro pode ter um
estoque local maximo de 10 unidades, por questdes de seguranca. Se
até o final do dia de hoje a loja vender alguns aparelhos do modelo mais
caro e ficar com poucos disponiveis, 0 gerente solicitara a reposi¢ao
do estoque para o nivel maximo antes de comecar o expediente do
proximo dia.

Se considerarmos X, a quantidade de celulares na loja no final do dia
t, essa variavel pode ser considerada aleatoria, pois nao temos como
saber exatamente a quantidade de celulares que serdo comprados a
cada dia.

Umavez que vocéjateve esses fundamentos em outras disciplinas
do curso, vamos ver os conceitos de distribuicdes de probabilidades
com enfoque mais aplicado a processos estocasticos.

Hines et al. (2006) conceituam uma distribuicao de probabilidade
como a relagdo entre um determinado valor da variavel em estudo

U1 - Introdug&o aos processos estocasticos 11



com a probabilidade desse valor ocorrer. Vamos a um exemplo bem
simples: vocé joga um dado e a probabilidade de cada face sair € a
mesma, portanto, para cada face do dado existe uma probabilidade
do valor ocorrer que é de 1/6 ou 16,66%.

As distribuicbes de probabilidades podem ser continuas ou
discretas, ou seja, quando tivermos variaveis expressas numa escala
continua, as distribuicdes serao continuas. Ja no caso de variaveis
discretizadas, como os valores inteiros, a distribuicao sera discreta.

Um exemplo de variaveis discretas seria a proporcao de pecas
com defeito entre mil testadas, pois as varidveis nao poderao
assumir qualquer valor dentro do intervalo. Esse caso em especial
faria sentido apenas utilizando variaveis inteiras, pois Nndo podemaos
fracionar uma peca com defeito. As unidades de medida, por
exemplo a massa, a temperatura e o comprimento sao exemplos
de variaveis continuas, pois podem assumir qualguer valor, inclusive
fracionado, dentro do intervalo analisado.

Voltando entdo aos processos estocasticos, o conceito de
distribuicdo de probabilidades ¢ aplicado da seguinte forma: dado
um valor de t, como vimos anteriormente, 0 processo estocastico
€ composto por uma variavel aleatoria no formato X;, sendo que o
tempo t varia no espaco de parametros T . Mas qual a utilidade da
distribuicdo de probabilidade aplicada nos processos estocasticos?
Se conhecermos a distribuicao conjunta {X,:te T} podemos prever
o comportamento futuro do processo com base no comportamento
passado.

Vamos voltar ao exemplo do dado para que isso fique claro, bem
como as implicacdes futuras. Se ao jogar um dado sabemos que
a probabilidade de cada face sair € a mesma, ao fazer uma aposta
VOCEé espera que saia um determinado valor para ganhar. A chance
de o dado apresentar o valor da face desejado ja € conhecida por
VOCEé, por meio da probabilidade da face ocorrer.

Similarmente, no box exemplificando abordamos um problema
de estoque de uma loja de equipamentos eletronicos. Analisando
O comportamento dos dias anteriores e atribuindo a uma variavel
aleatoria X; a quantidade de celulares na loja no final do dia t

poderemos prever o comportamento futuro com base nas
probabilidades levantadas.

12 U1 - Introdugéo aos processos estocasticos



D9 Pesquise mais

Vamos aprofundar os nossos conhecimentos sobre distribuicdes de
probabilidades? No artigo sugerido abaixo como referéncia ¢ abordada
a questdo da distribuicdo de chuvas em Santa Maria, no Rio Grande do
Sul. S8o abordadas algumas distribuicdes de probabilidade diferentes das
apresentadas nesta secao para que vocé amplie seu entendimento.
SILVA, J. C. da et al. Andlise de distribuicdo de chuva para Santa Maria, RS.
Revista Brasileira de Engenharia Agricola e Ambiental, Campina Grande,
v. 11, n. 1, p.67-72, 2007. Disponivel em <http://www scielo.br/pdf/%0D/
rbeaa/v11n1/v11n1a09.pdf> Acesso em: 9 out. 2017.

Temos trés propriedades basicas da probabilidade que vale a pena
retomarmos para seguirmos com os NOssos estudos:

1. O valor maximo para uma probabilidade € 1, ou 100%.

2. Aprobabilidade ndo pode assumir um valor negativo; portanto,
a probabilidade de evento ocorrer pode ser qualquer valor entre o
minimo, O, e o valor maximo, 1.

3. Em eventos mutuamente exclusivos, ou seja, eventos que Nao
podem ocorrer ao mesmo tempo, a probabilidade de ocorréncia de
todos 0s eventos sera a soma da probabilidade de que cada evento
ocorraisoladamente, lembrando que a soma das probabilidades € igual
al

Dentre os diversos modelos de distribuicao de probabilidade, vamaos
adentrar nas distribuicdes de Poisson e de Bernoulli para a aplicacao
em processos estocasticos.

Comecando pela distribuicdo de Poisson, © Nosso interesse esta
em descrever eventos que ocorrem aleatoriamente, no entanto, com
uma variagao media definida. Como assim? Vamos a um exemplo: a
quantidade de nascimentos de criancas por més em um dado hospital
(variavel aleatoria V). Podemos calcular o numero médio esperado
de nascimentos por més, embora em cada més possamos ter uma
quantidade aleatoria de nascimentos. Nesse caso, poderiamos nos
perguntar gue tipo de distribuicdo devemos esperar para © numero de
nascimentos observado naquele determinado hospital? Cada paciente
possui uma probabilidade de ter o seu filho naquele hospital; se
conhecermos essa probabilidade e a quantidade de mulheres gravidas,
saberiamos o numero medio esperado de nascimentos naquele
hospital especifico.

U1 - Introdug&o aos processos estocasticos 13



A principio, poderiamos considerar uma distribuicao binomial, ou
seja, analisar 0 nascimento ou nao da crianca naquele hospital. No
entanto, o numero de mulheres gravidas (variavel n) é enorme, e a
probabilidade de uma delas ter um filho naquele hospital € P, que ¢
pequena. Portanto, podemos fazer uma simplificacdo com relacédo a
aplicacdo da distribuicao binomial para a distribuicao de Poisson.

Deacordo com Barbetta, Reis e Bornia (2010) temos duas suposicdes
basicas nas distribuicbes de Poisson que devemos considerar, e
que ja ficaram evidentes no exemplo anterior: a independéncia e a
aleatoriedade entre ocorréncias do evento que esta sendo considerado.
Mas por que €& importante analisar a variagcao media presente na
distribuicdo de Poisson, como visto no exemplo dos bebés?

O valor meédio, que também podemos denotar pela letra grega
L. Seria obtido se repetissemos o evento muitas vezes, de modo que
este valor € obtido somando-se todos os valores possiveis de v, cada
um deles multiplicado pela sua probabilidade de ocorrer. Portanto, este
parametro € o numero medio que obteriamos ao repetir a observagao
muitas vezes.

A distribuicao de Poisson sera dada por meio da Equacao 1.1, na
qual utilizaremos as variaveis ja exemplificadas anteriormente. Nao
entraremos em detalhes com relacdo a derivacdo da equacao, uma
vez que isso ja foi abordado em disciplinas de estatistica.

p(v)= %e’“ (Equacdo 1.1)

Sendo PV) g probabilidade de v contagens no intervalo definido, a
base do logaritmo natural (e=2,71828...) e u a taxa média.

Temos algumas propriedades desse tipo de distribuicdo que vale a
pena mencionarmaos:

e Devemos levar em conta que a distribuicao de Poisson
apresenta a probabilidade de se obter um resultado levando-se
em conta a aleatoriedade dos eventos, no entanto, associado a
uma taxa media.

» A taxa media, que representamos pela letra grega u, € obtida
por meio da contagem média, que seriam os valores medios de
V.

e Assim como utilizamos o conceito de meédia, o desvio

14 U1 - Introdugéo aos processos estocasticos



padrao seria a raiz quadrada de U e a melhor aproximacao da
distribuicéo seria quando u = V, portanto, o numero medio
de eventos que ocorrem num intervalo de tempo T pode ser
descrito pela Equacao 1.2.

A=v+ \/; (Equacdo 1.2)

sendo A o numero medio de eventos que ocorrem no tempo T .

A

Figura 1.1 apresenta um exemplo de funcdo de densidade de

Poisson com meédia 1 =9, sendo f(k) a probabilidade, que denotamos
anteriormente por p(V).

Figura 1.1 | Funcdo de densidade de Poisson

S
0,2

0,1

0

T

| ‘1

1 % 3 4 5 & W TE 12

Fonte: Clark e Downing (2010)

A distribuicdo de Bernoulli € empregada em situacdes que admitem
somente dois resultados, que usualmente sdo denominados sucesso
ou fracasso. Na pratica, € facil identificar algumas aplicacdes para esse
modelo de distribuicdo. Vamos a alguns exemplos:

* No lancamento de uma moeda € possivel que tenhamos
COroa ou cara.

» Ao jogar um dado pode ocorrer ou Nao a face seis.

e O resultado de um exame pode confirmar ou refutar a
existéncia de uma doenca.

* Um processo produtivo pode gerar pecas conformes ou nao
conformes.

U1 - Introdug&o aos processos estocasticos 15



Nos casos anteriores foi possivel constatar situacdes nas quais existe
uma dicotomia, geralmente representada pelo fracasso-sucesso. Na
pratica, do que ja vimos anteriormente, agora temos a probabilidade P
de sucesso ou o complementar de P se for um fracasso (P —1). Como
ficaria, entdo, a funcao de probabilidade nesse caso? Basicamente, a
distribuicdo de Bernoulli também € um tipo especial de distribuicdo
binomial, no qual n ¢ igual a 1 (CLARK; DOWNING, 2010). Portanto,
poderiamos definir a funcao de probabilidade em funcdo da variavel
aleatoria Vv :

1— sucesso
0 — fracasso

_pov=1
p(v)_{p—1—>v=0

o(?,s Reflita

Caro aluno, vocé acha que poderiamos dizer que a Distribuicao de
Bernoulli segue um modelo binario?

Novamente temos o conceito de valor medio, como na distribuicao
de Poisson, que neste caso também pode ser chamado de esperanca
ou valor esperado. A Figura 1.2 apresenta um exemplo de funcao de
probabilidade da distribuicdo de Bernoulli, sendo P(X) a probabilidade,
que denotamos anteriormente por p(v).

Figura 1.2 | Funcdo de probabilidade da distribuicdo de Bernoulli.
pix)
5/6 .
23
12

13

1% ®

Fonte: Kirsten e Rabahy (2007)
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Agora que ja relembramos e aprofundamos alguns conceitos de
processos estocasticos e de distribuicdes de probabilidades, vamos a
algumas aplicacdes mais comuns para que vocé entenda bem aquilo
que foi tratado:

» Setor de servicos: seguradora de veiculos — uma seguradora
recebe V reais de cada um dos seus segurados, em troca
do servico de seguro por um periodo de tempo (podem ser
dias, meses, anos, entre outros). Quando um sinistro com
algum segurado ocorre, a seguradora tambéem € responsavel
pela indenizacdo, além de outras despesas gerais, cCoOmo
as administrativas, que ndo estamos considerando neste
momento. Para que a seguradora tenha a liquidez necessaria
para 0 pagamento das indenizacdes, ela possui uma reserva
financeira que € afetada apenas pelo pagamento dos prémios,
pelos clientes, ou pelas indenizagdes, pela propria sequradora.
O lucro da empresa serd a diferenca entre os Vv reais que ela
recebe e o valor total das indenizacdes que foram pagas no
mesmao periodo.

A pergunta é: estamos lidando com processos estocasticos, que
sao sujeitos a distribuicdes de probabilidades? Nessa aplicacdo, em
especial, sim, pois o lucro da seqguradora depende da quantidade de
recebimentos e de indenizacdes pagas, que sao variaveis aleatorias.
Mas e se quisermos utilizar um modelo de distribuicao de probabilidade
que possa quantificar essa incerteza? Como vimos anteriormente,
poderiamos aplicar o conceito de distribuicao de Poisson para analisar
0s processos envolvidos, tendo em vista © emprego de um valor médio
de sinistros. Uma das formas de se fazer isso € analisando a ocorréncia
de sinistros pela faixa etaria dos segurados e, com isso, definir uma
politica de precos para alcangar a margem de lucro desejada.

« Setor industrial: montadora de carros — uma montadora esta
preocupada com a qualidade dos seus veiculos e faz inspecdes
regulares para manter a conformidade dos seus produtos. Ao
final do processo de montagem, cada carro € testado e pode
ser considerado conforme (apto para venda) ou nao conforme
(deve ser retrabalhado). Considerando-se que a existéncia de um
carro nao conforme independe dos outros carros, novamente
cabe a pergunta: estamos lidando com processos estocasticos,
gue sao sujeitos a distribuicdes de probabilidades?
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Podemos dizer que sim, pois, cComo a existéncia de um carro
nao conforme ¢ independente, esse processo esta sujeito a variaveis
aleatdrias. Mas e se novamente quisermos utilizar um modelo de
distribuicdo de probabilidade que possa quantificar essa incerteza?
Poderiamos aplicar o conceito de distribuicado de Bernoulli, pois a
probabilidade de que um carro seja nao conforme uma dicotomia, o
fracasso ou sucesso.

(tz" Assimile

Vamos retomar alguns conceitos que foram abordados nesta secao e que
serao fundamentais aoc longo do Nosso processo de ensino-aprendizagem.
Em primeiro lugar, temos o proprio conceito de processos estocasticos,
que nada mais sdo do que processos que estao sujeitos a incertezas, que
podem ser descritas por meio de variaveis aleatorias.

Quando falamos em variaveis aleatorias, logo nos lembramos dos
conceitos de probabilidade e das distribuicdes de probabilidades, ou
seja, a chance de algum evento ocorrer. Dentre as distribuicdes de
probabilidades, aplicamos a distribuicao de Poisson e a distribuicdo de
Bernoulli.

A distribuicdo de Poisson é caracterizada pela probabilidade de ocorréncia
de uma serie de eventos num periodo de tempo, lembrando da
independéncia e da aleatoriedade entre ocorréncias do evento analisado.
Ja a distribuicao de Bernoulli € utilizada quando temos a dicotomia entre
sucesso e fracasso, ou seja, avaliamos a probabilidade de sucesso ou de
fracasso numa ocorréncia.

Sem medo de errar

Relembrando que vocé foi contratado por uma empresa de
varejo como O responsavel pelo gerenciamento dos estoques de
uma das instalacdes, vocé se deparou com um problema recorrente
gue a empresa estd enfrentando: um dos produtos da linha de
eletrodomesticos possui um estoque local que pode ser reposto
diariamente. A demanda pelo produto tem apresentado flutuacao
aleatoria, de modo que a cada dia temos um valor diferente e 0os gestores
gostariam de entender melhor esse processo ao longo do tempo
para otimizar as reposicdes, e cabe a vocé trazer os esclarecimentos
necessarios. Nesse contexto, como engenheiro recéem contratado,
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como vocé explicaria o comportamento do processo em funcao da
aleatoriedade?

Como nos  observamos, diversos  processos  apresentam  a
caracteristica de aleatoriedade, pois existe uma incerteza com relacao
a ocorréncia de determinados eventos. Para iniciar sua apresentacao
a ser entregue ao presidente da filial, na situacao descrita, nao temaos
como afirmar com 100% de certeza que em um determinado dia serao
vendidos tantos produtos.

O que caberia ser explicado aos seus gestores € que essa
aleatoriedade € inerente ao processo de vendas e que ela ndo pode ser
eliminada, mas que vocé ira trabalhar com os conceitos de distribuicao
de probabilidade para verificar qual modelo melhor se encaixa as
caracteristicas do seu processo para tentar minimizar as perdas
decorrentes do excesso ou da falta de produtos.

Uma das possibilidades seria empregar o conceito de distribuicao
de Poisson, avaliando a aleatoriedade das vendas por meio de uma
taxa média, que pode ser observada no dia a dia, para que seja feito um
ajuste na quantidade a ser reposta diariamente.

Nesse caso, a probabilidade de mais de trés clientes buscarem pelo
produto especifico por dia naguela loja sera a soma das probabilidades
complementares de ndo ocorrer nenhuma procura, de um cliente
procurar e de dois clientes procurarem pelo produto, portanto:

p(v =3)=1-p(0)-p(1) - p(2)
Como estamos utilizando o conceito de distribuicdo de Poisson,
sabemos que a probabilidade pode ser calculada por:

pv)=t-e+
v!

Nos casos descritos, a probabilidade de nenhum cliente querer o
produto é:

(0)—£e’2 1201353
PR=3e =3¢ =5
Um cliente querer o produto:
1
p(1) = 2 g2 252 0,2706

1! 1
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Dois clientes procurarem o produto:

2> 5, 4
2)=—e “=—e - =0,2706
p(2) o1 >

Portanto:
p(v>3)=1-0,1353-0,2706 — 0,2706 = 0,3233 = 32,35%

A probabilidade de ocorrer mais de trés vendas por dia sera de
aproximadamente 32%.

Desta forma, vocé conseguira minimizar os prejuizos fazendo uma
analise critica dos processos e saber como melhor gerencia-los.

Avancando na pratica
Controle de qualidade de uma industria automobilistica

Descricao da situagao-problema

Em um laboratorio de controle de qualidade de uma industria
automobilistica, pequenas engrenagens sao selecionadas, por
engenheiros juniores de qualidade, de acordo com o critério: em
conformidade com a especificacdo técnica ou fora de conformidade
de acordo com a especificacao técnica.

Como gestor do laboratorio, vocé percebe que os recém-
formados estdo tendo dificuldade em fazer uma analise de
probabilidade sobre o processo, uma vez que nao estao identificando
o tipo de distribuicdo de probabilidade que rege o fenbmeno.

Ao passar essa dificuldade para o gerente geral de qualidade,
ele o solicita para fazer uma explanacdo sobre o tema a fim de
direcionar as atividades dos engenheiros. Como vocé faria essa
apresentacao a fim de ajudar os juniores a entenderem a distribuicao
de probabilidade que modela esse fendbmeno?

Resolucdo da situacao-problema

Para iniciar a sua apresentacao, inicialmente € interessante
vOCcé destacar que se trata de uma distribuicao de Bernoulli, que
€ empregada em situagcdes que admitem somente dois resultados,
gue usualmente sao denominados sucesso ou fracasso.
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Neste caso, € facil identificar que o sucesso se refere ao estado
em conformidade com a especificacdo técnica, enquanto o
fracasso se refere ao estado fora de conformidade de acordo com
a especificagdo técnica. Na pratica, temos a probabilidade P ge
sucesso e o complementar de P se for um fracasso (p—1).

Pontuado isso em sua apresentacao, agora € valido vocé mostrar
como seria a funcao de probabilidade para esse caso.

Basicamente, a distribuicao de Bernoulli também € um tipo
especial de distribuicdo binomial no qual M é igual a 1. Portanto,

poderiamos definir a funcao de probabilidade, em funcao da variavel
aleatoria V-

1— sucesso — engrenagem em conformidade com a especificagao técnica
0 — fracasso —engrenagem fora de conformidade com a especificagdo técnica

3 p—o>v=1
p(v)_{p—1—>v=0

Novamente temos o conceito de valor medio, como na
distribuicdo de Poisson, que neste caso também pode ser chamado
de esperanca ou valor esperado. A Figura 1.2 apresenta um exemplo
de funcdo de probabilidade da distribuicdo de Bernoulli, sendo p(x)
a probabilidade, que denotamos anteriormente por p (v).

Vocé colocaria algo a mais na sua apresentacao?

Bom trabalho!

Faca valer a pena

1. No ambito de distribuicdo de probabilidade com enfoque nos processos
estocasticos, avalie as afirmacdes |, Il e Il

I. Uma distribuicdo de probabilidade pode ser entendida como a relacdo
entre um determinado valor da variavel em estudo com a probabilidade
desse valor ocorrer.

IIl. As distribuicdes de probabilidades podem ser continuas ou aleatorias.

lll. As unidades de medida, por exemplo, a massa, a temperatura € o
comprimento sao exemplos de variaveis continuas, pois podem assumir
qualquer valor, inclusive fracionado, dentro do intervalo analisado.

Considerando as afirmacdes |, Il e I, assinale a alternativa correta.
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a) Somente a | é correta.

b) Somente as | e Il sdo corretas.

c) Somente a ll é correta.

d) Somente as | e lll séo corretas.
)

e) Somente a lll é correta.

2. Asequir, serd apresentado um contexto sobre as distribuicées de Poisson
e de Bernoulli.

Avalie como as frases devem ser corretamente completadas.

Dentre os diversos modelos de distribuicdo de probabilidade, destacam-se
as distribuicdes de Poisson e de Bernoulli para a aplicagdo em processos
estocasticos. Na distribuicdo de Poisson, o interesse estd em descrever
eventos que ocorrem aleatoriamente, no entanto, com um(a)

definido(a). Temos duas suposi¢des basicas nas distribuicdes de Poisson que
devemos considerar: o(a) e o(a) entre ocorréncias
do evento que esta sendo considerado.

Assinale a alternativa que completa a frase corretamente.

a) Variacdo média; independéncia; aleatoriedade.
b) Variacdo media; independéncia; continuidade.

)
c) Desvio padrao; independéncia; aleatoriedade.
d) Desvio padrao; continuidade; aleatoriedade.

)

e) Incerteza padrdo; independéncia; aleatoriedade.

3. "Mais de 43% dos acidentes nas rodovias federais terminam com
mortos ou feridos. Entre julho de 2014 e junho de 2015, foram mais de 8
mil vitimas fatais e 100 mil feridos. Os dados fazem parte de uma analise
feita pelo GLOBO com base nos mais de 156 mil acidentes nas estradas. O
levantamento apresenta a taxa de mortos por cada 10 km. A maior ocorreu
na BR 040, num trecho de 8 km que passa pelo Distrito Federal. O estudo
mostra ainda que a chance de haver acidentes com mortos ou feridos
aumenta até 19% nos feriados e 18% nos fins de semana.”

Disponivel em: <http://infograficos.oglobo.globo.com/brasil/mapa-dosacidentes-
das-rodovias-federais.ntml>. Acesso em: 10 out. 2017. Acesso em: 10 out. 2017.

Diante das constatacOes feitas pela policia rodoviaria ao longo de diversos
meses, numa determinada rodovia do Estado de Sdo Paulo ocorrem, em
meéedia, 2 acidentes por dia. Pensando no efetivo que deve ser alocado para
monitoramento, qual a probabilidade aproximada de ocorrerem 3 ou mais
acidentes num dia nessa mesma rodovia?
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a) 12%
22%
32%
42%
52%
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Secao 1.2

Processos estocasticos discretos e continuos
Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia dos processos estocasticos,
comecaremos agora a explorar esse conceito refletindo sobre
processos estocasticos discretos e processos estocasticos continuos.

Assim, estudaremos nesta secao os fundamentos e a caracterizacao
de processos discretos e continuos, a fim de que vocé consiga
identifica-los e diferencia-los.

Também, a fim de melhorar seu processo de aprendizagem e
assimilacao de conceitos, serao explorados exemplos de processos
estocasticos discretos e continuos.

Isso sera importante em sua pratica profissional para vocé saber
reconhecer esses tipos de processos estocasticos e saber trabalhar
com cada um deles de acordo com suas especificidades.

Logo, vamos retomar nosso contexto no qual voceé foi contratado
por uma empresa de varejo e é responsavel pelo gerenciamento dos
estoques de uma das instalacoes.

Ao iniciar suas atividades, vocé se deparou com um problema
recorrente que a empresa esta enfrentando: um dos produtos da linha
de eletrodomeésticos possui um estoque local que pode ser reposto
diariamente.

A demanda pelo produto tem apresentado flutuacao aleatoria, de
modo que a cada dia temos um valor diferente e os gestores gostariam
de entender melhor esse processo ao longo do tempo para otimizar
as reposicoes, cabendo a vocé trazer 0s esclarecimentos necessarios.

Em um primeiro momento, como engenheiro recém contratado,
vocé explicou o comportamento do processo em funcdo da
aleatoriedade.

Agora, uma vez que vOocé conseguiu entender o comportamento
do processo, como classificaria 0 comportamento do processo,
entre discreto ou continuo, e quais as diferencas resultantes dessa
classificagao?
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O gerente da loja apresentou a vocé alguns dados das vendas dos
ultimos dias para que vocé utilizasse em sua explicagdo, conforme
Tabela 1.1.

Tabela 1.1 | Vendas dos ultimos dias, de um dos produtos da linha de eletrodoméstico

Dia Ve.zndas
(unidades)
01/09 3

02/09
03/09
04/09
05/09
06/09
07/09
08/09

09/09

[NSIN NI RN RN IONTN IO RN AN

Fonte: elaborada pela autora

Pense a respeito dessas indagacdes, uma vez que o presidente da
filial solicitou uma apresentacdo com esse escopo.

Entdo, maos a obral

Bons estudos!

Nao pode faltar

Caro aluno, agora que entendemos melhor o conceito de
processos estocasticos, faremos uma analise mais profunda na forma
de uma classificacao.

Aprendemos que um processo estocastico € composto por uma
varidvel aleatdria no formato X;, sendo que t varia ao longo de T .
Os valores que sao assumidos pelos processos estocasticos podem ser
denominados estados, sendo que o conjunto com todos os estados
possiveis € chamado espaco de estados. Entraremos com mais detalhes
sobre a abordagem de espaco de estados nas proximas secdes, mas
O que nos interessa agora e responder ao seguinte questionamento:
como classificar um processo estocastico?

Antes de responder a esse questionamento, vamaos imaginar um
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exemplo para que figue mais clara a importancia da classificacao,
para depois vermos as principais definicdes, seus impactos e alguns
exemplos especificos.

Vamos supor que vocé seja um engenheiro de uma hidrelétrica e
se depare com o nivel de uma represa observado em um intervalo de
tempo, ou que vocé esteja acompanhando a cotacao de uma acao
que vocé adquiriu na bolsa de valores no final de um dia. Sera que, em
termos de processos estocasticos, estamos falando da mesma coisa?

Embora sejam dois exemplos de duas situacdes bem parecidas,
se analisarmos sob o enfoque de processos estocasticos séo duas
situacdes diferentes que exigem tratamentos diferentes. Agora ficara
mais claro entdo a necessidade de fazer a distingdo correta entre
0s tipos de processos estocasticos, pois as ferramentas de analise
aplicadas sao distintas.

Entdo, retomando a nossa pergunta inicial, como devemaos
classificar um processo estocastico?

Basicamente, faremos isso analisando dois aspectos:

1. Relacao com o estado do nosso sistema: ja temos uma ideia
inicial do que seja o estado do nosso sistema, Mmas vamos deixar
essa classificacdo para mais adiante, quando essa definicdo e suas
implicagdes estiverem mais aprofundadas.

2. Relagdo com o tempo: analisaremos se o tempo € uma
variavel discreta ou continua.

Entdo vamos focar neste momento na classificacdo dos processos
estocasticos com relagao ao tempo. Veremos mais adiante quais
sao as definicbes envolvidas e quais as consequéncias desse tipo de
classificacao.

Para que fique clara a distincdo proposta, primeiro resgataremos o
conceito de variavel discreta e de variavel continua.

Dentre as diversas definicdes possiveis que poderiamos adotar,
vamos dizer a principio que as variaveis continuas sao aquelas que
representam caracteristicas que podem assumir quaisquer valores
numa escala continua, ou seja, os valores fracionados também fazem
sentido.

Ja as variaveis discretas representam caracteristicas que podem
assumir apenas um numero finito ou infinito contavel de valores, ou
seja, ndo faz sentido utilizar valores fracionados.
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?Z| Exemplificando

Vamos ver alguns exemplos de varidveis que podem ser consideradas
discretas ou continuas?

Quando vocé pega uma balanca e mede seu peso ou a sua altura
utilizando uma fita métrica, vocé pode obter valores fracionados, que
representariam variaveis continuas.

Na area de engenharia fazemos o mesmo, isto €, existem alguns
processos que sao considerados continuos, sendo aqueles que
geralmente envolvem medidas, como comprimento, area, volume,
massa, entre outros. Um exemplo tipico € uma refinaria de petroleo.

Geralmente em casos nos quais a variavel é o resultado de contagens,
estamos falando de variaveis discretas. Por exemplo, o numero de
filhos de um casal ou a quantidade de balas num pote.

Montgomery, Runger e Hubele (2004) apresentam um caso de variaveis
discretas bem interessante aplicado a Engenharia: um carregamento
numa viga na qual somente sdo colocadas cargas em pontos discretos.
A funcao de probabilidade para cada um dos valores possiveis para a
variavel aleatoria é descrita na Figura 1.3.

Figura 1.3 | Carregamento em viga em pontos discretos

Carregamento

Fonte: <https://biblioteca-virtual.com/detalhes/eds/edsmib/edsmib.000004292 >. Acesso em: 6 nov. 2017.

Na area de engenharia, assim como temos processos continuos,
temos tambeém os processos discretos, que sdo caracterizados,
no segmento de producdo, pela fabricacdo de cada item, de modo
separado e individual, por exemplo como ocorre em montadoras de
carros, fabricas de aparelhos eletronicos, entre outros.
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Agora que ficou clara a distincao existente entre as variaveis discretas
e continuas, vamos aplicar esses conceitos na analise do tempo nos
processos estocasticos.

Hillier e Lieberman (2013) definem um processo estocastico
como um conjunto de variaveis aleatorias ordenadas X, sendo que
t é o indice que representa a variagdo do tempo, que pertence a um
conjunto T, de modo que {X,teT}. Mas o que significa classificar os
processos estocasticos em func¢ao do tempo t?

Vamos la:

1. Se o tempo for discreto, dizemos que temos um processo
estocastico de tempo discreto, ou seja, X; € definido apenas para um
dado conjunto de instantes de tempo, ou seja, sao valores naturais
(inteiros nao negativos). Portanto, t, nesse caso, € finito ou infinito
enumeravel. Dizemos que um conjunto € infinito enumeravel quando
existe uma bijecdo de modo que f:N — X sendo que N é o conjunto
dos naturais.

2. Seotempo forcontinuo, entdo temos um processo estocastico
de tempo continuo. Nesse caso, a condicao anterior nao ¢ satisfeita e o
tempo pode assumir um valor fracionado.

Ficou clara a diferenca entre 0s processos estocasticos de tempo
discreto e de tempo continuo? Entdo, para termos certeza, vamos
analisar a Figura 1.4 e tentar identificar a diferenca entre os tipos de
processos estocasticos abordados. Vale lembrar que para cada tipo
de processo existe um tratamento diferente para que vocé chegue a
conclusao adequada do seu estudo.

Figura 1.4 | Processo estocastico de tempo continuo e discreto

N N,
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'] 'l |

Fonte: adaptada de: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila%20TP501%20-%20Ynoguti,%202011
pdf>. Acesso em: 6 nov. 2017.
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Na Figura 1.4 percebemos duas curvas, sendo X(t) uma funcdo
de tempo continuo, enquanto X(n) representa uma fungao de tempo
discreto. E possivel observar que no caso discreto a funcdo so assume
alguns valores em instantes de tempo pré-definidos.

Portanto, no caso discreto, podemos verificar que o tempo €
descrito por uma sequéncia X, = X(nT) na qual os instantes de tempo
t,=nT e n s30 uma constante inteira, bem como {T €Z}, ou seja,
teremos um multiplo inteiro do tempo.

Sera que ficou evidente a diferenca entre 0 processo estocastico de
tempo discreto e de tempo continuo conforme ilustrado na Figura 1.47

Entdo, para termos certeza, vamos retomar 0s nossos exemplos
a partir dos quais iniciamos o estudo da classificacdo dos processos
estocasticos. Se vocé € um engenheiro de uma hidrelétrica e se depara
com o nivel de uma represa observado em um intervalo de tempo
Ou se vocé esta acompanhando a cotacao de uma acao que vocé
adquiriu na bolsa de valores no final de um dia, qual a diferenca entre
0s dois casos?

A resposta, embora ndo pareca tdo facil, € que no primeiro caso
temos um exemplo de um processo estocastico de tempo continuo e
no segundo de tempo discreto.

Vamos ver melhor a diferenca. No primeiro caso, o tempo é
continuo, uma vez que ele pode ser fracionado e podemaos representar
o nivel da represa em funcao do tempo continuo, como observado em
X(t) na Figura 1.4.

Ja no segundo caso, identificamos um processo estocastico de
tempo discreto, no qual ao fim de um dia a cotacdo da acao apresentara
comportamento aleatorio. Nesse caso, teriamos aqui representado o
comportamento conforme observado em X(n) na Figura 1.4.

D9 Pesquise mais

Vamos aprofundar 0s Nossos conhecimentos em processos estocasticos
de tempo continuo?

No texto Processos Estocdsticos Aplicados as Financas € mostrado um
exemplo de aplicacdo e a abordagem de tempo continuo e discreto, vale
a pena dar uma conferida e ampliar 0s seus conhecimentos, aprendendo
Novos conceitos e observando algumas aplicacdes que podem favorecer
O seu aprendizado, portanto, maos a obra. Leia da pagina 1 até a 13!
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NICOLAU, J. Processos estocasticos aplicados as financas. Instituto
Superior de Economia e Gestdo. Universidade Técnica de Lisboa.
Disponivel em: <http://pascal.iseg.utl.pt/~nicolau/myHP/spe%202008.
pdf>. Acesso em: 6 nov. 2017.

Considerando-se entdo a classificacdo dos processos estocasticos
em tempo discreto ou continuo, a notagao ficaria da sequinte forma:

1. Processos em tempo continuo: {X.0<t}
2. Processos em tempo discreto: {X.t=123..}

Agora, retomando as perguntas iniciais, ja sabemos a importancia de
classificar os processos estocasticos, bem como fazer a classificagao
pelo tempo. Entao, vamos discutir um pouco das implicacdes da
analise do tempo Nos processos estocasticos.

Ja sabemos que para cada ponto t do conjunto T do nosso
processo estocastico observamos uma variavel aleatoria X,, certo?

Alguns processos estocasticos de tempo continuo merecem
destague, como os processos de Poisson, de Nascimento, de
Nascimento e Morte. Vamos ver cada um deles de modo detalhado
ao longo das secoes.

Os processos estocasticos de tempo discreto também podem ser
chamados de sequéncia aleatoria.

E] Exemplificando

Vamos ver alguns exemplos de processos estocasticos de tempo discreto?

Entdo considere que o historico de compras de um cliente ao longo do
tempo é de uma coxinha.

Neste exemplo simples, poderiamos dizer que o sabor de cada coxinha
consumida poderia ser de frango, requeijdo ou frango com requeijdo.

Se tivermos um publico composto por clientes desse tipo, poderiamos
escolher, ao acaso, um cliente, e para cada coxinha consumida N chamar
de X, o tipo de coxinha consumido, podendo ser O se for de frango, 1 se
for de requeijao e 2 se for de frango com requeijao.

Portanto, teremos uma variavel aleatoria X, e a sua evolucdo ao longo do
tempo fara com que possamos tirar conclusdes sobre as mudancas de
consumo do recheio do salgado. }
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Se vocé tiver um pequeno comeércio que venda salgados, essa informacao
sera extremamente util para que vocé saiba quais tipos de salgados deve
priorizar no momento da compra ou do preparo.

Agora ficaram evidentes os conceitos de variaveis discretas e
continuas, a importancia da classificacao em processos estocasticos
de tempo discreto e de tempo continuo, algumas implicacdes e alguns
exemplos. Esses conceitos sdo fundamentos para © NoOsso avanco em
processos estocasticos.

6&& Assimile

Caro aluno, vale ressaltar que € importante, para o0 nosso estudo, que fique
bem evidente para vocé a distincdo entre os processos estocasticos de
tempo discreto e de tempo continuo.

A primeira coisa que devemos lembrar € do conceito de variaveis discretas
e de variaveis continuas.

Relembrando, as varidveis discretas sao aquelas que representam
caracteristicas que assumem apenas um numero finito ou infinito contavel
de valores, ou seja, geralmente resultados de processos de contagens
Cuja representacao € feita com ndmeros inteiros, como, por exemplo, a
guantidade de alunos numa sala de aula.

Ja as variaveis continuas representam caracteristicas que podem assumir
quaisquer valores, inclusive os fracionados. Como exemplo, temos
medidas (volume, drea, comprimento, massa, entre outros).

A partir dessas definicbes podemos estender a aplicacdo desses conceitos
para 0s processos estocasticos, classificando-os com relacao ao tempo,
em tempo discreto ou tempo continuo.

Nos processos de tempo discreto, X, € definido apenas para um dado
conjunto de instantes de tempo, ou seja, sao valores inteiros, enquanto No
tempo continuo e possivel assumir um valor fracionado.

Devemos levar em conta que as aplicacdes de processos
estocasticos sao diversas, portanto vamos estudar na sequéncia uma
outra classificacdo de processos estocasticos, pensando agora no
conceito de espaco de estados.

Veremos alguns conceitos novos, mas ja podemos comecar nossa
reflexdo por meio do questionamento apresentado no item Reflita.
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c@ Reflita

Agora que aprendemos a classificar processos estocasticos com relacdo
ao tempo discreto e ao tempo continuo, que tal refletirmos sobre o tempo
NoSs processos estocasticos.

Vale a pena lembrar que um processo estocastico e definido como um
conjunto de varidveis aleatérias ordenadas X; sendo que t é o indice
que representa a variagdo do tempo, que pertence a um conjunto T, de
modo que {X,, te T} .

Mas serd que sempre temos a representacdo do tempo no conjunto T ?
Talvez seja dificil imaginar, prontamente, um exemplo, mas vou dar
algumas dicas para que vOCé prossiga com a sua reflexao a respeito dessa
pergunta.

Imagine que vocé seja um engenheiro em uma linha de montagem,
de modo que os produtos finais apods a inspe¢do de qualidade sdo
classificados como defeituosos ou conformes.

Se o produto enésimo estiver com defeito, consideraremos Xn =0e
caso contrario, Xn =1

Agora, a probabildade de um produto ser considerado defeituoso
independe dos outros produtos fabricados. E entao? Que conclusdo vocé
chega a respeito dessa reflexdo?

Sem medo de errar

Caro aluno, dada a importancia da classificacao dos processos
estocasticos, comecaremaos agora a explorar esse conceito refletindo
sobre 0s processos estocasticos discretos e sobre 0s processos
estocasticos continuos aplicados ao Nosso problema.

No nosso contexto vocé foi contratado por uma empresa de
varejo e e responsavel pelo gerenciamento dos estoques de uma das
instalacdes, sendo que o problema mais recorrente que a empresa
esta enfrentando € que um dos produtos da linha de eletrodomeésticos
possui um estoque local que pode ser reposto diariamente.

A demanda pelo produto tem apresentado flutuacao aleatoria, de
modo que a cada dia temos um valor diferente, e agora que vocé
entendeu © comportamento do processo, como vocé classificaria o
comportamento do processo, entre discreto ou continuo, e quais as
diferencas resultantes dessa classificacdo?
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Em primeiro lugar, vamos construir o grafico (Figura 1.5) que
descreve as vendas ao longo dos dias informados e, em sequida, fazer
uma comparagao com O que apresentamos anteriormente.

Figura 1.5 | Gréfico que descreve as vendas ao longo dos dias informado

Vendas
(unidades)

01/09 02/09 03/09 04/09 05/09 06/09 07/09 0B/09 09/09
Dia

Fonte: elaborada pela autora.”

Agora, vamos retomar a Figura 1.4 e analisar o comportamento
apresentado pela empresa.

X(t)

LIl1] g
|

ANNIVAUNN
\VARAVERAV,

111

|

X(n)

| T

Fonte: adaptada de: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’%20TP501%20-%20Ynoguti, %20
2011.pdf>. Acesso em: 6 nov. 2017.

Conforme haviamos observado na Figura 1.4 percebemos duas
curvas, sendo X(t) uma funcdo de tempo continuo, enquanto X(n)
representa uma funcdo de tempo discreto. E possivel observar que
no caso discreto a fun¢ao so assume alguns valores em instantes de
tempo pré-definidos.
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Portanto, no caso discreto, podemos verificar que o tempo
¢ descrito por uma sequéncia X, =X(nT) na qual os instantes de
tempo t,=nT e n sdo uma constante inteira.

A quantidade de eletrodomésticos na loja no final do enésimo
dia poderia ser chamada de X(n), sendo que o tempo € descrito por
X, =X(nT), pois o tempo é uma constante inteira (enésimo dia), que
€ representado por t,=nT .

Portanto, no caso da empresa em questao, temos um processo
estocastico de tempo discreto, conforme podemos observar no
grafico que construimos.

Apos fazer as devidas constatacdes, vocé conseguiu elaborar
a apresentacdo para 0s seus gestores, que agora sabem como
classificar adequadamente, utilizando o grafico elaborado que
consta na sua apresentacdo.

Parabéns por mais um desafio vencido!

Avancgando na pratica
Ensaios metroldgicos e a correlagcdao com processos estocasticos.

Descricao da situagcao-problema

Considerando que vocé foi contratado como gestor de um
laboratorio de metrologia, foi solicitado que avalie a massa de
uma esfera de aco utilizada em rolamentos, sendo que o valor de
especificacao dessa peca € de 30,00 g. Para isso, vocé executa 5
medicdes em uma balanca, obtendo as indicacdes da Tabela 1.2.
A partir das medi¢cdes, um novo estagiario do laboratorio, com
dificuldade de compreender o processo de medi¢cao, questiona
O tipo de fendbmeno que estd modelado. Refletindo sobre a
classificacdo de processos continuos e discretos, como vocé
explicaria o processo de medicdo para o estagiario?
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Tabela 1.2 | Resultado da medicdo do ensaio da esfera de agco

Numero da medicao Indicacdo
1 30,50
2 30,27
3 30,35
4 300,19
5 300,31

Fonte: elaborada pela autora.

Resolucdo da situagcdo-problema

Inicialmente, € interessante vocé destacar que, comumente,
em ensaios metroldgicos com o uso de balangas, paguimetros,
micrometros, trenas, entre outros dispositivos, o resultado de
medicao pode assumir diferentes valores que divergem de um valor
inteiro.

Assim, conceitualmente, dentre diversas definicdes possiveis que
poderiamos adotar, explique ao estagiario que as variaveis continuas
sdo aquelas que representam caracteristicas que podem assumir
quaisquer valores em uma escala continua, ou seja, os valores
fracionados também fazem sentido. A Tabela 1.2 torna evidente
essa definicado.

Logo, finalize sua explicacdo abordando que existem alguns
processos, em engenharia, inclusive, que sdo considerados
continuos, sendo aqueles que geralmente envolvem medidas,
como comprimento, area, volume, massa, entre outros.

Parabéns, mais uma etapa conquistadal

Faca valer a pena

1. Ao considerarmos o conceito de varidvel continua e discreta, poderemos
refletir a respeito da classificagdo de processos estocasticos em relagao ao
tempo. Assim, avalie as afirmacdes |, Il e lll.

I. Se o tempo for continuo, consideramos que X; é definido apenas para um
dado conjunto de instantes de tempo, ou seja, sao valores inteiros. Portanto,
t nesse caso é finito ou infinito enumeravel.

Il. Se o tempo for discreto, o tempo pode assumir um valor fracionado.

[ll. Representacdo de processos em tempo continuo: {X.. 0< t} .

IV. Processos em tempo discreto: {X,,t=12,3...}.
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Avaliando as afirmacdes de | a IV, assinale a alternativa correta.

a) Somente | e lll sdo corretas.
b) Somente | e Il sdo corretas.
c) Somente Il e IV sdo corretas.
d) Somente Il e IV séo corretas.
e) I, I, lll e IV sdo corretas.

2. Quando pensamos na classificacdo de processos estocasticos, devemos
considerar dois aspectos, isto €, devemos caracterizar o processo estocastico
sob dois pontos distintos.

Assinale a alternativa que apresenta corretamente os dois aspectos de
classificagao de processos estocasticos.

a) Rastreabilidade; estado do sistema.

b) Tempo; rastreabilidade.

c) Tempo; espaco do sistema.

d) Estado do sistema; espago do sistema.
e) Estado do sistema; tempo.

3. Pensando em processos continuos e discretos, diferentes exemplos
podem ser observados em uma industria, por exemplo, no ambito da
Engenharia.

Assim, avalie os exemplos |, Il e lll aplicados a area de Engenharia.

|. Medicao metroldgica em uma industria automobilistica, na qual o operador
de chao de fabrica deve medir o comprimento e a largura de uma chapa de
ferro.

II. Contagem de ndo conformidades presentes em um produto acabado
pelo departamento de controle de qualidade.

Ill. Carregamento em uma viga no qual ha cargas colocadas pontualmente
na viga.

Considerando os exemplos |, Il e lll, assinale a alternativa que os caracteriza,
nesta ordem, de modo correto.

a) Continuo; discreto; continuo.
b) Discreto; continuo; continuo.
c) Continuo; discreto; discreto.
d) Discreto; discreto; discreto.
e) Continuo; continuo; continuo
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Secao 1.3

Espaco de parametros e espaco de estados
Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia dos processos estocasticos, na
secao anterior, exploramos o conceito de processos estocasticos
discretos e processos estocasticos continuos, bem como vimos
diferentes exemplos.

Assim, estudaremos, nesta secao, os fundamentos e a caracterizacao
dos processos estocasticos com base no espaco de estado e no
espaco de parametros.

Também, a fim de melhorar seu processo de aprendizagem e a
assimilacdo de conceitos, serao explorados exemplos de processos
estocasticos com base nesses conceitos.

Isso sera importante na sua pratica profissional para que vocé
reconheca esses tipos de processos estocasticos e saiba trabalhar com
cada um deles de acordo com suas especificidades.

Logo, vamos retomar nosso contexto no qual vocé foi contratado
por uma empresa de varejo e € responsavel pelo gerenciamento dos
estoques de uma das instalagdes.

Ao iniciar suas atividades, vocé se deparou com um problema
recorrente que a empresa esta enfrentando: um dos produtos da linha
de eletrodomeésticos possui um estoque local que pode ser reposto
diariamente.

A demanda pelo produto tem apresentado flutuacao aleatoria, de
modo que a cada dia temos um valor diferente e os gestores gostariam
de entender melhor esse processo ao longo do tempo para otimizar
as reposicoes, cabendo a voceé trazer os esclarecimentos necessarios.

Em um primeiro momento, como engenheiro recém-contratado,
vocé explicou o comportamento do processo em funcgdo da
aleatoriedade.

Em um segundo momento, uma vez que Vocé conseguiu entender
O comportamento do processo, vocé classificou o comportamento
entre discreto ou continuo, certo?
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Agora, ao descrever o processo de gerenciamento de estoques para
0s gestores, seria mais adequado utilizar uma abordagem orientada ao
espaco de estados ou parametros? Pense nisso, considerando que
nos dez primeiros dias analisados a demanda do produto possa ser
{3,2,1,4,2,3,1,3,3,1} .

Pense a respeito dessas indagacdes, uma vez que o presidente da
filial solicitou a vocé uma apresentacao com esse esCopo.

Entdo, maos a obral
Bons estudos!

Nao pode faltar

Caro aluno, agora vamos introduzir algumas definicdes importantes,
gue sao 0s conceitos de espaco de estados e de espaco de parametros.

Bom, vamos retomar entdo a classificacdao de processos
estocasticos discretos e continuos. Nos vimos que a classificacdo
poderia ser com relacdo ao estado do nosso sistema e com relacao
ao tempo. Aprendemos que quando O tempo € descrito por uma
variavel discreta, temos um processo estocastico de tempo discreto
e, similarmente, quando o tempo € uma variavel continua, temos um
processo estocastico de tempo continuo.

Mas o que seria entdo a definicdo de espaco de estados, ja que
sabemos que ela pode ser utilizada na classificacdo dos processos
estocasticos?

Entdo, agora que ja sabemos a distincdo entre o tempo discreto
e continuo, relembrando a definicao de um processo estocastico,
apresentada por Hillier e Lieberman (2013), no qual um processo
estocastico € um conjunto de variaveis aleatorias ordenadas X;, sendo
que t é o indice que representa a variagdo do tempo que pertence a
um conjunto T, de modo que {Xt,t c T} . Vamos analisar o conceito
de espaco de estados.

Em primeiro lugar, o que € espaco de estados? A resposta para essa
pergunta pode ser bem direta, mas vamos entendé-la bem. Os valores
que X; pode assumir séo chamados estados, e o conjunto de todos
0s valores possiveis de X, , ou seja, de todos 0s possiveis estados, €
chamado de espaco de estados.
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Provavelmente essa definicdo nao tenha ficado clara para vocé,
entdo vamos entender um pouco melhor o significado dessa afirmagao.
A primeira coisa que precisamos ter em mente € que os estados ndo
precisam ser definidos apenas por quantidades numericas. Vamos ver
um exemplo?

Retomando a questdo da inspecao de qualidade em uma linha de
producao, sabemos, na inspecao, que os produtos fabricados nessa
linha podem ser considerados defeituosos ou nao, certo? O que Nos
fazemos, nesse caso, € definir os possiveis estados para os resultados
da inspec¢ao.

Entdo, nesse momento, deve ter ficado claro o conceito de estado,
ou seja, o valor que X; pode assumir. Mas, nesse caso, faz sentido
associar alguma quantidade ao fato do produto estar defeituoso ou
nao para fins de estado? Nao, nds poderiamos dizer que no estado
defeituoso X; =0, mas X, poderia assumir qualquer valor, pois
este valor nao tem correlacdo com o produto real (nao € nenhuma
dimensdo, nem peso etc). Da mesma forma, poderiamos considerar
que X, =1 para um produto ndo defeituoso.

Como vocé pbdde reparar, Ndo existe nenhuma obrigacdo do
estado ser definido por uma quantidade numérica que represente o
seu sistema real. Mas vamos ver um exemplo no qual o estado pode
representar uma quantidade numeérica que condiz com O NOsSO
sistema real?

Vamos supor que vocé esteja planejando investir no mercado
financeiro comprando e vendendo ag¢des. Nesse caso, ao final de
cada dia, o valor da acdo de uma determinada empresa pode ser
representado por X; . Nesse caso, 0 nosso estado tem uma quantidade
NuUMErica que O associa ad NOsso sistema real, que € o valor da acao.
Conseguiu perceber a diferenca?

Se vocé lembra do conceito de variaveis discretas e continuas, que
vimos anteriormente, vocé ja deve ter percebido que, similarmente ao
que fizemos com o tempo, podemos fazer o mesmo com as variaveis
de estado.

Portanto, podemos ter um processo estocastico de estado
discreto ou de estado continuo. Quando a varidvel X; apresentar um
comportamento discreto, dizemos que 0 NOSSO processo estocastico
é de estado discreto e quando X; & uma variavel continua, que o
processo estocastico € de estado continuo.
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O exemplo da inspecdo de qualidade ¢ um caso de processo
estocastico de estado discreto, sendo que X, pode assumir apenas
dois valores, portanto, € uma variavel binaria. No caso do valor da acao,
X, pode assumir qualquer valor positivo, inclusive valores fracionados.

Vamos ver como seria a diferenca de estado? Na Figura 1.6 temos
entao a representacao de um processo estocastico em funcao do
seu estado.

Figura 1.6 | Processo estocastico de estado continuo e discreto
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Fonte: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’20TP501%20-%20Ynoguti,%202011.pdf>. Acesso
em: 20 nov. 2017.

De acordo com Ynoguti (2011), na Figura 1.6 é possivel perceber
que X(t) é um processo estocastico de estado continuo. J3
Y(n) € obtido por meio da quantizacao de X(t) nos instantes de
amostragem, sendo, portanto, um processo estocastico de estado
discreto.

Agora que entendemos o conceito de estado e verificamos
alguns exemplos e ilustracdes, fica mais simples entender o conceito
de espaco de estados.

Como apresentado inicialmente, o conjunto de todos os valores
possiveis de X,, ou seja, todos os possiveis estados, € chamado
de espaco de estados. No exemplo da inspecao de qualidade, o
espaco de estados, que podemos representar por E, seria E = {0,1}
, OU seja, adotamos uma representacao para produtos com defeito
e sem defeito. No caso do valor das acdes, o espaco de estados €
composto pelo conjunto dos numeros racionais positivos, incluindo-
se o zero. Portanto, nesse segundo exemplo, E = {0,+w }.
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?=| Exemplificando

Vamos ver um exemplo de espago de estados?

Sabemos que uma dada loja vende televisores e, como de praxe, N30 possui muitas
unidades em estoque local, para evitar problemas de seguranga e de espaco.

A loja pode ter no maximo 10 televisores no estoque local, no entanto, caso no
final do dia os vendedores verifiqguem que ha somente uma, ou eventualmente
nenhuma televisdo no estoque local, eles solicitam a reposicao para a central para
ter os 10 televisores no dia seguinte antes do inicio do expediente.

Nesse caso, o espaco de estados teria uma associagao com O numero de
televisores em estoque local, portanto, E = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} .

Mas vocé deve estar se perguntando, temos a definicdo de espaco
de estados, 0 que seria, entdo, a definicao de espaco de parametros?

Agora que ja sabemos todos 0s conceitos anteriores de variaveis
discretas, continuas e espaco de estados, fica simples definir o que
seja espaco de parametros. Na verdade, o espaco de parametros
¢ composto pelo nosso conjunto T. Lembrando da definicdo de
processos estocasticos, sabemos que ¢ é o indice que representa a
variacdo do tempo, que pertence a um conjunto T, de modo que
(X, tET}

Mas nos ja ndo haviamos falado sobre o comportamento do
tempo anteriormente, quando definimos 0s processos estocasticos
de tempo continuo e de tempo discreto? Exatamente, para
complementar aquelas definicdes anteriores, so ficou faltando
mencionar que quando analisamos o tempo, na verdade estamos
fazendo uma analise do espaco de parametros do NOSSO Processo
estocastico.

Desta forma, nos podemos ter:
- Processos estocasticos de estado continuo e tempo continuo.
- Processos estocasticos de estado discreto e tempo continuo.

- Processos estocasticos de estado continuo e tempo
discreto.

- Processos estocasticos de estado discreto e tempo discreto.

Para ficar mais facil de visualizar os quatro tipos de processos
estocasticos, vamos analisar a Figura 1.7.
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Figura 1.7 | Tipos de processos estocasticos
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Fonte: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’%20TP501%20-%20Ynoguti,%202011.pdf>. Acesso
em: 20 nov. 2017.

Na Figura 1.7 ja temos dois exemplos apresentados anteriormente,
mas que agora veremos de modo mais detalhado. X(t), que ¢ o
caso mais simples de analisar, € um processo estocastico de estado
continuo e tempo continuo. X(n) é um processo estocastico de
estado continuo e tempo discreto. Ja Y(t) € obtido por meio da
quantizacdo de X(t) nos instantes de amostragem, sendo, portanto,
um processo estocastico de estado discreto e de tempo continuo. Ja
Y(n) € um processo estocastico de estado discreto e tempo discreto,
pois também foi obtido a partir da quantizacao de Y(t) nos instantes
de amostragem.

o@ Reflita

Agora que ja entendemos que existem quatro possibilidades de processos
estocasticos, classificados com relagdo ao tempo (espaco de parametros) >
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e quanto ao estado (espaco de estados), reflita sobre os dois exemplos
apresentados anteriormente:

- Inspegado de qualidade (produto com defeito ou sem defeito);

- Acdo do mercado financeiro (valor da a¢do);

Qual a classificacdo de cada um dos exemplos com relacdo ao espaco de
parametros e ao espaco de estados?

‘tz” Assimile

Caro aluno, note que ja sabemos o que € um espaco de estados, um
espaco de parametros e como classificar processos estocasticos.

Os estados sdo os valores que X; pode assumir, de modo gque o conjunto
de todos os valores possiveis de X; € chamado de espaco de estados.

O espaco de parametros é composto pelo nosso conjunto T, sabendo-
se que t é o indice que representa a variacdo do tempo e que {Xt,t € T}.
O espaco de estados e 0 espaco de parametros podem ser compostos
por variaveis continuas e discretas, fazendo com que tenhamos quatro

tipos de processos estocasticos entre estado continuo/discreto e tempo
continuo/discreto.

Agora queja completamos a classificagao de processos estocasticos,
vamos ver mais uma aplicacao? Seria interessante que, apos a leitura
dos exemplos, vocé tente plotar um grafico similar ao apresentado
anteriormente para que vocé tente identificar, de modo mais facil, qual
o tipo de processo estocastico.

Entdo, suponha que vocé seja colaborador de um banco, mais
especificamente que esteja trabalhando na area de seguros residenciais.
Para que a residéncia esteja coberta pelo seguro, cada segurado paga
para o0 banco uma determinada quantia, que € proporcional ao risco
que aquela residéncia esta de sofrer algum sinistro, como roubo,
incéndio, desabamento, entre outros.

Para que a seguradora possa indenizar os seus segurados, ela
precisa ter uma reserva financeira, que € abastecida pela arrecadacao
dos segurados (cada seguro € pago anualmente para vigéncia de um
ano).

Essa reserva so e utilizada para as indenizacdes, de modo que o
lucro por periodo desse setor no banco € a diferenca entre © montante
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acumulado no periodo e o total dispendido com as indenizacdes
no mesmo periodo (estamos desconsiderando outras despesas
diversas, como investimentos, bonificacdes, itens administrativos e de
suprimento, entre outros).

Neste caso, como poderiamaos classificar o processo estocastico?

Relembrando que, de acordo com Hillier e Lieberman (2013), um
processo estocastico € um conjunto de variaveis aleatorias ordenadas
X, sendo que t é o indice que representa a variacdo do tempo, que
pertence a um conjunto T, de modo que {Xit €T} A primeira coisa
a ser feita, neste caso, € definir o que seria a variavel aleatoria X;. O
que nos interessa e aferir o lucro do periodo. Portanto, o lucro pode
assumir qualquer valor real, inclusive valores negativos, o que indicaria
gue o banco teve prejuizos com O seguro, pois © montante arrecadado
foi menor que o valor gasto com as indenizacdes. Desse modo, Xi
pode assumir qualquer valor real, © que faz com que 0 NOSSO espPaco
de estados E=IR.

Uma vez que sabemos o espaco de estados do NOSSO processo
estocastico, podemos dizer que se trata de um processo estocastico
de estado continuo.

E com relacao ao tempo?

Para analisar o tempo, teremos que verificar o espaco de parametros.
Nesse caso, o lucro é aferido em periodos especificos, que podem
ser meses, semestres ou anos. Portanto, o indice t, que representa a
variacdo do tempo, pertence a um conjunto T . Nesse caso, como o
tempo € uma variavel discreta, pois assume valores definidos, dizemaos
que O processo estocastico € de tempo discreto.

Ao final, temos um processo estocastico de estado continuo e
tempo discreto, conforme ilustrado na Figura 1.8.

Figura 1.8 | Processo estocastico de estado continuo e tempo discreto.

T T
1 |

Fonte: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’20TP501%20-%20Ynoguti,%6202011.pdf>. Acesso
em: 21 nov. 2017
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ﬂ9 Pesquise mais

O que vocé acha da andlise utilizando os conceitos de processos
estocasticos aplicada a lbovespa?

Como ja citado em alguns exemplos, a analise dos valores das a¢cdes Nos
mercados financeiros € fundamental para o sucesso dos investidores e
nada melhor para fazer esse tipo de analise do que utilizando processos
estocasticos.

Vale a pena dar uma lida para entender um pouco melhor dessa aplicacao
que pode ser, inclusive, uma das suas areas de atuacao futuras! Leia da
pagina 303 até a 307 do texto abaixo:

MORAIS, I A. C.; PORTUGAL, M. S. Modelagem e previsao de volatilidade
deterministica e estocastica para a série do Ibovespa. Est. Econ., v. 29,
n. 3, p. 303-341, 1999. Disponivel em: <http://www8.ufrgs.br/ppge/
pcientifica/1999_03 pdf>. Acesso em: 21 nov. 2017.

Sem medo de errar

Vamos retomar nosso contexto no qual vocé foi contratado por
uma empresa de varejo e € responsavel pelo gerenciamento dos
estoques de uma das instalacdes.

Ao iniciar suas atividades, vocé se deparou com um problema
recorrente que a empresa esta enfrentando: um dos produtos da linha
de eletrodomeésticos possui um estoque local que pode ser reposto
diariamente.

A demanda pelo produto tem apresentado flutuacao aleatoria, de
modo gue a cada dia temos um valor diferente e os gestores gostariam
de entender melhor esse processo ao longo do tempo para otimizar
as reposicoes, cabendo a vocé trazer 0s esclarecimentos necessarios.

Em um primeiro momento, como engenheiro recém-contratado,
vocé explicou o comportamento do processo em funcao da
aleatoriedade.

Agora, ao descrever o processo de gerenciamento de estoques para
0s gestores, seria mais adequado utilizar uma abordagem orientada ao
espaco de estados ou parametros?

A primeira coisa que temos que considerar sd80 0s conceitos de
estados, os valores que X, pode assumir, de modo que o conjunto
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de todos os valores possiveis de X; € chamado de espago de estados
e de espaco de parametros, que € composto pelo Nosso conjunto
T, sabendo-se que ¢ ¢ o indice que representa a variacdo do tempo e
que {X,tET}

Vamos analisar a qual dos espacos esse problema pertence? Vale
refletir, entdo, sobre a Figura 1.9.

Figura 1.9 | Tipos de processos estocasticos
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Fonte: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’20TP501%20-%20Ynoguti,%202011.pdf>. Acesso
em: 21 nov. 2017.

Sabemos que X; pode assumir apenas valores inteiros, o que faz
com que tenhamos um processo estocastico de estado discreto. Com
relacdo ao tempo, como a demanda pelo produto tem apresentado
flutuacao aleatoria, de modo que a cada dia temos um valor diferente,
entdo o tempo tambem ¢ representado por uma variavel discreta,
portanto, temos um processo estocastico de tempo discreto.
Ambos apresentam espacos discretos, portanto, a abordagem em
termos de variavel sera a mesma, ou seja, ambos lidam com variaveis
discretas, tanto t como X;. O gréfico (Figura 1.10) que representa o
comportamento desse processo é:
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Figura 1.10 | Processo estocastico de estado discreto e tempo discreto
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Fonte:<https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’%20TP501%20-%20Ynoguti,%202011.pdf>.  Acesso
em: 21 nov. 2017.

Como X; pode assumir apenas valores inteiros, se considerarmos
que nos dez primeiros dias analisados a demanda do produto X; for
{3,2,1,4,2,3,1,3,3,1} para os dias {12,3,4,5,6,7,8,9,10} o nosso grafico
ficaria conforme apresentado na Figura 1.11:

Figura 1.11 | Processo estocastico de estado discreto e tempo discreto
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Fonte: elaborada pelo autor.

Avancando na pratica

Inspecdo da qualidade

Descricao da situacao-problema

Imagine que vocé seja um engenheiro sénior em uma linha de
montagem de eletrodomesticos da linha branca, especificamente
refrigeradores. Durante o processo de controle de qualidade, em
uma etapa inicial, a amostragem de um lote inicialmente passa por

U1 - Introdug&o aos processos estocasticos 47



uma inspecdao visual, de modo que se verifica se o0 produto apresenta
alguma varia, como amassado ou riscado. Na ficha de verificagao,
0s operadores devem marcar o numero 0, quando o produto nao
apresentar nenhuma avaria, ou o numero 1, quando © produto
apresentar alguma avaria. Diante desse procedimento, a fim de evitar
erros, vocé ¢ solicitado pelo gestor de chao de fabrica a explicar a
modelagem do processo aos engenheiros juniores a fim de garantir
maior assertividade na execucao das tarefas. O que vocé explicaria ao
seu tipo sobre o processo em questdo?

Resolucao da situacdo-problema

Inicialmente, vocé deve mostrar que a modelagem do processo
de inspecao visual se baseia no fato de que os produtos finais apos
a inspecao de qualidade sdo classificados em conformes ou Nnao
conformes (avarias). Se o produto estiver com avaria, 0os engenheiros
devem considerar

X; = 1e, caso contrario, X; = 0.

Logo, deve ser explicado que se trata de um processo estocastico de
estado discreto, uma vez que a variavel apresentar um comportamento
discreto, dizemos que O NoOssO processo estocastico € de estado
discreto, assumindo valores especificos.

Assim, na inspecdo de qualidade, o espaco de estados, que
podemos representar por E, seria E=1{0.1 ou seja, adotamos uma
representacao para produtos com avarias e sem avarias.

Vocé acrescentaria algo além na sua explicacao?

Que otimo, mais um desafio vencido!

Faca valer a pena

1. Relembrando a definicdo de um processo estocastico, apresentada
por Hillier e Lieberman (2013), no qual um processo estocdstico € um
conjunto de variaveis aleatorias ordenadas X,, sendo que t é o indice
que representa a variagdo do tempo que pertence a um conjunto T, de
modo que {X;,t €T},

Sobre a classificacao de processo estocastico, avalie as afirmacdes |, Il e lll.
|. Os processos estocasticos podem ser classificados com relagao ao
tempo (espaco de estados) e quanto ao estado (espago de parametros).
[I. Podemos ter um processo estocastico de estado discreto ou de estado
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continuo. Quando a variavel X; apresentar um comportamento discreto,
dizemos que 0 nosso processo estocastico é de estado discreto e quando
X; é uma variavel continua, que o processo estocastico ¢ de estado
continuo.

IIl. O espaco de parametros é composto pelo nosso conjunto T, sabendo-
se que t é oindice que representa a variagdo do tempo, ou seja, {Xt,t € T}.
Considerando as afirmacgdes |, Il e lll, assinale a alternativa correta

a) I, Il e lll sdo corretas.

b) Somente Il é correta.

c) Somente Il e Il séo corretas.
d) Somente | é correta corretas.
e) Somente Il é correta.

2. Considerando a classificacdo dos processos estocasticos em relacdo
ao tempo e ao estado, caracterizando entre continuo ou discreto, sabemos
que nos podemos ter:

- Processos estocasticos de estado continuo e tempo continuo.
- Processos estocasticos de estado discreto e tempo continuo.
- Processos estocasticos de estado continuo e tempo discreto.
- Processos estocasticos de estado discreto e tempo discreto.
Com base nisto, avalie a Figura 1.12

Figura 1.12 | Tipos de processos estocasticos
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Fonte: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’%20TP501%20-%20Ynoguti,%202011.pdf>
Acesso em: 21 nov. 2017.
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Com base na figura, assinale a alternativa correta.

a) X(t) é um processo estocastico de estado continuo e tempo discreto.
b) Y(n) ¢ obtido por meio da quantizacdo de X(t) nos instantes de
amostragem, sendo, portanto, um processo estocastico de estado discreto
e de tempo continuo.

c) X(n) & um processo estocastico de estado continuo e tempo continuo.
d) X(t) & um processo estocastico de estado continuo e tempo discreto.
e) Y(t) é obtido por meio da quantizacdo de X(t) nos instantes de
amostragem, sendo, portanto, um processo estocastico de estado discreto
e de tempo continuo

3. Uma loja de equipamentos eletrénicos, especificamente celulares, tem
como protocolo manter um estoque minimo de seguranga, para evitar
problemas de espaco, bem como de ndo atendimento de demanda.

A loja pode ter no maximo 4 celulares, da marca mais vendida, no estoque.
No entanto, caso ao final do dia os vendedores verifiqguem que tem somente
2, ou eventualmente nenhum celular da marca no estoque local, eles
solicitam a reposicdo para a central para ter os 4 celulares no dia seguinte,
antes da abertura da loja.

Considerando o contexto acima, o espago de estados teria uma associagao
com o numero de celulares em estoque local, sendo representado por:

a) E={0,12,3,4,5,6,7,8,9,10}
b) E ={0,1,2,3,4}

c) E={0.2}

d) E={2,4}

e) E={01
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Unidade 2

Processos de renovacao e
processos estocasticos

Convite ao estudo

Prezado aluno, dada a importancia da analise de processos
estocasticos, Nos continuaremos Nossa abordagem probabilistica
com o estudo dos processos de renovacao, as probabilidades de
transicao e os processos de Bernoulli e de Poisson.

Esses conceitos serdo muito Uteis na sua vida profissional,
pois envolvem diretamente a confiabilidade de sistemas, sistemas
reparaveis e nao reparaveis, tempo de falhas, entre outros. O
processo de Poisson, por exemplo, pode ser empregado na
modelagem de clientes que chegam em uma fila ou na retirada
de mercadorias de um estoque.

Logo, inicialmente, vamos ver o teorema da renovagao, bem
como suas propriedades e aplicacoes.

Em seguida, estudaremos a equagao de renovacao,
probabilidade de transicao e conceitos e exemplos da
generalizacao de Poisson com enfoque em processos
estocasticos.

Sequindo um desencadeamento logico das ideias,
adentraremos em processo de Bernoulli, processo de Poisson,
alem dos conceitos de tempos de sucesso, de chegada e de
recorréncia.

Assim, ao final desta unidade, pretende-se que voce seja capaz
de conhecer, saber analisar e aplicar os processos de Bernoulli e
de Poisson, com enfoque em processos estocasticos.

Assim, suponha gue voceé esta trabalhando no departamento
de manutencao e garantia de uma empresa de componentes
eletronicos e € responsavel pela analise da reposicao das pecas
que apresentaram falha e que devem ser substituidas. A vida Util
dos componentes deve ser maior do que a garantia fornecida



pelo fabricante, para que o numero de reposicOes esteja dentro
de um valor aceitavel pela politica de qualidade da empresa.

Aempresa quer ampliar o prazo de garantia dos seus produtos,
sendo que atualmente é atendido apenas o prazo legal. Essa
medida trara mais confianca e visibilidade para a marca perante
0S concorrentes e, nesse contexto, vocé foi questionado sobre a
adequacdo do tempo de garantia. Como vocé poderia auxiliar a
empresa com essa questao?

Apos a definicao do tempo de garantia, que foi definido como
sendo um instante de tempo Maximo, 0s gerentes questionaram
sobre qual a probabilidade de ocorréncia de componentes que
falharam no periodo de garantia (até o final do periodo). De que
maneira vocé poderia demonstrar isso?

Quando um componente em garantia com defeito é
substituido, um novo prazo € concedido ao cliente, no caso
do novo produto apresentar falha. Conforme solicitado pelos
gerentes, qual € a probabilidade do novo produto apresentar falha
e por meio de qual processo vocé poderia fazer essa estimativa?

A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicacao
e com entusiasmo, para aproveitar esse conteudo e fazer a
diferenca em sua carreira.

Tenha um excelente estudo!



Secao 2.1

Processo de renovacao
Dialogo aberto

Caro aluno, nesta secdo iremos voltar nosso estudo para o
processo de renovagao e, neste momento, ja vale a sequinte reflexdo:
considerando um processo, como poderiamos modelar a taxa de
falha de determinados componentes?

Considerando esse aspecto, vamos definir processo de renovacao
e discutir suas propriedades, bem como estudaremos o teorema da
renovacao.

Para colaborar no seu entendimento serdo exploradas aplicacdes
do processo de renovacao em conjunto com a teoria, para que vocé
possa se situar e vislumbrar 0 Uso desses conceitos em seu ambiente
profissional.

Assim, suponha que vocé esta trabalhando no departamento de
Mmanutencao e garantia de uma empresa de componentes eletrénicos
e é responsavel pela analise da reposicao das pecas que apresentaram
falha e que devem ser substituidas.

A vida util dos componentes deve ser maior do que a garantia
fornecida pelo fabricante, para que o numero de reposicdes esteja
dentro de um valor aceitavel pela politica de qualidade da empresa.

A empresa quer ampliar o prazo de garantia dos seus produtos,
sendo que atualmente € atendido apenas o prazo legal, essa
medida trara mais confianca e visibilidade para a marca perante os
concorrentes.

Vocé foi questionado sobre a adequacao do tempo de garantia
dos componentes elétricos produzidos pela sua empresa; COmo vocé
poderia auxiliar nessa questao? Pense a respeito dessa indagacao,
uma vez que o presidente da filial solicitou uma apresentacdo com
€sse escopo.

Entdo, maos a obra e sinta-se estimulado a vencer mais um desafio
que vai contribuir muito para a sua jornada profissional!

Bons estudos!
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Nao pode faltar

Caro aluno, agora vamos abordar um dos tipos de processos
estocasticos, os chamados processos de renovagao.

Mas vocé deve se perguntar: o que sao processos de renovagdo?

Com certeza, vocé ja deve ter se deparado com a seguinte
situagdo: voceé estava na sua casa e uma lampada, ou a resisténcia do
chuveiro, gueimou. Nesses casos, € comum que facamos um reparo
para gue O NOSSO equipamento possa retornar a sua condicao de
operacao, apos a ocorréncia de uma falha.

De modo genérico, quando estudamos o0s processos de
renovacao, dizemos que, no caso de uma falha, ocorre a substituicao
do item com falha por um equivalente, sendo que © NOsso sistema
retornard para a condi¢cao operacional gue tinha quando estava Nnovo.
A esse modo denominamaos ‘reparacao perfeita’, uma vez que o
sistema voltou ao estado de novo.

Entdo, caso vocé substitua a lampada, ou a resisténcia do
chuveiro, o seu sistema, que se refere, respectivamente, ao lustre e ao
chuveiro, retornaria para uma condicao operacional tao boa quanto
a de um sistema novo, executando todas as funcdes para as quais foi
designado.

Isso também ocorre em equipamentos e sistemas industriais, e
a essa classe de sistemas daremos 0 nome de Sistemas Reparaveis.
Perceba que a l@mpada, por exemplo, € um componente nao
reparavel; contudo, o lustre € um sistema reparavel, isto €, que pode
ser reparado e voltar ao seu pleno estado de funcionamento.

Vale ressaltar que € mais comum a ocorréncia de reparacao
perfeita em sistemas ndo reparaveis, de modo que quando o sistema
apresenta falha ele ¢, entdo, substituido por um sistema novo (ROCHA,
2006).

Certo, mas o que isso tem a ver com 0s processos de renovacdo?

NOs ja vimos anteriormente, inclusive em exemplos, que a
ocorréncia de falhas pode ser descrita por meio de processos
estocasticos, Nnos quais temos variaveis aleatorias ligadas a ocorréncia
de um determinado evento, ou seja, associamos uma probabilidade.
Portanto, agora que ficou mais claro o que € um processo de
renovacao, entraremos em mais detalhes sobre o seu funcionamento.
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(:z& Assimile

Caro aluno, vale ressaltar que existe uma distincdo entre sistemas
reparaveis e ndo reparaveis.

Conceitualmente, o que define os tempos para ocorréncia de falhas em
sisternas nao reparaveis € a distribuicao de probabilidade de uma unica
variadvel aleatoria. Assim, entende-se que esses sistemas apresentam uma
unica falha no tempo, de modo que, guando ele falha, deve ser descartado
ou substituido por um novo.

Diferentemente, em sistemas reparaveis, temos que as falhas ocorrem
em diversos pontos no tempo, tratando-se de um sistema que, ao falhar,
€ colocado em operagao novamente atraves de procedimento que nao
seja sua plena substituicao.

No tocante a confiabilidade, a classe de processo estocastico mais utilizada
na modelagem de sistemas reparaveis € o Processo de Renovacdo
(FOGLIATO; RIBEIRO, 2009).

Vale a pena explicar, brevemente, o conceito de confiabilidade. Segundo
Fogliatto e Ribeiro (2009), a confiabilidade, do modo mais amplo e sob
uma abordagem qualitativa, pode ser entendida como um vinculo a uma
operacao bem sucedida de um sistema, na auséncia de quebras ou falhas.
Aprofundando o conceito de confiabilidade, sob uma abordagem
quantitativa, associamos confiabilidade a probabilidade, conforme
proposto por Leemis (1995). Assim, a confiabilidade de um sistema esta
agregada a probabilidade deste sistema em desempenhar adequadamente
O seu proposito de uso especificado.

Outra caracteristica fundamental que observaremos com relacao aos
processos de renovacao € que o tempo de ocorréncia entre as falhas,
que sdo variaveis aleatorias, € independente e identicamente distribuido
(utilizamos a notacdo iid., que tem sua origem no inglés independent
and identically distributed). Mas o que significa dizer que o tempo entre
as falhas € independente e identicamente distribuido?

Quando relembramos os conceitos de distribuicao de probabilidades,
falamos sobre eventos independentes, que sdo eventos Nos quais a
ocorréncia de um nao influencia a ocorréncia de outro. Ao agregarmos o
conceito de identicamente distribuidos, ficaremos com uma sequéncia
de variaveis aleatorias, de modo que um elemento nessa sequéncia sera
independente das variadveis que o antecederam e cada variavel tera a
mesma distribuicdo de probabilidade das demais (ROCHA, 2006).
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?=| Exemplificando

Vocé provavelmente ja deve ter visto, ou até mesmo jogado, a roleta. Trata-
se de um jogo composto por um tabuleiro, no qual sdo feitas as apostas
em uma roleta numerada. Ao girar a roleta, uma bolinha determinara qual
€ 0 numero sorteado, como exemplificado na Figura 2.1.

Figura 2.1 | Exemplo de roleta

Fonte: Pixabay.

Agora, vamos imaginar que vocé esteja jogando roleta e uma sequéncia
de resultados pode ser considerada i.i.d. O que isso significa?

Se a bolinha cair em um numero preto em dez jogadas, ndo quer dizer
que a décima primeira jogada também devera cair num numero preto.
Isso porque, na proxima jogada, a probabilidade de ser vermelha ou preta
nao sera diferente de qualquer outra jogada. Nesse caso, portanto, temos
eventos independentes e identicamente distribuidos.

Outros exemplos classicos que representam i.id. sao jogos de dados e
moedas.

Agora gue ja entendemos bem o que € i.i.d. e O que s30 processos
de renovacao, vamos ver, entdo, uma definicao mais formal.

Como vimos anteriormente, em um processo de renovacdo, OS
tempos entre as falhas podem ser considerados i.i.d. e representaremaos
pOr Xq;Xp;... € assim por diante.

Entdo, diremos que o proprio processo de falha pode ser
considerado um processo de renovagao. Portanto, considere uma
variavel aleatoria que seja discreta e definida em funcao do tempo, que
poderia ser representada por X;, como vimos nas secdes anteriores,
sendo t o tempo que pode estar no intervalo [0,t], ou seja, entre zero
e um tempo qualquer designado pela letra t. Ainda, sendo T, neste
caso em especial, o tempo global, que € desde a inicializacao do Nosso
sistema, temos que (FOGLIATO; RIBEIRO, 2009):
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Xy =T,
X =T, =T,

Assim, como vimos anteriormente, o tempo entre as falhas X1 Xa;---
€ obtido por meio do tempo global, que leva em conta o inicio do
sistema (ROCHA, 2006).

Se ficou muito dificil entender, vamos verificar na Figura 2.2 como
seria essa relacao do tempo entre falhas com o tempo global.

Figura 2.2 | Tempo entre falhas e tempo global
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Fonte: adaptado de: <http://www.est.ufmg.br/~enricoc/pdf/confiabilidade/aula2.pdf>. Acesso em: 2 dez. 2017,

De acordo com Rocha (2006), podemos pensar na questao
vista anteriormente (de um processo de renovagao apresentar
os tempos entre as falhas sendo i.i.d.), como se 0 Nosso sistema
nao tivesse memoria. Isso significa que o tempo No qual © NOSso
sistema funcionou antes do ultimo reparo nao influenciara na
ocorréncia de novas intervencdes, bem como no historico das
intervencdes ja executadas.

6&» Assimile

Caro aluno, vale ressaltar, entdo, que 0s processos de renovagao sao
uma classe de processos estocasticos caracterizados por tempos entre as
falhas i.i.d (do inglés independente and identically distributed).

Isso quer dizer que o tempo de ocorréncia entre as falhas € independente
e identicamente distribuidos.

Portanto, os sistemas que se comportam como processos de renovacao
nao tém memoria, uma vez o historico das intervengdes e o tempo de
funcionamento antes do reparo ndo influenciam na ocorréncia de novas
intervencoes.
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Para ficar mais claro, vamos voltar ao exemplo inicial da lampada
ou da resisténcia do chuveiro. Ao dizer que 0 NOSSO sistema Nao pPossui
memoria, seria equivalente afirmar que o tempo em que o lustre ou o
chuveiro funcionou normalmente antes de ocorrer um problema nao
influenciara na ocorréncia de uma nova intervencao, que pode ser a
troca da ldmpada ou da resisténcia. O historico de trocas de ldmpadas
ou resisténcias tambem ndo influenciard na ocorréncia de novas
intervengdes.

Isso segue o pressuposto que adotamos de que, para Sistemas
Reparaveis, caso ocorra uma falha, ocorre a substituicdo do item com
falha por um equivalente e 0 Nosso sistema retornara para a condi¢ao
operacional semelhante a de um sistema novo.

o(b Reflita

Agora que entendemos a importancia e a principal aplicacdo de processos
de renovagado. Pense em algumas aplicacdes associadas a engenharia, nas
quais temos tempos entre as falhas i.i.d., ou seja, © NOssO sistema Nao
apresenta memoria.

Como dica, lembre-se dos exemplos anteriores da lampada e do
chuveiro e pense melhor sobre as inspecdes de qualidade que ja vimos
anteriormente.

Portanto, em quais outros exemplos rotineiros da engenharia podemaos
aplicar os conceitos de Processos de Renovagao?

Portanto, sabendo que k € o indice que enumera o k-€simo tempo
global da ocorréncia de uma falha, que ocorre num determinado T,
as variaveis aleatorias X; satisfazem a Equagdo 2.1:

Equacao 2.1
P(X; = k)= P(T, <t)

Entdo, vamos entender o que a Equacao 2.1 representa.

Em primeiro lugar, podemos observar que a probabilidade de
ocorréncia de qualquer falha, representada por X, quando X; € maior
ou igual a k, € igual a probabilidade de que o tempo global T, seja
menor do que t. Talvez tenha ficado um pouco confuso, mas vamaos
lembrar, entdo, do conceito de tempo entre falhas, que representamos
por Xg;Xg;.... O somatorio dos tempos entre falhas, que sera menor
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ou igual a t, resultard na funcgéo distribuicdo acumulada, conforme
apresentado na Equacéo 2.2 (ROCHA, 2006):

Equacdo 2.2.
k
P(X, 2 k)= P(T, < t)= P(3 x, < t)= F¥)(t)

i=1
Apenas relembrando, uma funcdo distribuicdo acumulada
descrevera totalmente a distribuicdo de probabilidades da nossa
variavel aleatoria, como ficou representado na Figura 2.2.

Teorema: considerando-se gque num processo de renovagao
0s tempos entre 0s eventos tenham media # e variancia® , vale o
indicado na Equagao 2.3, a sequir.

Equacdo 2.3.
Jim P(X; <a(t)) = ¢(y)

Sabendo-se que ¢’='(l‘)=%+yt7 %3, e ¢ ¢é a funcdo densidade
acumulada da distribuicdo normal padréo, ou seja N(0,1), na qual ox=0
0? =1 . Lembrando que, neste caso, teremos que fazer uma relacdo
por meio de uma tabela de distribuicao normal padronizada, como

apresentada por exemplo na Tabela 2.1 (ROCHA, 2006).

Tabela 2.1 | Exemplo de tabela de distribuicdo normal padrdo cumulativa

.

o@) = PZ=2) = | 22
= V2
D (2)
0 £ Z
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 z

0.0 0500000 0,503989 0507978 0511967 0515953 0519939 0523922 0527903 0.531881 0,535856 0.0
0.1 0539828 0,543795 0,547758 0,551717 0555760 0,559618 0,563559 0567495 0571424 0575345 0.1
0.2 0.579260 0,583166 0,587064 0,590954 0594835 0598706 0.602568 0.606420 0610261 0614092 02
03 0617911 0,621719 0625516 0629300 0633072 0636831 0640576 0644309 0648027 0.651732 03
04 0,655422 0659097 0662757 0,666402 0670031 0673645 0677242 0680822 0,684386 0687933 04
0.5 0,691462 0,694974 0698468 0,701944 0,705401 0,708840 0,712260 0,715661 0,719043 0,722405 05
0.6 0,725747 0729069 0732371 0,735653 0,738914 0,742154 0,745373 0748571 0751748 0754903 0.6
0.7 0,758036 0,761148 0764238 0,767305 0,770350 0,773373 0,776373 0,779350 0,782305 0,785236 0.7
0.8 0788145 0791030 0,793892 0,796731 0799546 0,802338 0,805106 0,807850 0810570 0813267 08
09 0.815940 0.818589 0821214 0823815 0826391 0828944 0831472 0833977 0.836457 0838913 09
1.0 0841345 0,843752 0846136 0848495 0850830 0853141 0855428 0857690 0.859929 0862143 1.0

Fonte: <https://biblioteca-virtual.com/>. Acesso em: 2 dez. 2017.
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?Z| Exemplificando

Vamos supor que vocé decida comprar um novo modelo de impressora
que promete maior economia de tinta com os cartuchos. No entanto, o
preco desse modelo de impressora € maior do que 0s convencionais, €
vOCé quer saber a probabilidade de que dois cartuchos durem pelo menos
um ano inteiro, para justificar o preco maior na hora da compra. Considere
que o tempo de vida esperado até que ocorra uma falha no cartucho ¢
u=186,22. A variancia do tempo de falha 0% = 103,813,

E entdo, o que vocé faria?

Em primeiro lugar, o tempo de vida de cada cartucho, em dias, sera
representado pela variavel X . Vamos supor que a distribuicao de vida
do cartucho foi dada pelo fabricante, de modo que tenhamos um
comportamento i.i.d. O tempo de vida esperado até que ocorra uma falha
no cartucho é «=186,22_ A variancia do tempo de falha o~ = 103,813

A probabilidade desejada € que em 365 dias do ano, sendo essa a Nossa
medida de tempo, utilizemos até dois cartuchos, ou seja, X; <2, sendo
t =365 dias, portanto teremos uma probabilidade P(Xsg5 < 2), correto?

Agora, precisamos saber o valor de ¥, sendo que o modo mais facil de
calcular esse valor é por meio de a(t). Vamos verificar?

a(t) =2 para que P(X3g5 <2), como visto anteriormente no teorema.

Portanto, o valor de y sera:

t 365/
% 2-°" 18622  0,0399

/f 3 103,813 /36/ - 0,7805

Portanto, sabemos que ¥ = 0,0511, Agora, aplicando o teorema:
Jim P(X; <a(t)) = o(y)
P(X365 < 2) » ¢(0,0511)

Utilizando uma tabela de distribuicdo normal padronizada, como a
apresentada na Figura 2.3, saberemos o valor de P(X3g5 < 2).

Neste caso, como ¢(0,0511), o valor de P(Xy5 < 2)= 0,519939 ~ 0,52 .

=0,0511

Portanto, a probabilidade de usarmos até dois cartuchos em 365 dias do
ano, considerando-se o tempo de vida esperado e a variancia do tempo
de falha informados pelo fabricante, é de 52%.

Cabe aqui que seja feita uma avaliacao dessa probabilidade, para que
seja efetuada ou nao a compra da impressora, uma vez que o valor esta }
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bem proximo dos 50%, entdo o risco de serem necessarios mais de dois
cartuchos ao longo de um ano e consideravel.

E[9 Pesquise mais

Que tal verificarmos um exemplo de aplicacao de modelagem de sistemas
reparaveis utilizando os Processos de Renovagao?

Na dissertacao "Um modelo integrado de inferéncia bayesiana e processos
markovianos para analise de sistemas reparaveis sujeitos a reparo
imperfeito via processo de renovagao generalizado”, de Sergio Parente
Vieira da Rocha, e feita uma modelagem numa valvula de controle de
pressao situada em estacdes de reducao de pressao de gas natural, sendo
sujeita a manutengdes.

Leia da pagina 61 até a 66 para se familiarizar com outras aplicagdes!
ROCHA, S. P. V. da. Um modelo integrado de inferéncia bayesiana e
processos markovianos para analise de sistemas reparaveis sujeitos a
reparo imperfeito via processo de renovagao generalizado. 2006. 105 f.
Dissertacao (Mestrado) — Programa de Pds-Graduacdo em Engenharia de
Producao. Universidade Federal de Pernambuco, Recife, 2006. Disponivel
em: <http://repositorio.ufpe.br/bitstream/handle/123456789/5751/
arquivo/328_1 pdf?sequence=1&isAllowed=y>. Acesso em: 2 dez. 2017.

Sem medo de errar

Caro aluno, vamos voltar ao nosso estudo!

Entdo, suponha que vocé esteja trabalhando no departamento
de manutenc¢do de uma empresa de componentes eletronicos e é
responsavel pela anadlise da reposicao das pecas que apresentaram
falha e que devem ser substituidas.

A vida util dos componentes deve ser maior do que a garantia
fornecida pelo fabricante, para que o numero de reposi¢coes esteja
dentro de um valor aceitavel pela politica de qualidade da empresa.

A empresa quer ampliar o prazo de garantia dos seus produtos,
sendo que atualmente € atendido apenas o prazo legal; essa medida
trard mais confianca e visibilidade para a marca perante os concorrentes.
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Vocé foi questionado sobre a adequacao do tempo de garantia dos
componentes elétricos produzidos pela sua empresa.

Para responder a esse questionamento, vamaos primeiro resgatar a
definicdo de processos de renovacdo: num processo de renovacao,
0s tempos entre as falhas podem ser considerados i.i.d. portanto,
O proprio processo de falha pode ser considerado um processo de
renovacao.

Entdo, pela definicdo anterior, vocé poderia iniciar a apresentacao
para O seu superior mencionando essa definicao, uma vez que o
problema apresenta o comportamento de um processo de renovacao.

Isso ocorre porque os produtos apresentam vida util, de modo que
O numero de reposicdes deve ser um valor aceitavel.

Agora, vamos retomar o exemplo da impressora. Naguele caso, nos
importava saber a probabilidade de utilizarmos até dois cartuchos em
um ano. Aqui, temos um problema bem parecido, pois a empresa quer
ampliar o prazo de garantia dos seus produtos, mas os seus produtos
apresentam um tempo de vida util. Nesse caso, poderiamos pensar na
probabilidade de ter até um determinado numero de reposicoes No
periodo de garantia.

O numero maximo de reposicdes deve ser definido pela geréncia e,
ao estender o prazo de garantia, muito provavelmente a probabilidade
de que esse numero de reposicdes se mantenha sera menor.

Vocé poderd fazer o estudo com diferentes prazos de garantia e
encontrar a probabilidade que seja aceitavel para a empresa, ou seja, O
risco que eles estao dispostos a correr com possiveis reposicoes.

Para obter a probabilidade, € importante lembrar da aplicacdo do
teorema que vimos anteriormente, que levava em conta 0 tempo
medio de vida até que ocorra uma falha, representado pore, e a
varidncia do tempo de falha 2.

Em sequida, vocé deve utilizar uma tabela de distribuicdo normal
padrdo, como a apresentada na equacao ®(z) e na Figura 2.3, para
encontrar o valor de probabilidade.

(2)=P(Z < z)= f%ewzzdu
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Figura 2.3 | Distribuicdo normal padrdo

7 — u2
. 1

P)=PZ=<2= J —e¢ 2 du
=\ 27

i D (2)

0 z

Fonte: <https://biblioteca-virtual.com/>. Acesso em: 2 dez. 2017.

Em seqguida, passe os valores para O seu superior para que ele,
munido das informacdes quantitativas apresentadas, tome uma
decisdo se o prazo da garantia devera ser estendido ou nao.

Parabéns por mais um desafio vencido!

Avancando na pratica

FMEA e processos de renovagao

Descricdo da situagao-problema

Como gestor do departamento de desenvolvimento de produto, ao
se envolver na elaboracao de um projeto para um Novo componente
eletronico, vocé observa que o seu time se encontra Nno Mmomento
de realizacdo do FMEA - Andlise de Modos de Falhas e Efeitos (do
inglés, Failure Mode and Effect Analysis). O FMEA é uma ferramenta de
identificacao de falhas antes que cheguem ao consumidor.

Assim, neste ponto, vocé sente a dificuldade do seu time em
desenvolver o FMEA pautado no entendimento de conceitos de falhas
e reparo. Diante desta situacao, vocé sente a necessidade de intervir
no processo, fazendo uma apresentacao a fim de esclarecer pontos
fundamentais que certamente devem ser entendidos para seguir com
0 desenvolvimento do produto de modo assertivo. Como vocé faria
essa apresentacao para o seu time?
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Resolucdo da situacdo-problema

Primeiramente, na sua apresentacdo, vocé deve comecar
diferenciando o que € um sistema reparavel de um sistema nao
reparavel.

Conceitualmente, tem-se que 0s tempos até falhas de sistemas
nao reparaveis sao designados pela distribuicdo de probabilidade de
uma unica variavel aleatoria. Assim, entende-se que esses sistemas
apresentam uma Unica falha no tempo, de modo que, quando eles
falham, devem ser descartados ou substituidos por novos sistemas.

Diferentemente, em sistemas reparaveis, temos que as falhas
ocorrem em diversos pontos no tempo, tratando-se de um sistema
que, ao falhar, é colocado em operacao novamente (reparado)
através de procedimento que nao seja sua total substituicdo.

Posteriormente, traga esses conceitos para o caso em questao,
ou seja, explicite que, entendendo o componente eletronico como
um sistema reparavel, ao se ter a falha, executa-se um reparo e o
mesmo volta a funcionar tdo bem guanto © novo.

Considerando, assim, um reparo perfeito, entende-se entdo que
a probabilidade do sistema falhar durante um tempo de exposicao
independe do tempo que o sistema ja tenha operado.

A classe de processo estocastico mais utilizada na modelagem
de sistemas reparaveis € o Processo de Renovacao.

Logo, mostre ao seu time que para construir o FMEA, isto €,
identificar potenciais falhas, eles devem ter em mente que se trata
de um sistema reparavel que pode ser modelado, no tocante a
confiabilidade, por processo de renovacado, considerando o tempo
entre falhas, o tempo global e demais parametros.

Parabéns; mais uma etapa cumpridal
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Faca valer a pena

1. Ao se refletir sobre um sistema e o seu modo de falha, tempo entre
falhas, severidade de falhas, deteccdo de falhas, entre outros aspectos,
certamente o que nos vem a mente € o conceito de confiabilidade. Nesse
sentido, avalie as afirmacdes |, Il e lIl.

I. Confiabilidade possui um entendimento qualitativo e quantitativo. Neste
ultimo aspecto, confiabilidade esta associada a probabilidade de sistema em
desempenhar adequadamente o seu proposito de uso especificado.

Il. Considerando um sistema que pode ser reparado, observamos que
o tempo de ocorréncia entre as falhas, que sdo varidveis aleatorias, é
independente e identicamente distribuido.

lll. No sistema que pode ser reparado, um elemento na sequéncia de
variaveis aleatorias sera independente das variaveis que o antecederam,
embora cada variavel tenha uma distribuicdo de probabilidade diferente das
demais.

Assinale a alternativa correta:

a) | e lll sdo corretas.
b) I e ll sdo corretas.

c) Il e lll sdo corretas.
d)
)

e) Somente |l é correta.

Somente | é correta.

2. Considerando o conceito de sistemas reparaveis e ndo reparaveis, bem
como a modelagem no tocante a confiabilidade, avalie o texto abaixo e
complete as lacunas.

Os tempos até falhas de sistemas__ sdo designados pela
distribuicdao de probabilidade de uma Uunica variavel aleatoria. Assim,
entende-se que esses sistemas apresentam uma unica falha no tempo.
Diferentemente, em sistemas____ | temos que as falhas ocorrem
em diversos pontos no tempo, tratando-se de um sistema que, ao falhar, é
colocado em operacao novamente através de procedimento que nao seja
sua plena substituicdo. A classe de processo estocastico mais utilizada para
a modelagem desse tipo de sistema é

Assinale a alternativa que completa corretamente a frase
a) ndo reparaveis; reparaveis; processo de aleatoriedade.

b) reparaveis; ndo reparaveis; processo de otimizagao.
C) reparaveis; ndo reparaveis; processo de renovacao.
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d) ndo repardveis; reparaveis; processo de otimizagdo.
€) ndo repardveis; reparaveis; processo de renovagao.

3. Considere a Figura 2.4 que apresenta um tipico grafico descontinuo sobre

dois parametros importantes associados a sistemas reparaveis e modelo de
confiabilidade.

Figura 2.4 | Parametros associados a sistemas reparaveis
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Fonte: adaptada de: <http://www.est.ufmg.br/~enricoc/pdf/confiabilidade/aula2.pdf>. Acesso em: 2 dez. 2017.

Assinale a alternativa que apresenta corretamente o que estd sendo
representado, respectivamente, por X;, X, T,

a) Varidvel aleatoria continua no tempo; tempo entre falhas; tempo global.
b) Variavel aleatdria continua no tempo; tempo global; tempo entre falhas.
c) Variavel aleatdria discreta no tempo; tempo entre falhas; tempo global.
d) Variavel aleatdria discreta no tempo; unica falha; tempo de falha.

)

e) Varidvel aleatodria continua no tempo; Unica falha; tempo de falha.
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Secao 2.2

Probabilidade de transicao

Dialogo aberto

Prezado aluno, dada a importancia da analise de processos
estocasticos, nos continuaremos Nossa abordagem probabilistica com
0 estudo dos processos de renovacao e a probabilidade de transicao
com enfogue em processos estocasticos.

Nesse sentido, adentraremos no conceito de reparo imperfeito e
reparo minimo, bem como estudaremos a modelagem de sistemas
por meio do Processo de Renovacdo Generalizado e Processo Nao
Homogéneo de Poisson. Também abordaremos a mudanca de estado
de um processo e o conceito de probabilidade de transicao.

A importancia desse conteudo € elevada para a sua pratica
profissional, uma vez que se refere a conceitos aplicados a sistemas
reparaveis, ou seja, sistemas que podem ser reparados, Como
componentes eletronicos, por exemplo.

Assim, suponha que voceé esta trabalhando no departamento de
manuten¢ao e garantia de uma empresa de componentes eletronicos
e e responsavel pela analise da reposicao das pecas que apresentaram
falha e que devem ser substituidas. A vida util dos componentes deve
ser maior do que a garantia fornecida pelo fabricante, para que o
numero de reposicdes esteja dentro de um valor aceitavel pela politica
de qualidade da empresa.

A empresa quer ampliar o prazo de garantia dos seus produtos,
sendo que atualmente € atendido apenas o prazo legal.

Anteriormente, vocé auxiliou a empresa nesta questao e, apos
a definicdo do tempo de garantia, que foi definido como sendo um
instante de tempo Maximo, vocé foi questionado pelos gerentes sobre
a quantidade de componentes que estariam funcionando apos o
periodo de garantia. Pense a respeito, considerando a quantidade de
trocas de componentes elétricos no intervalo de tempo determinado
pela garantia.

De que maneira vocé poderia responder aos gerentes sobre essa
questao?
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A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicacao e
com entusiasmo!

Tenha um excelente estudo!

Nao pode faltar

Prezado aluno, agora que ja sabemos bem o que € um processo de
renovacao e em quais situacdes ele pode ser aplicado, vamos expandir
O NOSSO conhecimento nesse assunto?

Entdo, a primeira coisa que veremaos € a equagao da renovacao.

Neste ponto vale lembrar que na secdo anterior abordamos o
caso de sistemas em que, em caso de falhas, ocorre a substituicao
do item com falha por um equivalente, fazendo com que o sistema
retorne para a condicao operacional que tinha quando estava novo,
executando todas as fungdes as quais foi designado. A isto chamamos
de reparacao perfeital

A equacado de renovacao € um tipo especial de equacdo que parte
do pressuposto de que © NOSSO processo Nao tem memoria, ou seja,
O processo reinicia cada vez para o estado inicial, independente do
passado. Vimos esse exemplo anteriormente, na Secao 2.1, no caso do
chuveiro e do lustre.

Entdo, quando consideramos a reposicao de uma ldmpada, cujo
tempo de vida possa ser medido por meio de uma variavel aleatoria,
a0 comecarmos com uma lampada nova e contando que cada vez
que ela queimar sera substituida por uma nova, qual seria © numero
esperado de trocas (sem contar a lampada que ja utilizamos) num
determinado tempo?

E isso que a equacdo da renovacio ird nos responder, por meio de
uma equacdo na forma integral, que veremos a seguir. E importante
observar que, a medida que O tempo cresce, 0 numero esperado de
trocas apresenta um comportamento cada vez mais confuso.

Para calcular o numero esperado de trocas, devemos nos atentar,
também, ao fato de que a expectativa de uma variavel aleatoria maior
do que zero sera definida pela integral da sua funcao de distribuicdo.

Portanto, m(t) representard a nossa equacao da renovagao, sendo,
como foi dito anteriormente, a representacao do numero esperado
de trocas no intervalo de (0,t] . Relembrando que k ¢ o indice que
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enumera o k-ésimo tempo global da ocorréncia de uma falha, que
ocorre num determinado T, e as variaveis aleatorias X; satisfazem a
Equacgao 2.4
Equacdo 2.4
P(X; z k)= P(T, <t)

Sendo que quando temos a k-ésima ocorréncia Te=r7, portanto,
temos um processo de contagem de renovacao com tempos de
intervalos entre chegadas i.i.d.

Como vimos anteriormente, o somatorio dos tempos entre falhas,
que sera menor ou igual at, resultara na funcao distribuicdo acumulada,
conforme apresentado na Equacao 2.5:

Equacdo 2.5

P(X; =z k)= P(T, < t)= P ZXk_t)— ®(t)
i=1

Logo, a equacao da renovacao segue conforme a Equacao 2.6:
Equacdo 2.6

t
m(t) = F“‘)(t)+fﬁoF(k)(th)dm(T)

Por meio da Equacao 2.6 poderemos estimar o numero de trocas
no intervalo de tempo determinado.

&ﬁ*’ Assimile

Agora que entendemos o proposito da equacao da renovacdo, associado
a0 gue vimos anteriormente sobre 0s processos de renovacao, ressalta-se
que:

- Os processos de renovagao sao uma classe de processos estocasticos
caracterizados por tempos entre as falhas i.i.d., ou seja, o tempo de
ocorréncia entre as falhas ¢ independente e identicamente distribuido.

- Os sistemas que se comportam como processos de renovacao Nao tém
memoria.

- A equacado da renovacao € utilizada para calcular o numero estimado de
renovacdes no intervalo de tempo estabelecido.
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E o que seria uma probabilidade de transicdo? Qual a sua relacdo
COmM um processo de renovagao?

Vamos, entdo, conhecer um pouco mais sobre as probabilidades
de transicdo, que serdo detalhadas mais profundamente quando
adentramos no assunto sobre cadeias de Markov.

De acordo com Rocha (2006), uma probabilidade de transicéo &
aquela associada a mudanca de estado de um processo.

Definimos essa probabilidade por meio da Equagado 2.7:
Equacdo 2.7
P (t) = P{X(t+ At) = j|X(t) =i}

Vamos pensar, entdo, que O NOSSO Processo esta No estado i e ira
para o estado j apos um determinado tempo t. Mas o que essa questao
de estados tem a ver com o vimos até agora sobre 0s processos de
renovacao?

Lembrando a nossa l@mpada, poderiamos caracterizar o estado
dela da seguinte forma: funcionando e queimada. Se nos quisermos
saber se essa ldmpada demanda muitas trocas, poderiamaos fazer uma
analise e utilizar, por exemplo, uma redundancia. Vamos supor que
O lustre esteja localizado no escritorio, um local onde precisamos de
claridade para a leitura de documentos, livros etc. Se a lampada ficar
indisponivel, ou seja, queimar, © ambiente ficara escuro e ndo podera
ser utilizado. Se, ao invés de ter um lustre com apenas uma lampada
vocé tivesse um lustre com duas ldmpadas ou dois lustres com uma
ldmpada cada, entdo vocé teria uma redundancia para evitar ficar no
escuro.

?Z| Exemplificando

A fim de compreender melhor alguns conceitos, considere que uma
empresa de manutencao esta fazendo uma analise das ordens de servigco
que chegam nos instantes de tempo denotados por t = 0,1,2,... de modo
que podem ocorrer as seqguintes situacdes:

1. S6 uma ordem de servico pode chegar num instante de tempo e @ ¢
a probabilidade de ocorréncia de uma chegada de uma ordem de servico
num instante ¢, ou seja, o sistema estava desocupado e em sequida ficou
ocupado para registrar a ordem de servico.

2. Se o sistema esta processando uma ordem de servico, ele fica
indisponivel para registrar a chegada de uma nova ordem de servico. >
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3. A probabilidade de uma chegada de uma ordem de servico ser
registrada num instante t é 3. Nesse caso, o sistema que estava ocupado
registrando a ordem, finaliza este registro e assim, em seguida, torna-se
desocupado.

E agora, como podemos modelar esse problema?

A primeira coisa que podemos fazer € uma representacao por meio
de um diagrama do que esta ocorrendo em Nosso sistema, conforme
apresentado na Figura 2.5. A essa representacao da figura chamaremaos
de Diagrama de Estados.

Figura 2.5 | Diagrama de Estados

Fonte: elaborada pelo autor.

Na Figura 2.5, temos a representacdo de dois estados: o Estado O, que
indica que o sistema esta desocupado, e o Estado 1, sistema ocupado. As
mudancas de estado, que podemos associar as situacdes apresentadas
anteriormente, indicam as probabilidades:

Po1r =@ (ou seja, O sistema estava desocupado e vai para o estado
ocupado);

poo =1—a (ou seja, o sistema estava desocupado e continua
desocupado);

p1o = B (ou seja, 0 sistema estava ocupado e vai para o estado desocupado);
pyq =1— G (ou seja, o sistema permanece ocupado e ndo pode registrar
outra chegada).

O diagrama com as suas respectivas probabilidades de transicao ¢
apresentado na Figura 2.6.
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Figura 2.6 | Diagrama de estados e probabilidades de transicdo

04

Fonte: elaborada pelo autor.

Mas o que isso tem a ver com a probabilidade de transicao?

Para ficar mais facil de entender essa relacdo, nos precisaremos
conhecer o conceito de disponibilidade. A NBR 5462, da Associacao
Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), define disponibilidade como
sendo a capacidade de um item estar em condicdes para executar
dada funcdo durante um instante ou um determinado intervalo de
tempo. Essa definicdo tem muita proximidade com © que vimos
anteriormente, os conceitos de sistemas reparaveis e de processos de
renovagao.

Para fazer uma analise de disponibilidade, de acordo com Rocha
(2006), podemos avaliar o numero de visitas que o sistema faz aos
estados. Mas que estados? Podemos ter um estado disponivel, ou seja,
um estado No qual o item esta em condicdes para executar a funcao
solicitada, ou um estado indisponivel, que seria © Oposto, como por
exemplo um estado de falha.

Agora estd ficando mais clara a relagdo entre o conceito de
probabilidade de transicdo e 0s processos de renovacdo, que
aprendemos anteriormente. O que pode ser extremamente Uutil,
principalmente no contexto da das ciéncias exatas, € saber o tempo
medio no qual o sistema esta no estado indisponivel, o tempo Mmédio
de reparo, e com isso conseguimos avaliar a disponibilidade do nosso
equipamento. Pensando no exemplo da l@mpada ficara bem facil
compreender essas questdes.

74 U2 - Processos de renovagao € processos estocasticos



D9 Pesquise mais

Uma das formas de utilizar as probabilidades de transicao de falha de
um sistema é por meio da modelagem de Processos de Renovacao
Generalizados.

Mas o que sdo Processos de Renovacao Generalizados (PRGs)?
Conforme apresentado por Rocha (2006), um PRG é um modelo baseado
em idade virtual, ou seja, sao modelos que tratam o reparo com base na
idade real do equipamento.

Mas qual a caracteristica de um PRG? Podemos pensar nao apenas no
reparo perfeito, que leva o seu sistema para as condi¢gdes de operagdo
de um sistema novo, mas também os conceitos de reparo imperfeito e
reparo minimo.

Ficou curioso com esses Novos assuntos?

Entdo, pesquise mais sobre a aplicacdo de PRG e probabilidades de
transicéo, lendo as paginas 52 até a 55, do trabalho de Rocha (2006), para
se familiarizar com outras aplicacdes!

ROCHA, S. P. V. da. Um modelo integrado de inferéncia bayesiana e
processos markovianos para anadlise de sistemas reparaveis sujeitos a
reparo imperfeito via processo de renovagdo generalizado. 2006. 105 f.
Dissertacao (Mestrado) — Programa de Pos-Graduacdo em Engenharia de
Producdo. Universidade Federal de Pernambuco, Recife, 2006. Disponivel
em: <http://repositorio.ufpe.br/bitstream/handle/123456789/5751/
arquivo/328_1.pdf?sequence=1&isAllowed=y>. Acesso em: 1 dez. 2017.

Agora que ja compreendemaos bem 0s processos de renovacao,
cabe aprofundar os Nossos conhecimentos Nos chamados Processos
de Renovacao Generalizados (PRGs).

Mas o que sdo PRGs? Entdo vamos 18, os PRGs permitem que
outras situagdes sejam analisadas, além do que ja vVimos Nos processos
de renovagcao em que temos o retorno para a condicdo tao boa
quanto nova (renovacdo perfeita). E o caso da substituicdo da ldmpada
e da resisténcia que vimos anteriormente, fazendo com gue © NOSSO
sistema opere em condicdes normais (PERCY; ALKALI, 2006).

E os demais casos que envolvam, por exemplo, um reparo minimo
ou um reparo imperfeito (intermediario entre o reparo perfeito e o
minimo)?

Quando estudamos os processos de renovacao, verificamos que
o sistema retorna para a condicdo de novo (renovagao perfeita), no
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entanto, na pratica sabemos que iSO Nao ocorre sempre, pois existem
situagdes nas quais o sistema Ndo retorna para seu estado operacional
perfeito. Isso acontece porque a condicdo do sistema sera determinada
pela eficacia do reparo (PERCY; ALKALI, 2006).

Vale entdo afirmar que a eficacia do reparo realizado esta relacionada
a reducao ou aoc aumento na idade que O equipamento ja possuia
antes do reparo, portanto, teremos uma acao de reparo que mudara o
que chamamos de idade virtual do sistema.

?=| Exemplificando

Vamos supor gue tenhamos dois aparelhos de ar-condicionado, que
possuem as mesmas condi¢cdes de uso e/ou operagdo. Ambos 0s
aparelhos tém quatro anos de uso; no entanto, so um deles faz as
manutenc¢des periodicas, gue melhoram a condi¢cao dos componentes.
Ambos os aparelhos ndo apresentaram falha até o momento, mas,
se pudermos associar a ocorréncia de uma falha com a idade dos
aparelhos, verificariamos que a cada intervencdo essa idade sofreria
uma ‘diminuicdo’, o que poderiamos considerar como um atraso na
idade real.

Ou seja, o0 aparelho que passou por todas as manutengdes necessarias
teria uma idade virtual que seria diferente da idade cronologica. Ja o
aparelho que nao passou pelos procedimentos teria uma idade virtual
equivalente a sua idade real, ou cronologica.

Nesse contexto, passaremos a ter contato com trés possiveis
situacdes detalhadas por Rocha (2006), a saber:

1. Quando temos um reparo perfeito: neste primeiro caso, que
fol descrito anteriormente nos processos de renovacao, adotamos um
parametro de rejuvenescimento igual a zero, ou seja, a idade virtual
sera zerada apoOs cada reparo e 0 NOssO sistema retorna a sua condicao
de funcionamento como Novo.

2. Quando temos um reparo imperfeito: diferente do caso
anterior, a idade virtual sera uma fracdo da idade real do sistema.

3. Quando temos um reparo Mminimo: agora a idade virtual sera
exatamente igual a idade real.

A Figura 2.7 apresenta as trés situacdes descritas anteriormente,
de modo que os valores de x,, e Y, sdo, respectivamente, a idade
calculada apos e antes a n-ésima acao de reparo.
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Figura 2.7 | Idade real e idade virtual nas trés situacdes de reparo: perfeito, imperfeito e
minimo

Idadd”
Virtual

Idade Linha 45° Idade Linha 45°
Virtual o4 Virtual

y3
y2

ts ts 3
Idade Real Idade Real Idade Real

Reparo perfeito Reparo imperfeito Reparo minimo

Fonte: Rocha (2006).

Mas o que fazemos nessas situacdes de reparos imperfeitos e
minimos?

Nos processos de renovacado, aprendemaos que o reparo € perfeito,
como no caso do chuveiro. Para as situagcdes nas quais oS reparos
podem nao ser tao bons assim, isto €, que fogem a situa¢ao otimista de
reparo (reparo perfeito), geralmente empregamos um outro conceito
chamado de Processo Nao Homogéneo de Poisson (PNHP).

Para ficar um pouco mais facil de entender a mudanca de
abordagem dos processos de renovacao para os PNHPs, vale lembrar
0 que aprendemos de distribuicdo de Roisson. A distribui¢do de Poisson

€ dada por meio da equacao p(v)—”—e *, sendo P(v) a probabilidade

de v contagens no intervalo deﬂmdo € a base do logaritmo natural
(e=271828...) e u ataxa media.

Entdo, num Processo Nao Homogéneo de Poisson, dizemos que o
NOSSO sistema retorna a operagao por intermedio do reparo, mas nao
existe a preocupacao com falhas futuras (PHAM; WANG, 1996). Vamos
ver um exemplo?

Suponha que vocé seja gerente de um chao de fabrica e que a
maquina de solda da empresa comeca a apresentar um ruido e vibracao
estranha, impedindo a execucao da operacao de modo adequado. O
reparo perfeito, nesse caso, poderia ser a troca da maquina de chao de
fabrica por um novo dispositivo, fazendo com que o sistema retornasse
a condicao equivalente ad Novo.

No entanto, se vocé apenas consertar a maquina de solda (diminuir
apenas o ruido e vibracdo) e continuar a utiliza-la normalmente no
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chao de fabrica, € sinal que ndo foi observada uma preocupacdo com
a ocorréncia de novas falhas no sistema.

De fato, a confiabilidade do sistema ndo melhorou, ele apenas
voltou a funcionar de modo semelhante ao modo que estava antes de
ocorrer o problema.

?=| Exemplificando

Voce ja deve ter ouvido falar em decaimento radioativo, certo?

Trata-se de um fendmeno que pode ser natural ou induzido, Nno qual
existe a emissao de alguns tipos de radiacdes, como ocorre numa usina
nuclear ou em um tratamento clinico utilizando radioterapia. Um exemplo
de decaimento radioativo natural € o Uranio-238, que sofre decaimento
alfa e torna-se Torio-234.

Podemos considerar o decaimento radioativo como sendo um processo
estocastico, porque o decaimento de um nucleo € um evento aleatorio, ou
seja, possui uma dada probabilidade de ocorrer. Podemos, entao, utilizar
um Processo de Poisson Ndo Homogéneo para modelar o decaimento
de uma fonte radioativa em funcao de dois parametros principais:

- a quantidade de nucleos radioativos X1 no tempo t =0

- a constante de desintegragao X2

Nesse caso, a funcao que representa o a quantidade de nucleos radiativos
ainda remanescentes apds um intervalo de tempo t é:

ext)= X1ef"2t csendo >0, X =(X1.X2) e Xpsx2 >0

Para o caso do Uranio-238, sabendo que 1 miligrama tem 2,5 x 10° dtomos
com tempo de vida de 1 segundo, sabe-se que aproximadamente 12
nucleos decaem emitindo particulas alfa, de modo que todos os nucleos
tém a mesma chance de decair.

Se em um segundo, doze nucleos decaem, temos:

1 chance de decaimento em 2 x 107, portanto, 23107 por segundo.

Pensando novamente em seu contexto profissional, caso vocé atue
no departamento de qualidade de uma empresa de telefonia movel, na
area de inspecao de chips por amostragem, certamente ao se deparar
com um chip com falha, este sera reposto por um novo, isto €, Nnao
podera ser reparado e sequir para © mercado. Logo, isto ira incorrer
em retrabalho para a fabricacao de um novo chip, dado ser um sistema
nao reparavel, adentrando no conceito de reparacao perfeita.
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De acordo com Rocha (2006), nesses casos dizemos que o tempo
em que o sistema esta em operacao influencia na probabilidade de
uma falha ocorrer.

Retomando o exemplo do aparelho de ar-condicionado,
apresentado no item Exemplificando, o aparelho que Ndo passou por
manutencao ao longo dos quatro anos de uso tera uma probabilidade
diferente de uma falha ocorrer do que um aparelho mais Nnovo ou um
que passou pelas manutencdes programadas, em virtude do desgaste
sofrido durante a operacao.

Em linhas gerais, utilizando PNHPs, conseguimos contornar as
situagcdes nas quais © tempo de operacdo aumenta e, por consequéncia,
espera-se que o numero de falhas aumente mais rapidamente, ou seja,
com esse tipo de reparo nosso sistema falhara em intervalos cada vez
menores de tempo.

Na proxima secao, trataremos com mais detalhes dos Processos de
Poisson, mas € importante que figue claro neste momento que, apos
um reparo, © NOsso sistema podera falhar em intervalos de tempo cada
vez menores, uma vez que 0Ss reparos sao imperfeitos ou minimaos.
Portanto, o intervalo de tempo entre falhas nao sera diretamente
proporcional a quantidade de reparos executados.

@ Reflita

Agora que ja sabemos as limitagcdes e as aplicagdes dos Processos de
Renovagdo e compreendemos a diferenca para os chamados Processos
de Renovacao Generalizados, fica a seguinte reflexdo:

Com base na definicao de distribui¢cdo de Poisson, que € dada por meio de
uma equagao exponencial, © que VOCe espera gue ocorra num Processo
de Poisson?

Ja tivemos contato com uma classe especifica de Processos de Poisson,
que sao os Processos Ndo Homogéneos de Poisson, e constatamos que
o tempo entre falhas nao é diretamente proporcional a quantidade de
reparos executados. Essa € uma dica para a sua reflexdo sobre o que séo e
para que serdo utilizados os Processos de Poisson (PHAM; WANG, 1996).
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Sem medo de errar

Prezado aluno, suponha que vocé esteja trabalhando no
departamento de manutencao e garantia de uma empresa de
componentes eletronicos e € responsavel pela analise da reposicao
das pecas que apresentaram falha e que devem ser substituidas. A vida
util dos componentes deve ser maior do que a garantia fornecida pelo
fabricante, para que o numero de reposicoes esteja dentro de um valor
aceitavel pela geréncia.

NOs vimos anteriormente que a empresa deseja ampliar o prazo de
garantia dos seus produtos, sendo que atualmente € atendido apenas
o prazo legal. A sua tarefa inicial era verificar se esse tempo de garantia
poderia ser estendido, com base na probabilidade de os componentes
apresentarem falhas antes do término da garantia e estarem sujeitos a
reposicoes.

Mas, apos a definicdo do tempo de garantia, vocé foi questionado
pelos gerentes sobre qual € a quantidade de componentes que
estariam funcionando apos o periodo de garantia. De que maneira
vOCé poderia demonstrar isso? Entdo, agora, vamaos tentar responder a
esse questionamento.

A primeira coisa que devemos levar em conta € o ramo de atuagao
da empresa e, consequentemente, dos produtos fabricados. Nesse
caso, trata-se de uma empresa de produtos eletronicos e vimos
anteriormente que poderiamos aplicar para esse tipo de problema os
processos de renovacao.

Agora que conhecemos melhor sobre os Processos de Renovagao
Generalizados e introduzimos o©os conceitos de Processo Nao
Homogéneo de Poisson, sera que nesse caso poderiamos aplicar
esses NoVos conceitos?

Geralmente, nos casos de componentes eletronicos, nos nao
trabalhamos com o conceito de reparo imperfeito ou minimo, porque
0s componentes, em caso de falhas, sao substituidos por outros
Novos que levam o sistema para o estado de operagao como Novo,
designando um sistema nao reparavel. Vejam o exemplo da l@mpada
ou da resisténcia, que sao exemplos de componentes elétricos ou
eletrénicos. Quando o componente apresenta uma falha, ele é
substituido por outro novo, pois na maioria dos casos Nao e viavel
seu reparo, diferentemente de componentes mecanicos, que podem
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passar por um reparo imperfeito ou minimo, como no exemplo do
pneu.

Agora que isso ficou bem claro, podemaos continuar nossa resposta
para o problema. Se nos ja sabemos o tempo limite de garantia para
0 Nnosso produto, que foi definido anteriormente, vocé pode aplicar a
equacao da renovacao nessa situacao:

m(t) =F*(t)+ [ FY(t-)dm(z)

Por meio desta equacao, seria possivel estimar o numero de trocas
de componentes elétricos no intervalo de tempo determinado pela
garantia.

Complementando o raciocinio anterior, referente a aplicacdo
da equacdo da renovacdo, podemos lembrar 0 que vimos sobre
a definicdo de disponibilidade. De acordo com a NBR 5462 da
Associacao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), que é uma
norma técnica que versa sobre manutencdo, confiabilidade e
mantenabilidade, disponibilidade ¢ a capacidade de um item estar
em condicdes para executar dada funcdo durante um instante ou um
determinado intervalo de tempo.

E como poderiamos analisar a disponibilidade de um determinado
componente elétrico?

Utilizando o conceito de probabilidade de transicdo, € possivel
analisar a disponibilidade do componente, e com isso saber a
probabilidade de componentes que ainda estariam funcionando.

Mas como isso seria possivel?

Lembrando que de acordo com Rocha (2006) uma probabilidade
de transicao € associada a mudanca de estado de um processo,
podendo ser definida por meio da equacao:

P, (t) =P{X(t+At) = j|X(t) =1}
Portanto, teremos a probabilidade do nosso processo estar No
estado i e ir para o estado j apos um determinado tempo t.
Mas quais seriam esses estados?

Lembrando o conceito de disponibilidade, podemos avaliar a
probabilidade de componentes que ainda estariam funcionando
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definindo um estado disponivel, ou seja, um estado Nno qual o item esta
em condi¢des para executar a funcao solicitada, portanto funcionando,
e um estado indisponivel, que seria © oposto, por exemplo um estado
de falha.

A probabilidade de transicao, justamente, define essa transicao
do estado funcionando para o estado ndo funcionando apos um
determinado tempo t, que poderia ser o tempo de garantia. Desta
forma, vocé poderia apresentar para O seu gerente as informacoes
solicitadas.

Avancando na pratica

Tipos de reparo e os processos estocasticos

Como gestor do departamento de manutencao de uma empresa
de sistemas de medicado, voceé fica responsavel por um jovem aprendiz
que ira trabalhar no aspecto técnico da manutencdo de sistemas.
Desta forma, a fim de alinhar algumas novas informacdes com o
jovem aprendiz, vocé percebe a necessidade de apresentar, no ambito
de sistemas reparaveis, os trés tipos de reparo, a fim de que o jovem
entenda qual € o seu papel e importancia na manutencao de sistemas.
Como voceé faria essa apresentacao?

Resolucao da situagdo-problema

Inicialmente, vocé deve abordar que o jovem aprendiz tera como
foco o trabalho com sistemas reparaveis, ou seja, sistemas que podem
ser reparados.

A partir dessa perspectiva, podemos ter o reparo perfeito, o reparo
imperfeito e o reparo minimo, conforme segue:

1. Reparo perfeito — considerando que o sistema falha em algum
momento de sua vida util, 0 seu reparo deve ser capaz de deixa-lo em
uma condic¢do igual a de um sistema novo. Aprofundando um pouco,
vocé pode explicar que, na reparacao perfeita, a probabilidade de o
equipamento falhar durante um determinado intervalo de tempo sera
independente do tempo que o sistema ja tenha operado até entdo.
Normalmente, o reparo perfeito ocorre para sistemas nao reparaveis,
de modo que o sistema com falha € substituido por um novo.
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Logo, aplicando esse conceito para o caso de sistemas de medic¢ao,
significaria dizer, por exemplo, que se um paquimetro com problema
(falha) fosse levado ao departamento, seria reparado de forma perfeita.
Assim, suponha que o problema fosse somente o fato da haste do
instrumento estar torta, entdo esse deveria ser substituida por um
instrumento novo.

2. Reparo minimo - trata-se de uma condicao pessimista de
manutencdo, de modo que O reparo executado € minimo, ou seja,
repara-se O sistema para que ele apenas volte a sua operacao, sem
se preocupar em prevenir falhas futuras. Assim, o sistema retorna
exatamente semelhante a sua condi¢ao antes da falha, ndo melhorando
a confiabilidade dele. A medida que o tempo de operacido aumenta,
espera-se gue o0 numero de falhas também aumente.

Logo, aplicando esse conceito para o caso de sistemas de medicdo,
significaria dizer, por exemplo, que se um paquimetro com problema
(falha) fosse levado ao departamento, seria reparado de forma minima.
Assim, suponha que o problema fosse somente o fato da face de
medic¢ao do bico estar desgastada, de modo que, nesse tipo de reparo,
essa face de medicdo seria retificada e polida, sem a preocupacao com
novas falhas.

3. Reparoimperfeito — trata-se de uma condicdo que comumente
ocorre na pratica, sendo intermediaria ao reparo perfeito e ao reparo
minimo. Assim, O sistema, apOs O reparo, Nao necessariamente voltara
ao estado do sistema novo, mas por algum tempo ele apresentara
um desempenho melhorado em relacdo ao estado anterior a falha.
Logo, aplicando esse conceito para o caso de sistemas de medicao,
significaria dizer que, caso um paguimetro com problema (falha) fosse
levado ao departamento, seria reparado de forma imperfeita, mas
resultaria em um instrumento com estado melhor ao estado que estava
antes de ter falhado. Assim, suponha que o problema fosse somente
o fato da face de medicao do bico estar desgastado, de modo que,
nesse tipo de reparo, essa face de medicao seria retificada e polida e
poderia ser feito um tratamento quimico para reduzir a probabilidade
de ocorrerem novos desgastes prematuros.

Com essa apresentacao, certamente o jovem aprendiz ira perceber
que o trabalho dele ird girar mais em torno da reparacdo imperfeita de
sistermas de medic¢ao!

Parabéns, mais um desafio vencidol!
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Faca valer a pena

1. Quando pensamos em manutencdo, ou na reparacdo de sistemas,
entendemos que processos estocasticos podem ser aplicados para
modelagem dos sistemas. Pensando na idade virtual do sistema, avalie os
tipos de reparo (A, B e C) e as representacdes de cada reparo (I, Il e Ill).

A. Reparo imperfeito
B. Reparo perfeito
C. Reparo minimo

|. Adotamos um parametro de rejuvenescimento igual a zero, ou seja, a
idade virtual sera zerada apos cada reparo e 0 nosso sistema retorna a sua
condicao de funcionamento como novo.

II. A'idade virtual do sistema, neste tipo de reparo, sera uma fragdo da idade
real do sistema.

[Il. A'idade virtual do sistema sera exatamente igual a sua idade real.

Assinale a alternativa que associa corretamente o tipo de reparo com a sua
representacao

a) A-1l; B = 1l; C-I.
b) A —1lI; B-I; C-II.
c) A-1; B-1I; C = lIl.
d) A-1l; B-1; C = 1lI.
e)A - ll; B-l; C-1.

2. Em situacdo otimista ou pessimista de reparo de um sistema, sabemos
que podemos utilizar para modelagem os processos estocasticos, refletindo
sobre os conceitos de falha, manutencdo e confiabilidade. Assim, sobre o
Processo Nao Homogéneo de Poisson, avalie as afirmacdes |, Il e lll.

|. Para as situacdes que se aproximam de uma condi¢ao otimista de reparo,
como o reparo perfeito, por exemplo, geralmente emprega-se o conceito
de Processo Ndo Homogéneo de Poisson (PNHP). v
Il. A distribuicdo de Poisson é dada por meio da equacdo p(v):%e*“
sendo p(v) a probabilidade de v contagens no intervalo definido, e a base do
logaritmo natural (e = 2,71828...) e p a taxa média.

[Il. Em um Processo Nao Homogéneo de Poisson, ndo existe a preocupacao
em se prevenir falhas futuras.

Assinale a alternativa correta quanto as afirmacdes |, Il e llI:

a) | e lll séo corretas.
b) Il e lll séo corretas.
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c) Somente | é correta.
d) Somente Il & correta.
e) Somente Il é correta.

3. Quando refletimos sobre falhas de um sistema e a classe de processo
de renovagao como um tipo de processo estocastico, podemos adentrar,
também, no conceito de probabilidade de transicao.

Assinale a alternativa correta sobre probabilidade de transicdo:

a) Uma probabilidade de transi¢do é aquela associada a mudanga no numero
de falhas de um processo.

b) Uma probabilidade de transicdo € aquela associada a mudanga do tipo de
reparo de um processo.

c) Uma probabilidade de transicdo € aquela associada a mudanca de tempo
de falha de um processo.

d) Uma probabilidade de transigdo é aquela associada a mudanca de tempo
global de um processo.

e) Uma probabilidade de transicdo € aquela associada a mudanca de estado
de um processo.
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Secao 2.3

Processo de Bernoulli e de Poisson

Dialogo aberto

Prezado aluno, dada a importancia da analise de processos
estocasticos, nos continuaremos nossa abordagem com o estudo do
Processo de Bernoulli, que esta diretamente vinculado aos conceitos
de ensaio de Bernoulli e a variavel aleatoria binomial.

Além disso, veremos alguns processos associados ao processo
de Bernoulli, como o tempo de sucesso. Tambem aprofundaremos
NOSsSO estudo sobre os processos de Poisson.

A importancia desses conteudos € elevada para a sua pratica
profissional, uma vez que se refere a conceitos aplicados em diferentes
situacdes. O processo de Poisson, por exemplo, abrange a aplicacao
Nno segmento de telefonia, chegada de clientes em uma final, retirada
de material de estoque, entre outros.

Assim, suponha que vocé esta trabalhando no departamento de
manuten¢ao e garantia de uma empresa de componentes eletrénicos
e e responsavel pela analise da reposicao das pegas que apresentaram
falha e que devem ser substituidas. A vida util dos componentes deve ser
maior do que a garantia fornecida pelo fabricante, para que o numero
de reposicdes esteja dentro de um valor aceitavel pela geréncia.

A empresa quer ampliar o prazo de garantia dos seus produtos,
sendo que atualmente € atendido apenas o prazo legal.

Anteriormente, vocé auxiliou a empresa nesta questdo e, apos
a definicdo do tempo de garantia, que foi definido como sendo um
instante de tempo maximo, vocé demonstrou aos gerentes qual era a
probabilidade de componentes que ainda estariam funcionando.

Quando um componente em garantia com defeito é substituido,
um novo prazo € concedido ao cliente, no caso do novo produto
apresentar falha. Neste momento, conforme solicitado pelos gerentes,
qual € a probabilidade do novo produto apresentar falha e por meio de
qual processo vocé poderia fazer essa estimativa? Suponha que, a partir
da analise de um lote com 20 componentes elétricos, 8 apresentaram
falha (componente numero 3, 5, 8, 11, 13, 14, 19, 20) dentro do intervalo
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de garantia e foram substituidos por componentes Novos.

A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicacdo e
com entusiasmol!

Tenha um excelente estudo!

Nao pode faltar

Prezado aluno, agora que ja entendemos um pouco melhor os
diferentes tipos de processos estocasticos, vamos ver com mais
detalhes outros dois tipos de processos estocasticos, o Processo de
Bernoulli e o Processo de Poisson.

Em primeiro lugar, qual € a diferenca do processo de Bernoulli para
0s apresentados anteriormente? Vamos descobrir?

Vocé ja aprendeu o conceito de distribuicdo de Bernoulli, certo?
Vamos ver um exemplo para recordar e, a partir do exemplo, apresentar
algumas consideragdes.

A experiéncia que trataremos envolve jogar uma moeda, sendo
que se vocé jogar a moeda uma unica vez, teremos entdo uma
probabilidade P de sair cara e um complementar de P, que ¢
p—1, de sair coroa. Essa experiéncia sera dita justa caso a probabilidade
seja p=0,5, ou seja, ambos os resultados apresentam a mesma
probabilidade de ocorréncia.

Nesses casos, como o da moeda, perceba que 0s experimentos
admitem apenas dois resultados, que sao do tipo sucesso ou fracasso,
€ geram uma variavel aleatoria com distribuicao de Bernoulli. Portanto,
podemos dizer que temos um experimento qualquer A e um evento A,
de modo que esse evento tem probabilidade P de acontecer, ou seja,
probabilidade de sucesso.

Se tivermos n repeticdes independentes do Nosso experimento
A, a quantidade de sucessos sera uma variavel aleatoria binomial X
composta pelos paréametros P, que indicam a probabilidade individual
de sucesso, e N que € o numero de repeticdes.

Relembrando a definicao de Hillier e Lieberman (2013), um processo
estocastico € composto por um conjunto de variaveis aleatorias
ordenadas X, sendo que t € o indice que representa a variacdo do
tempo, que pertence a um conjunto T.
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A partir das definicdes de distribuicdo de Bernoulli e de processos
estocasticos, fica mais facil entender o que € um processo de Bernoulli.
De acordo com Costa e Andrade (2004), para cada repeticao do
experimento A teremos uma varidvel aleatdria Xa, que representa
O sucesso ou o fracasso da n-ésima repeticdo. O conjunto dessas
variaveis X, compde o processo de Bernoulli.

Portanto, ainda de acordo com Andrade e Cobre (2004), o processo
estocastico sera chamado de processo de Bernoulli guando:

1. Oseventos A sgo independentes;

2. A probabilidade de sucesso do n-ésimo evento ¢ P e a
probabilidade de fracasso do n-esimo elemento € o seu complementar,
p—1 paraqualquern=12... Quseja, P(A)=p, P(A))=1-p,Vn=12..

Os valores aleatorios X;,X,,... sdo identicamente distribuidos e
utilizaremos como padrdo para um sucesso X, =1 e como fracasso
X,=0_A Figura 2.8 ilustra um processo de Bernoulli cujo parametro
p=03, sendo importante destacar que se trata de um processo
discreto.

Figura 2.8 | Exemplo de processo de Bernoulli
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Fonte: <http://conteudo.icmc.usp.br/pessoas/efcosta/mat_didat_scel31.pdf> Acesso em: 15 dez. 2017.
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Agora que ja compreendemos o gue € um processo de Bernoulli,
voce deve ter ficado com a seguinte duvida: qual a importancia desse
tipo de processo ou em que situacdes ele € aplicado?

Para responder ao questionamento, em primeiro lugar precisamaos
saber o conceito de numero de sucessos. Denotaremos por N, o
numero de sucessos obtidos, de modo que N={N,neN} Como
convencionamos que no caso de um sucesso X, =1 N, sera definido
por:

N =

n

0—->n=0
Xi+...+X, »>n=12..

Observe que o numero de sucessos € crescente, de modo
que 0=N, <N, <N, <., por meio de incrementos estacionarios e
independentes.

Agora que ja sabemos o que € 0 numero de sucessos, podemaos
continuar respondendo ao questionamento proposto anteriormente
com o segundo conceito, chamado de tempo de sucesso. Mas o que
€ o tempo de sucesso?

O tempo de sucesso sera denotado por T,, de modo que {T,senN}
trata dos instantes em que ocorre o sucesso. Lembrando que temos a
probabilidade de sucesso P e o numero de sucessos N={N,.ne N}  em
um processo de Bernoulli no qual temos a variavel aleatdria {Xni1<n},
entdo definimos o tempo de sucesso T, por:

T {0 —s=0
min {n:s<N }—>s=12..

s

Vale mencionar alguns aspectos importantes com relacao ao tempo
de sucesso, conforme apresentado por Andrade e Cobre (2004):

1.T,=neN, ,=s; N, =s

2. T, <nes<N, (0 s-ésimo sucesso ocorrerd até N se, e somente
se, 0 numero de sucessos Nas primeiras N tentativas for ao menos s).

?=| Exemplificando

Suponha que vocé seja o gerente de qualidade de uma linha de
montagem. VVocé esta verificando o trabalho executado pelos operadores,
que inspecionam cada produto em conforme ou nao conforme.

Vocé convencionou que aos produtos conformes sera atribuido }
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X, =1, enquanto que aos ndo conformes X, =0. A existéncia de um
produto ndo conforme € independente dos demais produtos, sendo que
a probabilidade de ocorréncia de sucesso (produto conforme) é P.

Vocé observou o operador inspecionar os cinco primeiros produtos e
constatou que apenas o primeiro e o terceiro eram nao conformes. Nesse
Caso, quais seriam 0s tempos de sucesso para a linha de montagem nos
produtos observados?

Para responder a esse questionamento, primeiro temos que verificar se o
processo em questdo € um processo de Bernoulli. Para isso, € essencial
verificarmos se o processo e discreto, como demonstramos na Figura
2.8, pois os processos de Bernoulli apresentam comportamento discreto.
Além disso, sabemos que nos processos de Bernoulli os experimentos
admitem apenas dois resultados, que sao do tipo sucesso ou fracasso,
e geram uma variavel aleatoria com distribuicdo de Bernoulli. No nosso
exemplo, todas essas condi¢des sao satisfeitas.

Retomando o presente caso, como sabemos que 0 nimero de sucessos
(produtos conformes) € igual a 3, precisamos identificar os valores de X,
dos produtos conformes e nao conformes:

- Produto 1 njo conforme, portanto, X;=0;
- Produto 2 conforme, portanto, X, =1;
- Produto 3 nao conforme, portanto, Xy = 0;

- Produto 4 conforme, portanto, X, =1;

- Produto 5 conforme, portanto, X =1:

Os tempos de sucesso serdo associados aos produtos 2, 4 e 5, portanto:
- Tempo de sucesso 1: Ty =2;

- Tempo de sucesso 2: T, =4

- Tempo de sucesso 3: T; =95

Podemos fazer um grafico que represente X, n e T, para facilitar nossa
representacdo do processo em questao para outras andlises, conforme
exemplo da Figura 2.9. }
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Figura 2.9 | Processo de qualidade
Th=2 T =4 T3=5
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Fonte: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.356332001389470718 pdf>. Acesso
em: 15 dez. 2017

E os processos de Poisson? O que sdo e onde sao utilizados?

Os processos de Poisson sao processos estocasticos continuos
no tempo, enquanto os processos de Bernoulli sdo discretos. 1sso
pode trazer algumas complicacdes na resolucdo dos problemas,
mas em contrapartida apresenta uma infinidade de possiveis
aplicacoes.

Relembrando o que aprendemos na distribuicdo de Poisson,
temos a Equacao 2.8.

P(V)=%ef“ (Equacao 2.8)

Sendo P(V) a probabilidade de vV contagens no intervalo definido,
€ a base do logaritmo natural (€=271828...) e p a taxa média, ja
que a distribuicdo de Poisson descreve eventos que ocorrem
aleatoriamente, no entanto, com uma variacao méedia definida.

Um processo de Poisson € um tipo especial de processo de
contagem de chegadas no qual algumas hipoteses devem ser
satisfeitas. Um processo de contagem de chegadas, por sua vez,
tem como principal caracteristica descrever a ocorréncia de eventos
ao longo do tempo; portanto, um processo de Poisson tambéem
apresenta essa caracteristica.

E importante mencionar que nos processos de contagem existe
uma variavel aleatoria de contagem que denotaremos como N,
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gue assume apenas valores naturais e denota o numero de falhas
no intervalo.

A primeira hipotese a ser considerada diz que o numero de
chegadas, em um dado intervalo de tempo, sera independente
do numero de chegadas de outro intervalo de tempo, ao que
chamaremos de incrementos independentes.

Ja a segunda hipotese afirma que temos que levar em conta
que os incrementos dependem do tamanho do intervalo de tempo,
mas nao da decorréncia do tempo, de modo que existe uma
independéncia do tempo.

A terceira hipotese, por fim, diz que nao ocorrem chegadas
simultaneas, mas, sim, individuais.

&g& Assimile
Agora que entendemos O que € um processo de Bernoulli e de Poisson,
vamos assimilar algumas caracteristicas de cada processo:

- Processo de Bernoulli: a varidvel aleatoria X, representa o sucesso ou
o fracasso da n-ésima repeticdo. E um processo discreto com relacdo ao
tempo e as condi¢des para um processo de Bernoulli sdo:

1. Os eventos A sdo independentes;
2.P(A))=p, P(A)=1-p,Vn=12,..;

- Processo de Poisson: sao processos estocasticos continuos no tempo,
tratando-se de um processo de contagem especial no qual as seguintes
hipoteses sdo satisfeitas:

1. Incrementos independentes;
2. Independéncia do tempo;

3. Ndo ocorrem chegadas simultaneas.

Vale destacar também que existem os chamados processos de
Poisson homogéneo e ndo homogéneo, sendo gque este ultimo
estudamos na secao anterior.

Os processos de Poisson homogéneos, que também sdo
chamados de estacionarios, apresentam um parametro constante.
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Esse parametro pode ser, por exemplo, a probabilidade de
falna em um intervalo de tempo pequeno, o que usualmente
denominamos como funcdo intensidade. Dado que a funcao
intensidade € constante, esse tipo de processo nao pode ser
utilizado para modelar sistemas que apresentam deterioracao ou
melhoria.

Os processos de Poisson nao homogéneos, ao contrario
do processo homogéneo, ndo apresentam funcao intensidade
constante. Como vimos na secao anterior, em um Processo
ndo homogéneo de Poisson dizemos que O Nnosso sistema
retorna a operacao por intermedio do reparo, mas nao existe a
preocupacao com falhas futuras.

@ Reflita

Agora gue ja entendemos melhor 0 gque sdo 0s processos de Poisson
homogéneos e NGO homogeéneos, assim como a aplicagao dos processos
nao homogéneos (sistema retorna a operacdo por intermédio do
reparo), fica a sequinte reflexao: dizemos que nos processos de Poisson
nao homogéneo a funcao intensidade ndo € constante. Analisando o
caso do reparo, 0 que vocé conclui a respeito dessa informagdo? O
que significa, nesse caso em especial, ter uma fungdo intensidade nao
constante?

Reflita sobre essas questdes analisando novamente a secao anterior.

Os tempos de chegadas estdo relacionados a ocorréncia
dos eventos do processo analisado. Podemos definir o enésimo
tempo de chegada por meio da equagao T, =min{t:N, =n}. Isso €
importante porque ¢ comum gue tenhamos que verificar o tempo
necessario para que um certo numero de eventos ocorra, bem
como contar 0 numero de eventos que ocorrem em um dado
intervalo de tempo. Vale lembrar que a varidvel N, é aleatoria e
descreve a contagem. A Figura 2.10 apresenta um exemplo dos
tempos das chegadas (T, T,,...,T.}.
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Figura 2.10 | Tempo de chegadas
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Fonte: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.356332001389470718 pdf>. Acesso em: 15
dez. 2017,

Outro conceito importante € o de tempo entre chegadas, que,
de acordo com Andrade e Cobre (2004), sdo variaveis aleatorias
iid (independentes e identicamente distribuidas), como ja vimos
anteriormente.

E importante lembrarmos que o processo Ndo guarda a passagem
de tempo entre a ultima chegada e o instante atual, © que faz com que
O tempo de espera de uma nova chegada ndo dependa do instante
atual nem do instante em que ocorreu a ultima chegada. Esse tempo
de espera tambem pode ser denominado como tempo de recorréncia.

Por exemplo, suponha gue no instante t observamos uma maquina
A, cuja ultima peca chegou na maquina no instante Z . Portanto, dizemos
que o tempo de espera para a chegada de uma nova peca independe do
instante atual t e do instante Z em que chegou a ultima peca.

D9 Pesquise mais

Caro aluno, vocé ja ouviu falar sobre manutencdo preventiva, correto?

Nesse caso, nos lembramos do conceito de sistema reparavel e
verificamos que o processo de Poisson nao homogéneo € adequado para
modelar sistemas com caracteristicas de reparo minimo.

No artigo indicado para leitura, os autores fazem um estudo de
manutengao preventiva em chaves seccionadoras utilizando os conceitos
de processo de Poisson homogéneo e ndo homogéneo.

Ficou curioso? Entdo leia as paginas 1 a 3 do artigo a seguir e bons estudos!
SANTOS, W. B.; COLOSIMO, E. A;; MOTTA, S. B. Tempo otimo entre
manutencdes preventivas para sistemas sujeitos a mais de um tipo
de evento aleatorio. Gestdo & Produgdo, v. 14, n. 1, p. 193-202, 2007.

Disponivel em: <http://www scielo.br/pdf/gp/v14n1/15.pdf>. Acesso em:
15 dez. 2017.
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Sem medo de errar

Vamos agora relembrar a nossa situacao inicial. Suponha que
vocé esta trabalhando no departamento de manutencdo e garantia
de uma empresa de componentes eletronicos e € responsavel pela
analise da reposicao das pecas que apresentaram falha e que devem
ser substituidas. A vida util dos componentes deve ser maior do que a
garantia fornecida pelo fabricante, para que o numero de reposicodes
esteja dentro de um valor aceitavel pela geréncia.

A empresa quer ampliar o prazo de garantia dos seus produtos,
sendo que atualmente € atendido apenas o prazo legal.

Quando um componente em garantia com defeito & substituido,
um novo prazo € concedido ao cliente, No caso do novo produto
apresentar falha. Neste momento, conforme solicitado pelos gerentes,
qual é a probabilidade do novo produto apresentar falha e por meio de
qual processo vocé poderia fazer essa estimativa?

Entdo, agora temos uma nova situagdo. Como estamos tratando de
componentes eletronicos, ja lidamos anteriormente com o conceito de
processo de renovacao, lembra-se do caso da lampada e da resisténcia
do chuveiro?

Agora, 0 que Nos gueremos saber € se 0 novo produto apresentara
defeito ou nao no tempo que resta de garantia, uma vez que ele ja foi
substituido. Para que essa situacao fique mais clara para vOCé, vamaos
nos lembrar do problema de jogar uma moeda: existe a possibilidade
de dar cara ou coroa, certo? O mesmo ocorre com um componente
elétrico, existe a probabilidade dele apresentar falha ou nao. Se vocé
jogou uma moeda uma vez e saiu cara e vocé tornar a repetir o
experimento, o resultado sera totalmente independente da jogada
anterior, certo?

Entdo, vamos supor que, a partir da analise de um lote com 20
componentes elétricos, 8 apresentaram falha (componente numero
3, 5,8, 11, 13, 14, 19, 20) dentro do intervalo de garantia e foram
substituidos por componentes Novos.

Esse novo componente podera apresentar falha ou nao,
independente do componente anterior ter falhado, correto? Entdo
agora fica mais evidente a analogia entre jogar a moeda repetidas vezes
e 0 componente falhar mais de uma vez.

Vamos entdo retomar a definicao de um processo de Bernoulli e
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ver se ela se encaixa na descricdo do nosso problema?

De acordo com Andrade e Cobre (2004), para cada repeticdo do
experimento A teremos uma variavel aleatéria X, que representa o
sucesso ou o fracasso da n-ésima repeticao. O conjunto dessas variaveis
X, compde 0 nosso processo de Bernoulli. Nos também definimos
que no caso de um sucesso X, =1 e no caso de um fracasso X, =0.

Logo, trazendo para © NOSSO Caso, O primeiro passo que vocé pode
dar é convencionar que aos componentes elétricos sem falha sera

atribuido X, =1, enquanto que aos componentes elétricos com falha
serd atribuido X, =0.

Como voceé sabe que o numero de produtos sem falha € igual a 12,
precisamos identificar os valores de X, dos produtos sem defeitos e
com defeitos:

- Componente 1 sem falha, portanto, X, =1;

- Componente 2 sem falha, portanto, X, =1;

- Componente 3 com falha, portanto, X, =0;
- Componente 4 sem falha, portanto, X, =1

- Componente 5 com falha, portanto, X, =0;
- Componente 6 sem falha, portanto, X, =1.

- Componente 7 sem falha, portanto, X, =1.

- Componente 8 com falha, portanto, X; =0
- Componente 9 sem falha, portanto, X, =1;

- Componente 10 sem falha, portanto, X,, =1;
- Componente 11 com falha, portanto, X,,=0;
- Componente 12 sem falha, portanto, X;, =1;
- Componente 13 com falha, portanto, X,, =0;
- Componente 14 com falha, portanto, X,, =0;
- Componente 15 sem falha, portanto, X,, =1;
- Componente 16 sem falha, portanto, X,, =1;
- Componente 17 sem falha, portanto, X,, =1;
- Componente 18 sem falha, portanto, X,, =1;
- Componente 19 com falha, portanto, X,y =0;
- Componente 20 com falha, portanto, X,, =0.

Até aqui, a descricao formal de um processo de Bernoulli seque o
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que foi exposto No Nosso problema, com a unica diferenca de que o
sucesso € o componente ndo apresentar falha e o fracasso significa
que o componente apresentou falha.

No entanto, nos tinhamos duas condi¢cdes para OS processos de
Bernoulli:

1. Oseventos A sdo independentes;

2. A probabildade de sucesso do n-ésimo evento € Pea
probabilidade de fracasso do n-ésimo elemento € o seu complementar,
p—1,paraqualquern=12... Ouseja, P(A,)=p, P(A,)=1-p,¥Vn=12,..

Sera que essas duas condicdes se aplicam ao nosso problema?

A primeira delas sim, pois 0s NOssos eventos sdo independentes,
como no exemplo da moeda, uma vez que a ocorréncia de uma
falha em um componente ndo influenciara na ocorréncia de falha em
outro componente novo. A segunda condicdo também ¢ satisfeita,
pois existem apenas duas possibilidades que sdo descritas por P
(probabilidade de sucesso — ndo apresentar falha) ou seu complementar,
p—1 (probabilidade de fracasso — apresentar falha).

Portanto, com base nas informacdes apresentadas para 0 Novo
problema, que € a possibilidade do novo produto apresentar falha,
podemos trabalhar nesse caso com O conceito de processo de
Bernoulli.

Mas, agora que ja sabemos que tipo de processo utilizar, como
faremos para saber a probabilidade do novo produto apresentar falha
no tempo restante de garantia?

Para responder ao segundo questionamento, vocé pode se lembrar
do conceito de distribuicdo de Bernoulli, mas € importante lembrar que
a garantia complementar tera um tempo de validade, certo? Entao,
neste caso, podemos empregar O conceito de tempo de sucesso,
vocé se lembra?

Nos indicamos o tempo de sucesso por meio de Ty, de modo
que {T;S €N} Tratam-se dos instantes em que ocorre o SUCESSO.
Lembrando que temos a probabilidade de sucesso p e o numero de
sucessos N={N,.nenN} O tempo de sucesso sera:

T 0—>s=0
*min {n:s<N}—>s=12..
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Para 0 nosso caso, para informar em quais instantes ndo ocorrem
componentes elétricos com falhas, devemaos nos referir aos tempos de
sucesso que estao associados aos componentes 1, 2, 4, 6, 7, 9, 10, 12,
15, 16, 17 e 18; portanto:

- Tempo de sucesso 10 T, =1;
- Tempo de sucesso 2: T, =
- Tempo de sucesso 3: T, =

2
4
- Tempo de sucesso 4: T, =6;
- Tempo de sucesso 5: Ty =7
9

- Tempo de sucesso 6: Ty =

- Tempo de sucesso 7: T, =10;
- Tempo de sucesso 8: T, =12;
- Tempo de sucesso 9: T, =15;

- Tempo de sucesso 10: T,; =16
- Tempo de sucesso 11: T,, =17 ;
- Tempo de sucesso 12: T,, =18.

Lembrando que o s-ésimo sucesso ocorrera até /1 se, e somente
se, 0 numero de sucessos nas primeiras 1 tentativas for ao menos $.

Portanto, o tempo de sucesso do novo componente devera ser um
valor maior do que o tempo de garantia faltante, pois, caso contrario,
tera que ser feita uma nova substituicao.

Avancando na pratica

Testes de qualidade em eletrodomeésticos da linha premium

Descricao da situacao-problema

Suponha que vocé seja gestor de qualidade do departamento de
uma linha premium de uma empresa de eletrodomesticos. Por se tratar
de uma linha especial, vocé solicita que cada operador inspecione
100% das pecas, abrindo mao do processo por amaostragem.

A partir da inspecao 100%, os operadores devem apontar, em uma
folha de verificacdo, se o dispositivo apresenta algum defeito ou se ndo
apresenta defeito. Vale citar que, por se tratar de uma linha premium,
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vocé recomendou que qualquer ndo conformidade (como risco,
amassado, diferenca na tonalidade de cor etc.) deve ser encarado
como defeito, de modo que o produto nao esta apto para chegar ao
mercado. Vocé esta verificando o trabalho executado pelos operadores,
que inspecionam cada produto em conforme ou nao conforme.,

Ao analisar a ficha de verificacdo (composta pela inspecdo dos 7
primeiros itens de producgado) para prestar contas ao seu superior, foi
solicitado a vocé informar em quais instantes nao ocorrem defeitos nos
produtos a fim de que providéncias possam ser tomadas na producao.
Com base na Quadro 2.1, como vocé obteria essa informacgdo a fim de
passa-la para o seu superior?

Quadro 2.1 | Status do produto da linha premium de acordo com o controle de qualidade

Status do produto pelo

Produto i ionad
e controle de qualidade

Com defeito

Com defeito

Sem defeito

Com defeito

Sem defeito

Sem defeito

N|jJo|jlo|ld™~M|lH ]| -

Com defeito

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucao da situacdo-problema

Para vocé conseguir dar uma resposta ao seu supervisor sobre em
quais instantes os produtos nao apresentam defeito, inicialmente vocé
deve perceber que se trata de um ensaio do tipo sucesso e fracasso, de
Modo que O sucesso se refere a um produto sem defeito.

O primeiro passo que vocé pode dar € convencionar que aos
produtos sem defeito serd atribuido X, =1, enquanto que aos produtos
com defeitos sera atribuido X, =0.

Perceba também que a existéncia de um produto defeituoso
€ independente dos demais produtos, sendo que a probabilidade
de ocorréncia de sucesso (isto é, a probabilidade do produto néo
apresentar defeito) pode ser designada por P .
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De acordo com a Quadro 2.1, vocé observou que os operadores
inspecionaram os 7/ primeiros produtos fabricados e constatou que
os eletrodomesticos 1, 2, 4 e 7 apresentavam algum tipo de ndo
conformidade.

Perceba, entdo, que se trata de um caso descrito por meio do
processo de Bernoulli, apresentando comportamento discreto, e que
0s eletrodomesticos geram uma variavel aleatoria com distribuicao de
Bernoulli.

Como vocé sabe que o numero de produtos sem defeitos € igual a
3, precisamos identificar os valores de X dos produtos sem defeitos
e com defeitos:

- Produto 1 com defeito, portanto, 0:
- Produto 2 com defeito, portanto, 0;

w><><><
1

1;
0;
1,

- Produto 3 sem defeito, portanto,
- Produto 4 com defeito, portanto,

><><
Il

- Produto 5 sem defeito, portanto,

o

- Produto 6 sem defeito, portanto,

1
1.

><><
Il

- Produto 7 com defeito, portanto,

Logo, para informar em quais mstantes nao ocorrem produtos
com defeitos, devemos nos referir aos tempos de sucesso que estao
associados aos produtos 3, 5 e 6, portanto:

- Tempo de sucesso 1. T, =3,
- Tempo de sucesso 2: T, =5;
- Tempo de sucesso 3: T, =6;

Parabéns, mais um desafio vencido!

Faca valer a pena

1. Pensando no jogo de uma moeda, sabe-se que os experimentos admitem
apenas dois resultados: cara ou coroa. Esse tipo de ensaio representa um
processo de Bernoulli, de modo que a varidvel aleatoria X, representa o
sucesso ou o fracasso da n-ésima repeticao do experimento. Considere as
afirmacdes |, Il e lll.

I. O processo de Bernoulli € um processo continuo com relacao ao tempo.
[I. Em um processo de Bernoulli, os eventos sdo dependentes.
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[ll. Os processos de Bernoulli geram uma varidvel aleatoria com distribuicao
de Bernoulli.

Assinale a alternativa que apresenta as afirmativas corretas:

a) | e lll sdo corretas.

b) Il e Il séo corretas.

c) Somente Ill é correta.
d) I, Il e lll sdo corretas.

e) Somente Il é correta.

2. Em relacdo aos processos de Poisson, sabemos que ha os processos de
Poisson homogéneos e ndao homogéneos. No Processo Nao homogéneo
de Poisson dizemos que o sistema retorna a operacao por intermeédio do
reparo, mas ndo existe a preocupagao com falhas futuras. Avalie e complete
a afirmacao abaixo.

Os processos de Poisson Homogéneos, que também sdo chamados de

, apresentam um parametro constante. Esse parametro pode
ser, por exemplo, a probabilidade de falha num intervalo de tempo pequeno,
0 que usualmente denominamos como

Assinale a alternativa que completa corretamente as frases:

a) Estacionarios; funcdo aleatoriedade.
b) Discretos; fungdo intensidade.

c) Estacionarios; fungdo multiplicidade.
d) Continuos; funcao intensidade.

e) Estacionarios; fungdo intensidade.

3. Os Processo de Poisson, que podem ser divididos em processos
homogéneos e processos Nndo homogéneos, sao processos estocasticos
continuos no tempo, a partir de um processo de contagem especial no qual
3 hipoteses devem ser satisfeitas.

Assinale a alternativa que apresenta uma das hipoteses referidas acima:

a) Ocorrem chegadas simultaneas.
b) Independéncia do tempo.

c) Incrementos dependentes.

d) Incrementos binarios.

e) Chegadas aproximadas.
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Unidade 3

Processos estocasticos:
cadeia de Markov

Convite ao estudo

Prezado aluno, dada a importancia da analise de processos
estocasticos, nesta unidade adentraremos em processos
Markovianos e cadeias de Markov, continuando nosso enfoque
em probabilidade!

Esses conceitos serdo muito Uteis no seu cotidiano e
vida profissional, pois envolvem diretamente o conceito de
processos sem memoria e podem ser utilizados para modelar
diferentes fendbmenos como o estoque de uma fabrica,
mercado financeiro ou estados climaticos da sua cidade natal
(previsdo meteorological)

Logo, inicialmente, estudaremos a definicdo de processos
de Markov, bem como os tipos de processo; processo de
nascimento; e processo de morte.

Em seguida, estudaremos o conceito de cadeia de Markov
discreta, os fundamentos de probabilidade de transicao e,
enfim as cadeias de Markov absorventes.

Seguindo um desencadeamento logico das ideias, vamos
trabalhar os conceitos vinculados a cadeia de Markov continua,
enfatizando a aplicacdo de cadeias de Markov com enfoque
em processos estocasticos.

Assim, ao final desta unidade, pretende-se que voceé
conhega os principios basicos de cadeias de Markov e sua
aplicabilidade.

Logo, pense que vocé esta atuando em empresa do
mercado financeiro auxiliando nas decisdes de compra e



venda de acdes dos clientes, uma vez que vocé conta com
competéncias para analise de risco.

Na empresa em questao, ao final de um dia comercial, o
preco de determinada agao € aferido e podem ocorrer trés
situacdes, tendo como base o dia comercial anterior: o preco
da agao se mantém constante; o preco sobe; ou, o prego cai.

Para cada situagdo descrita anteriormente, existe uma
probabilidade de ocorréncia associada, de modo que uma
analise de risco equivocada podera trazer serios prejuizos para
a empresa, uma vez que os clientes esperam ter lucro em seus
investimentos.

Nesse contexto, vocé como analista poderia dizer ao seu
cliente que para o0 processo em questdao os eventos passados
nao sao relevantes?

Os clientes tém uma duvida recorrente e necessitam da
sua ajuda: hoje uma acdao comprada fechou em queda; logo,
qual a probabilidade de ela se valorizar no proximo dia e se
estabilizar no futuro?

Quais informacdes vocé precisaria coletar e analisar para
ter condicdes de transmitir ao seu cliente uma probabilidade
de lucro?

Pense a respeito e considere que seu gestor lhe solicitou
um parecer a fim de transmitir essas informacdes aos clientes.

A partir de agora, maos a obra e empenhe-se, com
dedicacdo e com entusiasmopara aproveitar esse conteudo e
fazer a diferenca em sua carreira.

Otimo estudo!



Secaon 3.1l

Processos de Markov

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a mais uma unidade de estudo!

Neste momento, vamos estudar os processos Markovianos, ou seja,
vamos entender que um processo estocastico pode ser compreendido
Ccomo um processo Markoviano caso o seu estado futuro dependa
somente do seu estado presente e ndo dos estados passados.

Aisso denominamos processo sem memoria e pode ser utilizado,
por exemplo, se pensarmos em uma politica de gestdo de estoque
na qual a quantidade de produtos dependa somente da quantidade
anterior do produto e do que foi adquirido ou vendido em um
determinado intervalo de tempo de reposicao do produto. Assim,
vamos estudar os tipos de processos markovianos, bem como os
processos de nascimento e os processos de morte.

Logo, pense que vocé esta atuando em uma empresa do
mercado financeiro, auxiliando nas decisdes de compra e venda de
acdes dos clientes, uma vez que vocé conta com competéncias
para analise de risco.

Na empresa em questdo, ao final de um dia comercial, o preco
de determinada acdo é aferido e podem ocorrer trés situacdes,
tendo como base o dia comercial anterior: © preco da acao se
mantém constante; o preco sobe; ou o preco cai.

Para cada situagao descrita anteriormente, existe uma
probabilidade de ocorréncia associada, de modo gque uma analise
de risco equivocada podera trazer sérios prejuizos para a empresa,
uma vez que os clientes esperam ter lucro em seus investimentos.

Nesse contexto, vocé como analista poderia informar ao seu
cliente que para o0 processo em questao os eventos passados Nao
sao relevantes?

Pense a respeito e considere que seu gestor lhe solicitou um
parecer a fim de transmitir essas informacdes aos clientes.

Bons estudos!
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Nao pode faltar

Prezado aluno, agora vamos iniciar nossos estudos sobre o0s
processos de Markov. Mas o que sao os processos de Markov?

Para comecar a responder ao questionamento proposto,
primeiramente relembraremos o conceito de probabilidade de
transicao, que se refere a probabilidade de transicao de um estado
para outro estado. Mas o que isso tem a ver com 0S processos
de Markov?

Os processos de Markov que estudaremos sao uma classe
especial de processos estocasticos. Ja sabemos que 0s processos
estocasticos sao caracterizados por variaveis aleatorias que sao
indexadas com base em um parametro que pode ser 0 tempo.

Sabemos que existem processos estocasticos classificados com
relacdo ao estado do sistema, podendo ser discreto ou continuo,
e com relacao ao parametro, que pode ser, por exemplo, o tempo
discreto e o tempo continuo. 1sso ja nos da um direcionamento em
relacdo ao conceito de processos de Markov.

Portanto, um processo estocastico sera considerado um
processo de Markov quando o estado futuro do sistema depender
apenas do estado atual (ou presente) e ndo dos estados anteriores,
Ou seja, nos processos de Markov nos dizemos que nao existe
memaoria, uma vez que o passado € desprezado.

J=| Exemplificando

Suponha que vocé seja um consultor financeiro e que, ao fazer a
analise de gastos de seu cliente em 2017, vocé constatou que O uso
dos seus recursos financeiros esta alocado da seguinte forma:

- 30% para moradia (aluguel ou financiamento imobiliario).

- 50% para demais despesas (agua, luz, telefone, impostos, transporte,
vestuario, alimentagéo, saude).

- 20% para os demais itens pessoais e lazer.

Como consultor financeiro, vocé pode aplicar conhecimentos de
transicdo de estados para modelar a situacdo do seu cliente.
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Assim, cada um dos usos apontados anteriormente representara um
estado do seu sistema, de modo gue o uso com moradia seja o estado
1, 0 uso com demais despesas O estado 2 e 0s itens pessoais e lazer
sejam o estado 3 do sistema, com as suas respectivas probabilidades.

Portanto, vocé tera um vetor, chamado de vetor de probabilidade de
estado, que é composto pelas probabilidades de cada estado (sdo
probabilidades ndo-condicionais).

Nesse caso, o vetor ficaria:
7017 =[0,30 0,50 0,20]

Ao longo dos proximos anos, a tendéncia € que a distribuicao de renda
apresentada anteriormente sofra alteracdes. Fazendo um planejamento
estrategico com o seu cliente, vamos considerar gue para cada cinco
anos, as probabilidades de transicdo dos estados sejam conforme o
apresentado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 | Probabilidades de transicdo

Estados Para 1 Para 2 Para 3
Del 60% 20% 20%
De 2 10% 70% 20%
De 3 0% 20% 80%

Fonte: elaborada pelo autor

Portanto, analisando a Tabela 3.1, podemos dizer que a probabilidade
do sistema, que nesse caso € a distribuicdo de renda, de 1 para 1
significa que a probabilidade de o estado ser 1 apos cinco anos, sendo
o estado atual 1, € de 60%. Ja a probabilidade de o estado do sistema
ser 2 passados cinco anos, sendo que o estado atual € 1, é de 20%. E
assim nos demais elementos da Tabela 3.1.

Podemos definir uma matriz, chamada matriz de transicdo, como uma
matriz quadrada na qual cada elemento representa a probabilidade de
transicdo de estado.
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Nesse caso, a matriz de transicao sera:

0,60 0,20 0,20
P=10,10 0,70 0,20
0,00 0,20 0,80

Se quisermos calcular o vetor probabilidade de estado para daqui a
cinco anos, ou seja, em 2022, teremos que multiplicar 7T X P . ou seja,
a probabilidade de o nosso sistema estar em cada estado em 2022.
Trata-se de um produto entre as matrizes, cujo resultado seria:

0,6 02 0,2
oo =[0,3 0,5 0,2] 0,1 0,7 0,2|=[0,23 0,45 0,32]
0,0 02 08

7oz =[0,23 0,45 0,32]

Assim, vocé concluiu com o seu cliente que daqui cinco anos, 0s
gastos dele serdo:

- 23% para moradia (aluguel ou financiamento imobiliario).

- 45% para demais despesas (agua, luz, telefone, impostos, transporte,
vestuario, alimentacao, saude).

- 32% para 0os demais itens pessoais e lazer.

Verificamos, nesse exemplo, que o estado futuro depende apenas
do estado presente e nao dos estados passados, © que configura um
processo Markoviano, como vimos na definicao inicial.

Agora que entendemos a conceituagao de processo de Markov
como um modelo de processo estocastico, podemos adentrar nos
tipos de processos markovianos, isto €, a cadeia de Markov discreta
Nno tempo e a cadeia de Markov continua no tempo. Nesta secao
apresentaremos a definicdo, e os detalhamentos serdo estudados
nas proximas secdes ainda desta unidade!
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0&» Assimile

Caro aluno, um ponto importante que vocé deve ter em mente € que
um processo estocastico pode ser de estado discreto ou de estado
continuo. Quando a variavel X(t) apresentar um comportamento
discreto, dizemos gque O NOssSO processo estocastico € de estado
discreto e quando X(t) € uma variavel continua, que o processo
estocastico é de estado continuo. A Figura 3.1 evidencia a representacao
de um processo estocastico em funcdo do seu estado.

Figura 3.1 | Processo estocastico de estado continuo e discreto

E4
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L X, (@)
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t t

1 2

—

(a) Trajetéria continua

X, (w) X,(0)

X,(®) X0 0

4

0 1 2 3 4 T

(b) Trajetéria discreta

Fonte: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.356332001389470718
pdf>. Acesso em: 27 nov. 2017.

Esses conceitos sao de extrema importancia, pois O processo
Markoviano € considerado uma cadeia de Markov quando o estado €
discreto, ou seja, quando as variaveis aleatorias X(t) estao definidas em
um espaco de estados discreto E (KARLIN e TAYLOR, 1998).

Nesse sentido, definimos uma cadeia de Markov em tempo
discreto como um processo de Markov no qual o espaco de estados
refere-se a um determinado conjunto finito ou contavel, cujo indice
temporal do conjunto pode ser designado por T =0, 1, 2, ..., ou s€ja,
as transicdes ocorrem em periodos de tempo.
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Ja as cadeias de Markov em tempo continuo pode ser descrita
de modo semelhante aquela em tempo discreto, divergindo-se no
fato de que as transicdes podem ocorrer em qualquer instante de
tempo (KARLIN e TAYLOR, 1998).

J=| Exemplificando

Caro aluno, a fim de especificar o que € uma cadeia de Markov, vale a
pena estudarmos um exemplo.

Suponha que vocé trabalhe em um banco na funcao gerencial.
Certamente, vocé conseguiria demonstrar a sua equipe que o saldo
(valor monetario em reais) de uma conta de um determinado cliente em
um periodo de tempo em semanas refere-se a uma cadeia de Markov,
pelo estado ser discreto, isto €, os valores em reais sdo0 enumeraveis.

Assim, podemos supor que na primeira semana o cliente terad R$2.500,
00 em conta. Ja na segunda semana houve uma reducao de 500 reais
em relacdo ao saldo anterior. Na terceira,houve um aumento de 100
reais, conferindo um saldo RS 2.100,00 ao final da terceira semana.
Logo, teremos conforme a Tabela 3.2.

Tabela 3.2 | Saldo bancario de acordo com a semana

t (semanas) Semanal Semana 2 Semana 3

X(t) reais RS 2.500 RS$ 2.000 RS 2.100

Fonte: elaborada pelo autor

Agora que Nos ja sabemaos os tipos de processos de Markov, vamos
compreender 0os chamados processos de nascimento e de morte.

Ja sabemos que existem cadeias de Markov de tempo discreto
e de tempo continuo, correto? Os processos de nascimento e de
morte sao tipos especiais de processos estocasticos muito uteis
quando analisamos sistemas de filas, que estudaremos mais adiante.
Mas entdo, qual € a relacdo entre os processos de nascimento e de
morte com os processos de Markov?

Como visto anteriormente, os processos de Markov nao
apresentam memoria, ou seja, o estado futuro do sistema depende
apenas do estado atual (ou presente). Ha também uma probabilidade
inerente a transicao de estados, que chamamos de probabilidade de
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transicao. Essas sdo as caracteristicas fundamentais de um processo
de Markov. Um processo de nascimento e morte apresenta um
caso especial no qual as transicdes sdo possiveis apenas para 0OS
chamados estados vizinhos.

Se considerarmos um estado genérico i, o nascimento serd a
transicao de i para o proximo estado, ou seja, j+1. Ja a transicao
do estado i para um estado anterior, ou seja, i —1, serd chamada
de morte.

Ficou confuso de entender? Entdo vamos analisar um exemplo
que facilitara nosso aprendizado.

Supomos que o seu sistema seja composto por um banco, no qual
temos a chegada e a saida de clientes que fazem movimentagoes
financeiras na instituicdo. Se o banco apresenta um estado I que
caracteriza o numero de clientes na fila do caixa, 0 que vocé entende
que seria um processo de nascimento e um processo de morte?

Nesse exemplo, 0 processo de nascimento seria a transicao
para um estado vizinho i+1, que poderia ser a representacdo da
chegada de um cliente na fila do caixa para atendimento. Isso traria
um aumento no nivel da populacdo, ou seja, © NOSsO sistema nao
estd mais no estado i .

E oprocesso de morte? Analogamente ao processo de nascimento,
a saida de um cliente representaria a transicdo do estado J para o
estado i —1 e teremos um decréscimo no nivel da populacdo.

Vamos relembrar o diagrama de estados que vimos anteriormente
na unidade 2. No diagrama de estados € possivel visualizar, de modo
intuitivo, 0 que ocorre em um processo de nascimento e de morte.
A Figura 3.2 indica um processo de nascimento e de morte, por
meio das transicdes e suas respectivas probabilidades de transicoes,
representadas por U .

Figura 3.2 | Processos de nascimento e de morte

Uo1 ui2

23 0
oo ol
N_/ N

34
W10 21 u32 W43

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417.pdf>. Acesso em: 9 nov. 2017
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Fica evidente, por meio da Figura 3.2, que as transicdes de estados
X ={0,1,...} somente podem ocorrer para os estados vizinhos,
conforme ilustramos no exemplo anterior. No caso do estado X =0
SO é possivel ir para o estado X =1.

Os processos de nascimento e de morte sao tipos de processos
de Markov em tempo continuo, pois a variavel tempo representa
instantes ou momentos de tempo, diferentemente dos processos de
Markov em tempo discreto, nos quais a variavel tempo indica periodos
de tempo, uma vez que 0s processos de Markov sao processos
estocasticos, nos quais vale {X(t),t >0}.

|'_'[9 Pesquise mais

Vocé ja ouviu falar nos processos de quase nascimento e morte?
NoOs acabamos de estudar os processos de nascimento e morte, 0s
processos de quase nascimento e morte sdo apenas uma extensao.

Vamos nos aprofundar nesse assunto e verificar um exemplo de
aplicacdo em engenharia de producao.

O artigo Aplicagdes do processo de quase nascimento e morte em
sistemas de producdo traz uma analise e aplicacdo dessa modelagem
para estoques de pecas de reposicdo.

SALES, M. V. da S.; MORALES, G. Aplicagdes do processo de quase
nascimento e morte em sistemas de producdo. In:  SIMPOSIO
BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL, 43., Ubatuba, p. 156-167,
2011. Disponivel em:

<http://www.din.uem.br/sbpo/sbpo2011/pdf/88197 pdf>. Acesso em:
9 nov. 2017.

Agora que ja sabemos 0 que € um processo de nascimento e de
morte, entenderemos as chamadas equacdes de balanco. A partir do
diagrama observado na Figura 3.2, dado que as transicbes podem
ocorrer apenas para os estados vizinhos, temos que:

Probabilidade do estado 0O: 7,
Probabilidade no estado 1. r,
Probabilidade no estado n: 7,
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Portanto, o vetor de probabilidade de estado sera:

T = [7‘[0 7'[1 cee n’n]

Também teremos as probabilidades de transicdo, que podem ser
representadas na matriz de transicao:

Probabilidade de transicdo do estado O para o estado 1. tg,
Probabilidade de transicao do estado 1 para o estado O: Hyq

As equacdes de balanco ficariam:

Para o estado O: 7ylgy = T4l OU S€ja, @ probabilidade 74 pode
ser expressa em fungao da probabilidade 7, e das probabilidades de
transicao, ficando:

_ ToHot
Hio
Para o estado 1 m4(tlyg + Hyp) = ToHys + Tatpq, OU SEJA,

T4

_ M (Ko + Hiz) = Tokos
Hoq

Uz

Portanto, poderiamos definir T, em fungao de 7wy, substituindo

ol
_ ’*0”01  Nesse caso,
Ty=—" | H42Ho1
Ty = o

Ho
Ha1H40

o(b Reflita

Agora que aprendemos o que sdo as equacdes de balanco e como elas
sdo calculadas nos processos de nascimento e de morte, vocé acha
gue podemos expressar a probabilidade do sistema estar no estado n,
que chamamos de 7, , podendo ser calculado pela probabilidade no
estado O (7y)?

Reflita a indagacao.

Dica: como apresentado anteriormente, 7, poderia ser calculado por
meio de 7, e pelas probabilidades de transicdo, ficando

7, = (Mzﬂm ]”0
Haqtg
Faca a expansao para o estado n utilizando o mesmo raciocinio, vocé

vera que € possivel encontrar as demais probabilidades de modo simples.
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Sem medo de errar

Vocé estd atuando em uma empresa do mercado financeiro
auxiliando nas decisdes de compra e venda de acdes dos clientes,
uma vez que vocé conta com competéncias para analise de risco.

Na empresa em questao, ao final de um dia comercial, o preco de
determinada acao € aferido e podem ocorrer trés situacdes, tendo
como base o dia comercial anterior: © preco da agcao se mantém
constante; o preco sobe; ou, por fim, 0 preco cai.

Para cada situacdo descrita anteriormente, existe uma
probabilidade de ocorréncia associada, de modo que uma analise de
risco equivocada podera trazer seérios prejuizos para a empresa, uma
vez que os clientes esperam ter lucro em seus investimentos.

Nesse contexto, vocé como analista poderia afirmar ao seu
cliente que para O processo em questao os eventos passados nao
sao relevantes?

Como visto ao longo da secdo, uma das formas de lidar com
essa situacao € a de utilizar o conceito de processos de Markov. Mas
por qué? Relembrando, um processo estocastico sera considerado
como um processo de Markov quando o estado futuro do sistema
depender apenas do estado atual (ou presente) e ndo dos estados
anteriores, ou seja, Nnos processos de Markov dizemos que ndo existe
memoria, uma vez que o passado € desprezado.

No caso do mercado de acdes, como descrito anteriormente, 0s
estados passados nao sdo relevantes, e sim o estado presente (atual),
O que indica que O NOSSO Processo NAao apresenta memaoria, COMOoO
visto No processo de Markov.

Outra constatacdo importante € a da classificacao do processo de
Markov com relagao ao tempo, para definirmos a modelagem a ser
utilizada. Nesse caso, ao final de um dia comercial o preco da acao
€ aferido, ou seja, naquele determinado instante de tempo O preco
da acado sera aferido, uma vez que o valor da acdo sofre inumeras
oscilacdes durante o dia. Como ja evidenciamos, quando a variavel
de tempo indica o instante de tempo, temos um processo de Markov
(ou cadeia de Markov) de tempo continuo.

O fato de termos um processo de Markov de tempo continuo
nos abre uma nova possibilidade ja estudada nessa secao, qual seria
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ela? A de ser um processo de nascimento ou de morte. Sera que
poderiamos caracterizar 0 N0SSO processo ComMo sendo um processo
de nascimento ou de morte? Para facilitar o nosso raciocinio, vamos
observar a Figura 3.3 novamente.

Figura 3.3 | Processos de nascimento e de morte

Y01 Uiz u23 VEY

© ()
R_J R

110 u21 W32 W43

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417 pdf>. Acesso em: 9 nov. 2017.

Imagine que X ={0,1....} seja o estado atual da nossa acio.
Esse estado poderia ser representado, numericamente, pelo proprio
valor da acao. Nesse caso, sO pode ocorrer um aumento ou uma
diminuicao no valor da acao, alterando o estado do sistema a partir do
estado atual, conforme ilustrado na Figura 3.3. Portanto, poderiamaos
representar Nosso problema como um processo de nascimento
ou morte, lembrando que nesse caso Nao sao permitidos “pulos”
entre os estados.

Agora, para que vocé tome uma decisdo consciente sobre o seu
investimento, vocé precisa de mais uma informacao: a probabilidade
de transicao. Nesse caso, temos uma probabilidade de transicao de
incremento no valor da agao e uma probabilidade de transicdo de
decréscimo no valor da acao. Com base nessas probabilidades de
transicao, € possivel sabermos a probabilidade de a acdo chegar ao
estado de maior valor ou ao estado de menor valor.

Nesse caso, utilizaremos as equagdes de balanco. Com os dados
que vocé pode obter de probabilidade condicional (probabilidade de
transicao) e probabilidade nao-condicional (probabilidade de cada
estado), é possivel ter uma ideia da chance de perder ou ganhar
dinheiro ao investir nagquele papel.

Entdo, se o estado 1 for o valor atual da agao, a probabilidade de
© valor cair e ir para © estado vizinho 0! 7Ly, = w4y . OU S€ja, a
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probabilidade 7y pode ser expressa em fungao da probabilidade 7,
e das probabilidades de transicao.

Do mesmo modo, a probabilidade do estado 2, ou seja, valor
maior da agdo, € 74 (Mg + Hap ) = 7o Hoy

ﬂ:z =
Haq

Assim, vocé conseguiu demonstrar para o seu cliente como

calcular a probabilidade envolvida no processo de investimento.

Avancando na pratica

Gerente de producao e a probabilidade de transicdo entre estados

Descricao da situagao-problema

Suponha que vocé seja o responsavel por uma empresa
governamental que fabrica material bélico. Pensando no planejamento
estratégico da empresa a longo prazo, vocé determina que OS
produtos fabricados terdo trés destinos principais: | — 30% (0,3) da
producao ird para o segmento militar; Il — 20% (0,2) da producéo sera
exportada; e lll = 50% (0,5) da producao sera destinada ao segmento
civil. Considerando um planejamento estrategico de 10 anos,
estimam-se as probabilidades de transicao conforme Tabela 3.3.

Tabela 3.3 | Probabilidade de transicdo entre estados

paral para ll para lll
del 0.8 0.1 0.1
dell 0.1 0.7 0,2
delll 0 0.1 0,9

Fonte: <http://people.csail.mit.edu/psantana/data/files/seminars/Processos_Markovianos_Seminario

pdf>. Acesso em: 15 nov. 2017.

Seja
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vetor

probabilidade
7'L'0:[0,3 0,2 0,5]6 P dado abaixo, como responsavel pela
a producao do material bélico, como vocé consequiria obter a

de estados




participagdo estimada de cada um dos trés segmentos na produg¢ao
da empresa, considerando um horizonte de tempo de 10 anos?

0,8 0,1 01
P=/01 07 02
0,0 01 09

Resolugao da situacao-problema

Inicialmente, vocé deve considerar que P refere-se a matriz de
transicdo de estados e, a partir dela e de =[0,3 0,2 0,5]
necessitamos obter o vetor probabilidade de estados para um
horizonte de tempo de 10 anos, podendo ser designado por 74

0,8 01 01
7, =[0,3 02 05]|01 0,7 02|=[0,26 0,22 0,52]
0,0 01 09

Logo, daqui a 10 anos, a participacao estimada sera de | — 26% para
o segmento militar; Il — 22% para exportacao; e lll — 52% para o
segmento civil.

Faca valer a pena

1. Em uma hamburgueria gourmet, que apresenta trés combos distintos
(lanche + acompanhamento + bebida) para venda, o gerente do
estabelecimento reparou que a cada semana 50% dos clientes continuam
comprando o mesmo produto. Em relagcdo aos clientes que compravam o
combo, 1, 20% passam a comprar o combo 2 e 30% o combo 3. Em relagdo
aos clientes que compravam o combo 2, 10% passam a comprar o combo
1 e 40% passam a comprar o combo 3. Por fim, em relagdo aos clientes que
compravam o combo 3, 30% passam a comprar o combo 1 e 20% passam
a comprar o combo 2. Podemos notar que € uma cadeia de Markov, pois o
estado futuro depende do estado anterior, e que o estado é discreto, pois
a quantidade de valores é finita, jd que vamos observar uma quantidade
finita de clientes. Com base na analise dos 50 clientes que comumente
compram os combos da hamburgueria, o gerente viu que, inicialmente, 20
compravam o combo 1, 15 compravam o combo 2, e 15 adquirem o combo
3. Veja a seguir a matriz P.
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0,5 0,2 03
P=101 05 04
0,3 0,2 05

Considerado a matriz P, qual é a quantidade de clientes que compram o
combo 1, combo 2 e 0 combo 3, respectivamente, apds uma semana?

a) 34 clientes; 22 clientes; 44 clientes.
b) 22 clientes; 34 clientes; 44 clientes.
c) 39 clientes; 32 clientes; 29 clientes.
d) 30 clientes; 31 clientes; 39 clientes.
e) 32 clientes; 29 clientes; 39 clientes.

2. Um processo estocastico pode ser compreendido como um processo
Markoviano caso o seu estado futuro dependa somente do seu estado
presente e ndo dos estados passados. Esse conceito pode ser aplicado
ao pensar em uma politica de gestdo de estoque, na qual a quantidade de
produtos dependa somente da quantidade anterior do produto e do que foi
adquirido ou vendido em um determinado intervalo de tempo de reposicao
do produto.

Assinale a alternativa que apresenta o tipo de processo descrito acima.

a) Processo com memoria.

b) Processo finito.

c) Processo sem memoria.

d) Processo sem passado.

e) Processo sem antecedente.

3. Processo de Markov ¢ um modelo de processo estocdstico e, dentre
0s seus tipos, tem-se a cadeia de Markov discreta no tempo e a cadeia de
Markov continua no tempo. A respeito de processos de Markov, avalie as
afirmacdes |, Il e lll.
| O processo de nascimento é um tipo de processo estocastico,
sendo um exemplo de cadeia de Markov discreta no tempo.
II. O processo de morte € um tipo de processo estocastico, sendo um
exemplo de cadeia de Markov continua no tempo.
IIl. Processo Markoviano € considerado uma cadeia de Markov quando
as variadveis aleatorias X(t) estdo definidas em um espaco de estados
discreto E.
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Assinale a alternativa correta.

a) Apenas | e lll sdo corretas.

)
c) 1, Il e lll s&o corretas.
d) Apenas lll é correta.
e) Apenas Il é correta.

b) Apenas Il e lll sao corretas.
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Secao 3.2

Cadeias de Markov discretas

Dialogo aberto

Caro aluno, na secao anterior, estudamos o conceito
de processos Markovianos, ou seja, processos cujo estado
futuro depende somente do seu estado presente e nao dos
estados passados.

Agora vamos iniciar o estudo sobre cadeias de Markov cujos
conceitos estdo sendo aplicados nas mais diversas areas, abrangendo
processos de migracdo populacional, modelos epidémicos,
gerenciamento de recursos, processos de tomada de decisao,
modelo para difusdo de informacgao, entre outros. Assim, percebera
a importancia desses conteudos para a sua vida profissional!

Especificamente, neste momento estudaremos as cadeias de
Markov discretas e esperamos que vocé entenda o conceito de
cadeia de Markov em tempo discreto, alem de todo os fundamentos
vinculados a essa tematica.

Assim, vamos compreender a definicdo e a aplicacao de cadeia
de Markov discreta, probabilidade de transicao de ordem superior,
classificacdo de estados e cadeias de Markov absorventes.

Logo, pense que vocé esta atuando em uma empresa do
mercado financeiro e auxiliando nas decisdes de compra e venda
de acdes dos clientes, uma vez que vocé conta com competéncias
para analise de risco.

Na empresa em questdo, ao final de um dia comercial, o preco
de determinada acdo é aferido e podem ocorrer trés situacdes,
tendo como base o dia comercial anterior: © pre¢o da acao se
mantém constante; o preco sobe; ou o preco cai.

Para cada situacdo descrita, existe uma probabilidade de
ocorréncia associada, de modo que uma analise de risco equivocada
podera trazer serios prejuizos para a empresa, ja que os clientes
esperam ter lucro em seus investimentos.
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Os clientes tém uma duvida recorrente e necessitam da sua
ajuda: hoje uma acdao comprada fechou em queda; logo, qual
a probabilidade de ela se valorizar no proximo dia e se estabilizar
no futuro?

Pense a respeito dessa indagacdo e considere que seu gestor
lhe solicitou um parecer a fim de transmitir essas informacdes
aos clientes.

Bons estudos! Vamos avancar na construgao do seu
conhecimento em processos estocasticos.

Nao pode faltar

Prezado aluno, como ja compreendemaos a definicao sobre os
processos Markovianos, vamos aprofundar nossos conhecimentos
nas cadeias de Markov discretas.

Em primeiro lugar, vale relembrar que um processo Markoviano
€ considerado uma cadeia de Markov quando o estado é discreto,
ou seja, quando as variaveis aleatorias X(t) estdo definidas em um
espaco de estados discreto E.

Também vale ressaltar que abordaremos nesta secao as cadeias
de Markov em tempo discreto. Como visto anteriormente, uma
cadeia de Markov em tempo discreto € um processo de Markov no
qual afirma-seque o espaco de estados se refere a um determinado
conjunto finito ou contavel, cujo indice temporal do conjunto pode
ser designado por T = 0, 1, 2, .., ou segja, as transicdes ocorrem em
periodos de tempo.

Para ficar mais claro, vamos analisar um exemplo classico de
cadeia de Markov: problema simplificado da ruina do jogador.

Suponha que um jogador decidiu fazer uma aposta. Existe uma
probabilidade maior de o jogador perder a aposta do que de ganhar,
de modo que a probabilidade de ganhar é de 30%, enquanto a
probabilidade de perder é o seu complementar, 70%. Para cada
aposta, em caso de ganho, o jogador leva RS 10, mas se perder,
deve desembolsar os mesmos RS 10. Existern duas possibilidades
de o jogador parar de jogar: caso acumule RS 100 reais ou caso ndo
tenha mais dinheiro para apostar. Sera que esse € um exemplo de
cadeia de Markov de tempo discreto?
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Para responder ao questionamento anterior, em primeiro
lugar precisamos levar em conta a caracteristica fundamental
(propriedade) de um processo de Markov: nao existe memoria, ou
seja, 0 estado futuro depende apenas do estado atual, nao levando
em conta os estados passados. Nesse exemplo da aposta, se X,
representa o dinheiro acumulado apos N apostas, para saber o valor
gue o jogador terd na proxima aposta € so saber o valor atual. Ou
seja, para prever o estado posterior X, ,, é necessario saber apenas
o valor presente X, , desconsiderando-se os estados passados. Se o
jogador vencer a aposta n+1, entdo o estado X, ., =X, +10. Se
perder, o estado X,,, = X, =10 (ALVES e DELGADO, 1997).

Portanto, ja sabemos que o exemplo classico da ruina do
jogador trata-se de uma cadeia de Markov, pois atende as definicoes
apresentadas anteriormente.

Porém o que nos garante que se trata de uma cadeia de Markov
de tempo discreto? Para responder ao seqgundo questionamento
proposto, vamos analisar a nossa cadeia com relacdo ao tempo.

Nesse caso, vamos considerar gue em cada intervalo de tempo é
feita uma aposta, que definimos por N . Desse modo, nossa cadeia
de Markov, para o problema do jogador, apresenta tempo discreto
associado a cada aposta.

Agora, vamos explorar um potencial problema de sua realidade
profissional: suponha que vocé trabalhe em uma fabrica de carros
conceituais (veiculos experimentais que sdo apresentados ao
publico), como gerente de producao. Os veiculos sdo feitos de modo
artesanal, de modo que, com © passar das geracOes dos carros,
observou-se gque é produzido apenas um veiculo por vez. A classe
de inovacdes de cada geracao de carros pode ser definida como
alta (veiculo totalmente inovador), média (veiculo parcialmente
inovador, com algum incremento na tecnologia, por exemplo) ou
baixa (poucas alteragbes na concepcao e na tecnologia). Como
gerente de producado, para cada geracdo de carros € possivel que
voCcé descreva sua evolucao tecnologica ao longo do tempo.

Assim, se vocé pensar em uma montadora composta por diversas
geracdes de carros, podemos escolher totalmente ao acaso uma
geracdo, que denotaremos por N, e associada a ela teremos X,
que representa o nivel de inovacdes, sendo 1 alta, 2 média e 3 baixa.
Portanto, X, serd uma variavel aleatoria e a sua evolugdo no tempo
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lhe permitira concluir se os carros estao ficando mais tecnologicos,
conforme demonstrado na Figura 3.4.

Figura 3.4 | Diagrama de estados da fabrica de carros

0,25

0,6

Fonte: adaptada de: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.356332001389470718.
pdf>. Acesso em: 20 nov. 2017.

Retomando o conceito de matriz de probabilidade de transicao,
poderemos ter uma matriz P que indique a transicdo entre os
estados anteriores (1, 2 e 3).

0,5 025 0,25
P=|067 0 033
0,6 04 0

Portanto, a probabilidade de que os carros de uma geragao de
alta tecnologia (estado 1) permanecam nesse estado ¢ de 0,5 ou
50%. Porém e se vocé quiser saber a chance da sexta geracao de
carros ter baixo nivel de inovagdo (estado 3), tal que a quarta geragao
tenha nivel médio de inovagao (estado 2)? Ou seja, passar do estado
2 para o estado 3 em dois passos?

Para isso utilizaremos o conceito de probabilidade de transicao
de ordem superior, ou de matriz de transicao de ordem superior.
Obteremos a matriz de transicao de ordem superior ao multiplicar
a matriz de transicdo P por ela mesma. Em alguns casos, isso faz
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com que apos certa ordem as probabilidades se aproximem.
Retomando nosso exemplo, vamos encontrar primeiro P2,

0,57 0,22 0,21
P?2=10,53 0,3 0,17
0,57 0,15 0,28

Portanto, a probabilidade da sexta geracao de carros ter baixo
nivel de inovacao (estado 3), tal que a quarta geracdo tenha nivel
medio de inovagao (estado 2) € de 0,17 ou 17%. Como gerente de
producao, isso lhe permite analisar tendéncias por meio da aplicagao
do conceito de matriz de transicao de ordem superior.

ﬂ9 Pesquise mais

Caro aluno, que tal expandirmos nossos conhecimentos sobre
as matrizes de transicao de ordem superior, bem como analisar
outras aplicagdes?

O texto Introducdo aos Processos Estocasticos com Aplicagbes de
Adrian Hinojosa e Aniura Milanés nos traz diferentes aplicacdes, bem
como outros aprofundamentos.Leia a partir da pagina 33 a 38, no
link a sequir:

HINOJOSA, A MILANES, A. Uma introducdo aos processos
estocasticos com aplicagdes. UFMG, Minas Gerais, 2013. Disponivel
em:<http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/
arquivos/0.356332001389470718.pdf>. Acesso em: 20 nov. 2017.

Esclarecido o conceito de cadeia de Markov de tempo discreto,
vamos entender melhor a classificacao de estados. Uma cadeia de
Markov ¢ definida em funcdo de estados, de modo que o estado
futuro depende apenas do estado atual. O caminho percorrido de
um dado estado qualqueripara um outro estadoj € composto
por uma sequéncia de transicdes, que ja sabemos que tém
probabilidades associadas (KARLIN e TAYLOR, 1998).

E importante destacar que ndo existe um limite de transicdes
que podem ocorrer para o sistema passar do estadoi para o estado
J . e o caminho também né&o precisa ser 0 mais curto, ou seja, ter
O menor numero de transicdes entre os dois estados. Contudo, ¢
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relevante mencionar que o estado j somente podera ser atingido a
partir de | caso exista um caminho entre eles.

Portanto, em primeiro lugar, considera-se que dois estados sao
comunicantes quando ha a seguinte condicdo: o estado j € atingivel
a partir de i, e j também deve ser atingivel a partir do estado f
(KARLIN e TAYLOR, 1998).

A partir dessa classificacdo inicial, podemos dizer que a cadeia
de Markov sera irredutivel se, e somente se todos os estados que
formam a cadeia forem comunicantes. Caso iSSO ndo possa ser
garantido, dizemos que a cadeia de Markov € redutivel. A Figura 3.5
apresenta um exemplo de diagrama de estado, vamos analisa-lo.

Figura 3.5 | Exemplo de diagrama de estado

@
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Fonte: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.661335001390983227. pdf>. Acesso
em: 20 nov. 2017

De acordo com a definicao de cadeia de Markov irredutivel,
podemos dizer que o diagrama da Figura 3.5 representa uma cadeia
redutivel, ja que nem todos os estados sdo comunicantes como,
por exemplo, o estado 7. Temos uma transicao do estado 5 para o
estado 7, ou seja, a partir do estado 5 € possivel atingir o estado 7.
No entanto, a reciproca nao € verdadeira, pois ndo existe transicao
do estado 7 para o estado 5, o que significa que os estados 5 e 7
nao sdo comunicantes. O mesmo vale, por exemplo, para o estado
6; temos transicdes dos estados 4 e 5 para o estado 6, no entanto,
a reciproca para o estado 4 nao existe, pois nao € possivel atingir o
estado 4 a partir do estado 6, de modo que os estados 4 e 6 nao
S30 comunicantes.

Constatamos, assim, que uma cadeia de Markov sera irredutivel
se e somente se todos os estados forem comunicantes, © gue ndo
ocorre no diagrama da Figura 3.5. Logo, a cadeia apresentada e
redutivel (Alves; Delgado, 1997).
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Vale dizer que a classificacdo de estados também pode ser
definida como transiente ou recorrente. NOs dizemos que um
estado sera transiente sempre que existir um estado J que possa
ser atingido a partir de [, mas o oposto ndo € obrigatoriamente
valido, ou seja, i ser atingivel por J (KALIN e TAYLOR, 1998).

Portanto, podemos dizer que apos entrar no estado transiente,
ha a probabilidade de que O processo nunca mais retorne a esse
estado outra vez.

E o estado recorrente? Diferentemente do estado transiente,
nesse caso sempre sera possivel regressar ao estado I a partir de
J. Em outras palavras, quando o sistema entra no estado
recorrente, ele com certeza retornara a esse estado novamente
(ALVERS e DELGADO, 1997).

6&» Assimile

Para ficar mais claro a diferenca entre um estado recorrente e um
estado transiente, vamos analisar a Figura 3.6.

Figura 3.6 | Diagrama de estado transiente e recorrente

1 1
oWl on oGO
040 1

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417.pdf>. Acesso em: 20 nov. 2017
O que podemos observar na Figura 3.67

Os estados 0 e 1 sdo considerados transientes, pois, uma vez que O
sistema visita o estado 0, existe uma probabilidade real (que nesse caso
€1, ou 100%) de se deslocar para o estado 1, mas dificilmente retornara
para o estado O (probabilidade de 0,4, ou 40%); portanto, o estado O
sera visitado finitas vezes.

Ja os estados 2 e 3 sao considerados recorrentes, pois, uma vez que o
sistema visita o estado 2, existe uma probabilidade real (que nesse caso
€ 1, ou 100%) de se deslocar para o estado 3 e retornar para o estado 2
(probabilidade 1, ou 100%); portanto, o estado 2 sera visitado infinitas vezes.

Percebe-se pela Figura 3.6 que existe uma probabilidade de 0,6, partindo-
se do estado 1 para o estado 2; nao retornara mais para o estado 1.
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Ha uma outra possibilidade: a do estado absorvente. Trata-se de
um estado gue ao ser visitado, fara com que o sistema jamais o deixe
novamente (ALVERS e DELGADO, 1997). A Figura 3.7 apresenta um
exemplo de estado absorvente.

Figura 3.7 | Diagrama de estado absorvente

0.70

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417 pdf>. Acesso em: 20 nov. 2017

Observamos na Figura 3.7, que o estado 0 apresenta probabilidade
1 (ou 100%) de que ao ser visitado, nunca mais saird desse estado.
Como o estado O trata-se de um estado que ao ser visitado fara
com gue o sistema jamais o deixe novamente, trata-se um estado
absorvente (ALVERS; DELGADO, 1997).

Nas cadeias de Markov com estados absorventes, que
chamaremos simplesmente de cadeias de Markov absorventes,
como a exemplificada na Figura 3.7, qualquer estado que esteja
ligado ao estado absorvente € um estado transiente. No caso da
Figura 3.7, os estados 1 e 2 séo transientes.

Entdo, qual é o interesse pratico desse tipo especial de cadeias
de Markov? Para responder ao questionamento, observaremos
O que ocorre em uma cadeia de Markov absorvente e, a seguir
analisaremos um exemplo.

Imagine que com o decorrer do tempo, ou seja, quando O
tempo tender a infinito, a probabilidade de que um sistema (como o
sistema de estoque), cuja modelagem segue uma cadeia de Markov
absorvente, esteja em um estado transiente € praticamente nula,
O que faz com que, a longo prazo, Nosso sistema esteja no estado
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absorvente. A probabilidade de o sistema ir para o estado absorvente
€ chamada de probabilidade estacionaria de absor¢cdo, sendo essa a
probabilidade que nos interessa, conforme pode ser constatado no
box exemplificando.

J=| Exemplificando

Suponha que vocé trabalhe em uma fabrica que produz pequenas pegas
para a industria automobilistica, e a sua tarefa é cuidar do estoque da
fabrica. Considere, assim, o diagrama de transi¢des disposto na Figura
3.8, que representa o nivel de estoque de uma determinada peca na
empresa em questdo.

Figura 3.8 | Diagrama de estados

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417.pdf>. Acesso em: 20 nov. 2017

Considere, entdo, que o estado O representa o estoque elevado
do produto em questdo; o estado 1 mostra o estoque justo com a
demanda; o estado 2, por sua vez, indica estoque baixo; e o estado 3
representa o estoque zero sem chance de reabastecimento (produto
fora de linha). Logo, considere que cada seta do diagrama indica a
mudanca de estado e a probabilidade associada.

Todo més, como responsavel do estoque, vocé verifica os niveis de
estoque, para que sejam feitas reposicdes quando necessarias.

Logo, suponha que em uma das verificacdes vocé observou que o
estoque chegou ao estado 3. Repare que o estado 3 € absorvente,
OU seja, ao chegar ao estado 3 o sistema jamais deixara o estado
novamente, pois o estoque do produto zerou e ele saiu de linha, uma
vez que nao ha chances de reabastecimento.

Assim, vocé pode dizer que o sistema de estoque desse produto atingiu
um estado absorvente, de modo que nNdo saira mais desse estado.
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@ Reflita

Conforme visto no item Exemplificando, a probabilidade de o sistema
de estoque ir para o estado absorvente € chamada de probabilidade
estacionaria de absorc¢ao.

O que vocé acha que essa probabilidade significaria para o
exemplo proposto?

Sem medo de errar

Caro aluno, vamos retomar o caso em que vocé esta atuando
em uma empresa do mercado financeiro, e auxiliando nas decisdes
de compra e venda de acdes dos clientes, uma vez que vocé conta
com competéncias para analise de risco.

Os clientes tém uma duvida recorrente e necessitam da sua
ajuda: hoje uma acdo comprada fechou em queda; logo, qual
€ a probabilidade de ela se valorizar no proximo dia e se estabilizar
no futuro?

Utilizando o conceito de transicao de estados e de probabilidade
de transicdo de estados, € possivel fazer a avaliacdo proposta
anteriormente, vamos a?

Matriz de transicao de ordem superior

O primeiro passo € definir os estados:

- Estado O: acdo desvalorizada

- Estado 1: acdo valorizada

Portanto, podemos ter quatro hipoteses de transicao, a saber:

Foo € a probabilidade da acao estar no estado 0 e continuar

no estado O

For € a probabilidade da acado estar no estado O e ir para o estado
1

Po € a probabilidade da acao estar no estado 1 e ir para o estado
0

P € a probabilidade da acdo estar no estado 1 e continuar no
estado 1
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A matriz de transicdo para cada dia futuro € a matriz P

P =
POO PO1

Fo P

Por meio da matriz de transicdo P ¢ possivel, utilizando o
conceito de matriz de transicdo de ordem superior, calcular a
probabilidade de a acao ser valorizada no proximo dia e se estabilizar
no futuro.

A probabilidade de a acdo ser valorizada no proximo dia sera
01, mas a probabilidade da agao se estabilizar no futuro sé ocorrera
se ela mantiver a sua valorizacdo constantemente, portanto, a agcao
¢ valorizada no proximo dia (estado 1) e continua se valorizando nos
demais dias.

Para cada dia futuro, multiplica-se a matriz P por ela mesma
para descobrir a probabilidade futura. No entanto, em alguns casos,
isso faz com que apos certa ordem as probabilidades se aproximem.

Desse modo, a matriz ficaria:
n

1-p p
qg 1-g
A probabilidade, € portanto, para P" dias, de modo que N éo

numero de dias a partir do dia atual, definindo a matriz de transi¢éo
de ordemn.

Logo, tem-se a probabilidade da acao se estabilizar no futuro, ou
seja, se valorizar no proximo dia (estado 1) e continuar se valorizando
nos demais dias, conforme apresentado no diagrama de estados
da Figura 3.9.

Figura 3.9 | Diagrama de estados

p
1-p( 3O X Jt-q
q

<http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.356332001389470718.pdf>. Acesso em
20 nov. 2017.
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Avancando na pratica

Profissional de RH e o estudo de ascensao de cargos

Descricao da situagao-problema

Suponha que vocé seja um gestor de recursos humanos (RH)
e que lhe foi solicitado o estudo a probabilidade de ascensao
profissional das pessoas em fung¢ao das oscilacdes Nno mercado de
trabalho. Assim, vocé considerou a existéncia de 2 estados (estado
0 - funcdo técnica; estado 1 — funcdo gerencial), e obteve a matriz P
de transicdo de estados de acordo com as oscilagdes de mercado.

Qual é a chance de o sétimo emprego de um funcionario ser de
funcdo gerencial tal que na sua quarta posicao de mercado, que € o
estado atual, ele tenha funcao técnica?

P =
0,5 0,5

0,3 0,7

Resolucédo da situacdo-problema

Pela matriz P, observamos que a probabilidade de o funcionario
de cargo técnico (estado 0) permanecer nesse estado ¢ de 0,5 ou
50%. Enquanto a probabilidade de o funcionario de cargo técnico
(estado 0O) passar ao cargo gerencial € de 0,5 ou 50%.

Japaraofuncionario de cargo gerencial (estado 1), a probabilidade
de ele se manter no cargo € 0,7 ou 70%. Enquanto a probabilidade
de o funcionario de cargo gerencial (estado 0) voltar para o cargo
técnico € de 0,3 ou 30%.

Mas agora vocé quer encontrar a probabilidade de o funcionario
técnico (estado 0O) passar para uma funcao gerencial (estado
1) em trés passos, isto é, do seu quarto emprego para O Seu
setimo emprego.

Para isso utilizaremos o conceito de probabilidade de transi¢cao
de ordem superior, ou de matriz de transicao de ordem superior.
Obteremos a matriz de transicao de ordem superior ao elevarmos a
matriz de transicdo P ao cubo.
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- 3
Logo, vamos encontrar primeiro P~ .

P? =
0,38 0,62

0,372 0,628

Portanto, a probabilidade de o funcionario em seu sétimo
emprego ter fungao gerencial (estado 1), tal que em seu quarto
emprego ele tenha funcdo técnica (estado 0) é de 0,63 ou 63%.

Parabéns, mais uma etapa cumpridal

Faca valer a pena

1. Uma cadeia de Markov ¢ definida em funcdo de estados, de modo que
o estado futuro depende apenas do estado atual. O caminho percorrido de
um dado estado qualquer i para um outro estado J & composto por uma
sequéncia de transicdes com probabilidades associadas. Afirma-se que dois
estados sao comunicantes quando o estado / ¢ atingivel a partirde | e |
também deve ser atingivel a partir do estado J .

Assinale a alternativa que apresenta corretamente o tipo de cadeia de Markov
quando todos os estados que formam a cadeia forem comunicantes.

a) Irredutivel.
b) Redutivel.
c) Absorvida.
d) Transitoria.
e) Randémica.

2. Suponha que vocé seja um gestor de marketing e que lhe foi solicitado
o estudo da probabilidade de lideranca de mercado da empresa ABC,
montadora de automoveis, em funcao das oscilagdes no mercado
automobilistico. Assim, vocé considerou a existéncia de 2 estados (estado
0 — ndo lider; estado 1 — lider), e obteve a matriz P de transicdo de estados
de acordo com as oscilagdes do mercado automobilistico.

P =
0,5 0,5
0,3 0,7

Qual é a chance de a empresa ABC, em seu vigésimo ano de existéncia
no mercado, ser uma empresa lider, tal que no seu décimo oitavo ano de
mercado, que é o estado atual, ela ndo seja lider de mercado?
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3. Em uma cadeia de Markov, o caminho percorrido de um dado estado
qualquer i para um outro estado J e composto por uma sequéncia de
transicOes. Nao existe um limite de transicdes que podem ocorrer para que
o sistema passe do estado i para o estado J, e o caminho também ndo
precisa ser 0 mais curto, ou seja, ter o menor numero de transi¢gdes entre
os dois estados.

Faca a associacdo entre os tipos de estados (I, Il e lll) da cadeia de Markov e
suas respectivas definicdes (A, B e C).

| — Transiente
[l — Absorvente
[Il — Recorrente

A - Sempre sera possivel o sistema regressar ao estado i a partir de J isto
€, quando o sistema entra nesse tipo de estado, com certeza retornara a

esse estado novamente.

B - Sempre existe um estado j que possa ser atingido a partir de i, mas o
oposto ndo é obrigatoriamente valido, ou seja, | ser atingivel por J .

C - Trata-se de um estado que ao ser visitado fara com que o sistema jamais
o deixe novamente.

Assinale a alternativa que expressa corretamente a associacao entre os tipos

de estados (I, Il e Ill) da cadeia de Markov e suas repectivas definicdes (A, B
e C).

al-A; 1I-C; llI-B.

b) I-B; 1I-C; 1ll-A.

c) I-C; 1I-B; 1lI-A.

d) I-B; 1I-A; lI-C.

e) I-A; 1I-B; III-C.
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Secao 3.3

Cadeias de Markov continuas

Dialogo aberto

Caro aluno, uma vez estudado o conceito de processos de
Markov e cadeias de Markov discretas, agora sequiremos o estudo
com cadeias de Markov continuas no tempo.

Neste momento, vamos estudar as cadeias de Markov continuas,
englobando conceitos correlatos, como probabilidade de regime
permanente e processos de Poisson associados aos conceitos
de Markov.

Além disso, serdo exploradas aplicacdes da cadeia de Markov
continua em conjunto com a teoria para que vOCé possa se situar
e vislumbrar o uso desses conceitos em seu ambiente profissional.

Lembre-se de que os conceitos de cadeias de Markov estao
sendo aplicados nas mais diversas areas, abrangendo processos de
migragcao populacional, modelos epidémicos, gerenciamento de
recursos, processos de tomada de decisao, modelo para difusdo
de informacao, dentre outros. Assim, perceba a importancia desses
conteudos para a sua vida profissional!

Logo, vamos retomar o contexto em que vocé se encontra. Esta
atuando em uma empresa do mercado financeiro, e auxiliando nas
decisbes de compra e venda de acdes dos clientes, uma vez que
VOCE conta com competéncias para analise de risco.

Na empresa em questao, ao final de um dia comercial, o preco de
determinada acao € aferido e podem ocorrer trés situacdes, tendo
como base o dia comercial anterior: o preco da agao se mantem
constante; o preco sobe; ou o prego cai.

Para cada situacao descrita, existe uma probabilidade de
ocorréncia associada, de modo que uma analise de risco equivocada
podera trazer serios prejuizos para a empresa, ja que os clientes
esperam ter lucro em seus investimentos.

Quais informacdes vocé precisaria coletar e analisar para ter
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condicdes de passar para o seu cliente uma probabilidade de lucro?

Pense a respeito dessa indagacdo e considere que seu gestor
lhe solicitou um parecer a fim de transmitir essas informacdes
aos clientes.

Bons estudos! Vamos avancar na construcao do seu
conhecimento em processos estocasticos.

Nao pode faltar

Prezado aluno, com uma definicdo mais clara dos processos
Markovianos e cadeias de Markov discretas no tempo, vamos
aprofundar nossos conhecimentos nas cadeias de Markov continuas.

Em primeiro lugar, vale relembrar que um processo Markoviano
¢ considerado uma cadeia de Markov quando o estado e discreto,
ou seja, quando as variaveis aleatorias X(t) estdo definidas em um
espaco de estados discreto E.

As cadeias de Markov em tempo continuo podem ser descritas
de modo semelhante aguela em tempo discreto, divergindo-se no
fato de que as transicdes podem ocorrer em qualquer instante de
tempo (KARLIN e TAYLOR, 1998).

De acordo com Alves e Delgado (1997), nas cadeias de Markov
em tempo continuo € importante considerar o tempo em que o
processo permanece em cada estado, diferentemente da cadeia de
Markov em tempo discreto. Esse tempo € aleatorio, podendo ser
representado por T,, Ou seja, O tempo que O Processo permanece
no estado i.

Portanto, para que uma cadeia de Markov de tempo continuo
esteja completamente definida, precisamos conhecer os estados
que compdem o espaco de estados discreto E, o parametro que
representa a distribuicao de cada variavel t,, que definiremos como
Si, e as probabilidades de transicdo para outro estado J, que ja
conhecemos e podemos denotar como F’ij .

Avariavel 8,, de acordo com Alves e Delgado (1997), € o numero
esperado de vezes em que o processo saird do estado i pela unidade
de tempo que ele permaneceu no estado i .
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Q Exemplificando

Suponha que vocé seja o engenheiro de uma industria de pecas
automotivas. Em uma das linhas de producao existe um recurso fisico
(por exemplo, um dispositivo) que € responsavel pela montagem de
duas pecas iguais, formando uma peca unica.

O tempo entre duas chegadas consecutivas de pecas no recurso
ocorre por meio de uma distribuicao exponencial com meédia de 30
minutos, ou seja, duas pecas chegam ao recurso a cada 30 minutos.
Como seria a modelagem desse sistema utilizando uma cadeia
de Markov?

O primeiro passo ¢é fazerum diagrama de estados que represente o
Nnosso sistema, tendo como base os possiveis estados em que Nosso
recurso podera ser encontrado:

- Estado 0: nenhuma peca no recurso
- Estado 1: uma peca no recurso
- Estado 2: duas pecas no recurso

Ou seja, a principio, o recurso encontra-se vazio, chega a primeira
peca, em seguida a sequnda, e, entdao ocorre a montagem e O recurso
libera uma peca unica montada, retornando ao estado vazio, conforme
evidencia a Figura 3.10.

Figura 3.10 | Diagrama de estados do problema em estudo

Fonte: elaborada pelo autor.

Com relagdo ao tempo entre as chegadas, sabe-se que o tempo
entre duas chegadas no recurso € de 30 minutos, portanto, por hora
chegam 4 pecgas no recurso (Schegada = 4 pecas por hora). Como a
montagem envolve o uso de duas pegas para produc¢ao da pecga unica,
a taxa de saida ¢ a metade da taxa de entrada, ou seja, 3 =2 >
pecas por hora.

saida
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Portanto, o diagrama de estados com os valores de Schegada e 8saida
ficaria conforme apresenta a Figura 3.11.

Figura 3.11 | Diagrama de estados com a taxa de chegadas e de saidas

4 4

Fonte: elaborada pelo autor.

E importante destacar que nas cadeias de Markov de tempo
continuo aplica-se o conceito de probabilidade de regime
permanente, ou seja, conforme o tempo tende ao infinito, nos
interessa saber as probabilidades estacionarias de o sistema estar
em diferentes estados.

O que sao probabilidades estacionarias?

De acordo com Alves e Delgado (1997), nas situacdes descritas,
ou seja, quando o tempo tende ao infinito, a probabilidade de um
dado processo estar em um estado qualquer J ¢ constante e
independe do estado inicial i .

Portanto, quando o tempo tende ao infinito, a relacdo abaixo
€ verdadeira:

Pij(n+1) ~ Pij(n) ~ ch

Teremos T, COMO Nosso vetor linha de probabiudaqe, que
chamaremos de probabilidade estacionaria do estado ]. Algo
semelhante fora apresentado quando tratamos da probabilidade
de ordem superior e, como pudemaos evidenciar, com O passar
das repeticdes, a probabilidade de estar em um estado seria igual a
probabilidade de transicao para © mesmo estado.

As equacdes de balanco, apresentadas e utilizadas anteriormente
nos ajudam a calcular as probabilidades estacionarias T, de modo
que em uma situagcao de equilibrio a taxa média de saida de um
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estado € igual a taxa media de entrada no mesmo estado. Alves e
Delgado (1997) demonstram esse fendbmeno por meio da equacao 3.1

W = Zi#j T (Equagdo 3.1)
No nosso caso em especial, estamos considerando W; =8j,
resultando na equacgao 3.2:

Sjﬂ?j = Ziij chgij (Equacao 3.2)
Portanto, para avancar um no exemplo abordado no item
Exemplificando e saber as probabilidades de cada estado, é

necessario utilizar as equacdes de balanco, conforme visto
anteriormente, de modo que:

Probabilidade do estado O: T,
Probabilidade no estado 1. T,
Probabilidade no estado 2: T,

A matriz com as taxas de transicao €:

V =

N O O
o O
o ~ O

Sendo 3 ataxa a ser utilizada, entdo teremos:
Para o estado O:

) T34 + 9y
Y1y = 2i¢j TS = TSy + M8y - T = 39
0

= % ~.m, =0,5m,

Para o estado 1:

T

Tydg, + T,
— — . _ 0~ o1 2721
9m, = E ” T, = M9y, + 1,9, oWy = B —
1

4n,+0
TC,I:T..

Para o estado 2:
_ M9 + 8y,

9,m, = Z#J_ T3, =19y, + 1,9, T, = 3
2

T, =T,
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_ 0+4m,
—

Sabendo também que:

, M, =27,

Ty + 7, +7, =1
Resolvendo o sistema anterior, podemos inferir que:

1, = 0,25 = 25%
7, =0,25 = 25%
n, =0,50 =50%

De posse das informacdes anteriores, podemos dizer que o
recurso fica 25% do tempo vazio, 25% do tempo com apenas 1 peca
e 50% do tempo com 2 pecgas executando a montagem.

|:|9 Pesquise mais

Vocé sabia que existem diversas aplicacdes possiveis para modelagem
utilizando cadeias de Markov? Vocé esta estudando alguns exemplos,
porém,vamos expandir um pouco as possibilidades de aplicacdes em
areas que nao seja a engenharia, mas que também envolvam a tomada
de decisdes.

Como sugestao de leitura tem-se o artigo Modelos de Markov
aplicados a saude, de Renato Cesar Sato e Désirée Moraes Zouain,
gue apresentam como exemplo a aplicagao na area de saude, mais
precisamente na avaliacdo do estado dos pacientes.

SATO, R. C.; ZOUAIN, D. M. Modelos de Markov aplicados a saude.
Einstein, v. 8, n. 1, p. 376-379, 2010. Disponivel em: <http://apps.
einstein.br/revista/arquivos/PDF/1567-Einsteinv8n3_pg376-9.pdf>.
Acesso em: 30 nov. 2017.

Agora que ja sabemos o0 que € uma cadeia de Markov de tempo
continuo, podemos inferir gue um processo de Poissoné um tipo
de cadeia de Markov de tempo continuo. Vamos entender melhor
essa questao.
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Em primeiro lugar, vamos relembrar brevemente o que € um
processo de Poisson e suas principais caracteristicas. Os processos
de Poisson sdo processos estocasticos continuos no tempo,
também conhecido como processo de contagem de chegadas,
Ou seja, descreve a ocorréncia de eventos ao longo do tempo. A
equacao 3.3 descreve o processo de Poisson:

p(v) = ”_Ve—u (Equagéo 3.3)

v!

Assim,p(v) € a probabilidade de V contagens no intervalo
definido, € a base do logaritmo natural(e =2,71828...) e pn
a taxa media. A taxa média U € o numero esperado de eventos
ocorrendo no periodo de tempo t.

E importante mencionar que o0s processos de Poisson ndo tém
memoria, uma vez que 0s incrementos sdo ii.d. (independentes e
identicamente distribuidos).

Vamos entender agora o conceito de superposi¢ao de processos
de Poisson. Considerando-se os processos de Poissonindependentes
X(t) e Y(t), com taxas o, e a,, o processo de Poisson Z(t)
apresentara taxa o, = o, + 0o, caso Z(t)= X(t)+ Y(t).

Fssa taxa & ¢ a taxa meédia Mdividida pelo periodo t, ou seja,
a=2

Ja’ta decomposi¢cao de processos de Poisson ocorre de modo
analogo. Se X é um processo de Poisson, entdo os processos Y e Z
serao processos de Poisson caso a separacdo seja probabilistica e
independente. Ficou confuso? Vamos entender melhor.

Considerando-se que tn seja o instante de tempo do enésimo
evento de um processo de Poisson X(t) com 0<t etaxa a,, e
sabendo-se que o numero de sucessos até o instante t seja W(t),
dizemos que o numero de fracassos até o instante t sera V(t), de
modo que V(t) = X(t)- W(t).

De acordo com Andrade e Cobre (2004), em um processo
de Bernoulli a probabilidade de sucesso do eneésimo evento e
Pe a probabilidade de fracasso do enésimo elemento € o seu
complementar, 1-p, para qualquer n=12... podemos entao
decompor o processo de Poisson da seguinte forma: a., (p —1)Os
processos W(t) e V(t), numero de sucessos e de fracassos até t,
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s&0 processos de Poisson com respectivas taxas a., (p) e o, (p—1).

Perceba que os exemplos de processos de Poisson, inclusive
exemplos praticos e de abordagem numerica, ja foram desenvolvidos
na Segao 2.3. Logo, neste momento, caro aluno, a intengao é que
vOCcé compreenda que O processo de Poisson segue 0s preceitos
de uma cadeia de Markov continua no tempo.

&z” Assimile
Ainda que esclareciso o conceito de cadeia de Markov de tempo
continuo, vamos fixar algumas informacgdes principais:

- Uma cadeia de Markov de tempo continuo € completamente
definida quando conhecemos o espaco de estados discreto E, o
parametro Si que representa a distribuicdo de cada variavel T, e

as probabilidades de transi¢do para outro estado F’ij .

- Quando o tempo tende ao infinito, a probabilidade de um dado

processo estar em um estado qualquer j € constante e independe
do estado inicial 1.

- Os processos de Poisson seqguem 0s mesmos preceitos da
cadeia de Markov de tempo continuo, de modo que eles podem
passar por decomposicao ou sUperposicao.

Como observamos anteriormente, uma das aplicacdes das cadeias
de Markov de tempo continuo sdo 0s processos de nascimento e
morte. Um exemplo de um processo de nascimento e morte € a
quantidade de habitantes em uma cidade, de modo que as taxas de
nascimento e morte sao as taxas de transicdo de estados.

Vamos analisar outra aplicacao de cadeias de Markov.

Hillier e Lieberman (2013) apresentam outra possibilidade
de aplicacao das cadeias de Markov de tempo continuo,
para exemplificacdo.

Suponha, entdo, que vocé seja gerente de uma fabrica que tem
duas maquinas iguais e que funcionam continuamente, menos quando
estao quebradas. Como funcionam de modo ininterrupto, a frequéncia
de quebras ¢ alta, o que faz com que um funcionario da manutencao
seja alocado prioritariamente para efetuar Os reparos Necessarios.

O tempo de reparo segue uma distribuicdo exponencial com
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média de 12 horas. O tempo de funcionamento da maquina, apos
reparo, também tem distribuicdo exponencial com média de 24
horas, sendo essa distribuicao independente do reparo.

Se avariavel aleatoria representa o numero de maquinas quebradas
em um instante de tempo, os possiveis estados séo 0, 1 e 2:

- Estado 0O: nenhuma maquina quebrada naquele instante
de tempo.

- Estado 1: uma maquina quebrada naguele instante de tempo.
- Estado 2: duas maquinas quebradas naquele instante de tempo.

Nesse caso, teriamos uma cadeia de Markov de tempo continuo,
uma vez gue Nosso processo nao apresenta memoria e o tempo
continuo forneceria a evolucdo na quantidade de maquinas
quebradas, com distribuicao exponencial.

Portanto, por meio das aplicacdes abordadas nessa secao,
podemaos abstrair e modelar outros diversos sistemas produtivos que
seguem as mesmas caracteristicas apresentadas.

o(;} Reflita

Agora que conhecemos 0s conceitos de cadeias de Markov de tempo
discreto e de tempo continuo, bem como algumas aplicacdes, tambem
verificamos que 0s processos de Poisson seguem os preceitos de uma
cadeia de Markov de tempo continuo.

Portanto, agora vale uma reflexdo: quando estudamos 0s processos
de Bernoulli, verificamos que se tratavam de processos estocasticos de
tempo discreto. Inclusive, levamos em conta o conceito de processo de
Bernoulliguando abordamos a decomposicdo de processos de Poisson.

Em breve, vocé serd um profissional das ciéncias exatas, assim, contara
com as ferramentas estudadas para a resolucao de problemas e para
a tomada de decisdes. Quais sao as informacdes que vocé precisaria
coletar na pratica para modelar um sistema utilizando o conceito de
cadeias de Markov?

Sem medo de errar

Retomando o contexto em que vocé esta atuando em uma
empresa do mercado financeiro e auxiliando nas decisdes de
compra e venda de acdes dos clientes, uma vez que vocé conta com
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competéncias para analise de risco, no final de um dia comercial, o
preco de determinada acao é aferido e podem ocorrer trés situacoes,
tendo como base o dia comercial anterior: 0 preco da agao se
mantém constante; o preco sobe; ou O prego cai.

Para cada situacao descrita existe uma probabilidade de ocorréncia
associada, de modo que uma analise de risco equivocada podera
trazer serios prejuizos para a empresa, ja que os clientes esperam ter
lucro em seus investimentos.

Quais informacdes vocé precisaria coletar e analisar para ter
condicdes de transmitir ao seu cliente uma probabilidade de lucro?

Vamos 3! Ja resolvemos parte desse problema anteriormente,
quando falamos sobre cadeias de Markov em tempo discreto. Vamos
relembrar brevemente o que foi feito e a relagdo com o que foi
abordado nessa se¢cao?

Por meio da matriz de transicdo P é possivel, ao utilizar o conceito
de matriz de transicao de ordem superior, calcular a probabilidade da
acdo valorizar no futuro através da matriz P”

pn — 1-p p
qg 1-q

Isso e semelhante ao que estudamos como probabilidade
estacionaria, ou seja, guando o tempo tende ao infinito, a probabilidade
de um dado processo estar em um estado qualquer <<Egn081.eps>>
€ constante e independe do estado inicial <<Egn082.eps>>, por meio
da relagdo:

(n+) o p(n) o

R~ A

Relembrando o conceito de processos de Bernoulli, a probabilidade
de sucesso do enésimo evento ¢ Pe que a probabildade de
fracasso do enésimo elemento € o seu complementar, 1—p . Nesse
caso, poderiamos pensar a probabilidade de sucesso como sendo
a probabilidade de lucro e a probabilidade de fracasso como a
probabilidade de prejuizo.

Na decomposicdo de processos de Poisson, verificamos que oS
processos W(t) e V(t), que representam o niimero de sucessos e
de fracassos até ', sao processos de Poisson com respectivas taxas
a.pe OLx(‘]_p)-

Portanto, para responder ao questionamento proposto sobre
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guais sao as informacdes necessarias para transmitir ao seu cliente
uma probabilidade de lucro, precisamos saber:

- O valor de &, que ¢ a taxa média 1 dividida pelo periodo t
, OU seja,

a=t

t
- Ovalorde P, que ¢ a probabilidade de sucesso de sucesso do
enésimo evento, ou seja, a probabilidade de lucro do enésimo
dia de investimento.

Avancando na pratica

Gestdo da producao e cadeia de Markov

Descricao da situagcao-problema

Suponha gque vocé seja O gestor técnico de uma empresa que
fabrica chocolates. Em funcao da chegada da pascoa, a demanda
pelo produto ovo de pascoa aumenta consideravelmente, requerendo
uma gestdo assertiva da producdo. Em cada linha de producdo,
sempre existe um operador especifico responsavel pela embalagem
do ovo de pascoa, por meio da juncao das duas metades do ovo de
chocolate. O tempo entre duas chegadas consecutivas das metades
do ovo de chocolate ao operador ocorre a partir de uma distribui¢cao
exponencial com meédia de 10 minutos, ou seja, duas metades
chegam ao operador a cada 10 minutos. Pensando em uma gestao
de recursos mais assertiva, em fungao da alta demanda da Pascoa,
como seria a modelagem desse sistema utilizando uma cadeia
de Markov?

Resolucao da situagdo-problema

Inicialmente, vocé deve identificar os estados do sistema,
conformea sequir:

Estado O: nenhuma metade de ovo de pascoa chega ac operador
Estado 1. uma metade de ovo de pascoa chega ao operador
Estado 2: duas metades de ovo de pascoa chegam ao operador

Com relacao ao tempo entre as chegadas, sabemos que o tempo
entre duas chegadas consecutivas ao operador € de 10 minutos;
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portanto, por hora chegam 12 metades de ovos de chocolate ao
operador para fazer a embalagem (8 .4, = 12).

Como a embalagem do ovo de pascoa envolve a juncao das duas
metades de chocolate para formar um Unico ovo de pascoa, entao,
a taxa de saida sera a metade taxa de entrada, ou seja, Ssaida =6.

Logo, para ter uma melhor gestao das linhas de producao, vocé
deve considerar que, a cada hora, chegam para embalagem dozes
metades de ovo de chocolate, resultando na saida de seis ovos
embrulhados e prontos para a venda.

Parabéns, mais um desafio vencidol!

Faca valer a pena

1. Nas cadeias de Markov em tempo continuo é importante levar em conta
o tempo em que o processo permanece em cada estado, diferentemente da
cadeia de Markov em tempo discreto.

Portanto, para que uma cadeia de Markov de tempo continuo esteja
completamente definida, precisamos conhecer trés parametros: conhecer
os estados que compdem o espaco de estados discreto E, o parametro que
representa a distribuicdo de cada variavel T;, que qefiniremos como Si, e
as probabilidades de transicdo para outro estado ], que ja conhecemos e
podemos denotar como Pij .

Assinale a alternativa que apresenta os trés parametros corretamente.

a) Estados que compdem o espaco de estados discreto E; a distribuicdo de
cada variavel; e as probabilidades de transicdo entre os estados.

b) Estados que compdem o espaco de estados discreto E; a probabilidade
de transicao de cada variavel; e a distribuicdo de transigao.

c) O tempo continuo; a probabilidade de transicdo de cada varidvel; e a
distribuicao de transicdo.

d) O tempo continuo; a distribuicdo de cada varidvel; e as probabilidades de
transicao entre os estados.

e) Tempos que compdem o espaco de estados discreto E; a distribuicao de
cada variavel; e as probabilidades de associagdo entre os estados.

2. Um processo Markoviano é considerado uma cadeia de Markov quando
o estado é discreto, ou seja, quando as variaveis aleatdrias <<Eqn106.eps>>
estao definidas em um espaco de estados discreto E. As cadeias de Markov
continuas ou discretas no tempo sao tipos de processo de Markov.

U3 - Processos estocasticos: cadeia de Markov 145



Assim, avalie as afirmacdes |, Il e lIl.

|. As cadeias de Markov em tempo continuo podem ser descritas de modo
semelhante aquela em tempo discreto, divergindo-se no fato de que as
transicdes podem ocorrer em qualquer instante de tempo.

II. Quando o tempo tende ao infinito, a probabilidade de um dado processo
estar em um estado qualquer J é constante e independe do estado inicial i .
[Il. Os processos de Poisson ndo sdo um tipo de cadeia de Markov de
tempo continuo.

Com base nas afirmacgdes |, Il e Ill, assinale a alternativa correta.

a) Apenas | é correta.
b) Apenas | e Ill sdo corretas.

)
c) I, Il e lll sdo corretas.
d) Apenas | e Il sdo corretas.
e) Apenas Il é correta.

3. Em um processo fabril, trés pecas metalicas iguais passam por uma etapa
de juncdo por aguecimento a fim de formar uma unica nova peca. Em cada
linha de producao existe sempre um operador responsavel pelo processo de
juncao por aquecimento. O tempo entre chegadas consecutivas das pecas
metalicas ao operador ocorre por meio de uma distribuicdo exponencial
com meédia de 20 minutos, ou seja, as trés pecas chegam ao operador a
cada 20 minutos.

Durante uma hora, quantas pegas metalicas chegam e quantas saem do
processo de juncdo por aguecimento?

a) A cada hora, chegam 9 pecas para o processo de jungao por aquecimento,
resultando na saida de 9 novas pecas.

b) A cada hora, chegam 3 pecas para o processo de juncdo por aquecimento,
resultando na saida de 3 novas pecas.

c) A cada hora, chegam 9 pecas para o processo de jungao por aquecimento,
resultando na saida de 6 novas pecas.

d) A cada hora, chegam 9 pecas para o processo de juncdo por aquecimento,
resultando na saida de 4,5 novas pecas, em média.

e) A cada hora, chegam 9 pecas para o processo de jungdo por aquecimento,
resultando na saida de 3 novas pecas.
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Unidade 4

Processos estocasticos: teoria
das filas

Convite ao estudo

Caro aluno, nesta unidade vamos dar continuidade ao
estudo de processos estocasticos, entrando em teoria de filas.

A fim de vocé ja vislumbrar o que vamos tratar nesta
unidade, de modo geral, entenda que a teoria de filas se
preocupa com o estudo das filas sob um aspecto matematico,
ou seja, estuda matematicamente a existéncia de pessoas ou
objetos esperando algum tipo de servico.

As aplicacdes dos modelos de filas sao diversas, visando a
melhoria na performance do sistema, por meio da otimizacao
do uso de recursos de servico disponiveis, menor tempo de
espera, maior agilidade no atendimento, etc.

Assim, inicialmente vamos tratar das  principais
caracteristicas de uma fila, medidas de desempenho e
notacdes e terminologias comuns em teoria das filas.

Posteriormente, estudaremos a fila M/M/1, medidas de
desempenho de Little e distribuicao estacionaria para essa fila.

Por fim, trabalharemos com a fila M/M/c, distribuicdo
estacionaria e exemplos para essa fila.

Logo, ao final desta unidade, pretende-se que vocé saiba
aplicar a teoria das filas para realizacdo de previsdes.

Assim, perceba que nos diversos servicos comerciais
temos evidéncias de filas como em bancos, hospitais, clinicas,
transportes, lojas, entre outros. Considerando que vocé seja o
gestor de uma rede de supermercados que atua no segmento



de varejo de produtos pereciveis, vocé esta sendo requisitado
pela cupula administradora a emitir um parecer sobre a
implantacao de um posto de abastecimento de combustivel no
estacionamento, uma vez que a empresa deseja diversificar os
ramos de atuagao e os servicos prestados aos clientes.

A principio, a diretoria esta analisando quantas bombas de
combustivel deveriam ser instaladas para atender a demanda
futura, uma vez que se trata de um problema de demanda e
formacao de filas.

Como gestor, quais as medidas de desempenho que
VOCé apresentaria para os diretores avaliarem a respeito da
implementagao das bombas?

Considerando que a principio vocé recomende a instalacao de
apenas uma bomba, de modo que o cliente ao acessar o local de
abastecimento possa se deparar com a bomba vazia e prontamente
abastecer o veiculo ou aguardar numa fila, vocé poderia se deparar
com um problema de a fila crescer indefinidamente?

Se voce julgar necessario avaliar a instalacao de mais de uma
bomba, quais as informacdes que precisariam ser coletadas
para que vocé indique a quantidade de bombas instaladas,
lembrando que existe um custo de instalacdo, de operacao e
um tempo toleravel de espera na fila?

Pense a respeito dessa indagacao e apresente um relatorio
com esses dados, conforme solicitado pela diretoria.

A partir de agora, maos a obra e se empenhe com dedicagao
€ com entusiasmo para aproveitar esse conteudo e fazer a
diferenca em sua carreira.

Tenha um excelente estudo!



Secao 4.1

Introducao a teoria das filas

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a mais uma unidade de estudo!

Neste momento, entraremos Nnos conceitos fundamentais de teoria
das filas, tratando das principais caracteristicas de uma fila, medidas de
desempenho e notacdes e terminologias comuns em filas.

Para vocé ja compreender um pouco sobre o modelo de filas,
pense em clientes ou usuarios gue chegam para um determinado
servico; contudo, formam um fila em funcao da indisponibilidade
do atendimento naquele momento.

Perceba que filas impactam nos custos e na satisfacao do cliente,
sendo possivel vislumbrar a importancia do estudo de teoria de filas
e sua aplicacao diversa, de modo gue os estudos iniciais na area se
deram no segmento de telefonia, por K. Erlang, que era engenheiro
da empresa dinamarquesa de telefones e comecou a estudar o
problema de congestionamento das linhas telefonicas.

Para colaborar no seu entendimento, sao exploradas aplicacdes
dos modelos de fila em conjunto com a teoria para que vocé
possa se situar e perceber o uso desses conceitos em seu
ambiente profissional.

Assim, veja que nos diversos servicos comerciais temos
evidéncias de filas como em bancos, hospitais, clinicas, transportes,
lojas, entre outros. Considerando que vocé seja O gestor de uma
rede de supermercados que atua no segmento de varejo de
produtos pereciveis, vocé esta sendo requisitado pela cupula
administradora a emitir um parecer sobre a implantacdo de um
posto de abastecimento de combustivel no estacionamento, uma
vez que a empresa deseja diversificar os ramos de atuacao e os
servicos prestados aos clientes.

A principio, a diretoria estd analisando quantas bombas de
combustivel deveriam ser instaladas para atender a demanda futura,
uma vez que se trata de um problema de demanda e formacao de filas.
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Como gestor, quais as medidas de desempenho que vocé
apresentaria para os diretores avaliarem a respeito da implementagao
das bombas?

Pense a respeito dessa indagacao e considere que a diretoria lhe
solicitou um relatorio com esses dados.

Bons estudos e vamos avancando na construcdo do seu
conhecimento em processos estocasticos, especialmente agora
em teoria das filas!

Nao pode faltar

Vocé muito provavelmente ja se deparou com uma situagao que
envolvesse uma fila, correto? Seja numa agéncia bancaria, ou seja,
num pargue de diversdes, num posto de combustivel, no mercado.
Mas sera que esse conceito de filas € importante?

Vamos entdo nos aprofundar no tema filas, mas em primeiro
lugar precisamos conhecer detalhadamente as caracteristicas das
filas que serdo objeto do nosso estudo, que também chamaremos
de teoria das filas.

Em primeiro lugar, precisamos entender o que € uma fila. Vamos
supor que vocé seja o dono de um mercadinho de bairro e que,
para poupar custos Nno negocio, coloque apenas um caixa para
pagamento. O que ocorre guando um cliente chega até o caixa
para ser atendido, mas ja existe outro cliente passando as compras?
Nesse momento, uma fila € formada!l Ou seja, o caixa estava
ocupado atendendo um cliente enquanto outro cliente chegou
para ser atendido. Como so temos um caixa, o segundo cliente
teve que ficar aguardando o término do atendimento anterior, para
entdo ser atendido.

Como ocorre no mercadinho, num banco ou NnuMma maquina de
uma industria, existe um conceito denominado processo de chegada.

O processo de chegada esta associado a chegada de um novo
usuario no sistema e suas principais caracteristicas, por exemplo,
a quantidade de chegadas por vez, tempo entre chegadas, etc.
Podemos considerar, nesse caso, se as chegadas sdo constantes
ou se sdo aleatorias. Caso tenhamos chegadas aleatorias, estamos
tratandodeuma classe de processos estocasticos Como 0sprocessos
de renovacao, que sdo identicamente e independentemente
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distribuidos (i.i.d.) (FERREIRA FILHO, 2013).

E as chegadas séo unitarias ou em conjunto? Podem ocorrer 0s dois
Casos, e tambem € importante analisar se € previsto perdas de usuarios
que ndo figuem na fila, ou seja, o cliente nem sequer entra na fila e ja €
excluido pelo sistema ou por decisao propria. Um exemplo de sistema
com perda de usuarios € o teleféonico residencial, pois uma vez que
vocé liga para um telefone residencial que esteja em outra ligacdo
(ocupado), vocé automaticamente é retirado do sistema e a chamada
fica indisponivel (FERREIRA FILHO, 2013).

Tudo bem, mas o que gera uma fila? Serd que é somente O
processo de chegada? Nao, como nos vimos no exemplo do
mercadinho, além da chegada de novos clientes, um outro fator
que influencia na formacao de uma fila € a taxa de atendimento.
Assim, se o atendimento for mais rapido, o sistema permanecera
ocupado menos tempo e a chance de ocorrer uma chegada no
instante em que o sistema estda ocupado, gerando uma fila, €
menor. Similarmente, se houver mais de um posto de atendimento,
a probabilidade de formar uma fila também sera diferente.

O tempo de servico também pode depender do usuario ou do
proprio sistema e ser definido como constante ou aleatorio. Por
exemplo, dois clientes foram atendidos pelo mesmo caixa (ndo
ao mesmo tempo) para fazer um depdsito. O primeiro cliente
depositou RS 100,00 em notas de RS 50,00 (duas notas para o caixa
conferir) e 0 segundo depositou os mesmos RS 100,00 em notas de
RS 5,00 (vinte notas para o caixa conferir). O servico, nesse caso, €
O Mesmo, executado pela mesma pessoa, mas o tempo de servico
sera diferente em funcdo do trabalho a ser executado; portanto,
nesse caso o tempo de servico seria uma variavel aleatoria.

Além do processo de chegada e do tempo de servico, © modo
de atendimento influenciara na fila formada. Mas o que € o modo de
atendimento? E a forma como o sistema seleciona os usuarios para
receber o atendimento.

Geralmente, o primeiro usuario que entra € o primeiro a ser
atendido, mas podemos ter situacdes nas quais o ultimo a chegar
sera o primeiro a ser atendido ou alguma outra regra que pode ser
criada pelo sistema para direcionar o atendimento. Podemos citar,
como exemplo, o caso de clientes com necessidades especiais,
idosos, entre outros.
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E por ultimo, mas ndo menos importante, outro fator que é capaz
de influenciar nas filas € a capacidade da fila, ou seja, se ela pode
ser infinita ou finita. Na maioria dos casos cotidianos, a fila é finita,
mas existem situacdes nas quais Ndo existe um limite No numero de
usuarios na fila.

Portanto, se alterarmos as caracteristicas que vimos anteriormente
(processo de chegada, tempo de servico, modo de atendimento
e a capacidade da fila), poderemos criar diversos modelos de filas
diferentes, o que faz com que exista uma infinidade de aplicacdes
possiveis (HILLIER; LIEBERMAN, 2013).

|:[_<|1 Pesquise mais

Caro aluno, vamos aprofundar 0os nossos conhecimentos em teoria
das filas? Nos ja estamos acostumados a encontrar filas nos caixas de
supermercados, pois geralmente o numero de postos de atendimento
e a taxa de servico ndao acompanham a taxa de chegada de clientes, o
gue invariavelmente cria as temidas filas.

Mas sera que ja foi feito um estudo cientifico para analisar as filas em
supermercados? A resposta € sim, e um dos estudos realizados foi
publicado na revista Pesquisa Operacional, com o titulo "Um modelo
para analisar o problema de filas em caixas de supermercados: um
estudo de caso’, de autoria de Reinaldo Morabito e Flavio Lima.

Um dos interesses dos autores € modelar o tempo de espera e para
iSSO sdo testadas trés opcdes de modelos.

Ficou curioso para descobrir o resultado?
Entdo leia o artigo e bons estudos!

MORABITO, R.; DE LIMA, F. C. R. Um modelo para analisar o problema
de filas em caixas de supermercados: um estudo de caso. Pesquisa
Operacional, v. 20, n. 1, p. 59-71, 2000. Disponivel em: <http://www.
scielo.br/pdf/pope/v20n1/a07v20nl.pdf>. Acesso em: 3 dez. 2017.

Agora que vocé ja sabe as principais caracteristicas de uma fila
e ja viu algumas aplicacdes cotidianas, vamos ver algumas outras
aplicacdes com enfoque em processos estocasticos? Lembre-
se que a principal caracteristica de um processo estocastico € a
presenca de variaveis aleatorias.
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As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam alguns tipos comuns de
processos de filas. Vamos conferir?

Figura 4.1 | Processo de fila com um servidor e fila Unica

Chegada de usudrios Salda de usudrios

Posto de
atendimento
(servidor)

FILA

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 4.1 nos mostra um tipo de processo de fila no qual temos
uma chegada, uma fila Unica, um unico posto de atendimento e a
saida. Um exemplo € um aeroporto que possui apenas uma pista
de pouso. Os avides que chegam ao aeroporto formam uma fila
unica para utilizar a pista, que nesse caso seria 0 NOsso servidor.
Nesse caso, tanto o tempo entre chegadas e o tempo de servico
podem ser aleatorios, dependendo da demanda, do clima (se esta
chovendo, se a pista estd molhada ou seca), entre outros fatores.

Figura 4.2 | Processo de fila com mais de um servidor e fila Unica

Saida de usudrios

Posto de
atendimento

(servidor)

Chegada de usudrios Saida de usudrios
Posto de
atendimento

[servidor)

FILA

Saida de usudrios

Posto de
atendimento
(servidor)

Fonte: elaborada pelo autor.

Ja na Figura 4.2, temos uma fila Unica e mais de um posto de
atendimento. Poderia ser a fila de um banco sem o atendimento
preferencial. Existe uma fila Unica formada pela chegada de
clientes, que pode ser aleatoria e apresentar uma distribuicao de
probabilidades, e mais de um caixa para atendimento, que tambéem
pode apresentar tempo de servico probabilistico.
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Figura 4.3 | Processo de fila com mais de um servidor e fila individual por servidor

Chegada de usudrios Salda de usudrios

Posto de
atendimento
(servidor)

FILA

Chegada de usudrios Saida de usudrios

Posto de
atendimento

(servidor)

FILA

Chegada de usudrios Salda de usuérios

Posto de
atendimento

(servidor)

FILA

Fonte: elaborada pelo autor

Na Figura 4.3, observamos um processo de fila com mais
de um servidor e filas individuais por servidor, como no caso de
um supermercado.

Mas é possivel identificar diversas outras aplicacdes para a teoria das
filas, como o fluxo de carros, pessoas, 0 escalonamento de maquinas
em industrias, sistemas de telecomunicacdes, entre outros.

@ Reflita

Agora que vocé ja compreendeu O conceito e as principais
caracteristicas de filas, imagine que vocé trabalha como gerente de
producao numa industria alimenticia.

Na industria em questdo, que produz iogurtes e laticinios, existe uma linha
de producao sequencial gue é composta por apenas uma maquina.

A maquina envasa os iogurtes em garrafas de 500 ml, de modo que o
iogurte fica aguardando para ser envasado num tanque.

Vocé acha que a situacao apresentada descreve um sistema de fila?

Reflita sobre isso, considerando as Figuras 4.1, 4.2 e 4.3!
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E como podemos saber se 0 nosso sistema de filas esta com
um desempenho adequado? Existe alguma métrica para definir o
desempenho do sistema?

Existe sim, na verdade temos algumas formas de avaliar o
desempenho do nosso sistema, como:

- Tempo de espera do usuario.
- Tamanho da fila.
- Tempo ocioso dos postos de atendimento (servidores).

E importante ressaltar que as medidas anteriores podem
apresentar variacdo, uma vez que geralmente sao variaveis aleatorias.
Deste modo, podemos considerar para efeitos de avaliacdo, valores
medios ou esperados.

Também vale lembrar que temos o tempo de espera do usuario
na fila e 0 tempo total que ele gasta no sistema. Em cada caso, pode
ser mais relevante a analise de um tempo ou do outro.

Quem fara a avaliacdo do desempenho do sistema deve levar em
conta os tempos previstos na fase de projeto para avaliar se eles sao
condizentes com a realidade ou se devem ser feitos ajustes.

Por exemplo, na cidade de Sao Paulo existe um acordo firmado
entre os bancos e a Federacdo Brasileira de Bancos (FEBRABAN)
que estipula um limite maximo de tempo de espera nas filas de
caixas bancarios. Nesse caso, 0os bancos tiveram que alterar a sua
estrutura para adequar o tempo de espera maximo. Uma das formas
de avaliar as alteracdes ¢ utilizando a simulacdo, de modo que as
condi¢8es reais sejam modeladas e as alteracdes avaliadas (HILLIER;
LIEBERMAN, 2013).

Agora que 0s conceitos sobre teoria das filas ja foram
apresentados, vamos aprender a notacdao que € mais utilizada
nessa area.

A notacao que veremos aqui € fruto do esforco de diversos
autores, mas em especial do professor David George Kendall, que
criou em 1953 a referéncia que utilizamos nos Nossos estudos.

E como € a notacdo proposta por Kendall em 19537 Nos temos,
basicamente, uma representacao para as caracteristicas que vimos
anteriormente, na forma: A/B/c/K/Z (FERREIRA FILHO, 2013).

Mas o que sao essas letras?
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- A trata-se da distribuicdo de tempo entre chegadas
- B: distribuicdo de tempo de servico

- C: numero de servidores (ou postos de atendimento)
- K: capacidade da fila

- Z: modo de atendimento

Portanto, podemos caracterizar uma fila utilizando a notacao
de Kendall. Vamos ver um exemplo? Para as letras A e B,
podemos ter:

- M: significa que temos uma distribuicao exponencial, ou

seja, sem memoria

- D: significa que temos uma distribuicdo deterministica

(ou constante)

- U: significa gue temos uma distribuicdo uniforme

- G: significa que temos uma distribuicao geral, ou seja, que

nao foi especificada.

E com relacdo as letras K e Z? E comum encontrarmos filas

com notacdes nas quais essas letras nao aparecem. Isso quer dizer

gue ndo existe uma capacidade e um modo de atendimento para
essas filas?

Ndo, € que nos casos Nos quais nao evidenciamos as letras K
e Z, € porque a fila seque o padrdo mais comum de K e Z e por
isso sao omitidos. Portanto, convencionou-se que quando K e Z
estdo ausentes, significa que a fila tem capacidade infinita e modo
de atendimento no qual o primeiro que chega € © primeiro a
ser atendido.

Vamos entao ver um exemplo de fila utilizando a notacao
de Kendall?

Suponha que vocé tenha uma fila com as caracteristicas:
- Tempo entre chegadas: distribuicdo exponencial

- Tempo de servico: distribuicao exponencial

- Numero de servidores: 1

Nesse caso, a notacdo de Kendall para essa fila seria: M/M/1. Esse
tipo de fila, em especial, sera tratado com detalhes posteriormente.

Além disso, temos uma terminologia comum sempre que O
assunto é teoria das filas, e vale a pena vocé conhecer (HILLIER;
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LIEBERMAN, 2013):

- Estado do sistema: € o numero de usuarios presentes
no sistema.

- Comprimento da fila: € o numero de usuarios esperando por
um atendimento (ou servico). Ou seja, € o estado do sistema
menos 0 numero de usuarios que estdo sendo atendidos.

- N(t) nesse caso é o numero de clientes no sistema no tempo,
de modo que £ >0 .

- S é o numero de servidores (ou postos de atendimento).

- B(t) ¢ 4 probabilidade de que n usuarios estejam no
sistema no tempo t.

- A, faz referéncia a taxa de chegada de novos usuarios, dado
gue N usuarios ja estao no sistema.

- U, € a taxa de servico para o sistema, quando temos n
usuarios no sistema.
?=| Exemplificando

Suponha que seja o gerente de producdo de industria que possui uma
linha de producdo com apenas uma maquina que trabalha de modo
continuo, exceto quando esta em manutencao.

Nessa maqguina, chegam 20 pecas por hora, de modo que cada peca
€ processada em méedia a cada 4 minutos.

Qual seria a taxa de chegada de novos usuarios e a taxa de servigo para
O sistema nesse exemplo?

Em primeiro lugar, devemos lembrar que A faz referéncia & taxa de
chegadas. Nesse caso, a taxa de chegada € de 20 pecas por hora,
portanto:

A =20pecgas | hora (taxa de chegada)

E a taxa de servico? Ela é representada por U, que nesse caso € de 4
minutos. Se quisermos transformar essa taxa em horas, como esta
expressado em A, ficara:

1hora =60min .. 604 =15 u=15pecgas/ hora (taxa de servico)
Perceba que a taxa de chegada € maior que a taxa de servico, de modo

que ha a formacao de fila!
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Quando o Nosso sistema estd em estado de equilibrio, ou seja,
quando 0 nosso sistema nao depende mais do estado inicial e
do tempo decorrido, temos uma outra terminologia comum que
utilizaremos (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

- N & o numero de usuarios no sistema.
B € a probabilidade de n clientes no sistema.
- L € o numero de clientes esperado no sistema.
- Lq € 0 comprimento esperado da fila.

- W € O tempo de espera para cada usuario, incluindo
O tempo de servico.

-, € o0 tempo de espera para cada usuario na fila (excluindo
o tempo de servico).

6&» Assimile

Os conceitos de teoria das filas ficaram muito dificeis de assimilar?
Entdo vamos rever alguns itens importantes quando o assunto
e teoria de filas.

As caracteristicas principais que foram apresentadas de uma fila sao:
- Tempo entre chegadas

- Tempo de servico

- Modo de atendimento

- Capacidade da fila

Também € importante mencionar a notacao de Kendall, que ¢ o
padrao mais utilizado para descrever um sistema de filas. Lembrando
que a notagao é na forma A/B/c/K/Z, sendo (FERREIRA FILHO, 2013):

- A trata-se da distribuicao de tempo entre chegadas
- B: distribuicdo de tempo de servico

- C: numero de servidores (ou postos de atendimento)
- K: capacidade da fila

- Z: modo de atendimento
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Sem medo de errar

Analisando os diversos servicos comerciais cotidianos, € facil
Nnos depararmos com o conceito de filas. Por exemplo, em bancos,
hospitais, clinicas, transportes, lojas, entre outros.

Considerando que vocé seja o gestor de uma rede de
supermercados que atua no segmento de varejo de produtos
pereciveis, vocé esta sendo requisitado pela cupula administradora
a emitir um parecer sobre a implantacao de um posto de
abastecimento de combustivel no estacionamento, uma vez que
a empresa deseja diversificar os ramos de atuacdo e 0s servicos
prestados aos clientes.

A principio, a diretoria estd analisando quantas bombas de
combustivel deveriam ser instaladas para atender a demanda futura,
uma vez que se trata de um problema de demanda e formacao de filas.

Como gestor, quais as medidas de desempenho que vocé
apresentaria para os diretores avaliarem a respeito da implementacao
das bombas?

Em primeiro lugar, para resolver esse problema, € essencial
relembrar as caracteristicas de um sistema de filas, dado que o posto
de gasolina apresentara duas possiveis filas: no abastecimento e no
pagamento.

As caracteristicas principais que foram apresentadas de uma fila sdo:

- Tempo entre chegadas: nesse caso temos o tempo entre
chegadas de clientes no posto de combustivel e também o tempo
de chegadas de clientes para pagamento apos o abastecimento.
E importante que essas informacdes sejam previstas, consultando
o departamento de planejamento da empresa.

- Tempo de servico: novamente nos temos duas variavelis,
O tempo de servico na bomba de combustivel e o tempo
de servico para pagamento. Nesse primeiro momento,
estamos desconsiderando os demais servicos que podem
ser oferecidos, como troca de oleo e lavagem. Com a ajuda
das medidas de desempenho, tambem sera possivel definir o
numero de postos de atendimento, tanto as bombas como
0s caixas de pagamento.

- Modo de atendimento: aqui € importante ressaltar o modo de
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atendimento nas filas, se existira alguma regra de atendimento
prioritario ou se a regra a ser adotada € o primeiro que chega
€ o primeiro a ser atendido (vale tanto para atendimento na
bomba como no caixa de pagamento).

- Capacidade da fila: nesse caso em especial, a capacidade
da fila esta condicionada ao espaco fisico disponivel para
que os clientes aguardem o atendimento com oS seus
respectivos veiculos. Portanto, muito provavelmente teremos
uma restricao de espaco, o que fard com que nossa fila tenha
uma capacidade maxima. Quando a fila atingir a capacidade
maxima, ou seja, 0 espaco fisico estiver totalmente ocupado,
os clientes que chegarem nao entrardo no sistema.

Agora gue 0 Nosso sistema esta devidamente caracterizado,
podemos pensar nas formas de mensurar a implementacao
das bombas. Nos vimos que isso € possivel por meio de
alguns tempos:

- Tempo de espera do usuario
- Tempo ocioso dos postos de atendimento (servidores)

Deve ser levado em consideracao a existéncia de outros
postos de combustiveis na mesma regido, ou seja, a presenca de
concorrentes. Caso seja possivel analisar o tempo de espera do
usuario e o tempo OCioso NOs postos concorrentes, sera possivel
iniciar a nossa avaliacao de desempenho.

Em seguida, € importante ouvir o cliente, podendo ser executado
por meio de uma pesquisa de satisfacdo. Com a pesquisa de
satisfacdo sera possivel descobrir o tempo desejavel de espera do
usuario para tentar compara-lo a concorréncia e fazer um ajuste de
acordo com 0s recursos disponiveis.

Agora € importante que a equipe de planejamento avalie o
tempo ocioso dos postos de atendimento (bombas de combustivel
e caixas de pagamento). Aqui vale uma observacao importante:
para que o tempo de espera na fila seja minimizado, 0s recursos
devem ser maximizados, o que geralmente faz com que exista uma
guantidade de postos de atendimento que podem ficar 0Ciosos por
mais tempo aguardando a chegada de um novo cliente. Isso deve
ser adequadamente ajustado, uma vez que se o tempo de espera
for muito além do desejado pelo cliente, provavelmente ele desistira
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de abastecer ali, mas deixar uma ociosidade grande nos postos de
atendimento acarreta custos operacionais maiores.

Utilizando as informacdes anteriores sera possivel que
vOCé apresente para os diretores o que deve ser avaliado para
decidir quantas bombas devem ser implementadas no novo
empreendimento.

Logo, por exemplo, caso vocé conclua que uma bomba seja o
ideal, entdo temos um sistema M/M/1.

Parabéns, mais um desafio vencido.

Avancgando na pratica

Inspecdo de qualidade e a teoria de filas

Descricao da situagao-problema

Imagine que vocé seja o responsavel pelo setor de qualidade
em uma linha de montagem de eletrodomeésticos da linha branca,
especificamente refrigeradores.

Durante o processo de controle de qualidade, em uma etapa
inicial, todo o lote com 10 refrigeradores passa por uma inspecao
visual, de modo que se verifica se o produto apresenta alguma
avaria, como amassado ou riscado. A fim de evitar erros, a empresa
abriu mao da amostragem, fazendo a inspecao de 100% do lote.

No entanto, ha no setor de qualidade somente 1 pessoa
responsavel pela inspecdo de refrigerados da linha branca, de modo
que a cada hora chega um lote e cada refrigerador € inspecionado
em 10 minutos. A fim de avaliar a viabilidade de se continuar com
esse sistema de inspecao 100%, avalie se ha ou ndo a formacdo de
filas. Como vocé poderia demonstrar isto?

Resoluc¢do da situagdo-problema

A primeira coisa que devemos avaliar para saber se ha ou ndo a
formacao de filas refere-se a taxa de chegada e a taxa de servico.

Logo, em primeiro lugar, devemos lembrar que A faz referéncia
a taxa de chegadas. Nesse caso, a taxa de chegada € de 10
refrigeradores (1 lote) a cada hora:

U4 - Processos estocasticos: teoria das filas 163



A =10 refrigeradores | hora (taxa de chegada)

A taxa de servico é representada por M, que nesse caso € de
10 minutos, representando a inspecao de um refrigerador. Se
quisermos transformar essa taxa em horas, como esta expressado
em A, ficara:

1 hora = 60min .. 6010 =

u =6 refrigeradores | hora (taxa de servigo)

Perceba que a taxa de chegada é superior a taxa de servi¢o, de
modo gue ha formacao de filas. Assim, uma das alternativas para
a eliminacao da fila poderia ser trabalhar com amostragem para
igualar as taxas, de modo que a cada lote vocé pode retirar 6 pecas,
permitindo que o operador execute a inspecao.

Outra alternativa € continuar com a inspecao 100% e acrescentar
outro operador para fazer essa atividade; vale considerar que essa
alternativa acarreta aumento de custo.

Assim, caro aluno, fica claro para vocé o porqué de as empresas
adotarem a inspecdo por amostragem em seus departamentos
de qualidade!

Parabéns, mais um desafio vencido!

Faca valer a pena

1. Ao se conceituar uma fila, pode-se pensar em clientes, ou usuarios,
que chegam para um determinado servigo (executado por servidores);
contudo, formam uma fila em fung¢do da indisponibilidade do atendimento
naquele momento.

As filas impactam nos custos, sendo possivel vislumbrar a importancia do
estudo de teoria de filas e sua aplicacao diversa, de modo que os estudos
iniciais na area se deram no segmento de telefonia. Contudo, atualmente, a
teoria das filas vem sendo aplicada em diversas areas.

Com base no texto acima, assinale a alternativa que mostra a aplicagcao da
teoria de filas a sistemas de servico social.

a) O saldo de beleza pode ser considerado um local onde os servigos sdo
prestados; os cabelereiros sdo os servidores; as pessoas que aguardam para
cortar o cabelo sdo os clientes.

b) O centro logistico de distribuicdo pode ser considerado um local onde
0s servicos sao prestados; os carregadores que abastecem o caminhdao que
sera despachado sao os servidores; e os caminhdes que esperam para serem
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abastecidos sdo os clientes.

c) O centro de manuseio de materiais pode ser considerado um local onde os
servicos sao prestados, unidades de manuseio sdo 0s servidores; as cargas a
serem manuseadas sdo os clientes.

d) Os tribunais podem ser considerados locais onde os servicos sao prestados,
0s juizes sdo os servidores, e cada caso esperando para ser julgado sao
os clientes.

e) Uma lanchonete pode ser considerada um local onde os servigos sao
prestados; os atendentes sao os servidores; as pessoas que aguardam para
comer sao os clientes.

2. Em um banco, hd apenas um dispositivo de contagem de cédulas, de modo
que chegam 100 notas, de um mesmo valor, a cada 10 minutos.

A leitura de cada nota é feita pela maquina de contagem de cédulas, em média,
acada6s.

Considere esses dados para avaliar a taxa de chegada de novas notas.

Assinale a alternativa que apresenta corretamente a taxa de chegada de novas
notas e a taxa de servico para o sistema.

a) u =600 notas / hora; A =30 notas / hora
b) A =100 notas / hora; # =10 notas/ hora

) 2 =600 notas / hora; u =600 notas / hora
d) 1 =30 notas / hora: ). = 30 notas / hora
e) A =100 notas / hora; u =600 notas / hora

@)

3. Quando se pensa em tipologia de filas, as caracteristicas principais a serem
consideradas em uma fila sdo: tempo de servigo; tempo entre chegadas; modo
de atendimento; capacidade da fila. Assim, uma das notagdes mais utilizadas
nos estudos de filas refere-se a contribuicdo de David George Kendall, que
criou em 1953 a referéncia comumente empregada na descricdo de uma fila.

Assinale a alternativa que descreve corretamente a fila M/M/1.

a) Tempo entre chegadas: distribuicdo exponencial; tempo de servico:
distribuicdo exponencial; Numero de servidores: 1.

b) Tempo de servico: distribuicdo exponencial; tempo de chegada: distribuicdo
uniforme; capacidade: 1.

c) Tempo entre chegadas: uniforme; tempo de servigo: deterministica;
Capacidade: 1.

d) Tempo entre chegadas: distribuicdo exponencial; capacidade da fila:
distribuicdo exponencial; Numero de servidores: 1.

e) Tempo entre chegadas: distribuicdo exponencial; capacidade da fila:
distribuicdo uniforme; Numero de servidores: 1.
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Secaon 4.2

Filas M/M/1

Dialogo aberto

Caro aluno, continuaremos nosso estudo de filas, trabalhando
especificamente com as filas M/M/1.

Neste momento, entraremos nos conceitos fundamentais das
filas M/M/1, englobando o estudo das medidas de desempenho
de Little, distribuicdo estacionaria para M/M/1 e exemplos desse
tipo de fila.

Vocé ja deve estar percebendo a importancia do estudo da
teoria de filas, uma vez que esta vendo aplicada nos mais diversos
sistemas, tais como nos sistemas de servicos comerciais; sistemas
de servico de transporte; sistemas de servico empresa-industria; e
até sistemas de servico social.

Para colaborar no seu entendimento, sao exploradas aplicacdes
da fila M/M/1 em conjunto com a teoria para que vOCé possa se situar
e perceber o uso desses conceitos em seu ambiente profissional.

Logo, vamos retomar © caso em que vocé seja o gestor de
uma rede de supermercados que atua no segmento de varejo
de produtos pereciveis, vocé esta sendo requisitado pela cupula
administradora a emitir um parecer sobre a implantacdo de um
posto de abastecimento de combustivel no estacionamento, uma
vez que a empresa deseja diversificar os ramos de atuacao e os
servicos prestados aos clientes.

A principio, a diretoria estd analisando quantas bombas de
combustivel deveriam ser instaladas para atender a demanda futura,
uma vez que se trata de um problema de demanda e formacao de filas.

Considerando que, inicialmente, vocé recomende a instalagao
de apenas uma bomba, de modo que o cliente ao acessar o local de
abastecimento possa se deparar com a bomba vazia e prontamente
abastecer o veiculo ou aguardar numa fila, vocé poderia se deparar
com um problema de a fila crescer indefinidamente?

Pense a respeito dessa indagacdo e considere que a diretoria lhe
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solicitou um relatorio com esses dados a fim de analisar a viabilidade
de instalacdo de apenas uma bomba.

Bons estudos e vamos avancando na construcao do seu
conhecimento em processos estocasticos, especialmente agora
em teoria das filas!

Nao pode faltar

Caro aluno, na secao anterior, no ambito de notacao e tipologia

de filas, vimos sobre a notacao de Kendall. Logo, agora que nos ja
sabemos sobre essa notacdo, vamos ver um tipo especial de fila:
M/M/1, que indica (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

- Tempo entre chegadas (M): distribuicdo exponencial.
- Tempo de servico: distribuicao exponencial.
- Numero de servidores: 1.

Vamos entdo nos aprofundar na fila M/M/1? Em primeiro lugar,
qual a importancia de uma distribuicdo exponencial para a teoria de
filas? Para ficar mais facil de entender, vamos analisar a Figura 4.4.

Figura 4.4 | Distribuicdo exponencial na teoria de filas

X

i
i
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Fonte: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.661335001390983227.pdf>
Acesso em: 13 dez. 2017

O que fica evidente na Figura 4.47 Se a taxa de chegadas ou a
taxa de servico seguir uma distribuicdo exponencial, a primeira coisa
gue conseguimos observar € que a fungado que representa essas
taxas € decrescente em funcao do tempo, ou seja, quanto maior o
tempo decorrido, menor o valor de X, que nesse caso representa o
valor da funcdo das taxas.
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Mas o que isso quer dizer? Vamos analisar entdo a taxa de servico.

E razoavel pensar que quando os servicos forem iguais para 0s
usuarios, o tempo de servico real seria muito proximo do tempo medio,
correto? As pequenas oscilagdes podem ocorrer devido a eficiéncia
do servidor. Nesse caso, ndo tem como aproximar 0 comportamento
do servidor para uma distribuicao exponencial, uma vez que o tempo
muito abaixo da média seria praticamente impossivel.

Agora, e se as tarefas forem diferentes para cada cliente, mesmo
gue o servico executado pelo servidor seja © mesmo? Vamos imaginar
uma situacdo num banco, por exemplo. Os clientes chegam até o
caixa para fazer um deposito. Um cliente vai depositar RS 100,00,
mas sé tem notas de RS 10,00, enquanto o outro tem duas notas
de RS 50,00. Podemos dizer que na maioria dos casos o tempo de
atendimento do caixa pode ser rapido, mas se chegar um cliente
para depositar a mesma quantia com notas de RS 5,00, o tempo
para que o caixa confira e contabilize o dinheiro serd maior. Nesses
casos, a distribuicao exponencial pode ser utilizada para aproximar o
comportamento do servidor. E com relacéo a taxa de chegadas?

Entende-se que uma distribuicao exponencial € consistente
com chegadas aleatorias, sendo que o tempo entre chegadas ndo
€ influenciado pelo tempo da ultima chegada. Portanto, € razoavel
pensar que se existirem usuarios diferentes, o tempo entre chegadas
nao depende do tempo da ultima chegada, o que nos permite
desprezar a distincdo dos usuarios.

Por ultimo, vale também a relacdo entre a distribuicdo exponencial
e a distribuicdo de Poisson. Para isso, vale retomar também o conceito
do processo de Poisson. Dizemos que um processo de Poisson € um
tipo especial de processo de contagem de chegadas no qual algumas
hipoteses devem ser satisfeitas (FERREIRA FILHO, 2013):

1. Incrementos independentes
2. Independéncia do tempo
3. Ndo ocorrem chegadas simultaneas

Portanto, vamos considerar que a chegada de usuarios siga o
disposto anteriormente, por meio de um processo de Poisson.
Também vamos considerar gue O processo de chegadas siga uma
distribuicdo exponencial e a taxa de chegadas seja representada por
A . conforme visto anteriormente.
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Uma vez que os usuarios chegam no sistema, dado que existe
apenas um servidor para atendimento, existem duas possibilidades:

- O servidor esta disponivel e o usuario ja € encaminhado
para ser atendido.

- O servidor estd ocupado e o usuario ¢ encaminhado
para a fila.

Estamos considerando também que sempre que o servidor ficar
disponivel e existir usuario na fila, o servidor imediatamente inicia
o0 atendimento, de modo que o servidor somente ficard ocioso
guando nao houver usuario para ser atendido.

A taxa de servico p tambem € uma variavel aleatoria com
distribuicdo exponencial, assim como a taxa de chegadas.

Lembrando do conceito de sistema em equilibrio:
A, =A,para n=0
U, =, para nx1
Lembrando que na condicao de equilibrio:
- L é o numero de clientes esperado no sistema
- Lq € o comprimento esperado da fila

Logo, no caso da fila M/M/1, podemos dizer que, na condicdo de
equilibrio, temos as equacdes 4.1 e 4.2 (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

L= A (Equacéo 4.1)
u—Aa

L =£(LJ (Equacéo 4.2)

p\p—2

|:[_<|1 Pesquise mais

Sabendo da importancia da distribuicdo exponencial na teoria
de filas, em especial a fila do tipo M/M/1, vamos aprofundar
Nnossos conhecimentos?

Uma das medidas de desempenho ¢ chamada de intensidade de
trafego, que nada mais € do que a razdo entre a taxa de chegada e a }
taxa de servico.
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Nos problemas reais, como podemaos estimar os parametros envolvidos
no processo de filas? Uma das formas de fazermos isso ¢é utilizando as
ferramentas de simulacdo.

O artigo "Andlise de desempenho em filas M/M/1 usando uma
abordagem bayesiana” utiliza a simulacdo para obter estimativas da
intensidade de trafego para filas do tipo M/M/1.

Vamos a7 Entdo leia o artigo abaixo e bons estudos.

ALMEIDA, M. A. C.; CRUZ, F. R. B. Andlise de desempenho em filas
M/M/1 usando uma abordagem bayesiana. Proceeding Series of
Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, v. 3,
n. 2, 2015. Disponivel em: <https://proceedings.sbmac.org.br/sbmac/
article/view/949/962>. Acesso em: 13 dez. 2017.

Nos ja vimos algumas medidas de desempenho que podem ser
utilizadas para avaliar nosso sistema de filas, como o tamanho da
fila, o tempo médio de espera da fila € 0 tempo Mmédio de espera
no sistema.

John Little formulou, no inicio dos anos 1960, uma lei, que levou
seu nome em sua homenagem. Conhecida, entdo, como Lei de
Little, esta faz uma relacdo que pode ser particularmente util na
medida de desempenho dos sistemas de filas.

A referida lei faz uma relacdo entre 0 numero de usuarios que
estao no sistema ou na fila e o tempo Mmédio que eles gastam na
fila. Podemos dizer que essa lei € aplicada quando © numero de
chegadas € igual a0 numero de saidas, ou seja, NOsso sistema esta
em equilibro.

Agora, como isso se traduz numa medida de desempenho
do sistema?

Para responder a essa pergunta, precisamos primeiro lembrar
de algumas outras variaveis gue definimos quando 0 NOSso sistema
esta em equilibrio (FERREIRA FILHO, 2013):

- o € o tempo de espera para cada usuario, incluindo o
tempo de servico

- @, € otempo de espera para cada usuario na fila (excluindo
o tempo de servico)
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Portanto, de acordo com Little, é possivel afirmar que:
L=2Axw (Equacdo 4.3)

Ou seja, 0 numero esperado de clientes no sistema € igual a taxa
de chegadas multiplicada pelo tempo de espera para cada usuario,
incluindo o tempo de servico.

L, = xw, (Equacdo 4.4)

O comprimento esperado da fila € igual a taxa de chegadas
multiplicada pelo tempo de espera para cada usuario na fila.

Portanto, com base nas equacdes anteriores € possivel calcular
O numero de clientes esperado no sistema e o comprimento

esperado na fila, sendo possivel, deste modo, avaliar o desempenho
do sistema de filas (HILLIER; LIEBERMAN, 2013).

Ficou confuso? Entao vamos a um exemplo? Acompanhe no
box "Exemplificando”.

?Z| Exemplificando

Vamos supor que vocé seja o gerente de producdo de uma industria
que possui uma linha de montagem com apenas uma maquina.
Chegam 15 pegas a essa maquina por hora e cada peca leva, em
meédia, 3 minutos para ser processada. Qual o tempo de espera para
cada usuario (incluindo e excluindo o tempo de servigo)?

Vamos &, primeiro precisamos definir os valores de Ae U .

Nesse caso, A =15 pecas/horae y = % =20 pecas/hora

Lzlxa).'.a)=£comoL: A = 15
A u—A 20-15
3
a):—:O,ZhOFa
15

=3 , portanto

Ou seja, o tempo de espera (incluindo o tempo de servigo) € 0,2 hora,
0 equivalente a 12 minutos.

L Al A
Ly=Axaw, . 0o,= chomo L, = ;(EJ =2,25 portanto

2,25

a)q=—5=0,15 hora >
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Ou seja, o tempo de espera na fila é de 0,15 hora, ou 9 minutos.

Portanto, nesse sistema em especial podemos verificar que o tempo
na fila (9 minutos) € o triplo do tempo em servico (3 minutos). Assim,
provavelmente o sistema devera ser reavaliado.

O que voceé acha que ocorre quando 2 = u? Ou seja, quando a
taxa de chegada ¢ igual a taxa de servico? Ou, nas situagdes onde
a taxa de chegada ¢ maior do que a taxa de servico (A > u) ou a
taxa de servico é maior do que a taxa de chegada (A < u)? Para
responder a essa pergunta, precisamos lembrar da classificacdo de
estados na cadeia de Markov.

NoOs aprendemos que os estados podem ser transientes ou
recorrentes. Um estado recorrente € aquele no qual sempre sera
possivel regressar ao estado | a partir de J. Em outras palavras,
quando o sistema entra No estado recorrente, o sistema com certeza
retornara a esse estado novamente (ALVES; DELGADO, 1997).

Quando tratamos de distribuicbes estacionarias nas filas
M/M/1, consideramos:

- se A=u dizemos que o processo € recorrente nulo, ou
seja, o tempo meédio recorrente tende a infinito. Portanto, o
tempo necessario para gue a cadeia esteja no estado i e atinja
0 estado j sera infinito.

-se A< U O processo serd recorrente positivo, ou seja,
o tempo médio recorrente sera finito. Portanto, o tempo
necessario para que a cadeia esteja no estado i e atinja o
estado j sera finito.

-se A>p entdo a quantidade de usuarios no sistema
certamente tendera ao infinito, uma vez que a taxa de
atendimento € menor do que a taxa de chegada.

Portanto, a distribuicdo estacionaria, representada por & como
ja visto anteriormente nas cadeias de Markov, sera:

_ (A+p) )
Ty = Tﬂn + T +;ﬂn—1 (Equacao 4.5)

A
Por exemplo, 7y =—7
u
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Quando A <, portanto, o processo for recorrente positivo,
podemos dizer que a distribuicao estacionaria sera:

T, =[1—£j[ij (Equacéo 4.6)
p)\

Diante das nossas constatacdes anteriores, 0 que podemos
concluir? Que o modelo de fila M/M/1 trata-se de um processo de
nascimento e morte. Estad lembrado do que seja um processo de
nascimento e morte? Vamos rever para ficar mais claro (FERREIRA
FILHO, 2013).

Nas filas M/M/1 ocorre o que € apresentado na Figura 4.5, a cada
chegada e atendimento de um usuario, lembrando que as transicoes
de estado somente podem ocorrer para 0s estados vizinhos.

Figura 4.5 | Processos de nascimento e de morte

Uuo1

iz /Ms%{wx

N,

W10 w21 u32 W43

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417 pdf>. Acesso em: 9 dez. 2017

@ Reflita

Agora que estd mais claro para vocé o que € uma fila do tipo M/M/1,
vamos refletir nas situacdes apresentadas anteriormente:

- A=u
- A<y
- A>u >

NOs vimos que se O processo é recorrente nulo, o tempo médio
recorrente tende a infinito. Ja no processo recorrente positivo o tempo
medio recorrente sera finito.
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Qual o seu entendimento dessas afirmacdes com relagdo a transicao
de estados? Para ficar mais claro, reflita nessas afirmacdes analisando
a Figura 4.5. O que vocé acha que ocorrera em cada um dos casos No
diagrama de estados?

Vamos ver um outro exemplo de uma fila M/M/1? Provavelmente
vocé ndo deve ter imaginado este tipo de aplicagdo, mas na area
de informatica e de telecomunicacdes também podemos aplicar a
teoria de filas.

Imagine que um dado servidor de e-mails recebe 0s arquivos
e as requisicdes por meio de um processo de Poisson. A taxa
de requisicdes € da ordem de 50 requisicdes por segundo. Se
considerarmos que o tempo de servico para cada requisicao esteja
na ordem de 10 milissequndos, poderiamos considerar este um
exemplo de uma fila M/M/1. A taxa de chegada e de servico seguem
uma distribuicdo exponencial, enquanto temos a indicacdo de
apenas um servidor.

Mas, o que sera fundamental que analisemos para a
caracterizacao de um sistema de filas, como no exemplo anterior?
Poderiamos destacar a0 menos quatro itens fundamentais para
serem analisados quando estivermos modelando um sistema de
filas (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

- Classes de usuarios: todos os usuarios do sistema tém os
mesmaos requisitos de servi¢co e sao tratados do mesmo modo
pelo posto de atendimento (ou servidor)? Em outras palavras,
estamos dizendo se a distribuicao do tempo de servico sera
igual para todos os usuarios. Em sistemas com diversidade
de usuarios, ou seja, classes diferentes, temos necessidades e
modo de atendimentos diferentes.

- Escalonamento: nos sistemas que possuem classes
diferentes de usuarios, o posto de atendimento deve decidir
gual o proximo tipo de usuario a ser atendido.

- Politicas de admissao no sistema: quais 0S usuarios que
serao admitidos no sistema? E importante definir as politicas
gue norteardo o acesso dos usuarios ao sistema.

- Disciplina da fila: mesmo quando temos apenas uma classe
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de usuarios, € importante definir a ordem com a qual os
usuarios serao processados no posto de atendimento.

&3” Assimile

Agora que ja temos uma boa compreensdo sobre o conceito de filas
M/M/1, vamos assimilar alguns conceitos?

O primeiro, relembrando a notagdo de Kendall, € do significado de
uma fila M/M/1:

- 12 M: tempo entre chegadas, que segue uma
distribuicao exponencial

- 22 M. tempo de servico, que tambeéem segue uma
distribuicao exponencial

- 1: numero de servidores

Observamos que a fila M/M/1 é um exemplo de um processo de
nascimento e morte, de modo que podemos calcular L (humero de
clientes esperado no sistema) e Lq (comprimento esperado da fila).

Sem medo de errar

Vamos retomar ao caso em que vocé e o gestor de uma rede
de supermercados que atua nNo segmento de varejo de produtos
pereciveis, e vocé esta sendo requisitado pela cupula administradora
aemitirum parecer sobre aimplantacao de um posto de combustivel
no estacionamento. A principio, a diretoria esta analisando quantas
bombas de combustivel deveriam ser instaladas para atender a
demanda futura.

Considerando que, inicialmente, vocé recomende a instalacdo
de apenas uma bomba, de modo que o cliente ao acessar o local de
abastecimento possa se deparar com a bomba vazia e prontamente
abastecer o veiculo ou aguardar numa fila, vocé poderia se deparar
com um problema de a fila crescer indefinidamente?

Para responder a esse questionamento da diretoria, vocé precisa
se lembrar dos seguintes itens:

- L € o numero de clientes esperado no sistema
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- Lq € o comprimento esperado da fila

- o € O tempo de espera para cada usuario, incluindo o
tempo de servico

- @, € otempo de espera para cada usuario na fila (excluindo

o tempo de servigo)

A principio, dadas as informac¢des que o setor de planejamento
esta levantando a taxa de chegada (A ) e da taxa de servigo (), vocé
pode analisar a intensidade de trafego. A intensidade de trafego nada
mais € do que a razao entre a taxa de chegada e a taxa de servico.

O que ocorre se a intensidade de trafego for menor do que 17

Estamos entdo lidando com o seguinte caso: A < u . Portanto, o
processo serarecorrente positivo, ou seja, 0 tempo méedio recorrente
sera finito. Portanto, o tempo necessario para que a cadeia esteja no
estado i e atinja o estado j sera finito.

E se a intensidade de trafego for igual a 1?

Entdo, A=, ou seja, © NOSSO processo € recorrente nulo.
Portanto, o tempo medio recorrente tende a infinito. Ou seja, o
tempo necessario para que a cadeia esteja no estado i e atinja o
estado j sera infinito.

E se a intensidade de trafego for maior do que 17

Nesse caso, A > u, entdo a quantidade de usudrios no sistema
certamente tendera ao infinito, uma vez que a taxa de atendimento
€ menor do que a taxa de chegada.

Portanto, a primeira forma de avaliar se a fila crescera
indefinidamente seria por meio da intensidade de trafego, tendo
como base os dados coletados e sendo a fila do tipo M/M/1, ou seja,
com taxa de chegada e de servico com distribuicao exponencial.

Além disso, € possivel calcular os valores de:

Lt
u—A
-3(7)
p\p—2
E, a partir deles, calcular:
L
0=—

A
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Ou seja, 0 tempo de espera para cada usuario, com o tempo
de servico, e o tempo de espera para cada usuario na fila,
respectivamente. Sabendo-se o tempo de servico e o tempo
de espera na fila, € possivel avaliar se o cliente ficara muito
tempo aguardando para ser atendido, comparado ao tempo de
abastecimento. Analisando os tempos anteriores nos outros postos
da regido e com a pesquisa de satisfacao, € possivel avaliar se ¢é
necessario acrescentar uma nova bomba de combustivel ou nao,
para que o tempo de espera esteja adequado a necessidade e ao
tempo limite dos clientes.

Logo, a fim tornar o seu parecer mais claro, vocé pode supor que,
inicialmente, chegam 25 automoveis a essa bomba de combustivel
por hora e cada automovel requer, em média, 2 minutos para ser
abastecido. Qual o tempo de espera para cada usuario (incluindo e
excluindo o tempo de servico)?

Vamos &, primeiro precisamos definir os valoresde A e u.

Nesse caso, A =25 automoveis/hora e L= 60 _ 30
automoveis/hora 2

A 25
-2 30-25

L
L=Axw..0=— como L= =5, portanto

w=i=0,2 hora
25

Ou seja, 0 tempo de espera (incluindo o tempo de servico) é 0,2
hora, o equivalente a 12 minutos.

) L,
qu/lxa)q..a)q=7 como
L =& L =% i =417, portanto
7 ulp-2) 30(30-25
417

o, =——=0,17 hora
7 25
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Ou seja, o tempo de espera nafila é de 0,17 hora, ou 10,2 minutos.

Portanto, nesse sistema em especial podemos verificar que
o tempo na fila (9,6 minutos) é quase cinco vezes do tempo em
servico (2 minutos).

Neste caso hipotético, perceba que A < . Portanto, o processo
sera recorrente positivo, ou seja, o tempo medio recorrente
sera finito.

Avancando na pratica

Teoria de filas em um aeroporto

Descricao da situagao-problema

Suponha que vocé seja um analista de trafego de um aeroporto
que possui uma Unica pista de pouso e decolagem. O historico do
aeroporto mostra que chegam 10 avides por hora, sendo que cada
avido requer, em média, 4 minutos para aterrissar. Considerando que
as chegadas dos avides sao regidas por um processo de Poisson,
bem como a distribuicao exponencial do tempo de aterrisagem,
qual é o tempo médio de espera para 0 pouso?

Resolucdo da situagcdo-problema
Vamos &, primeiro precisamos definir os valoresde A e u.
Nesse caso, A =10 avides/horae 1 = % =15 avides/hora

A 10
L—2A 15-10

L
L:lxa).'.a)zzcomo L= =2 , portanto

a):E:O,Z hora
10

Ou seja, o tempo de espera (incluindo o tempo de servico) é 0,2
hora, o equivalente a 12 minutos.

L Lq como
g =AXQ, 0, =—
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L = &(LJ = E(Lj =1,33. portanto

9 p—-2) 15\15-10
o 133 =0,13 hora
a 10

Logo, o tempo de espera para o pouso € de 0,13 hora, ou
7,8 minutos.

Portanto, nesse sistema em especial podemos verificar que
o tempo na fila (7,8 minutos) é quase o dobro do tempo em
servico (4 minutos).

Parabéns por mais esse desafio vencido!

Faca valer a pena

1. Dentre as medidas de desempenho que podem ser utilizadas para
avaliar o sistema de filas, pode-se destacar o tamanho da fila, o tempo
médio de espera da fila e o tempo médio de espera no sistema. Contudo,
uma das mais utilizadas refere-se a medida de desempenho de Little.
Avalie as afirmacdes |, Il e [ll.
|. Conhecida como Lei de Little, esta lei faz uma relagdo entre o
numero de usuarios que estdao no sistema ou na fila e o tempo
meédio que eles gastam na fila.

[I. Matematicamente, sabe-se que as equacdes de Little relacionam
0 numero medio de usuarios (L ou Lq) com o tempo médio de
espera (@ ou @, ).

[ll. Essa lei ndo é aplicada quando o numero de chegadas € igual
ao numero de saidas, ou seja, quando o sistema esta em equilibrio.

Assinale a alternativa correta.

a) |, Il e lll sdo corretas.

b) Somente | e |l sdo corretas.
c) Somente Il e Ill séo corretas.
d) Somente | é correta.

e) Somente |l é correta.

2. Uma hamburgueria, para economizar custos, comecou seu negdcio
atendendo somente pelo sistema drive thru, permitindo ao cliente
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comprar o produto sem sair do carro. O histérico de vendas mostra que,
na hamburgueria, chegam 30 clientes por hora, sendo que cada cliente
requer, em média, 1,5 minutos para fazer o pedido. Considere que as
chegadas dos clientes sdo regidas por um processo de Poisson, bem como

a distribuicao exponencial do tempo.
Qual é o tempo médio de espera?

a) 4,5 minutos.
b) 15 minutos.

c) 11,6 minutos.
d) 3,8 minutos.
e) 5,5 minutos.

3. Um tipo especial de fila: M/M/1 indica: tempo entre chegadas (M) regido
por distribuicdo exponencial; tempo de servico regido por distribuicdo
exponencial; e somente 1 servidor. Com base nisso, considere as
afirmacdes |, Il e IlI:

|. Adistribuicao exponencial é consistente com chegadas aleatdrias,
sendo que o tempo entre chegadas nao € influenciado pelo tempo
da ultima chegada.

Il. Se existirem usuarios diferentes, o tempo entre chegadas
depende do tempo da ultima chegada, o que nos permite desprezar
a distincao dos usuarios.

Ill. A taxa de servico M também € uma variavel aleatodria
com  distribuicdo  exponencial, assim como a taxa
de chegadas.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente | é correta.
b) Somente Il é correta.

C

|, Il e lll sdo corretas.

d) Somente Il e Il sdo corretas.
e) Somente | e lll sdo corretas.
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Secaon 4.3

Filas M/M/c

Dialogo aberto

Caro aluno, continuaremos nosso estudo de filas, trabalhando
especificamente com as filas M/M/c.

Neste momento, entraremos nos conceitos fundamentais das
filas M/M/c, englobando o estudo distribuicdo estacionaria para
M/M/c e exemplos desse tipo de fila e aplicacdes do sistema de filas.

Vocé ja deve estar percebendo a importéncia do estudo da
teoria de filas, uma vez que esta sendo aplicada nos mais diversos
sistemas, tais como nos sistemas de servico comerciais; sistemas de
servico de transporte; sistemas de servico empresa-industria; e até
sistemas de servico social.

Para colaborar no seu entendimento, sao exploradas aplicacdes dos
modelos de fila em conjunto com a teoria para que vocé possa se situar
e perceber o uso desses conceitos em seu ambiente profissional.

Assim, veja que nos diversos servicos comerciais temos
evidéncias de filas como em bancos, hospitais, clinicas, transportes,
lojas, entre outros.

Considerando que vocé seja o gestor de uma rede de
supermercados que atua no segmento de varejo de produtos
pereciveis, vocé esta sendo requisitado pela cupula administradora
a emitir um parecer sobre a implantacao de um posto de
abastecimento de combustivel no estacionamento, uma vez que
a empresa deseja diversificar os ramos de atuacdo e 0S Servicos
prestados aos clientes.

A principio, a diretoria estd analisando quantas bombas de
combustivel deveriam ser instaladas para atender a demanda futura,
uma vez que se trata de um problema de demanda e formacao de filas.

Inicialmente, vocé recomendou a instalacao de apenas uma
bomba. Se vocé julgar necessario avaliar a instalagcdo de mais de uma
bomba, quais as informacdes que precisariam ser coletadas para que
vocé indiqgue a quantidade de bombas instaladas, lembrando que
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existe um custo de instalacdo, de operacdao e um tempo toleravel
de espera na fila?

Pense a respeito dessa indagacao e considere que a diretoria lhe
solicitou um relatorio com esses dados.

Bons estudos e vamos avancando na construcdo do seu
conhecimento em processos estocasticos, especialmente agora
em teoria das filas!

Nao pode faltar

Caro aluno, vocé ja aprendeu o conceito de fila M/M/1, mas
O que ocorre quando temos mais de um servidor (ou posto de
atendimento)? Nesse sentido, entdo, vamos estudar o conceito de
fila M/M/c.

Para entendermos a fila M/M/c, vamos relembrar a notagdo
de Kendall:

- 12 M: taxa de chegada com distribuicdo exponencial
- 22 M: taxa de servico com distribuicdo exponencial
- C: numero de servidores

Portanto, na fila M/M/c, diferentemente da fila M/M/1, podemos
ter multiplos servidores. A Figura 4.6 apresenta uma representacdo
geral das filas M/M/c.

Figura 4.6 | Fila M/M/c

L

n
—

.

A0 O O ® . Servidorc
—_— \\

Lq \\ °

T
—-

Fonte: <https://biblioteca-virtual.com/detalhes/eds/edsmib/edsmib.000004981>. Acesso em: 15 dez. 2017
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Como visto anteriormente, a chegada de usuarios segue um
processo de Poisson, com distribuicdo exponencial (A1), e a taxa
de servico (M) também € uma variavel aleatoria com distribuicédo
exponencial.

No sistema em equilibrio, temos:

- Ay =2 paran=0

- Hp =M, para n=1

O que ocorre com multiplos servidores? A taxa de servico agora

serd em fungdo do numero de servidores €, conforme segue abaixo,
lembrando que N faz referéncia ao numero de usuarios No sistema.

nu—>0<n<c
Hy =
cu—>nzc
Portanto, quando o numero de usuarios no sistema for maior
ou igual a zero e menor que o0 numero de servidores, a taxa de
servico sera em funcdo do numero de usuarios no sistema. Quando
O numero de usuarios do sistema for maior ou igual ao numero

de servidores, a taxa de servigo serd em funcdo do numero de
servidores (FERREIRA FILHO, 2013).

ﬂ9 Pesquise mais

Caro aluno, o que vocé acha de aprofundar um pouco mais 0s seus
conhecimentos em filas M/M/c?

Como nods vimos, na notagdo de Kendall também existem outros itens
que ndo estdo explicitos quando falamos em M/M/c:

- K: capacidade da fila
- Z: modo de atendimento

Quando K e Z estdo ausentes, significa que a fila tem capacidade infinita
e modo de atendimento primeiro a chegar primeiro a ser atendido. E
quando temos uma fila com capacidade finita?

Vamos entdo ver as diferencas entre uma fila M/M/c /o
(capacidade infinita) e M /M /¢ /K (capacidade finita)? Leia da
pagina 21 até a 26 do material abaixo:

SINAY, M. C. F. Modelagem de filas a partir de diagramas de fluxos.
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In: XXXVI Simpdosio Brasileiro de Pesquisa Operacional, 2004, Sdo Jodo
del-Rei. Disponivel em: <http://www.din.uem.br/sbpo/sbpo2004/pdf/
arq0281.pdf>. Acesso em: 15 dez. 2017.

Bons estudos!

E como fica a distribuicéo estacionaria para filas do tipo M/M/c?
Serd que temos alguma alteracao?

A primeira coisa que podemos observar que sofre alteracdo e
a intensidade de trafego (razdo entre a taxa de chegada e a taxa de
servico), pois agora temos multiplos servidores, conforme equacado 4.7:

Intensidade de trafego: i quando n >c¢ (Equacao 4.7)
cu

Lembrando também que a distribuicdo estacionaria, representada
por 1, sera:

(A+n) A
T = _Tﬂn M +;ﬂ:n—1 (Equacao 4.8)

Nos casos em que 0 <n<c, adistribuicdo estacionaria ficara:

T, :l(ij 7y (Equacdo 4.9)
n'\ u

Caso n = c, adistribuicdo fica:

1 (Y
T, = AP (;j Ty (Equacdo 4.10)

Sendo que m, € descrito conforme equacdo 4.11 (FERREIRA
FILHO, 2013):

c-1 n ¢ - -
Ty = Zl[ij + l(ij (1 - ij (Equacgéo 4.11)
—n!u cl\u cu

Como vimos nas filas M/M/1, se A<u o processo sera
recorrente positivo. No caso da fila M/M/c, se A <cp também
dizemos que O processo sera recorrente positivo, ou seja, o0 tempo
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medio recorrente sera finito. Portanto, o tempo necessario para que
a cadeia esteja no estado i e atinja o estado j sera finito.

Desta forma, o numero de clientes esperado no sistema (L) é
descrito conforme equagao 4.12:

O comprimento esperado da fila (Lq) segue conforme
equacao 4.13:

(A JCH
m,e|
H

=—— (Equacdo 4.13)

Lq [ AJZ
clle——
u

De acordo com a Lei de Little, o tempo de espera
para cada usuario, incluindo o tempo de servico, sera
conforme  equacdo 4.14  (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

Ty (Equacao 4.12)

= % (Equacao 4.14)

O tempo de espera para cada usuario na fila (excluindo o tempo
de servico) sera descrito conforme equacao 4.15:

» :L_q (Equacéo 4.15)
72

?Z| Exemplificando

Caro aluno, a fim de facilitar seu entendimento, vamos reconsiderar
0 exemplo visto na se¢do anterior, mas agora com a possibilidade de
multiplos servidores.

Entdo, suponha que vocé esteja numa industria que possui uma linha
de montagem com duas maquinas iguais, ao inves de apenas uma.
Chegam 15 pegas nessa maquina por hora e cada uma leva em média
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3 minutos para ser processada, independente se sera processada pela
maquina 1 ou 2, uma vez que sdo iguais. Qual o tempo de espera para
cada usuario (incluindo e excluindo o tempo de servi¢o)?

Os valores da taxa de chegada e de servico sdo 0s mesmaos:

A =15 pecas/hora
u= 63_0 = 20 pecas/hora

Temos dois servidores, portanto € = 2.

Vamos agora calcular L e Lq, mas para isso precisamos calcular 7 .

(A 1(AY(, 2|
= 2ol ) teiln) (" oa
n=o M-\ H \LH H

O somatorioéde N =0 até¢ N =1, uma vez que ¢ —1=1, portanto:

n 0
n= O—>'I 3 :lE =1
nlu) 01120
1(2) _1(15
n=1-—2 ( j—o75
ntl ) 11020

15 15"
no_{no 75+2£ j[1——) } ~[175+0,28x1,6] " =0,4545

10 40
15 2@2)
L=—+|—=+—10,4545=0,87
0 15
2002- 2
20
0=-28"_005
15
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Ou seja, o tempo de espera para cada usuario, incluindo o tempo de

servico, é de 0,05 hora, ou 3,5 minuto

3
0,4545x2[;gJ
L, = 0) _0122
15
o215
( ZOJ
o =2122 _ 400813
"= 15

Portanto, o tempo na fila € de 0,00813 horas, ou 0,5 minuto, o que
resulta num tempo em servico de aproximadamente 3 minutos.

Comparando com o exemplo de um unico servidor (M/M/1), tinhamos
9 minutos de espera na fila. Ao acrescentar mais um servidor, esse
tempo de espera caiu para 0,5 minuto e o tempo total do usuario no
sistema caiu para 3,5 minutos.

Seria interessante analisar também o custo de implementacao de
mais uma maquina, mas ja observamos que o tempo em fila reduziu
em 18 vezes.

Analogamente ao apresentado no box ‘Exemplificando’, sera
que podemos, entdo, utilizar a teoria das filas para prever o numero
de caixas que uma loja necessita para atender os clientes?

A resposta é sim e foi exatamente isso que Figueiredo e Rocha
(2010) fizeram, de modo que desenvolveram um trabalho utilizando
filas do tipo M/M/c para atingir esse objetivo. O estudo de caso,
proposto pelas autoras, era composto por uma loja com um grande
numero de clientes e que possuia uma fila unica para atendimento
aos caixas e utilizava um sistema proprio para controle do numero
de clientes na fila.

Portanto, o estabelecimento ja utilizava multiplos caixas, mas
a questdo era saber se a quantidade de caixas disponivel estava
adequada para a demanda, levando-se em consideracao que podem
existir picos de demanda em diferentes horarios do dia.

Figueiredo e Rocha (2010) colocaram como condi¢cdo que
o tempo meédio de espera na fila ndo excedesse trés minutos e,
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ao utilizar o sistema M/M/c para a modelagem do problema em
questdo, conseguiram resultados melhores do que os apresentados
pelo sistema proprio de controle do numero de clientes na fila.
Isso conferiu beneficios para a loja, uma vez que existe um custo
associado a ociosidade dos caixas.

*z" Assimile
O que vocé entendeu do assunto filas M/M/c? Vamos relembrar alguns

conceitos importantes para que vocé assimile os assuntos abordados?

Em primeiro lugar, relembrando a notagao de Kendall, que da sentido
ao termo M/M/c:

- 12 M: taxa de chegada com distribuicao exponencial
- 22 M: taxa de servico com distribuicdo exponencial
- C: numero de servidores

QOu seja, verificamos que a principal diferenca da fila M/M/c para a fila
M/M/1 é a existéncia de multiplos caixas. Mas, além dessa diferenca,
qual o impacto que isso gerava para © NOsso sistema?

Que a taxa de servico H passa a ser em fungdo do numero de
servidores C, de modo que:

_jnu—>0<n<c
o lcusnzc

Sendo N o nimero de usuarios No sistema.

Quando n > ¢, definimos que a intensidade de trafego sera:

A

cu

Lembrando que a intensidade de trafego € a razdo entre a taxa de
chegada e a taxa de servico, o que reflete na utilizacdo do nosso
sistema de fila.

Agora que vocé ja compreendeu o conceito de teoria das filas,
vamos ver alguns exemplos reais de estudos de caso?

- O primeiro deles é o estudo de filas em bancos. Uma coisa
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gue é fundamental observarmos € que o0 aumento Nno nNuMero
de servidores pode reduzir significativamente o tempo
de espera na fila. No entanto, o aumento no numero de
servidores também acarretara custos operacionais maiores,
Oou Sseja, a decisao a ser tomada deve levar em conta os
custos advindos com a implementacdao de um novo servidor.
Diversos autores, como Leitner, Sznitowski e Geier (2011),
fizeram estudos de filas em bancos analisando a capacidade
de atendimento e demanda versus custo. Vale ressaltar, nesse
Caso, que 0S municipios possuem legislacao propria sobre o
tempo maximo de espera. Leitner, Sznitowski e Geier (2011)
buscaram responder ao seguinte questionamento: qual o
numero de caixas necessario para o atendimento da demanda
local, considerando-se a legislagao sobre o tempo de espera?

- Outro estudo interessante ¢ o de chamadas em call centers.
Provavelmente vocé ja teve que entrar em contato com o call
center de algum prestador de servicos ou comercio, correto?
E comum que exista uma fila para que vocé seja atendido por
um operador, 0 que muitas vezes faz com que o tempo gasto
aguardando atendimento seja maior do que © tempo de servico,
deixando o cliente por vezes insatisfeito. Alguns autores ja
fizeram esse tipo de andlise, como Araujo, Araujo e Adissi (2003).
No estudo em questdo, os autores buscaram implementar o que
eles chamaram de fila inteligente. A fila inteligente, de acordo
com Araujo, Araujo e Adissi (2003), € um modo de atendimento
diferente do que normalmente ¢ utilizado pelas empresas de
call center, pois o sistema prioriza o atendimento das chamadas
mais rapidas. Com a ado¢do dessa nova regra no atendimento
da fila, uma empresa na area de telecomunicagcdes conseguiu
economizar quase RS 780.000,00 ao ano, além de aumentar a
satisfacao dos clientes.

- Vocé sabia que também podemos aplicar os conceitos da
teoria das filas em portos? E o que Silva et al. (2006) fizeram
ao analisar as demandas no porto de Itajai, em Santa Catarina.
No caso dos portos, existe um termo muito comum que é
berco de atracacdo, ou somente berco. O berco é o local
onde o navio atraca, para que seja feito o embarque € ©
desembarque de cargas. O que ocorre, na pratica, € que
cada porto possui um numero limitado de bercos, mas existe
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uma fila de embarcacdes aguardando para poder carregar
ou descarregar, o que leva tempo e acarreta custos para as
empresas. Como no estudo de caso apresentado por Silva
et al. (2006), que foi feito no porto de Itajai, caso um berco
a mais fosse implantado, isso traria uma reducao no tempo
medio que O navio permanece no sistema.

o(?,s Reflita

Agora que nos ja vimos algumas aplicagdes reais de teoria das filas, €
a sua vez. Vocé consegue pensar em alguma outra aplicagcao para a
teoria das filas diante do que estudamos?

Reflita sobre isso e bons estudos!

Sem medo de errar

Vamos retomar nosso problema do posto de combustivel?
Lembre-se de que vocé necessita emitir um parecer sobre a
implantacdo de um posto de abastecimento de combustivel no
estacionamento do supermercado. A principio, a diretoria esta
analisando quantas bombas de combustivel deveriam ser instaladas
para atender a demanda futura, uma vez que se trata de um problema
de demanda e formacdo de filas. Se vocé julgar necessario avaliar
a instalacdo de mais de uma bomba, quais as informacdes que
precisariam ser coletadas para que vocé indique a quantidade de
bombas instaladas, lembrando que existe um custo de instalacao,
de operacao e um tempo toleravel de espera na fila?

Precisamos entao das seguintes informacdes:
- Taxa de chegada
- Taxa de servico

Com essas duas informacdes preliminares podemaos avaliar
a intensidade de trafego. Ja fizemos isso anteriormente para a fila
M/M/1, ou seja, com apenas uma bomba de combustivel. E para
instalar uma sequnda bomba?

Poderiamos calcular o tempo de espera para cada usuario,
incluindo o tempo de servigo, (@) e o tempo de espera para cada
usuario na fila (@ ) para a fila com uma bomba de combustivel (tipo
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M/M/1) e para duas bombas de combustivel (tipo M/M/c).

Analisar a diferenca de tempo é fundamental para avaliar o
impacto da instalacdo da segunda bomba, levando-se em conta o
tempo médio maximo de que os clientes estao dispostos a aguardar
para serem atendidos.

Estamos avancando na analise do tempo de espera e do
tempo de servico, mas so isso basta? Nao, temos que levar em
conta que a instalagao de uma bomba terd custos de instalagao
e de operacao. Serd que esses custos serao cobertos pelo uso da
nova bomba?

Portanto, avaliando o comportamento do numero de clientes no
sistema com apenas uma bomba e com duas bombas, teremos uma
primeira ideia da amortizacao do investimento com a nova bomba.

Deste modo, utilizando as informacdes anteriores vocé podera
avaliar o real impacto do acréscimo de uma bomba no sistema.

Logo, a fim tornar o seu parecer mais claro, vocé pode
supor que agora tenham duas bombas (bomba 1 e bomba 2) e,
inicialmente, chegam 25 automoveis ao posto de combustivel
por hora e cada automovel requer, em média, 2 minutos para ser
abastecido independente se sera abastecido pela bomba 1 ou 2,
uma vez que sao iguais. Qual o tempo de espera para cada usuario
(incluindo e excluindo o tempo de servico)?

Os valores da taxa de chegada e de servico sao 0s mesmaos:

Nesse caso, A =25 automoveis/nora e pu=-—=30
automoveis/hora 2

Temos dois servidores (2 bombas iguais de combustivel),
portanto ¢ =2.

Vamos agora calcular L e Lq, mas para isso precisamos
calcular 7y .

O somatorio ¢ de n=0 at¢e n=1uma vez que
¢ —1=1, portanto:

n 0
neoo (2 1(&) L
ntlu) 0130
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n 1
net1o 2] 2125} _gg3
ml ) ~ 130

2 17!
7o =|1+0.83+ [ 2] [1-22] | _[2,89] " =0,412
21130 60

(25}3
L =25, 30 4442 =O,83+{ﬁ}0,346 10084
30 252 2,738
2!(2 —j
30
o="1008%_ 40403
25

Ou seja, o tempo de espera para cada usuario, incluindo o
tempo de servico, é de 0,0403 hora, ou 2,42 minutos.

3
0,412x2(§§j 0.471
. e “o73 7°
2!(2—25) ’
30
o, =ﬂ=o,oo7
25

Portanto, o tempo na fila € de 0,007 hora, ou 0,42 minutos, o
gue resulta num tempo em servico de 2 minutos.

Agora, vamos comparar quando tinha apenas uma bomba
(fila M/M/1), conforme vimos na secdo anterior: o tempo de espera
(incluindo o tempo de servico) era de 12 minutos e o tempo de
espera na fila era de 9,6 minutos.

Perceba que, com a introducdo de uma nova bomba de
combustivel, o tempo na fila reduziu de 9,6 minutos para 0,42 minutos.

Parabéns, mais uma etapa concluidal!
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Avancando na pratica

Teoria de filas e o aeroporto

Descricao da situagao-problema

Vamos retomar a situacdo do aeroporto da secao anterior,
mas agora suponha que vocé seja um analista de trafego de um
aeroporto que possui duas pistas de pouso e decolagem. O
historico do aeroporto mostra que chegam 10 avides por hora,
sendo gque cada avido requer, em media, 4 minutos para aterrissar,
independente da pista. Considerando que as chegadas dos avides
sao regidas por um processo de Poisson, bem como a distribuicao
exponencial do tempo de aterrisagem, qual € o tempo medio de
espera para O pouso?

Resoluc¢do da situacdo-problema

Os valores da taxa de chegada e de servico sdo 0s mesmos:

Nesse caso, 4 =10 avides/hora e L= 60 Y _ 15 avides/hora
4

Temos dois servidores, portanto € =2

Vamos agora calcular L e Lq, mas para isso precisamos
calcular mq.

O somatorio ¢ de n=0 at¢ n=1uma vez que
—1=1, portanto:

n
n:0—>l 3 1(1()} =1
ntl ) o115
n
ne1s_2 1(1()) 0,67
nl ) ~las

-1
7o =| 140,67 + (10] (1 10] ~[1,67+0,22x1,49] ' =0,501
21015 30
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2(3)
10,18 o 501=0,67+| 22 |0,501=0,712
10 708
21f 210
=l

0,712
10

Ou seja, o tempo de espera para cada usuario, incluindo o
tempo de servico, € de 0,07 hora, ou 4,2 minutos.

0] =0,07

10)
_ 15) _ 03 _ ;08

9" 3,53
15

0,501x 2(

o, =w=0,008
10

q

Portanto, o tempo na fila para pouso ¢ de 0,008 hora, ou
0,48 minutos.

Agora, vamos comparar quando tinha apenas uma pista (fila
M/M/1), conforme vimos na secdo anterior: o tempo de espera
(incluindo o tempo de servico) era de 12 minutos e o tempo de
espera na fila era de 7,8 minutos.

Perceba que, com a introducdo de uma nova pista no
aeroporto, o tempo na fila reduziu de 7,8 minutos para 0,48 minuto.
Parabéns, mais uma etapa concluidal!

Faca valer a pena

1. Quando se pensa em tipologia de filas, as caracteristicas principais
a serem consideradas em uma fila sdo: tempo de servigo; tempo entre
chegadas; modo de atendimento; capacidade da fila. Assim, uma das
notacdes mais utilizadas nos estudos de filas refere-se a contribui¢cdo
de David George Kendall, que criou em 1953 a referéncia comumente
empregada na descricao de uma fila.
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Assinale a alternativa que descreve corretamente a fila M/M/c.

a) Tempo entre chegadas: distribuicdo exponencial; tempo de servico:
distribuicdo exponencial; numero de servidores: maior que 1.

b) Tempo de servico: distribuicdo exponencial; tempo de chegada:
distribuicao uniforme; capacidade: 2.

c) Tempo entre chegadas: uniforme; tempo de servico: deterministica;
Capacidade: c.

d) Tempo entre chegadas: distribuicdo exponencial; capacidade da fila:
distribuicao exponencial; Numero de servidores: 1.

e) Tempo entre chegadas: distribuicdo exponencial; capacidade da fila:
distribuicdo uniforme; numero de servidores: c.

2. A teoria de filas vem sendo muito aplicada em diferentes contextos,
como em bancos, sistemas de saude, portos, redes de atendimento, entre
outros. Nesse sentido, um tipo comum de fila é a M/M/c.
Avalie as afirmagdes | e Il, bem como a relagdo entre elas.

|. Quando o numero de usuarios do sistema for maior ou igual ao

numero de servidores, a taxa de servico sera em funcdo do numero

de servidores.

PORTANTO

IILA intensidade de trafego (razdo entre a taxa de chegada e a taxa

de servico) sera dependente do numero de servidores na razdo 1
c

Assinale a alternativa correta.

a) Somente | é correta.

b) Somente Il é correta.

c) I e ll sdo corretas, mas Il ndo é consequéncia de |.
d) I e Il séo corretas, e Il € consequéncia de |.

e) I e ll ndo sdo corretas.

3. Um restaurante, para economizar custos, comecou seu negocio
atendendo somente pelo sistema drive thru, de modo que ha 2 cabines de
atendimento, permitindo ao cliente comprar o produto sem sair do carro.
O historico de vendas mostra que no restaurante chegam 20 clientes por
hora, sendo que cada cliente requer, em média, 2 minutos para fazer o
pedido. Considere que as chegadas dos clientes sdo regidas por um
processo de Poisson, bem como a distribui¢do exponencial do tempo.
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Qual é o tempo médio de espera na fila?

a) 0,5 min.

b) 2 min.

c) 7,5 min.

d) 0,4 min.

e) 0,25 min.
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