





Pesquisa Operacional

Igor Polezi Munhoz
Alessandra Cristina Santos Akkari



© 2018 por Editora e Distribuidora Educacional S.A.

Todos os direitos reservados. Nenhuma parte desta publicagdo podera ser reproduzida ou transmitida de qualquer
modo ou por qualquer outro meio, eletrénico ou mecénico, incluindo fotocopia, gravagédo ou qualquer outro tipo
de sistema de armazenamento e transmissdo de informagéo, sem prévia autorizagédo, por escrito, da Editora e
Distribuidora Educacional S.A.

Presidente
Rodrigo Galindo

Vice-Presidente Académico de Graduacéo e de Educagédo Basica
Mério Ghio Junior

Conselho Académico
Ana Lucia Jankovic Barduchi
Camila Cardoso Rotella
Danielly Nunes Andrade Noé
Grasiele Aparecida Lourengo
Isabel Cristina Chagas Barbin
Lidiane Cristina Vivaldini Olo
Thatiane Cristina dos Santos de Carvalho Ribeiro

Revisdo Técnica
Kenion César Michelato Colagco
Luiz Rodrigo Bonette

Editorial
Camila Cardoso Rotella (Diretora)
Lidiane Cristina Vivaldini Olo (Gerente)
Elmir Carvalho da Silva (Coordenador)
Leticia Bento Pieroni (Coordenadora)
Renata Jéssica Galdino (Coordenadora)

Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicagéo (CIP)

Munhoz, Igor Polezi
M963p Pesquisa operacional / Igor Polezi Munhoz, Alessandra

Cristina Santos Akkari. — Londrina : Editora e Distribuidora
Educacional S.A,, 2018.
216 p.

ISBN 978-85-522-0745-0

1. Engenharia. I. Munhoz, Igor Polezi. II. Akkari,
Alessandra Cristina Santos. III. Titulo.

CDD 620

Thamiris Mantovani CRB-8/9491

2018
Editora e Distribuidora Educacional S.A.
Avenida Paris, 675 — Parque Residencial Jodo Piza
CEP: 86041-100 — Londrina — PR
e-mail: editora.educacional@kroton.com.br
Homepage: http://www.kroton.com.br/



Sumario

Unidade 1 | Modelagem na tomada de decisdo

Secéo 1.1 - Introdugdo a pesquisa operacional

Secdo 1.2 - Introducao a Modelagem em pesquisa operacional
Secéo 1.3 - Construcédo de modelos em pesquisa operacional

Unidade 2 | Programacio linear, dualidade e sensibilidade

Secdo 2.1 - Introdugdo a programagcao linear.

Secdo 2.2 - Método simplex

Secéo 2.3 - Dualidade e andlise de sensibilidade

Unidade 3 | Aplicacdes da programagcio linear

Secdo 3.1 - Uso do Solver na resolugdo de problemas de
pesquisa operacional

Secdo 3.2 - Aplicagdo da PO em problema de transporte
Secdo 3.3 - Redes em PO.

Unidade 4 | Programacéo inteira e simulagdo

Secdo 4.1 - Programagcéo inteira

Secdo 4.2 - Cadeia de Markov - simulagdo em PO
Secdo 4.3 - Teoria das filas - simulagdo em PO

51

58
68
84

101

104
121
141

161

163
180
196






Palavras do autor

Caro aluno, neste momento inicial vocé pode se indagar a respeito
do motivo de estudarmos a pesquisa operacional, bem como a sua
aplicacdo nos diferentes ramos de atividades da sociedade. Uma
simples reflexdo pode trazer a luz a resposta para a sua pergunta: seja
por meio de uma conduta racional, seja por meio de uma conduta
emocional, a todo o instante estamos tomando decisdes que, por
sua vez, estao vinculadas a variaveis e a restricdes que se integram na
constituicdo de um processo decisorio. Na tomada de decisdo, todos
buscam alcancar uma melhor solugao, certo?

Assim, por caminhos diferentes € muitas vezes peculiares, 0s
individuos buscam solucdes otimas para seus problemas a fim de se
ter resultados assertivos. E exatamente sob essa perspectiva que se
insere a pesquisa operacional, sendo aplicada em empresas dos mais
diferentes setores, como industrias, transporte, comeércio, mercado
financeiro, entre outros, a fim de buscar otimizar as solugdes diante dos
mais diversos problemas. Logo, observa-se a importancia dessa area
Na sua atuacao profissional, desde uma funcao estratégica operacional
até a funcao de gestor ou administrador que requer alta tomada de
decisdo.

Em razao disso, iniciaremos nosso estudo, na Unidade 1, por meio
do entendimento da pesquisa operacional como ferramenta gerencial
e seu papel na tomada de decisdo. Entenderemos a importancia dos
modelos, bem como seus tipos, processo de modelagem e teste de
modelos. Assim, na primeira unidade pretende-se que vOCé possa
conhecer e saber analisar criticamente o uso de modelos em pesquisa
operacional

Ja na Unidade 2, estudaremos os conceitos e aplicacdo da
programacao linear, além do funcionamento do meétodo simplex.
Aprenderemos a teoria da dualidade e saberemos como desenvolver
analise de sensibilidade em pesquisa operacional. Na Unidade 2,
espera-se que vocé consiga formular e implementar um modelo
de programacao linear para resolucao de problemas de pesquisa
operacional

Na Unidade 3, teremos contato com um conteudo aplicado,
englobando a assimilacédo do uso da ferramenta Solver do Excel e o



estudo de problemas de transporte e de redes. Por meio do estudo
desta unidade, vocé vai ser capaz de saber utilizar ferramentas
computacionais para resolucao de problemas de pesquisa operacional.

Finalizaremos nosso estudo na Unidade 4, abrangendo a assimilacao
dos conceitos de programacao inteira e adentraremos na parte de
simulacdo em pesquisa operacional. Nesta unidade, espera-se que
VvOCé consiga analisar criticamente o uso da simulacao computacional
em problemas de pesquisa operacional.

Perceba que o autoestudo sera fundamental, visando a assimilacao
do conteudo e a aplicacao das melhores praticas de pesquisa
operacional do mercado.

Caro aluno, diante de um cenario repleto de boas perspectivas para
a area de pesquisa operacional como ferramenta gerencial, esperamaos
que vocé se sinta motivado a dedicar seu tempo e seus esforcos em
um estudo com vies aplicado, que lhe proporcionara chances reais
de assimilar os conceitos e as técnicas que vocé utilizara na sua vida
profissional.

Logo, tenha um excelente estudo e seja ativo, a partir de agora, na
construcao do seu proprio conhecimento!



Unidade 1

Modelagem na tomada
de decisao

Convite ao estudo

Caro aluno, na Unidade 1, nosso estudo sera iniciado por meio
do entendimento da pesquisa operacional como ferramenta
gerencial e seu papel na tomada de decisdo, abrangendo,
inclusive, a evolucao historica dessa area, a fim de que vocé
compreenda como comecaram os estudos em pesquisa
operacional.

Posteriormente, entenderemos a importancia do uso de
modelos em pesquisa operacional, bem como seus tipos, as
fases do processo de modelagem e teste desses modelos.

Entdo, vocé vera como construir modelos matematicos em
pesquisa operacional, de acordo com as variaveis de decisao e
restricoes, e aprendera a implementar os resultados.

Assim, na primeira unidade, pretende-se que VOCé possa
conhecer e saber analisar criticamente o uso de modelos em
pesquisa operacional, sendo esse o aspecto fundamental para a
sua atuacao profissional.

Nesse sentido, suponha que vocé foi contratado por uma
empresa de eletrénicos, que estd ha 20 anos atuando no
mercado. Um dos principais problemas que esta empresa esta
enfrentando € a definicao do seu mix otimo de produc¢ao, uma
vez que os produtos possuem precos de venda e requisitos
de producado diferentes. Para alinhar a producao com o
planejamento estratégico de longo prazo, o mix de produtos esta
sendo redefinido, com a possivel exclusao de alguns produtos da
linha, bem como o redimensionamento da quantidade produzida
dos demais. Seu gestor, ao identificar seus conhecimentos
em pesquisa operacional, solicitou sua ajuda na solucao desse
problema e, como prémio, ofereceu a VOCé sua primeira



promogao, mas ele ainda esta desconfiado sobre a eficacia da
pesquisa operacional.

Cabendo a vocé esse desafio, como vocé explicaria ao
seu gestor o modo por meio do qual a pesquisa operacional
contribuira nesse processo de tomada de decisdo?

Para que a pesquisa operacional possa ser aplicada nesse
contexto, quais dados vocé deve coletar na empresa € quais
pPassos Vocé devera seguir no processo de modelagem?

Para a constru¢cdo do modelo matematico vocé aplicara
diversos conceitos da pesquisa operacional, mas antes da
implementagao dos resultados, como o modelo podera ser
testado?

Reflita sobre essas indagacdes e se empenhe no estudo do
material a fim de conseguir aplicar esses conhecimentos com
sabedoria e de forma efetiva no mercado de trabalhol!

Tenha um otimo estudo!



Secaoll

Introducao a pesquisa operacional

Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da pesquisa operacional No processo
decisorio, iniciaremos Nosso estudo a partir de uma perspectiva historica,
refletindo sobre o contexto e perspectiva de surgimento desta area.

Entao, exploraremos o uso da pesquisa operacional como ferramenta
gerencial, bem como o seu papel na tomada de decisao.

Esse estudo inicial € essencial a fim de vocé entender a partir de qual
demanda surgiu a pesquisa operacional e vislumbrar a aplicacdo dessa
area em diferentes segmentos da economia, como industria, transporte,
mercado financeiro, entre outros, uma vez que se trata de uma area
estratégica.

Assim, vamos retomar nosso contexto No qual vocé foi contratado por
uma empresa de eletronicos, que esta ha 20 anos atuando No mercado.
Um dos principais problemas que esta empresa esta enfrentando € a
definicao do seu mix otimo de producao, uma vez que os produtos
possuem precos de venda e requisitos de producao diferentes. Para
alinhar a producao com o planejamento estratégico de longo prazo, o
mix de produtos esta sendo redefinido, com a possivel exclusao de alguns
produtos da linha, bem como o redimensionamento da quantidade
produzida dos demais. Seu gestor, ao identificar seus conhecimentos
em pesquisa operacional, solicitou sua ajuda na solucao deste problema
€, Como prémio, ofereceu a vocé sua primeira promocao, mas ele ainda
esta desconfiado sobre a eficacia da pesquisa operacional. Cabendo a
vOCé esse desafio, como vocé explicaria ao seu gestor o modo por meio
do qual a pesquisa operacional contribuira nesse processo de tomada
de decisao? Utlizando o conceito de otimizacao, reflita sobre essa
indagacao, uma vez que o gestor lhe solicitou uma apresentacdo com
esse escopo.

A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicacdo e com
entusiasmo, para aproveitar esse conteudo e fazer a diferenca em sua
carreira.

Tenha um excelente estudo!

U1 - Modelagem na tomada de decisao 9



Nao pode faltar

Caro aluno, vamos iniciar o nosso estudo de pesquisa
operacional entendendo um pouco melhor sobre o seu historico e
contextualizacao.

Sabemos que desde a Revolucdo Industrial houve um
crescimento acentuado tanto no tamanho quanto na complexidade
das organizacdes. O trabalho, que até entdo era basicamente
artesanal, passou por profundas mudancas para atender todas as
novas necessidades e anseios da populagcao e das organizacdes.

Para termos uma ideia de qudo profundas foram essas
transformacdes, vamos analisar um indicador: o consumo de
energia pela humanidade. No inicio dos anos 1700 ja existiam alguns
geradores de energia a vapor que tinham uma poténcia media 4.000
watts. Em 1850, logo apods a transicao marcada pela Revolucao
Industrial, os geradores ja produziam na ordem de 600.000 watts,
ou seja, em menos de 150 anos a capacidade dos geradores de
energia aumentou também em aproximadamente 150 vezes. E de
& até hoje o aumento foi ainda mais significativo: atualmente, por
exemplo, a Usina de Itaipu, que € a hidrelétrica com maior producao
de energia elétrica no mundo, tem uma poténcia instalada de
14.000 megawatts, ou seja, mais de 20 mil vezes a capacidade de
um gerador em 1850.

Mas por que tudo isso € importante? O aumento do uso da
energia esta relacionado ao desenvolvimento da sociedade, o que
fez com que novas necessidades surgissem. A producado artesanal
nao era mais suficiente, o que fez com que a complexidade nos
sistemas produtivos crescesse.

A alocagdo de recursos passou a ser um grande problema, uma
vez gue com uma maior complexidade fica mais dificil destinar os
recursos disponiveis para todas as atividades de modo eficiente.
Esse contexto gerou um ambiente propicio ao emprego da pesquisa
operacional, que usualmente chamaremos de PO.

No entanto, a origem da PO, como nos conhecemos hoje,
remonta ao inicio da Segunda Guerra Mundial. Como assim? O
gue ocorria na Segunda Guerra que trouxe a tona o conceito de
PO? Como vocés devem saber, o ambiente de guerra favorece o

10 U1 - Modelagem na tomada de decisao



surgimento de muitas técnicas e tecnologias, mas nesse caso em
especial podemos destacar a necessidade de um planejamento
estratégico de alocacdo de recursos, como tropas, armas, municoes,
entre outros. Esses recursos escassos deveriam ser alocados em
diversas operacdes militares, portanto, poderiam ditar o sucesso ou
o fracasso nas batalhas.

A necessidade de um planejamento cientifico para a alocacao
dos recursos fez com que 0s comandos norte-americano e britanico
escalassem diversos cientistas da epoca para prover uma solucao
adequada para esse problema. A questao central aqui seria: como
alocar eficientemente 0s recursos escassos?

Da situacdo descrita anteriormente surgiu 0 nome pesquisa
operacional, ou seja, foram executadas pesquisas relacionadas
as operacdes militares, e os resultados relacionam-se com o
desenvolvimento de diversos métodos eficientes de alocacdo, o
que alias contribuiu de modo significativo na vitoria da Batalha do
Atlantico Norte com o uso do radar, combinado as estratégias de
administragcao de operac¢des antissubmarinos.

Nesse contexto, surgiu também o meétodo simplex, que € um
algoritmo de otimizacao que abordaremos futuramente. O simplex
foi desenvolvido por George B. Dantzig na década de 1940, enquanto
ele trabalhava no Pentagono planejando e programando atividades
militares, e fol um dos marcos da PO, sendo Dantzig considerado o
pai da programacao linear.

No entanto, a aplicacdo da PO ndo ficou restrita ao mundo
militar, uma vez que a guerra acabou e 0s problemas das industrias
pos-guerra voltaram a tomar forca. A aplicagao dos conhecimentos
gerados na guerra comegou a se disseminar nos anos 1950 em
diversas organizacdes, pois, embora o contexto fosse diferente, os
problemas de tomada de decisao eram os mesmos enfrentados
pelos militares.

Logo em seguida, outras principais contribuicdes surgiram, como
a propria Teoria das Filas (veremos mais para frente neste livro), que
ja se encontrava bem desenvolvida antes do final da década de 1950.

Contudo, uma coisa ainda limitava o uso da PO em problemas
complexos: a quantidade de calculos necessarios para obtencao
da solucao. O advento da revolucao computacional contribuiu
de forma significava para ampliar o uso da PO, uma vez que o

U1 - Modelagem na tomada de decisédo 11



desenvolvimento de computadores eletrénicos facilitou a execucao
dos calculos, que agora poderiam ser milhdes de vezes mais rapidos
do que os executados pelo homem. Assim, houve a disseminagao
da PO no setor empresarial, sendo hoje utilizada nos mais diversos
campos como industria, mercado financeiro, comercio, logistica, etc.

Oacesso a PO foi se intensificando cada vez mais €, hoje, a grande
maioria da populacdo consegue utilizar com facilidade softwares
gue empregam 0s conceitos de otimizacdo em computadores
pessoais, como o Solver do Microsoft Excel, que veremos com mais
detalhes adiante.

E[_? Pesquise mais

Caro aluno, vamos nos aprofundar um pouco mais sobre o historico da
pesquisa operacional?

Vale a pena ler na Secdo 1.2 (Origens da pesquisa operacional) do livro
Introducdo a pesquisa operacional de André Longaray, na qual o autor
apresenta uma cronologia detalhada da origem da pesquisa operacional.
Indicamos a leitura das paginas 4 a 6.

LONGARAY, A A. Introdugdo a pesquisa operacional. Sdo Paulo: Saraiva,
2013.  Disponivel em:  <https://biblioteca-virtual.com/detalhes/eds/
edsmib/edsmib.000005844>. Acesso em: 30 ago. 2017.

Como vimos anteriormente, o objetivo da pesquisa operacional
€ otimizar a alocacao de recursos escassos, e isso teve um impacto
significativo em diversas organizacdes no mundo, pois trouxe um
meio passivel de ser aplicado para aumentar a produtividade das
empresas e a economia de muitos paises.

Portanto, podemos destacar o uso da PO como uma ferramenta
gerencial, dada a sua importancia e as suas possiveis aplicacdes que
podem trazer impactos significativos para a gestdao empresarial.

?=| Exemplificando

Vamos ver alguns exemplos de aplicacdes da PO emalgumas organizacdes
que obtiveram éxito?

Hillier e Lieberman (2013) apresentam varios casos de sucesso, valendo
citar alguns exemplos em diversos segmentos. >

12 U1 - Modelagem na tomada de deciséo



Empresas aéreas:
» United Airlines: aplicou os conceitos de PO para ajustar os turnos
de trabalho e conseguiu uma economia anual de 6 milhdes de
dolares.
» Continental Airlines: aplicou os conceitos de PO para realocar
tripulantes nas diferencas de horarios de voos e conseguiu uma
economia anual de 40 milhdes de dolares.
Instituicdes financeiras e de servicos:
o Merrill Lynch: utilizou os conceitos de PO para realizar a gestao
de riscos em algumas linhas de crédito e economizou 4 bilhdes de
dolares, sem contar a liquidez.
« Federal Express: aplicou os conceitos de PO para executar o
planejamento logistico dos despachos (valor economizado nédo
informado).
Industrias:
» Samsung Electronics: aplicou a PO para reduzir o tempo de
fabricagcdo e a quantidade estocada, levando a um aumento de
200 milhdes de dolares nas receitas.
» Procter & Gamble: utilizou a PO no sistema de producao e na
distribui¢cdo, economizando mais de 200 milhdes de dolares.
» General Motors: aplicou os conceitos de PO para otimizar

a eficiéncia das suas linhas produtivas e conseguiu gerar uma
economia anual de 90 milhdes de dolares.

Se pensarmos no objetivo da pesquisa operacional e analisarmos
as aplicacdes apresentadas anteriormente, concluiremos que a PO
é fundamental no processo de tomada de decisao. Como assim?

Vamos entdo compreender primeiro o conceito de tomada de
decisao, que de acordo com Lachtermacher (2016) é identificar um
problema (ou oportunidade) e escolher uma forma de resolvé-lo. O
problema ocorre quando o estado atual de um cenario € diferente
do esperado e a oportunidade se da no momento em que as
circunstancias permitem que metas ou objetivos sejam superados.

De modo complementar, a definicdo de decisao segundo
Chiavenato (2003, p. 348) remete ao "processo de analise e escolha
entre as alternativas disponiveis de cursos de acdes que a pessoa
devera sequir”.

U1 - Modelagem na tomada de decisao 13



A importancia das decisdes tomadas € evidente em diversas
aplicagdes, desde a sua vida pessoal, com escolhas rotineiras
em diferentes niveis de complexidade, até a gestdo de empresas
e nacdes, envolvendo sempre um decisor e diversas opcdes de
caminhos a serem seguidos.

Mas como a pesquisa operacional pode nos ajudar com o
processo de escolha?

Tao importante quanto a decisdao tomada € o processo que
vem antes dela, ou seja, aquilo que vai gerar as acdes que podem
melhorar o problema, também chamado de processo decisorio.

A PO é aferramenta ou o ramo da ciéncia, que busca desenvolver
modelos para ajudar as organizacdes e os individuos em seus
processos decisorios.

Ao fazer a alocacdo adequada dos recursos escassos, estamaos
na verdade tomando uma decisdao, como visto nas aplicacdes
anteriores. A Figura 1.1 representa de modo esquematico o processo
de tomada de decisdo.

Figura 1.1 | Processo de tomada de decisdo

Mundo simbdlico

“Modelo Y Resultado
A4

Fonte: Lachtermacher (2016, p. 3) .

Como pode ser observado na Figura 1.1, uma decisdo pode ser
resultado do uso da intui¢ao ou do uso do processo de modelagem,
gue nada mais € do que uma abstracdo da realidade.

Logo, o foco da PO é utilizar o processo de modelagem para
gue seja empregado um meétodo cientifico de tomada de decisado.
Ou seja, como objetivo, o fundamento da PO € otimizar o resultado
através de metodos puramente cientificos.

14 U1 - Modelagem na tomada de deciséo



‘tz" Assimile
Caro aluno, vale ressaltar que, quando se pensa na pesquisa operacional
em sua esséncia de aplicacdo, parte-se do principio do uso de técnicas e
metodos cientificos quantitativos, e estes, quando inseridos e desenvolvidos
no ambiente organizacional, sdo analisados por equipes multidisciplinares
(isto e, equipe formada por profissionais de diferentes areas, como
administradores, engenheiros, economistas, time de marketing e vendas,
equipe de projetos, entre outros), o que confere um enfoque sistémico a
tomada de decisdo.
Dessa forma, buscando uma visdo mais objetiva e sistémica (geral e
interligada) das atividades, acdes, estruturas e, também, dos recursos que
serdo utilizados para alcancar os objetivos da empresa, as decisdes deixam
de ser realizadas somente sob o ponto de vista de uma especialidade
(marketing, producao, financeiro, etc.), passando a serem desenvolvidas
de forma a considerar resultados mais amplos para a organizacao.
E justamente essa vis3o sistémica que permite ao decisor ter um
entendimento macro do problema e alinhar a tomada de decisdo,
utilizando a pesquisa operacional com a estratégia da empresa.
Assim, atualmente faz parte do enfoque da pesquisa operacional
um cuidado para se assegurar uma compreensao mais aprofundada
(diagnostico assertivo) do cenario no qual o problema se encontra,
possibilitando um melhor reconhecimento dos elementos internos a
organizacao e sua interacao com o ambiente externo.

Se observarmos ao nosso redor, € sabido sobre a alta
competitividade e reinante dinamismo no mercado, ndo somente
no ambito local, mas também globalmente, requerendo, a todo o
instante, esforcos das diversas organizacdes para se destacarem em
relacdo a concorréncia, seja na melhoria do seu produto/servico,
reducao de preco, minimizacao de processos, entre outros.

Nesse sentido, um dos meios de se obter vantagem competitiva
se faz por um processo de tomada de decisdo rapido, isto €, € a
rapidez nas decisdes empresariais com baixissimas margens de erros,
de maneira plenamente eficaz e efetiva, torna-se um mecanismo
de diferenciacdo no mercado. Neste cenario, a PO proporciona ao
decisor melhor conhecimento do real problema em analise.

U1 - Modelagem na tomada de decisao 15



oé) Reflita

Vamos refletir na aplicagdo da pesquisa operacional na tomada de
decisdes?

Pense: quais exemplos pessoais vocé acha que poderia empregar a
pesquisa operacional?

Prezado aluno, vocé deve ter reparado que citamos diversas
vezes ao longo da nossa secdo a palavra otimizacdo, mas sera que
esta claro para vocé o real significado desse termo? Entao vamos
tentar entender melhor o que € otimizacao e sua aplicacao em PO.

A primeira pergunta que podemos nos fazer é: sera que
otimizacdo é somente obter a melhor solucdo? Observamos que
buscar uma solucao 6tima € um ideal comum na PO e mostraremos
a0 longo dos nossos estudos diversos metodos para encontrarmaos
esse tipo de solucdo para alguns problemas.

Contudo, primeiro temos que entender uma coisa fundamental:
Nnos trabalhamos com modelos porque eles sao uma representacao
simplificada da realidade, pois além do nivel de complexidade da
realidade, tém alguns parametros que podem exercer alguma
influéncia no comportamento real, mas que Nao nos interessam.
E evidente que quanto mais o modelo se aproximar da realidade,
mais complexo sera e mais dificil para obter a solu¢cdo otima,
necessitando, para tanto, de um maior processamento.

Vamos pensar num exemplo cotidiano: vocé pode se perguntar
se amanha vai chover. Existem inumeros modelos matematicos,
cada um com a sua complexidade, para tentar responder a esta
pergunta com a chance de chuva no dia seguinte. Os telejornais
normalmente apresentam a previsdo do tempo, que nada mais
€ do que o resultado da analise desses modelos, no entanto, se
formos considerar todas as variaveis envolvidas na possibilidade
de chuva no dia seguinte, provavelmente teremos um modelo tao
complexo e detalhado que ele nao tera serventia alguma. O mais
interessante seria levar em conta as variaveis mais relevantes e mais
determinantes para 0 nosso problema de previsao do tempo para
gue o0 modelo seja possivel de ser solucionado com os recursos de
processamento disponiveis.

16 U1 - Modelagem na tomada de decisao



Mas por que isso é relevante para o problema de otimizacao?
Sabemos que na PO lidamos com modelos, que sdo uma abstracao
da realidade, portanto ndo podemos garantir que uma solug¢ao
otima para um modelo sera a melhor possivel na realidade se
for implementada. Se o modelo tiver uma boa formulacdo e for
adequadamente testado, a solucao encontrada sera uma boa
aproximacao para o resultado real, como no exemplo da previsao
do tempo.

Hillier e Lieberman (2013) destacam que existem duas situa¢des a
serem analisadas: satisfatorio e otimizagao. Devemos levar em conta
que por vezes pode ser mais interessante procurar uma solucao que
seja satisfatoria, ou seja, suficientemente boa, do que uma solucao
otima para o0 modelo e que nao possa ser implementada ou que
nao seja o ideal para o problema real. Dessa forma, vamos estudar
com cuidado o processo de modelagem, pois ele sera essencial Nos
nossos estudos de PO daqui em diante.

Sem medo de errar

Como vimos anteriormente, essa empresa ja esta atuando ha 20
anos Nno mercado, No entanto um dos seus principais problemas e a
definicdo do seu mix otimo de produ¢ao, uma vez que os produtos
possuem precos de venda e requisitos de producdo diferentes.

Para alinhar a producao com o planejamento estratégico
de longo prazo, o mix de produtos esta sendo redefinido, com
a possivel exclusao de alguns produtos da linha, bem como o
redimensionamento da quantidade produzida dos demais.

O seu gestor, ao identificar seus conhecimentos em pesquisa
operacional, solicitou sua ajuda na solucao desse problema e, como
prémio, ofereceu a vocé sua primeira promoc¢ao, mas ele ainda esta
desconfiado sobre a eficacia da pesquisa operacional.

Cabendo a vocé entdo esse desafio, para convencer o seu gestor
sobre a eficiéncia da pesquisa operacional e explicar o modo por
meio do qual a PO pode contribuir no processo de tomada de
decisao, a primeira coisa que vocé deve pensar € sobre a agenda da
Sua apresentacao, que contaria com 0s seguintes itens:

1. Apresentar, de modo breve, o surgimento da pesquisa
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operacional. Neste item, caberia destacar o contexto no qual a PO
surgiu, que era um ambiente de guerra no qual seria fundamental
uma boa alocacdo de recursos para O suCesso no confronto.

Assim, vocé deve salientar que a origem da PO, como nos
conhecemos hoje, remonta ao inicio da Segunda Guerra Mundial,
ou seja, 0 ambiente de guerra favoreceu a necessidade de um
planejamento estratégico de alocacao de recursos, como tropas,
armas, municoes, entre outros. Esses recursos escassos deveriam
ser alocados em diversas operacdes militares, portanto poderiam
ditar o sucesso ou o fracasso nas batalhas.

A necessidade de um planejamento cientifico para a alocagao
dos recursos fez com que 0s comandos norte-americano e britanico
escalassem diversos cientistas da época para prover uma solugao
adequada para esse problema. Da situacdo descrita anteriormente
surgiu © nome pesquisa operacional.

E interessante vocé salientar que a quantidade de calculos
necessarios para obtencao da solugao limitava o uso da PO, de modo
gue o advento da revolu¢cdo computacional contribuiu de forma
significava para ampliar o uso da PO, uma vez que o desenvolvimento
de computadores eletréonicos facilitou a execucao dos calculos,
gue agora poderiam ser milhdes de vezes mais rapidos do que os
executados pelo homem. Assim, houve a disseminacdo da PO no
setor empresarial, sendo hoje utilizada nos mais diversos campos,
como industria, mercado financeiro, comeércio, logistica, etc.

2. O uso da pesquisa operacional. Neste segundo item cabe
a vocé mostrar alguns casos de sucesso nos quais a pesquisa
operacional trouxe significativas economias para a 0rganizacao.

Assim, na sua apresentacao vocé poderia citar o exemplo da
United Airlines, que aplicou os conceitos de PO para ajustar os
turnos de trabalho e conseguiu uma economia anual de 6 milhdes
de dolares. No mercado financeiro, vocé poderia destacar que a
Merrill Lynch utilizou os conceitos de PO para realizar a gestao de
riscos em algumas linhas de crédito e economizou 4 bilhdes de
dolares, sem contar a liquidez.

3. Oconceitode otimizacdo: aquivocé explicara a necessidade de
um processo de modelagem para aplicar o conceito de otimizagdo
para resolver o problema de definicao do mix otimo de producao,
de modo que a solucdo encontrada possa ser implementada.
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Logo, vale comecar explicando na sua apresentacao que a PO
lida com modelos, que sdo uma abstracdo da realidade. Se o modelo
tiver uma boa formulacao e for adequadamente testado, a solu¢ao
encontrada sera uma boa aproximacdo para O resultado real
Devemos levar em conta que por vezes pode ser mais interessante
procurar uma solucao que seja satisfatoria, ou seja, suficientemente
pboa, do que uma solucao otima para o modelo e gue N3o possa ser
implementada ou que ndo seja o ideal para o problema real.

Desse modo, vocé conseguira iniciar uma analise critica do
uso da modelagem em pesquisa operacional, aliando as suas
competéncias com a pratica.

Parabéns, vocé concluiu seu primeiro trabalho!

Avancando na pratica
Enfoque sistémico da tomada de decisdo e o uso da PO

Descricao da situagao-problema

Vocé foi contratado como consultor de uma empresa que
aplica conceitos da pesquisa operacional em diversos problemas de
transporte e logistica. Em sua primeira demanda, o gestor lhe solicita
para treinar novos operadores que aplicam técnicas de PO para a
solucdo de problemas na éarea citada anteriormente, explicitando o
enfoque sistémico da tomada de decisao.

O qgue vocé colocaria na sua apresentacdo a fim de ressaltar a
importancia da visao sistémica no processo de tomada de decisdao
e a relacdo disso com a PO, pensando no treinamento de novos
operadores?

Resolucdo da situagcdo-problema

Inicialmente, € interessante vocé comecar a sua apresentacao
ressaltando que uma decisdo pode ser resultado do uso da intuicao
ou do processo de modelagem, que nada mais € do que uma
abstracao da realidade.

Nesse sentido, o foco da PO é utilizar o processo de modelagem
para que seja empregado um meétodo cientifico de tomada de
decisao. Ou seja, como objetivo, o fundamento da PO € otimizar o
resultado atraves de méetodos puramente cientificos.
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Dessa forma, deixe claro em seu treinamento que a pesquisa
operacional, em sua esséncia de aplicagao, parte do principio
do uso de tecnicas e meétodos cientificos quantitativos, e estes,
guando inseridos e desenvolvidos no ambiente organizacional, sao
analisados por equipes multidisciplinares (isto €, equipe formada
por profissionais de diferentes areas, como administradores,
engenheiros, economistas, time de marketing e vendas, equipe
de projetos, entre outros), o que confere um enfoque sistémico a
tomada de decisédo.

Dessa forma, buscando uma visao mais objetiva e sistémica
(geral e interligada) das atividades, acdes, estruturas e, também, dos
recursos que serao utilizados para alcancar os objetivos da empresa,
as decisdes devem deixar de ser realizadas somente sob o ponto de
vista de uma especialidade (marketing, producao, financeiro, etc.),
passando a serem desenvolvidas de forma a considerar resultados
mais amplos para a organizacao.

E justamente essa visdo sistémica que permite ao decisor ter um
entendimento macro do problema e alinhar a tomada de decisdo,
utilizando a pesquisa operacional com a estratégia da empresa.

Assim, os novos operadores devem atentar ao enfoque atual da
pesquisa operacional, que busca assegurar uma cCompreensao mais
aprofundada (diagnostico assertivo) do cenario no qual o problema
se encontra, possibilitando um melhor reconhecimento dos
elementos internos a organizagao e sua interagao com o ambiente
externo.

Vocé colocaria algo a mais no seu treinamento?

Parabéns, mais um trabalho executado!

Faca valer a pena

1. Avalie o histérico da pesquisa operacional (PO), considerando as
afirmacoes |, Il e Il

I. A origem da PO remonta ao inicio da Segunda Guerra Mundial, pois o
ambiente de guerra requeria planejamento estratégico de alocacao de
recursos, como tropas, armas, municdes, entre outros, impulsionando
metodos de alocacgao eficiente de recursos escassos.

[I. Na década de 1940, surgiu também o método simplex, que é um algoritmo
de otimizag¢do que foi desenvolvido por George B. Dantzig, enquanto ele
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trabalhava no Pentagono planejando e programando atividades militares.

[Il. O advento da revolugao computacional contribuiu de forma significava
para ampliar o uso da PO, uma vez que o desenvolvimento de computadores
eletrénicos facilitou aexecugao dos calculos, que agora poderiam ser milhdes
de vezes mais rapidos do que o homem. Assim, houve a disseminacao da PO
no setor empresarial, sendo hoje utilizada nos mais diversos campos, como
industria, mercado financeiro, comeércio, logistica, etc.

Considerando as afirmacdes |, Il e lll, assinale a alternativa correta.
a) Somente | é correta.

b) Somente | e lll séo corretas.

c) Somente Il é correta.

d) I, Il e lll séo corretas.
)

e) Somente lll é correta.

2. Avalie o texto abaixo sobre PO e a tomada de decisdo.

Uma decisdao pode ser resultado do uso da intuicdo ou do uso do processo
de modelagem, que nada mais € do que uma abstracao da realidade.

Logo, o foco da PO é utilizar o processo de modelagem para que seja

empregadoum _________ de tomada de decisao, prezando pelo
do processo de decisdo.

Enunciado:

Assinale a alternativa que completa corretamente as lacunas da frase.
a) Método cientifico; enfoque sistémico.

b) Método indutivo; enfoque singular.

c) Método dedutivo; enfoque pluralista.

d) Método sistematico; enfoque sistémico.

e) Método empirico; enfoque Unico.

3. Pensando na pesquisa operacional (PO) como ferramenta gerencial,
considere as afirmacdes | e |l.

I. A PO é uma ferramenta ou o ramo da ciéncia, que busca desenvolver
modelos para ajudar as organizagcdes e os individuos em seus processos
decisorios.

PORTANTO,

Il. Podemos destacar o uso da PO como uma ferramenta gerencial, dada a
sua importancia e as suas possiveis aplicacdes que podem trazer impactos
significativos para a gestdo empresarial.
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Considere as afirmacdes | e Il, bem como a relacao entre elas, e assinale a
alternativa correta.

a) Somente | é correta.

b) Somente Il é correta.

c) I e ll sdo corretas, e Il é consequéncia de |.

d) | e Il sdo corretas, mas Il ndo é consequéncia de .
)

e) | e Il ndo estao corretas.
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Secao 1.2

Introducao a Modelagem em pesquisa operacional

Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da pesquisa operacional no
processo decisorio, vamos agora explorar o uso de modelos em
problemas aplicados a essa area.

Assim, inicialmente nesta secao estudaremos como definir um
problema e coletar dados relativos a este, no ambito da pesquisa
operacional.

Entdo, veremos os tipos de modelos empregados nessa area,
bem como as fases do processo de modelagem de um problema.

Também, a fim de melhorar seu processo de aprendizagem e
assimilacdo de conceitos, serdao explorados exemplos de problemas
de pesquisa operacional e casos de sucesso.

Pensando na sua pratica profissional, esses conteudos sao
de fundamental importancia, pois a definicdo, coleta de dados e
modelagem do problema é o inicio e a base da resolucao de
desafios em pesquisa operacionall

Assim, vamos retomar nosso contexto no qualvoceé foicontratado
por uma empresa de eletronicos, que esta ha 20 anos atuando no
mercado. Um dos principais problemas que esta empresa esta
enfrentando € a definicdo do seu mix otimo de producdo, uma vez
gue os produtos possuem precos de venda e requisitos de producao
diferentes.

Para alinhar a producdo com o planejamento estratégico
de longo prazo, o mix de produtos esta sendo redefinido, com
a possivel exclusao de alguns produtos da linha, bem como o
redimensionamento da quantidade produzida dos demais. Seu
gestor, ao identificar seus conhecimentos em pesquisa operacional,
solicitou sua ajuda na solucao desse problema e, como prémio,
ofereceu a vocé sua primeira promog¢ao, mas ele ainda esta
desconfiado sobre a eficacia da pesquisa operacional.

U1 - Modelagem na tomada de decisao 23



Cabendo a vocé esse desafio, em um primeiro instante vocé
Mostrou ao Sseu superior cComo a pesquisa operacional pode
contribuir para o processo de tomada de decisao.

Agora, para que a pesquisa operacional possa ser aplicada nesse
contexto, quais dados vocé deve coletar na empresa e quais passos
vocé devera sequir no processo de modelagem?

Pense a respeito dessa indagagao, uma vez que o gestor lhe
solicitou uma apresentagdo com esse escopo.

Tenha um excelente estudo!

Nao pode faltar

Caro aluno, agora que nos ja conhecemos a historia e os principais
conceitos e usos da pesquisa operacional No processo de tomada
de decisdao, vamos iniciar 0 processo de modelagem em pesquisa
operacional e, para isso, precisamos ter claro o que ¢é a definicao do
problema e como fazer a coleta de dados.

Em primeiro lugar devemos ressaltar a importancia da definicdo do
problema. Parece algo simples e trivial de ser feito, mas veremos em
breve que caso o problema nao esteja bem estabelecido, procurar por
uma solucao para algo que nao conhecemos bem sera uma tarefa
mais complexa.

O que significa entao definir o problema?

De acordo com Hillier e Lieberman (2013) definir o problema
envolve o delineamento dos objetivos; o levantamento das restricdes
sobre o que pode e sobre o que deve ser feito; como aquele problema
interage com outras areas da empresa; se podem ser adotados
caminhos diferentes; quanto tempo temos disponivel para tomar a
decisdo; entre outros.

Repare que sdo varios fatores que devemos levar em conta para
iniciar o nosso estudo de PO, sendo que a fase de definicdo do
problema é crucial para o que vira adiante.

Vocé ja se questionou se € possivel encontrar uma resposta certa
para o problema errado? Esse tipo de situacdo que tentaremos evitar.

Entdo vamos comecar pelos objetivos; quais objetivos serdao
fundamentais para a definicdo do nosso problema? A primeira coisa
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que devemos fazer ¢ verificar gquem tomara as decisdes e saber o que
O decisor pensa a respeito das possibilidades. Isso € importante porque
desconhecer o decisor e o pensamento dele a respeito daquela
situacao dificultara a implementacao da solucao que vocé encontrar.

Vamos ver um exemplo do dia a dia para vocé compreender melhor?

Imagine que um membro da sua familia esteja em duvida com
relacao a compra de um carro e buscou a sua ajuda para decidir se
deve comprar um veiculo ou nao e qual modelo escolher. Entdo, nesse
caso, o problema € decidir pela compra de um modelo especifico. A
primeira coisa que vocé deveria fazer € conversar com a pessoa que
sera responsavel pela compra, aguele que tomara a decisao, e sondar
O pensamento dele com relacdo ao proposito da aquisicao. Talvez o
objetivo seja gastar pouco dinheiro com combustivel, ou seja, ter um
carro econdmico, ou pode ser que O proposito seja ter um veiculo
robusto para viajar, entre outras possibilidades.

Uma vez que vocé sondou o decisor e conseguiu definir o problema
em questdo, vocé comecara a coletar as informacdes necessarias para
O processo de tomada de decisdo. Essa € uma tarefa bem delicada, pois
as informacdes necessarias nem sempre sao faceis de serem obtidas;
as vezes elas podem nem existir ou podem depender de pessoas ou
Processos a que VOCeé nao tem acesso. Por isso, vale a pena lembrar do
que foi dito na secao anterior, isto &, lembre-se de que nos trabalhamaos
com modelos porque eles sdo uma representacdo simplificada da
realidade. Muitas vezes nao € possivel saber todos os dados, alem de
gue nao sao todas as informacdes que serdo relevantes para © NOSSO
problema e que devem ser obtidas.

Voltando ao nosso exemplo, fica evidente que vocé precisa coletar
todas as informacdes necessarias para a modelagem e a tomada
de decisdo, alem das informacdes como as restricdes e possiveis
alternativas. Alguns dados que vocé poderia levantar junto ao seu
familiar seriam a restricdo de quanto gastar na aquisi¢cao, a distancia
mensal percorrida, o preco do combustivel, o valor do sequro, entre
outros que voce julgar relevantes.

D9 Pesquise mais

Prezado aluno, vamos nos aprofundar um pouco mais sobre a definicao e
a coleta de dados em pesquisa operacional? >
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Vale a pena ler a Secdo 2.1, Definicdo de um Problema, do livro Introdugdo
a pesquisa operacional de André Longaray, na qual o autor apresenta
uma abordagem detalhada da definicdo, como perceber e identificar um
problema e utilizar algumas ferramentas para tanto, como o Diagrama de
Ishikawa.

Indicamos a leitura das paginas 29 a 34.

LONGARAY, A. A. Introdugao a pesquisa operacional. Sao Paulo: Saraiva,
2013.  Disponivel em:  <https://biblioteca-virtual.com/detalhes/eds/
edsmib/edsmib.000005844>. Acesso em: 30 ago. 2017.

E como ja falamos sobre modelos e ja sabemos que a PO ¢ a
ferramenta ou o ramo da ciéncia, que busca desenvolver modelos para
ajudar as organizacdes e os individuos em seus processos decisorios,
quais sdo 0s principais tipos de modelos de que nos dispomos?

NoOs temos os modelos iconicos, que tambem podem ser
chamados de concretos, modelos analdgicos e modelos simbolicos,
também chamados de abstratos.

Os modelos iconicos sao aqueles que sao construidos por meio
de fatos da realidade, tal como o mapa da cidade de Sdo Paulo, com a
divisao dos bairros, apresentado na Figura 1.2.

Figura 1.2 | Mapa da cidade de S&o Paulo

uuuuu

PARELHEIROS

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Mapa_sp.png>. Acesso em 10 set. 2017
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Os modelos analdgicos sdo uma representacao fisica de um
fendmeno ou processo para que possamos entender adeguadamente
seu funcionamento ou origem. Por exemplo, um termdmetro € um
modelo analdgico que tem como finalidade medir a temperatura,
Ou segja, por meio de um termdmetro conseguimos representar um
fendmeno fisico e fazer uma medicdo.

Ja os modelos abstratos séo aqueles que serdo aplicados na pesquisa
operacional, poiselespodemser utilizados paraocestudode propriedades
por meio da simulacdo. No nosso caso, eles serao constituidos de
equacdes matematicas que representam o comportamento do Nnosso
problema, conforme definimos anteriormente.

?=| Exemplificando

Caro aluno, vamos pensar em um modelo matematico, ou seja, um tipo
de modelo abstrato, com que frequentemente nos deparamos?

Vocé com certeza ja deve ter se perguntado se naquele dia choveria, se
faria calor ou frio, correto?

A previsdo do tempo € o resultado de um modelo matematico complexo
que analisa diversos fatores para responder se vai chover, fazer frio, calor
ou um dia ensolarado.

Para que possamos executar adequadamente um estudo de
pesquisa operacional € interessante que sejam seguidos alguns passos:

1. Formulagao do problema: ja vimos essa etapa anteriormente, € o
momento de definir o problema e coletar os dados necessarios.

2. Construcdao do modelo matematico: como ja sabemos,
utilizaremos um modelo simbolico que represente a realidade do
nosso problema, ou seja, faremos uma modelagem matematica.

Mas por que utilizamos um modelo matematico para resolver os
problemas de pesquisa operacional?

Alémde serumarepresentacao simplificada darealidade, os modelos
matematicos podem revelar relacionamentos entre as variaveis que
nao seriam evidentes de outro modo e também permite o aprendizado
por experimentacdo, ou seja, por tentativa e erro controlado.

3. Obtencdo da solucdo: nesta etapa o foco € buscar uma solucao
para o problema e, para isso, devemaos nos atentar a duas coisas:
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a. Se o modelo for demasiadamente complexo, na maioria dos
casos achar uma solucao também sera uma tarefa muito complexa.

b.  Vocés se lembram de que mencionamos sobre o tempo
disponivel para tomar a decisao? Se o tempo para obter a solugcdo for
maior do que o tempo disponivel para tomada de decisao, entdo essa
solucao nado tera mais serventia alguma. Vale a pena ficar atento a isso,
principalmente em problemas mais complexos nos quais buscar a
solucao tambeém é uma tarefa complexa.

4. Teste do modelo e da solucdo: € importante que tanto o
modelo quanto a solugdo sejam testados para verificar se todos os
componentes foram incluidos no modelo e se ele pode ser executado.
Em outras palavras, o teste do modelo e da solucao levara em conta se
0 modelo foi construido corretamente.

5. Estabelecimento de controles sobre a solucdo: € importante
relembrar que o mModelo e sua consequente solucdo nNao sao
exatamente iguais a realidade, portanto devemos analisar se sdo
necessarios ajustes para que a solucao seja implementada e funcione
conforme esperado.

6. Implantacdo da solucdo: uma vez que todas as etapas

anteriores foram concluidas, a solugao pode ser empregada na pratica
para resolver o problema.

J=| Exemplificando

As mesmas fases apresentadas anteriormente poderiam ser utilizadas em
diversas outras aplicacdes. Vamos ver um exemplo do cotidiano?

Vamos supor que vocé tenha uma reserva de RS 10 mil e queira investir o
seu dinheiro, tendo duas opcdes com diferentes riscos e rentabilidades.

A primeira opc¢ao € deixar o dinheiro na poupanca tendo um rendimento
baixo, mas que em compensacao também tem um baixo risco.

A outra opcdo é comprar acdes na bolsa de valores, 0 que aumenta o
rendimento, mas também aumenta significativamente o risco.

NoOs conseguimos deixar bem claro qual € o problema que esta
sendo analisado. Agora precisamos saber mais informagdes sobre 0s
investimentos para fazer uma avaliagdo e decidir como o dinheiro sera
empregado.

Com as informacdes, vocé tera condi¢cdes de construir um modelo, que
represente o seu problema real, para na sequéncia obter a solu¢ao. Antes
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de ir até o banco ou até uma corretora de acdes, vocé ainda precisa testar
o0 modelo e a solucdo. Em seguida vocé estabelece controles para a
solugao, que podem ser por exemplo em fungao do risco do investimento
e por ultimo coloca sua solugcao na pratica.

Figura 1.3. | Processo de Modelagem

Defini¢do do problema

Formulagdo e construcédo
do modelo inicial

Validacdo do modelo }

Reformulacdo do modelo

Aplicagcdo do modelo

Fonte: elaborada pelo autor.

Vale a penadestacar, na Figura 1.3, que caso a etapa de validacdo nao
seja concluida de modo satisfatorio, o modelo devera ser reformulado
€ passar por nova validacdo, quantas vezes forem necessarias, até que

esteja adequado para aplicacao.
& Reflita
o

Nos ja entendemos como ocorre o processo de modelagem a partir
das fases de um estudo de pesquisa operacional, no entanto, como
poderiamos validar o modelo na pratica?

Reflita nessa indagagao e defina alguns critérios para validagdo do modelo.

Agora que entendemos como executar O processo de
modelagem, vamos ver alguns exemplos de casos de sucesso Nos
quais a pesquisa operacional foi aplicada?

Hillier e Lieberman (2013) apresentam alguns casos que deixam
bem evidente o qudo fundamental foi a aplicacdo da pesquisa
operacional:
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1.IBM — International Business Machines: € uma empresa da
area de tecnologia da informacao fundada no século XIX, mais
precisamente em 1888, que atualmente conta com mais de
400 mil colaboradores no mundo inteiro, sendo considerada
a maior empresa de tecnologia da informacao no mundo.

Mas para que a IBM poderia aplicar os conceitos de pesquisa
operacional?

O objetivo da IBM era melhorar o controle de inventarios de
pecas de reposicao por meio da criacao de uma rede nacional
que melhorasse 0s servicos de suporte.

Quando a IBM aplicou os conceitos de PO? No ano de 1990.
E qual foi o impacto gerado pelo uso da PO na IBM?

Na ocasido, eles conseguiram uma economia anual da ordem
de 20 milhdes de dolares, em valores da época, além de uma
economia de mais de 250 milhdes de dolares por conseguir
diminuir o nivel nos inventarios.

Alem disso, dez anos depois, em 2000, a IBM novamente
empregou os conceitos de PO, mas dessa vez era para fazer
a reengenharia da cadeia global de abastecimento, chegando
a uma economia de 750 milh&es de dolares somente no
primeiro ano.

2. Samsung Electronics: também atua no ramo de tecnologia
da informacao e esta sediada em Seul, na Coreia do Sul. Foi
fundada em 1938 e tem um faturamento que representa,
sozinha, mais de 10% do PIB da Coreia do Sul.

E onde a Samsung Electronics poderia aplicar os conceitos
de PO?

O objetivo da empresa era otimizar o tempo de fabricacdo e
0s niveis de estoque.

Quando eles aplicaram esses conceitos? No ano de 2002.
E o impacto gerado pelo emprego da PO?

Eles conseguiram mais de 200 milhdes de dolares a mais em
receitas.
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3. United Airlines: € considerada a terceira maior companhia
aérea dos Estados Unidos, com mais de 700 avides operando
em quase 400 destinos ao redor do mundo. Tem mais de 60
mil colaboradores e foi fundada em 1926.

E como a United utilizou os conceitos de PO?

Sabemos que para uma companhia aérea era fundamental
que os turnos de trabalho para atendimento nos balcdes de
reserva fossem otimizados. Hoje, com o uso cada vez maior
da internet para reservas de passagens aéreas, esse problema
diminuiu.

Quando eles aplicaram os conceitos? Em 1986.

E o impacto da PO na United?

Em valores da época, representou uma economia de
aproximadamente 6 milhdes de dolares ao ano.

Tambeém podemos destacar o exemplo de outra companhia
aérea norte-americana, a Delta Air Lines, considerada a maior
empresa aerea do mundo, com aproximadamente 1.400
aeronaves em quase 400 destinos diferentes.

A Delta utilizou os conceitos de PO para otimizar a
alocacao dos tipos de aeronaves para mais de 2.500 voos
domesticos em 1994 e conseguiu uma economia anual de
aproximadamente 100 milhdes de dolares.

‘tz" Assimile

Caro aluno, deve ficar bem claro para vocé que trabalhamos com
modelos, pois eles sdo uma representacao simplificada da realidade,
sendo que os modelos em pesquisa operacional devem ser abstratos,
também chamados de simbolicos.

O processo de modelagem é composto pelas fases:
1. Definicdo do problema.

2. Formulacdo do modelo inicial.

3. Validacdo do modelo.

4. Reformulacao, caso o modelo ndo seja validado.
5. Aplicagéo.
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Sem medo de errar

Vamos retomar o nosso contexto no qual vocé foi contratado
por uma empresa de eletrénicos, que estd ha 20 anos atuando
no mercado. Um dos principais problemas que esta empresa esta
enfrentando € a definicdo do seu mix otimo de produ¢ado, uma vez
gue os produtos possuem precos de venda e requisitos de producao
diferentes.

Para alinhar a producao com o planejamento estratégico
de longo prazo, o mix de produtos esta sendo redefinido, com
a possivel exclusdo de alguns produtos da linha, bem como o
redimensionamento da quantidade produzida dos demais. Seu
gestor, ao identificar seus conhecimentos em pesquisa operacional,
solicitou sua ajuda na solucao desse problema.

Quais dados vocé deve coletar na empresa e quais passos Vocé
devera seguir no processo de modelagem?

Com relagao aos dados que devem ser obtidos, vamos ver alguns
exemplos:

- custo de fabricagao de cada produto.

- quantidade demandada pelo mercado de cada produto.

- funcionamento do processo de producao de cada produto.
- quantidade de matéria-prima disponivel.

- restricdes de producdao, como a quantidade maxima produzida
em cada maquina ao longo do dia, entre outros.

Como vimos na Figura 1.3, devemos seguir 0s seguintes passos
Nno processo de modelagem:

1. Definicdo do problema — que ja concluimos.
2. Formulacdo e construcao do modelo inicial.
3. Validacao do modelo.

4. Reformulacdo do modelo, caso nao seja aprovado na
validacao.
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5. Aplicacao do modelo.

Nas proximas secdes, NnoOs veremaos os itens 2 a 5 do processo de
modelagem, mas tente refletir como eles seriam formulados.

Parabéns, mais um desafio vencido!

Avancando na pratica

Definicdo do problema em uma empresa de logistica

Descricao da situagao-problema

Como gestor do departamento de logistica, vocé tem reparado
que os operadores logisticos estdo cometendo erros basicos no
processo, uma vez que nao estdo sabendo modelar adequando
cada uma das demandas que lhes ¢ atribuida. Ao comentar esse fato
com o gerente geral, ele lhe solicita a elaboragéo de um protocolo
geral que direcione os operadores na elaboragao do problema e
na coleta de informagdes. Pensando nessa solicitacdo, 0 que vocé
colocaria no protocola o fim de auxiliar sua equipe a definir o
problema de PO de acordo com a demanda?

Resolucédo da situacdo-problema

Inicialmente, no protocolo ja € valido vocé ressaltar que para
iniciar o processo de modelagem em pesquisa operacional é
preciso ter clareza da definicdo do problema e como fazer a coleta
de dados.

Logo, em primeiro lugar deve-se ressaltar a importancia da
definicdo do problema, incluindo:

- delineamento dos objetivos.

- levantamento das restricdes sobre o que pode e sobre o que
deve ser feito.

- identificacao de como aquele problema interage com outras
areas da empresa.

-investigacao de como podem ser adotados caminhos diferentes.
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- analise do tempo disponivel para tomar a decisao, entre outros.

Posteriormente, vale citar que os modelos abstratos, sdo os
mais aplicados na pesquisa operacional, pois eles podem ser
utilizados para o estudo de propriedades por meio da simulagao.
Comumente, eles serdo constituidos de equacGes matematicas
que representam o comportamento do nosso problema, conforme
definimos anteriormente.

Ao ler esses pontos no protocolo, certamente o operador
ficara mais atento a definicdo do problema e ja ajudara a pensar na
modelagem deste!

Faca valer a pena

1. Considerando que os modelos sdo muito utilizados em pesquisa
operacional, avalie as afirmacdes |, Il e IIl.

|. S&o modelos construidos por meio de fatos da realidade.

[I. SGo modelos que podem ser utilizados para o estudo de propriedades
por meio da simulagdo e, comumente, eles serao constituidos de equacdes
matematicas.

[Il. S0 modelos que partem de uma representacao fisica de um fenébmeno ou
processo para que possamos entender adequadamente seu funcionamento
ou origem.

Assinale a alternativa que apresenta corretamente o nome dos modelos na
ordem |, Il e lll.

a) iconicos; abstratos; analogicos.
b) iconicos; analogicos; abstratos.

)

)
c) analogicos; abstratos; iconicos.
d) abstratos; analdgicos; iconicos.
)

e) abstratos; iconicos; analdgicos.

2. Considerando o processo de modelagem em PO, avalie os passos de A
aE.

A. Validacdo do modelo.

B. Aplicagdo do modelo.

C. Definigdo do problema.
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D. Reformulagao do modelo, caso ndo seja aprovado na validacao.

E. Formulacao e constru¢cdo do modelo inicial.

Assinale a alternativa que coloca em ordem correta os passos de A a E.
a)C;D; E; B A

3. Considerando um estudo de pesquisa operacional, analise o texto a
seguir:
_________ . definicao do problema e coleta de dados necessarios.

e ____: aplicacdo de um modelo simbdlico que representa a
realidade do problema identificado, ou seja, faz-se uma modelagem
matematica.

Assinale a alternativa que completa corretamente as lacunas da frase.
a) Implementacdo da solugdo; Formulagao do problema.

b) Obtencgéo da solugdo; Construcdo do modelo matematico.

c) Formulagdo do problema; Construgcdo do modelo matematico.

d) Formulagdo do problema; Obtencdo da solugdo.

e) Obtencédo da solucdo; Formulagdo do problema.
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Secao l.3

Construcao de modelos em pesquisa operacional

Dialogo aberto

Caro aluno, na secdo anterior estudamos a importancia do uso
de modelos em problemas de pesquisa operacional, bem como os
tipos de modelos aplicados na area, tendo como entendimento o
enfoque gerencial da PO.

Neste momento, vamos estudar a construcdao de modelos
matematicos em PO, aprendendo a identificar e definir a funcdo
objetivo, as variaveis de decisdo e as restricdes, de modo a direcionar
a busca da melhor solucao para o problema.

Entdo, veremos como desenvolver teste dos modelos obtidos
em PO, além de assimilarmos o processo de implementacdo dos
resultados em PO.

Pensando na sua pratica profissional, esses conteudos sao
de fundamental importancia, pois a construcdo, o teste e a
implementacdo do modelo € o processo direcionador para a busca
da melhor solugdo do problema, sendo um aspecto essencial na
resolucao de desafios em pesquisa operacionall

Assim, vamos retomar nosso contexto no qual vocé foi contratado
por uma empresa de eletrbnicos, que estad ha 20 anos atuando no
mercado. Um dos principais problemas que esta empresa esta
enfrentando € a definicdo do seu mix otimo de producdo, uma vez
que os produtos possuem precos de venda e requisitos de producao
diferentes.

Para alinhar a producdao com o planejamento estratégico
de longo prazo, o mix de produtos esta sendo redefinido, com
a possivel exclusdo de alguns produtos da linha, bem como o
redimensionamento da quantidade produzida dos demais. Seu
gestor, ao identificar seus conhecimentos em pesquisa operacional,
solicitou sua ajuda na solucao deste problema e, como prémio,
ofereceu a vocé sua primeira promocao, mas ele ainda esta
desconfiado sobre a eficacia da pesquisa operacional.
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Cabendo a vocé esse desafio, em um primeiro instante vocé
Mostrou ao seu superior Como a pesquisa operacional pode
contribuir para o processo de tomada de decisao. Depois, vocé
Mostrou 0s passos que deveriam ser seguidos No processo de
modelagem.

Agora, para a construcdo do modelo matematico, vocé
aplicara diversos conceitos da pesquisa operacional, mas antes da
implementacdo dos resultados, como 0 modelo podera ser testado?

Pense a respeito dessa indagagao, uma vez que o gestor lhe
solicitou uma apresentacdo com esse escopo.

Tenha um excelente estudo!

Nao pode faltar

Caro aluno, agora que ja entendemos o contexto da pesquisa
operacional e a importancia do processo de modelagem, vamaos
entender um pouco melhor como realizar a modelagem matematica.

Vale a pena relembrar que na pesquisa operacional nos
trabalharemos com modelos abstratos, pois eles podem ser utilizados
para o estudo de propriedades por meio da simulacdo. NoO Nosso caso,
eles serdo constituidos de equacdes matematicas que representam o
comportamento do Nosso problema.

Os modelos matematicos utilizam sistemas de equacdes para
descrever o comportamento da realidade, utilizando para isso simbolos
e expressdes matematicas. Mas o0 que acontece guando estamaos
falando de um processo de tomada de decisao?

Como ja vimos anteriormente na etapa de coleta de dados,
precisamos levantar todas as informacdes para serem utilizadas pelo
modelo. Esses dados serdo fundamentais na modelagem matematica
que executaremos na presente secao.

Dado que ja aprendemos o conceito de otimizag¢ao, que nos guiara
ao longo do processo de modelagem matematica, agora precisamaos
entender o que € um modelo de otimizacao, para entdo formular o
modelo matematico.

De acordo com Longaray (2013), um modelo de otimizacao nada
mais € do que uma representacdo de um problema organizado com
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O proposito de obter uma solucdo otima. Mas o que deve ser de fato
otimizado?

Neste ponto, insere-se o primeiro conceito-chave desta secao: as
variaveis de decisdo.

De acordo com Hillier e Lieberman (2013), as variaveis de decisdo
Sao aquelas nas quais os valores devem ser determinados, ou seja, se
tivermos infinitas decisdes que devem ser tomadas, de algum modo
precisamaos quantifica-las.

?=| Exemplificando

Vamos supor que vocé tenha um montante de RS 20 mil. O gerente da sua
conta corrente, ao visualizar o saldo parado em conta, ligou perguntando
se vocé Nndo gostaria de investir aguele dinheiro, ou ao menos parte dele,
nas opcdes que ele tem disponivel.

A primeira op¢ao € um investimento de maior risco, No entanto com uma
taxa de retorno mais atrativa. Ja a segunda op¢ao € um investimento mais
conservador (uma poupanga) com menor taxa de retorno.

Vocé ficou em duvida sobre as duas opgdes e gostaria de aproveitar
0S seus conhecimentos em pesquisa operacional para a tomada
dessa decisdo.

A principio, vocé pensou em investir todo o seu dinheiro em uma aplicacao
ou em outra, mas o gerente falou ser possivel investir uma parte em cada
tipo de investimento.

Dada essa situacdo, quais seriam as suas variaveis de decisao para
esse problema?

Como vimos anteriormente, se tivermos diversas decisdes que iremos
quantificar, cada uma delas sera uma variavel de decisao.

Nesse caso, temos duas decisdes a tomar:
- Investir na primeira opgao?
- Investir na segunda opgao?

Repare que para cada pergunta temos uma variavel que representa,
de modo quantitativo, a sua respectiva resposta. Portanto, temos duas
variaveis de decisao que representam:

- Quantidade de dinheiro investida na primeira 0pgao, que pode ser de RS
0 (ndo investir) até RS 20 mil (investir todo o montante).

- Quantidade de dinheiro investida na segunda opcado, que também pode
ser de RS 0 (ndo investir) até RS 20 mil (investir todo o montante).
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Certo, entendemos que no processo de modelagem € importante
definir quais serdo as nossas variaveis de decisao. Mas como podemaos
otimizar um problema de pesquisa operacional utilizando as variaveis
de decisdo?

Para responder a esse questionamento, primeiro precisamos lembrar
que ao trabalharmos com modelagem temos que ter em mente um
objetivo, como vimos anteriormente. Este sera apresentado no modelo
matematico por meio de uma funcao, que usualmente chamamos de
fung¢ao objetivo.

Mas o que € uma fungdo objetivo?

A funcdo objetivo é uma relacdo das variaveis de decisdo, atraves
de alguns coeficientes, que chamamos de coeficientes da funcao
objetivo. E importante ressaltar que quando falamos em otimizacdo
temos que ter em mente que otimizar significa maximizar ou minimizar
o valor da funcado objetivo. Da mesma forma, a solucdo das variaveis
de decisdo gue maximiza ou minimiza a funcao objetivo € chamada de
solucao otima.

Mas qual exemplo de objetivo que poderiamos ter e como obter
uma fungao objetivo?

Vamos retomar o exemplo do investimento, apresentado no box
Exemplificando. Caso o objetivo fosse ter lucro com as aplicacoes,
entdo terlamos interesse em maximizar © NOsSsO UCro, que pode ser
representado por meio da funcao objetivo.

Vamos supor que a primeira opcao de investimento lhe dé um lucro
mensal de 1,0%, enquanto que a opcao dois (poupanca) lhe dé um
lucro mensal de 0,5%. A sua funcao objetivo nesse caso € maximizar o
lucro do total investido em cada uma das opgdes, sendo que a quantia
investida na primeira opgdo estara sujeita a um retorno de 1,0% e na
segunda de 0,5%.

Mas sera que so temos que nNos preocupar com a fungao objetivo?

Nao, porque se fosse assim ja terlamos a resposta do Nosso problema.
Seria simplesmente investir todo o dinheiro na opgdo mais rentavel. Entao,
0 esta faltando analisar para concluir a nossa modelagem matematica?

Vamos pensar numa questao simples para direcionar © NOSsSO
raciocinio: os recursos disponiveis no Nosso planeta sao ilimitados? Nao,
por exemplo, se o ouro fosse ilimitado No Nosso planeta ele ndo custaria
tdo caro.
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De modo geral, todos 0s NOssos recursos, sejam matérias-primas,
maquinas, mao de obra, entre outros, sa0 escassos ou apresentam
alguma restricao de uso.

Nos anos 1970, Eliyahi Goldratt comecou a consolidar alguns
principios acerca dessas limitacdes no que conhecemos hoje como
Teoria das Restricdes. Ou seja, as restricdes podem ser entendidas como
qualquer coisa que limita © melhor desempenho do sistema.

No nosso caso do investimento, se a primeira opcao fosse perfeita,
Nao teriamos que Nos preocupar, pois era so investir todo o dinheiro nela
e lucrar mais. Mas, o gerente falou que o risco da primeira opcao era
maior, ou seja, a chance de vocé perder dinheiro com esse investimento
também é maior.

Na nossa modelagem matematica, também precisamos, de algum
modo, adicionar essas restricdes. E como faremos isso?

As limitacbes sdo chamadas restricbes e podem ser expressas na
forma de equacdes ou inequacdes. Por exemplo, vamaos supor que o
valor minimo a ser investido na primeira opcdo seja de RS 10 mil. Nesse
Caso, se vocé decidir por investir nessa opcao, a variavel de decisao que
representa a quantidade de dinheiro a ser investida nessa opcao devera
ser maior ou igual a RS 10 mil.

D9 Pesquise mais

Ficou curioso com o assunto Teoria das Restricdes? Entdo vamos nos
aprofundar nesse assunto lendo o artigo Os principios da teoria das
restricGes sob a otica da mensuracdo economica do autor Reinaldo
Guerreiro?

Nesse artigo, as ideias de Eliyahi Goldratt serdo aprofundadas com o
enfoque para a area econdmica.

GUERREIRO, R. Os principios da teoria das restricGes sob a otica
da mensuragdo econdmica. Cad. estud., Sdo Paulo, n. 13, p. 1-10,
1996. Disponivel em:  <http://www.scielo.br/scielo.php?script=sci_
arttextgpid=51413-92511996000100003&5Ing=en&nrm=iso>. Acesso em:
29 set. 2017.

Agora gue ja sabemos os constituintes basicos da nossa modelagem
matematica em pesquisa operacional, vamos entao resumir a
terminologia comum em problemas de pesquisa operacional:
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1. Funcdo objetivo: € aquela funcdo a ser otimizada, podendo
ser maximizada ou minimizada.

2. Restricdes: sao as limitacdes do nosso problema e podem
ser divididas em restricdes funcionais, que sao aquelas com
funcdo de todas as variaveis de decisao, e as restricdes de ndo
negatividade, nas quais todas as variaveis de decisdo devem ser
Maiores ou iguais a zero (sao aplicadas em determinados casos,
como a programacgao linear, que veremos mais adiante nos
Nossos estudos).

3. Solucao: é a especificacao de valores para as nossas variaveis
de decisdo. Podemos ter solucdes:

a. Viaveis: todas as restricdes sao satisfeitas.

b. Invidveis: quando ao menos uma das restricdes ndo €
satisfeita.

c. Regido de solucdes viaveis: € o conjunto de todas as
solucdes viaveis.

d. Otimas: € o valor mais favoravel da funcio objetivo, seja
ele maximo ou minimo.

E como ficaria a nossa modelagem matematica, envolvendo as
equacdes e as variaveis de decisdo que vimos anteriormente? Vamaos
a um exemplo geneérico de modelagem matematica em pesquisa
operacional?

Funcdo objetivo:
Z=aX, +a,X, +aX; +...a,X,

Restricdes funcionais:
byiX; + bip X, + bigXs +...by, X, <(2)c,

byXy + by Xy + bys X + ... by X, < (=) €,

DXy + byaXy + baXs +... b X, < ()¢,
Restricdo de ndo negatividade:
X;+ Xy + X3 +...X, 20

Sendo:
X, as variaveis de decisdo.

n o indice que representa o numero de decisdes.
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k o indice que representa o numero de restricées.
a, os coeficientes da funcao objetivo.

by, os coeficientes tecnologicos.

¢, as constantes do lado direito.

Essa € a chamada forma-padrao para representacao da modelagem
matematica de um problema de pesquisa operacional.

o(?,s Reflita

Agora que ja sabemos melhor como realizar uma modelagem matematica
e ja vimos alguns problemas reais, como o problema da analise de
investimento, chegou a hora de vocé colocar esses conhecimentos em
pratica: quais as situacdes cotidianas nas quais vocé poderia empregar o
conceito de modelagem matematica para a tomada de decisGes?

E mais um questionamento para vocé refletir: vocé se lembra de que
a etapa de coleta de dados era essencial para 0s N0ssos problemas de
pesquisa operacional? Entao, agora reflita na importancia da coleta de
dados sabendo que estes serdo utilizados nas etapas de modelagem
matematica.

Agora que ja sabemos como desenvolver um modelo matematico
para 0s NOSsos problemas de pesquisa operacional, iremaos nos deparar
com a seguinte questdo: como faremaos para testar o nosso modelo?

A primeira coisa que devemos saber € que 0 Nosso modelo inicial
podera apresentar algumas inconsisténcias ou erros, Comao vimaos na
sec¢ao anterior sobre o processo de modelagem. Mas como podemos
lidar com isso?

A primeira observacdo € que quando vocé estiver elaborando
um modelo com um numero elevado de variaveis de decisdo e de
restricdes, invariavelmente esses erros irao aparecer. Por isso que
temos sempre que verificar o modelo. A medida que o modelo for
aperfeicoado, a tendéncia € que esses erros sejam corrigidos.

O processo de teste depende muito do tipo de problema que
estd sendo estudado e do modelo utilizado, mas vamos ver alguns
exemplos?

De acordo com Hillier e Lieberman (2013) uma das formas de fazer
esse tipo de analise € o chamado teste de retrospectiva. Mas o que € um
teste de retrospectiva? Nos utilizamos dados historicos para reconstruir
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o passado e verificar a eficiéncia do modelo e da solucao utilizando
essa abordagem. Ao comparar o resultado do modelo com o que de
fato ocorreu, pode nos mostrar qual a melhoria que realmente poderia
ter sido feita, em comparacdo com o que OCorreu.

No entanto, independente da forma que sera utlizada para
teste do modelo, € preciso levar em consideracdo que tudo deve
ser documentado para que os demais usuarios compreendam e
confiem no modelo desenvolvido. Se futuramente forem necessarias
adaptacdes ou correcdes no modelo, a documentacao tambem sera
extremamente Util para orientar a equipe de desenvolvimento.

Se o modelo foi desenvolvido e foi adequadamente testado, qual a
proxima etapa? Lembrando do que vimos no processo de modelagem,
agora chegou a vez de aplicar o modelo na pratica.

E importante lembrar que apenas encontrar a solucdo dtima n3o
€ 0 Nosso objetivo. O Nosso alvo é implementar essa solucdo otima.
Essa implementacdo pode levar dias ou meses para ser ocorrer e,
dependendo do nivel estratégico daquela decisdo, podera deixar
consequéncias no curto, medio e longo prazo. Isso porque as decisdes
possuem uma inércia, levam um determinado tempo para serem
implementadas e tambem podem demandar muito tempo e esforco
para serem revertidas.

Somente apos a implementacdo que os resultados reais da
modelagem serao coletados e nos trardo a dimensao real das decisdes
tomadas. Para que a fase de implementacao seja considerada um
sucesso, € fundamental que exista um suporte da alta geréncia para
que as sugestdes sejam acatadas.

A analise constante do comportamento do sistema apos a
implementacdo da solugcdo e fundamental para verificar se estao
ocorrendo desvios daquilo gue foi suposto inicialmente, lembrando de
que a modelagem partiu de algumas hipoteses iniciais.

‘tz" Assimile

Agora que ja tivemos um primeiro contato com a modelagem
matematica em pesquisa operacional, vamos relembrar algumas
definicdes importantes?

Comecgando pela propria palavra otimizagdo, © que e como otimizar?

lremos otimizar uma funcdo chamada objetivo, que descreve o objetivo >
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da nossa modelagem, ou seja, € uma fungao que serd maximizada ou
minimizada. Por exemplo, o lucro total € um exemplo de fungdo objetivo
que nos interessa maximizar. Ja o custo total seria um exemplo de fungao
objetivo na qual © Nosso interesse seria de minimizar.

Mas o que compde a nossa funcao objetivo? As variaveis de decisao e
os coeficientes da funcdo objetivo. Os coeficientes sdo obtidos na fase
de coleta de dados e representam uma contribuicao de cada variavel
de decisao para a funcdo objetivo. Os lucros ou os custos unitarios
seriam exemplos de coeficientes, enquanto que as quantidades seriam
representadas pelas variaveis de decisdo.

Além da funcdo objetivo, temos as restricbes, que sao divididas em
funcionais e de ndo negatividade. As restricdes existem pois 0S NOSSOS
sistemas reais apresentam limitacdes que devem ser levadas em conta
nos modelos.

Assim que os modelos sao construidos, eles devem ser testados e, na
sequéncia, se aprovados, implementados.

Sem medo de errar

Vocé foi contratado por uma empresa de eletrénicos, que esta ha
20 anos atuando no mercado. Um dos principais problemas que esta
empresa esta enfrentando € a definicao do seu mix otimo de producao,
uma vez que os produtos possuem precos de venda e requisitos de
producdo diferentes.

Para alinhar a producdo com o planejamento estratégico
de longo prazo, o mix de produtos estd sendo redefinido, com
a possivel exclusdo de alguns produtos da linha, bem como o
redimensionamento da quantidade produzida dos demais. Seu gestor,
ao identificar seus conhecimentos em pesquisa operacional, solicitou
sua ajuda na solucdo desse problema e, como prémio, ofereceu a
VOCEé sua primeira promocao, mas ele ainda esta desconfiado sobre a
eficacia da pesquisa operacional.

Diante desse desafio, em um primeiro instante vocé mostrou ao seu
superior Como a pesquisa operacional pode contribuir para o processo
de tomada de decisdo. Depois, vocé mostrou 0s passos que deveriam
ser sequidos No processo de modelagem.
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Agora, para a constru¢do do modelo matematico vocé
aplicara diversos conceitos da pesquisa operacional, mas antes da
implementacdo dos resultados, como o modelo podera ser testado?

Bom, como nos vimos nesta secao, para testar os modelos nos
precisamos em primeiro lugar obter uma versdo inicial do modelo.
E como faremos isso?

Primeiro definiremos as variaveis de decisao, que nesse Caso
seria a quantidade a ser produzida de cada produto que compde o
mix de producdo.

O objetivo, neste caso, pode ser reduzir o custo total de produgao
ou maximizar o lucro total, a depender das informacdes que vocé
dispde na fase da coleta de dados.

Em seguida, devemos modelar as restricbes na forma de
equacoes e/ou inequacgoes.

Uma vez que o modelo inicial foi construido, ele passara para
a fase de testes, sendo que uma das possiveis formas de testar o
modelo é utilizando um teste de retrospectiva, no qual utilizamos
dados historicos para reconstruir o passado e verificar a eficiéncia
do modelo e da solu¢do utilizando essa abordagem.

OQutros testes podem ser utilizados, mas €& fundamental
documentar todos os procedimentos para que 0s demais usuarios
compreendam e confiem no modelo desenvolvido.

Vocé precisara coletar os dados historicos e, com o modelo em
maos, fazer a comparacao para analise do desempenho do modelo
frente aos resultados obtidos anteriormente.

Quando os testes forem concluidos e o modelo validado,
sera iniciada a fase de implementacao, na qual conheceremaos as
solucdes reais para © NoOsso problema.

Parabéns, mais uma etapa concluida e agora vocé ja esta apto
para construir modelos matematicas de pesquisa operacionall
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Avancando na pratica
Gestdo da produgao — maximizagao da producao

Descricao da situagcao-problema

Uma empresa de manufatura de pecas para automoveis tem
trés produtos numa de suas linhas de fabricacdo: polias, pistdes e
virabrequins. O lucro nessa linha esta muito abaixo do esperado,
com base na capacidade produtiva disponivel. A diretoria esta
planejando redistribuir os niveis de producdo de cada produto,
tentando melhorar o lucro da linha, de modo que, como gestor da
producao, lhe ¢ solicitada uma modelagem do problema a fim de
aumentar o retorno financeiro para a empresa.

Cada um dos produtos pode necessitar de até trés recursos para
sua producao, sendo eles a furadeira, o torno e a retifica. Sabemos o
tempo, em minutos, que cada produto deve ficar em cada recurso,
conforme apresentado no Quadro 1.1, bem como o tempo Maximo
disponivel por recurso por semana.

O departamento de vendas aponta que a demanda maxima
de virabrequins € de 100 unidades por dia € o lucro unitario €,
respectivamente, de RS 2,20, RS 3,15 e RS 2,90 para a polia, o pistédo
e o virabrequim.

Como vocé desenvolveria esse modelo para a diretoria da empresa?

Resolugdo da situacao-problema

Quadro 1.1| Tempo de cada produto em cada recurso

Tempo disponivel

Recurso Polia Pistdo | Virabrequim (minutos por dia)
Furadeira 10 7 12 480
Torno 6 5 0 420
Retifica 5 0 4 20

Fonte: elaborada pelo autor.
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As variaveis de decisdo (x) devem representar as quantidades de
produtos que irdo compor o mix de produg¢ao, estando associados
aos respectivos lucros unitarios, uma vez que o proposito da fungao
objetivo no problema & maximizar o lucro. As restricdes funcionais
sdo compostas pela limitacao dos recursos, que possuem uma
capacidade maxima diaria e as restricdes de nao negatividade
garantem que as variaveis de decisao sejam maiores ou iguais a zero.

Logo, tem-se:

x, = quantidade de polias por dia; x, = quantidade de pistdes por
dia; x; = quantidade de virabrequins por dia.

Fungao objetivo: maximizar Z = 2,20 x, + 3,15 x, + 2,90 x,
Sujeito as restrigdes: 10 x, + 7 x, + 12 x, <480

6 x, +5x,<420

5x,+4x,<450

Restricbes de ndo negatividade: x; x,; X, 2 0

Faca valer a pena

1. Na pesquisa operacional, comumente trabalhamos com modelos
abstratos. O ______________ trata-se de uma representacao de um
problema organizado com o propdsito de obter uma solugao otima.

Assinale a alternativa que apresenta corretamente o nome do modelo que
completa a lacuna da citagao anterior.

a) Modelo de maximizacdo.

b) Modelo de variagao.

c) Modelo de decisdo.

d) Modelo de otimizacdo.

e) Modelo de minimizagéo.

2. Sobre modelos matematicos em pesquisa operacional, considere as
afirmacodes |, Il e lll.

I. As funcdes objetivos sdo aquelas nas quais os valores devem ser
determinados, ou seja, se tivermos infinitas decisdes que devem ser tomadas,
de algum modo precisamos quantifica-las.
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II. A solucao das variaveis de decisao que maximiza ou minimiza a funcdo
objetivo é chamada de solucdo otima.

IIl. As restricdes podem ser entendidas como qualquer coisa que limita o
melhor desempenho do sistema.

Classifique as afirmagdes anteriores em Verdadeiro (V) e Falso (F) e assinale
a alternativa que apresenta a ordem correta.

a)V,V, F.
b) F, F, V.
cF V, V.
d)F, F F.
e)V,V, V.

3. O lucro total € um exemplo de funcdo objetivo que nos interessa
maximizar. Ja o custo total seria um exemplo de funcdo objetivo na qual o
nosso interesse seria de minimizar. Na funcdo objetivo, os(as) _________
sdo obtidos(as) na fase de coleta de dados e representam uma contribuicéo
decada _________ para a funcao objetivo.

Assinale a alternativa que completa a frase anterior corretamente.
a) Coeficientes; restricao.

b) Varidveis de decisdo; restricdo.

c) Coeficientes; otimizacdo.

d) Variadveis de decisdo; otimizacao.

e) Coeficientes; varidvel de decisdo.
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Unidade 2

Programacao linear,
dualidade e sensibilidade

Convite ao estudo

Caro aluno, na Unidade 2, nosso estudo sera iniciado por
meio do entendimento da programacao linear (PL), abrangendo,
inclusive, conceito, hipoteses, resolucdo de problemas e
exemplos classicos de programacao linear em PO.

Posteriormente, entenderemos a importancia € o
funcionamento do método simplex, bem como a algebra do
simplex e o simplex em sua forma tabular.

Entdo, adentraremos nos estudos de dualidade e sensibilidade,
contemplando a analise econdmica da dualidade e aplicacdes da
analise de sensibilidade em PO.

Assim, ao final desta unidade, pretende-se que vocé consiga
formular e implementar um modelo de programacgao linear para
resolucdo de problema de pesquisa operacional, sendo esse
aspecto fundamental para a sua atuacao profissional.

Nesse sentido, suponha que vocé decidiu investirnamontagem
de um pequeno negocio de doces finos, especializado em festas
de casamentos, debutantes e aniversarios. O seu objetivo ¢é
atender bem a todos os clientes para que a empresa se mantenha
competitiva no mercado, principalmente nesta fase inicial critica
de insercao e recuperagao do capital investido.

Agora que o planejamento estratégico esta comegando, vocé
devera investir parte dos recursos na compra de equipamentos,
que dependerdo dos produtos e das quantidades que serao
oferecidos aos clientes e, lembrando das aulas de pesquisa
operacional, mais especificamente da programacdo linear,
decidiu fazer um uso 6timo dos recursos disponiveis.

Para que os conceitos da programacao linear possam ser
aplicados no planejamento estratégico do seu negocio, algumas



hipoteses precisam ser satisfeitas, entdo, como vocé faria essa
verificacao?

Uma vez que as hipoteses estejam satisfeitas, vocé realizou
a coleta de dados e concluiu o processo de modelagem, mas
verificou que o problema nao € tado simples para resolver pelo
Método Grafico, entdo, como vocé poderia encontrar a solugao
otima?

Vocé jg esta tendo os primeiros resultados do seu novo
negocio, fechando novas parcerias e contratos, mas esta inseguro
com relacao a solucao encontrada anteriormente, uma vez que
agora ela esta sendo implementada. Como vocé poderia analisar
a sensibilidade da solucao otima encontrada?

Reflita sobre essas indagacdes e se empenhe no estudo do
material, a fim de consegquir aplicar esses conhecimentos com
sabedoria e de forma efetiva no mercado de trabalho!

Tenha um otimo estudo!



Secao 2.1
Introducao a programacao linear

Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da pesquisa operacional no
processo decisorio, continuaremos nosso estudo refletindo sobre a
importancia e conceitos de programagao linear.

Considerando as diferentes ferramentas da pesquisa operacional,
a programacao linear € a mais conhecida e utilizada nos problemas
que se vinculam a alocacao de recursos.

Entdo, exploraremos o conceito de programacao linear em
pesquisa pesquisa operacional, bem como hipoteses, resolucao de
problemas e exemplos classicos nesse ambito.

Esse estudo ¢é essencial a fim de vocé tornar-se apto a formular
e implementar modelos de programacdo linear para diferentes
problemas em PO, vislumbrando a aplicacdo dessa area em diferentes
segmentos da economia, como industria, transporte, mercado
financeiro, entre outros, uma vez que se trata de uma area estratéegica.

Nesse sentido, suponha que vocé decidiu investir na montagem
de um pegueno negocio de doces finos, especializado em festas de
casamentos, debutantes e aniversarios. O seu objetivo € atender bem
a todos os clientes para que a empresa se mantenha competitiva
no mercado, principalmente nesta fase inicial critica de insergao e
recuperacao do capital investido.

Agora que o planejamento estratégico estda comecando, vocé
devera investir parte dos recursos na compra de equipamentos, que
dependerdao dos produtos e das quantidades que serdao oferecidos
aos clientes e, lembrando das aulas de pesquisa operacional, mais
especificamente da programacao linear, decidiu fazer um uso otimo
dos recursos disponiveis.

Para que os conceitos da programacao linear possam ser aplicados
no planejamento estratégico do seu negocio, algumas hipoteses
precisam ser satisfeitas, entdo, como vocé faria essa verificagao?
Pense a respeito dessa indagacao, uma vez que vocé precisa dessas
informacdes para tomar uma decisdo.
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A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicacdo e
entusiasmo, para aproveitar esse conteudo e fazer a diferenca em
sua carreira.

Tenha um excelente estudo!

Nao pode faltar

Caro aluno, agora que j& estamos familiarizados com os
conceitos introdutorios de pesquisa operacional e com o
processo de modelagem matematica, vamos iniciar Nnossos
estudos utilizando uma das possiveis técnicas de otimizacao que €
a programacao linear.

O que ¢é programacao linear?

Relembrando o que vimos anteriormente na construcdo de
modelos em pesquisa operacional, temos basicamente uma funcao
objetivo, que é aquela que queremos otimizar (maximizar ou
minimizar), as restricdes funcionais e a restricdo de ndo negatividade.
A funcao objetivo e as restricbes funcionais sdao equacdes, ou
inequacdes (no caso das restricdes funcionais), sendo compostas
pelas variaveis de decisdao e pelos diversos coeficientes, explicados
anteriormente.

Uma das técnicas de programacao matematica € a programacao
linear, que também poderemaos abreviar por PL. Na PL as funcdes,
equacdes e inequacdes apresentam comportamento linear.

As equacdes lineares podem ser representadas de modo
geneérico por a;X, +a,X, +a;x; +---a,x, =b, sendo a,,a,,a;, -, a,
os coeficientes das incognitas Xy, Xy, X3,-+, X, e b € chamado de
termo independente, sendo que se b=0 a equacdo é chamada
homogénea.
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J=| Exemplificando

Vamos executar a modelagem de um problema de programacao linear?

Entao, vamos supor gue voceé trabalhe numa industria de brinquedos, que
possui trés maquinas para a fabricacdo de dois produtos, um boneco de
plastico e uma lousa. Sabemos que cada produto deve passar por cada
uma das maquinas para ser processado conforme o tempo apresentado
no Quadro 2.1, bem como o tempo maximo de processamento diario de
cada maqguina.

Quadro 2.1 | Tempo de processamento nas maquinas

Boneco de plastico Lousa Tempo maximo
Maquina 1 1 hora 2 horas 12 horas
Maquina 2 2 horas 3 horas 12 horas
Maquina 3 2 horas 1hora 8 horas

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que o lucro de cada boneco ¢ de RS 3,00 e de cada lousa RS
2,00, o dono da empresa quer saber: quanto ele deve produzir de cada
brinquedo para otimizar o lucro diario, dadas as restricdes apresentadas?

Em primeiro lugar, temos que definir as variaveis de decisao, que nesse
Caso serdo as quantidades de bonecos e de lousas. Assim, podemos
dizer que X; é a quantidade de bonecos e X, de lousas. A nossa fungdo
objetivo representara o lucro total, que deve ser maximizado. O lucro total
€ uma funcao da quantidade de bonecos e lousas multiplicada pelo lucro
unitario de cada produto.

Fungéo objetivo: maxZ = 3,00x, +2,00x,

E quais as restricdes? Temos as restricdes funcionais, que sao as limitacdes
de cada uma das trés maquinas, que foram obtidas pelo Quadro 2.1.

Restricao da maquina 1: 1) +2x, <12
Restrigdo da maquina 2: 2x, + 3x, <12
Restricdo da maquina 3: 2x, +1x, <8

Restricdo de ndo negatividade: Xy, X, 20, ou seja, a quantidade de
bonecos e de lousas deve ser maior ou igual a zero.

O nosso problema ficaria:
max Z = 3,00x; + 2,00, 4
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Sujeito a:
1%, +2x, <12

2x,+3x, <12
2x,+1x, <8

X;, X, 20

Agora que ja sabemos o que € a PL, temos que levar em conta
alguns pressupostos, ou hipoteses, para a resolucao de problemas de
programacao linear. Quais sdo essas hipoteses?

De acordo com Hillier e Lieberman (2013), considerando-se o ponto
de vista matematico da modelagem, existem quatro hipoteses que
devem ser satisfeitas com relacdo as atividades e aos dados coletados
que compdem o problema.

1. Hipotese de proporcionalidade: se aplica tanto a funcao objetivo
guanto as restricdes. Tem-se que a contribuicdo de cada atividade
ao valor de Z (funcao objetivo) é proporcional ao nivel da atividade
(variavel de decisdo), conforme representado pelo parametro na
funcdo objetivo. O alvo dessa hipotese € garantir que o expoente seja
igual a um para qualquer variavel de decisao, tanto na fungao objetivo
guanto nas restricdes funcionais. Isso garante que o modelo € linear.
No Quadro 2.2 € apresentado um exemplo em que a hipotese ¢é
satisfeita e violada.

Quadro 2.2 | Hipdtese de proporcionalidade

Medida de desempenho global (Z = 4x))
Variadvel de decisdo (x)

Hipotese satisfeita Hipotese violada
0 0 0
1 4 5
2 8 10
3 12 13

Fonte: elaborada pelo autor.

2. Hipotese de aditividade: garante que o efeito total de quaisquer
duas variaveis € a soma dos efeitos individuais, ou seja, toda fungao
num modelo de programacao linear sera a soma das contribuicdes
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individuais de cada respectiva atividade. Por exemplo, se a medida de
desempenho global Z indicar o custo total, ela sera a soma dos custos
individuais de cada atividade.

3. Hipotese de divisibilidade: como estamos trabalhando
com um modelo de programacao linear, as variaveis de decisao
podem assumir quaisquer valores, inclusive valores nao inteiros
(fracionados). Se as variaveis assumirem apenas valores inteiros,
trata-se de programacao inteira.

4. Hipotese de certeza: garante que todos os valores atribuidos a
cada parametro de um modelo de programacdo linear sdo assumidos
como conhecidos. Essa hipotese vale tanto para os parametros da
funcao objetivo quanto para as restricdes funcionais, de modo que séo
nao valores aleatorios.

Para que tenhamos um modelo de programacao linear, tanto as
hipoteses do modelo quanto as hipoteses da modelagem devem
ser satisfeitas, pois caso contrario as solucdes obtidas ndo poderao
ser validadas.

Para que o problema em questdo possa ser resolvido como um
problema de PL, obrigatoriamente, as quatro hipoteses apresentadas
devem ser satisfeitas. No entanto, na maioria dos problemas reais
as hipoteses apresentadas podem nao ser satisfeitas. £ agora? Isso
inviabiliza o uso da programacao linear em problemas reais?

A resposta para essa pergunta € ndo e a justificativa € que utilizamaos
modelos, que nada Mmais sdo do que uma representacao aproximada
da realidade, ou seja, temos uma abstracdo da realidade. Como ja
vimos, ndo sao todas as informacdes reais que deverdo ser agregadas
No Nosso modelo, pois isso deixaria © modelo muito complexo e, com
iSO, provavelmente ndo encontrariamos uma solucao, o que dira uma
solucao otima.

Portanto, € importante gue ao formular o problema vocé analise
bem as hipoteses e as diferencas entre o problema real e 0 modelo
obtido. Se para criar um modelo que descreva adequadamente a
realidade vocé violar de forma significativa as quatro hipoteses ou se
ao satisfazer as quatro hipoteses o seu modelo se distanciar muito
da realidade, pare e repense o uso da programacao linear. Para
esses casos, temos outras possibilidades de solu¢cdes que veremos
mais adiante.
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o(?,s Reflita

Sabendo quais sao as hipoteses da PL que devem ser satisfeitas, reflita no
exemplo da industria de brinquedos (apresentado no box Exemplificando)
que modelamos anteriormente e verifique se as quatro hipoteses sao
satisfeitas para esse problema. Lembrando que temos as hipoteses de
proporcionalidade, de aditividade, de divisibilidade e de certeza.

Agora que ja sabemos o que € programacao linear e as hipoteses
que devem ser satisfeitas para que O Nosso problema possa se
enquadrar nesse tipo de programacao matematica, como podemaos
encontrar uma solucao otima para essa classe de problemas?

O primeiro método que aprenderemos € muito intuitivo e de
facil visualizacdo; a este método chamaremos de Método Grafico.
Posteriormente, ficard evidente o motivo do uso desse nome para
obter uma solucdo, e, caso ela exista, verificar se ela € otima.

Para isso, necessitamos relembrar alguns conceitos, a comecar
pelos tipos de solucdes possiveis, considerando-se que um modelo
de programacao linear consiste, basicamente, de um sistema de
equacdes lineares.

- Solucao viavel: para uma solucdo ser viavel todas as restricbes
devem ser satisfeitas.

- Solucdo inviavel: se ao menos uma das restricdes for violada, a
solucao é inviavel.

- Regido de solucdes vidveis: € o conjunto de todas as
solucdes viaveis.

- Solucdo otima: trata-se do valor mais favoravel da funcao objetivo
(maior ou menor valor da funcado objetivo).

- Nenhuma soluc¢do otima.

De acordo com Hillier e Lieberman (2013), uma solucado viavel em
ponto extremo (também chamada de solucdo FPE) é aquela que esta
no veértice da regido de solucdes viaveis. A Figura 2.1 apresenta um
exemplo de regiao de solucdes viaveis, obtida a partir da modelagem
do problema de programacao linear da industria de brinquedos
(apresentado no box Exemplificando), que satisfaz as quatro hipoteses
verificadas anteriormente, na qual podemos destacar as solu¢cdes FPE.
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Figura 2.1 | Exemplo de regido de solucdes viaveis

Xa Maximizar Z = 3x, + 2x,
Sujeito a

x, +2x, <12

2x, 4+ 3x, <12

2x,+x, <8 2x;+x, <8

x,x220

x, +2x;, <12

75 10 125 15

X1
2x, +3x; =12

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 2.1 apresenta as restricdes do modelo de programacao
linear em um grafico bidimensional de x1 e x2. Como ja vimos
anteriormente, na regiao de solucdes viaveis todas as restricdes do
problema sdo satisfeitas, portanto, sdo candidatas a solucao otima. Se
um problema tiver apenas uma solucao otima, esta obrigatoriamente
serd uma solucdo FPE. Caso o problema tenha multiplas solucdes
otimas, ao menos duas das solucdes otimas serao solucdes FPE.

Considerando as definicdes de Hillier e Lieberman (2013), o
Método Grafico consiste na identificacdo da regiao de solucdes
vidveis, para que sejam localizadas as solu¢cdes FPE. Como a solucao
otima € obrigatoriamente uma solucao FPE, nos problemas cuja
solucdo otima existe e seja Unica, precisamos descobrir qual solugcao
FPE € a melhor, portanto, a otima.

Vamos voltar ao exemplo da Figura 2.1, na qual identificamos a
regiao de solucdes viaveis, composta pela interseccao das retas que
representam as restricbes funcionais (area hachurada pelas retas
vermelhas, incluindo o contorno). As solucdes FPE sdo apresentadas
na Figura 2.2, nas intersec¢des circuladas.
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Figura 2.2 | Solucdes FPE

X2 Maximizar Z = 3x; + 2x,
Sujeito a

X, +2x, =12
2x, +3x, =12

2x;+x, =8 Zx, +x, =8

x3,X 20

x, +2x; <12

125 15

X1
2x, +3x; =12

As solucdes FPE (X;,X,) sdo: (0,0), (0,4), (3,2), (4,0). Para
determinar a solugdo oOtima, caso ela seja unica, sabemos que
obrigatoriamente seré a melhor solu¢do FPE.

FanY
pYrS

Fonte: elaborada pelo autor.

Para descobrir qual a melhor solucdo FPE, precisamos substituir
0s valores de x1 e x2 encontrados em cada uma na funcgao objetivo,
conforme apresentado:

(X, %,)=(0,0)—>Z =0
(X, %,)=(0,4)>Z =8
(X1, %,)=(3,2) > Z =13
(X4, X,)=(4,0)>Z=12

Considerando-se que neste caso o problema é de maximizacéao,
a solugcao otima sera o valor mais positivo, ou seja, a medida de
desempenho global Z, que € 13. Portanto, existe uma unica solucao
otima (X4, X,)=(3,2). Logo, com a limitagdo das maquinas, devemos
produzir trés bonecos e duas lousas por dia e ter um lucro maximo de
RS 13,00.
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E evidente que problemas mais complexos, que envolvam um
numero maior de variaveis de decisao, nao poderdo ser resolvidos
pelo Método Grafico. Para esses casos, utilizaremos uma outra
abordagem, que € o método simplex, que veremos mais adiante.

Qﬁ) Assimile
Caro aluno, perceba que os problemas de programacdo linear apresentam,
como caracteristica fundamental, funcdes, equacdes e inequacdes na
forma linear. Para esse tipo especifico de problema, devemos satisfazer
quatro hipoteses: proporcionalidade, aditividade, divisibilidade e certeza.
Para resolvermos problemas de programacdao linear utilizando o Método

Grafico, devemos ter em mente os conceitos de: solugdo viavel, solugao
inviavel, regiao de solucdes viaveis e solugao otima.

Vamos ver alguns exemplos classicos de programacao linear a fim
de vocé entender a aplicacao de PL em sua pratica profissional?

Como ja vimos no problema da industria de brinquedos, um
dos problemas mais recorrentes dentro da programacao linear € a
escolha do mix otimo de producao de bens ou servicos. Isso porque
geralmente temos um lucro ou um custo unitario para cada produto
ou servico, de modo que queremos otimizar o lucro ou o custo total.

Evidentemente que essa nao € a unica aplicacdo possivel dos
problemas de PL, sendo que um outro exemplo ¢ a definicao de
escala de funcionarios para atendimento aos clientes. Por exemplo,
emum call center ou em um balcao de atendimento de uma empresa,
O objetivo € verificar a quantidade de funcionarios necessaria para
atingir um nivel de atendimento minimo, de modo que o custo com
0s funcionarios seja minimizado.

Um outro exemplo muito recorrente e que sera estudado de modo
mais detalhado na proxima unidade, € o problema de transporte.
Nesse caso, devemos ter em mente que existe uma dada oferta
de produtos ou servicos na origem e uma demanda no destino. A
questao central agui € como minimizar o custo total de transporte
entre as origens e os destinos.
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|:|_C|1 Pesquise mais

Vamos avangar nossos estudos em programacgdo linear?

Faca a leitura das paginas 52 a 54 do capitulo 3 (Introducao a programagdo
linear) do livro Introdugdo a pesquisa operacional dos autores Frederick
Hillier e Gerald Lieberman. Disponivel em: <HYPERLINK "nttps://biblioteca-
virtual.com/detalhes/eds/edsmib/edsmib.000003268" https://biblioteca-
virtual.com/>. Acesso em: 2 nov. 2017.

Bons estudos!

Sem medo de errar

Vocé decidiu investir na montagem de um pequeno negocio de
doces finos, especializado em festas de casamentos, debutantes e
aniversarios. O seu objetivo € atender bem a todos os clientes para
que a empresa se mantenha competitiva no mercado, principalmente
nesta fase inicial critica de inser¢cao e recuperacao do capital investido.

Agora que o planejamento estratégico esta comecando, vocé
devera investir parte dos recursos na compra de equipamentos, que
dependerdo dos produtos e das quantidades que serao oferecidos
aos clientes e, lembrando das aulas de pesquisa operacional, mais
especificamente da programacao linear, decidiu fazer um uso 6timo
dos recursos disponiveis.

Para que os conceitos da programacao linear possam ser aplicados
no planejamento estratégico do seu negocio, algumas hipoteses
precisam ser satisfeitas, entdo, como voceé faria essa verificagao?

Para que a verificagao comece, primeiro vamos a hipotese de
proporcionalidade. Sabemos que a contribuicdo de cada atividade
ao valor da funcao objetivo é proporcional ao nivel da atividade
(variavel de deciséo). Portanto, devemos garantir, por meio dessa
hipotese, que 0 Nosso problema do negocio de doces apresenta
expoente igual a um para qualquer variadvel de decisdo, tanto na
func¢ao objetivo quanto nas restricdes funcionais, ou seja, que € de
fato um problema com comportamento linear, configurando um
problema de programacao linear.

Em sequida, temos a hipotese de aditividade, sendo que o efeito
total de quaisquer duas variaveis € a soma dos efeitos individuais, ou
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seja, toda funcao num modelo de programacao linear serd a soma
das contribuicdes individuais de cada respectiva atividade. Por
exemplo, se a medida de desempenho global Z indicar o lucro total
com os diferentes tipos de doces produzidos, ela sera a soma dos
lucros individuais de cada tipo de doce, multiplicada pela quantidade
de cada tipo de doce a ser produzida.

Ja a hipotese de divisibilidade garante que as varidveis de decisao
podem assumir quaisquer valores, inclusive valores nao inteiros
(fracionados). Nesse caso, poderiamos ter um valor fracionado
do mix de producgao dos diferentes tipos de doces. Se o valor
fracionado nao tiver sentido real para 0 NOssO problema, veremos
como resolver isso utilizando o conceito de programacao inteira.

Por ultimo, é fundamental que cada parametro do nosso
problema seja assumido como conhecido, por exemplo, o lucro
unitario de cada doce, a capacidade maxima de produc¢do de cada
equipamento, quais 0s requisitos de producdo para cada tipo de
doce, entre outros. E isso o que nos garante a hipotese de certeza,
que 0s parametros da funcdo objetivo e das restricdes funcionais
sao conhecidos e nao valores aleatorios.

Avancgando na pratica

Investimento financeiro

Descricao da situagao-problema

Suponha gue vocé possua uma funcao gerencial em um banco
que possui 0s investimentos A e B para oferecer a seus clientes, de
modo que A apresenta maior risco que o investimento B.

A rentabilidade de cada investimento acaba compensando Os riscos
associados, de modo que A apresenta maior retorno que B.

Como gerente, vocé informou a um cliente interessado os
detalhamentos sobre os dois tipos de investimentos, conforme
ao Quadro 2.3.
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Quadro 2.3 | Detalhamento dos tipos de investimentos

Investimento A (a cada Investimento B (a cada
RS 100 por més) RS 100 por més)
Taxa administrativa (%) 10 2,0
Risco (%) 2,0 3,0
Imposto de renda (%) 2,0 1,0

Fonte: elaborada pelo autor.

A fim de garantir uma boa rentabilidade, o cliente quer saber como
diversificar seus rendimentos de modo a atingir 0s seus objetivos.

Visando esclarecer para o cliente a melhor combinagao de
investimentos, vocé percebeu a necessidade de aplicar um método
cientifico de analise, optando pela programacao linear. Por meio
de uma conversa inicial com o cliente, vocé conseguiu determinar
alguns parametros baseados no custo de oportunidade de outros
investimentos, especificando o risco maximo de 12%, a maxima taxa
administrativa igual a 12% e 0 maximo imposto de renda igual a 8%.

Ademais, em sua funcdo gerencial, vocé tambeém informou ao
cliente que os investimentos apresentam diferentes rentabilidades, de
modo que para cada cem reais investidos por més em A, havera um
retorno de trés reais, enquanto que para cada cem reais investidos em
B, havera um retorno de dois reais.

Com base nesses critérios, respeitando que o objetivo do cliente
€ alcancar o melhor retorno possivel, coube a vocé apontar a melhor
solucdo; como vocé faria essa indicacdo?

Resolugao da situagdo-problema
Em primeiro lugar, © modelo matematico que descreve o problema

X, = investimento em A (muiltiplo de R$100,00)
X, = investimento em B (multiplo de R$100,00)

Maximizar Z = 3X,+ 2X,
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Sujeito a

X, + 2x, <12
2x,+ 3x,<12
2X,+ X, <8

E

0<x, X,

Utilizando o Método Grafico para solucionar o problema de
programacao linear, encontramos a seguinte regiao de solucdes viaveis
e as solucdes FPE conforme apresentado na Figura 2.3:

Figura 2.3 | Solucdes FPE

.\0 25 H -
©.0 Hao x

Fonte: elaborada pelo autor.

As solu¢des FPE e seus respectivos valores para a funcao objetivo
(Z) sdo (X, X):

-(0,00comZ=0
-(0,4)comZ=8
-(3,2)comZ =13
-(4,00comZ =12

Dentre as solucdes FPE apresentadas, a que tem o melhor valor,
uma vez que o objetivo € maximizar o retorno, € a solugao (3, 2),
RS 300 no investimento A e RS 200 no investimento B, com retorno
de RS 130.

Parabéns, vocé conseguiu indicar ao seu cliente qual era o
melhor investimento!
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Faca valer a pena

1. A empresa, produtora de aco, esta implantando uma politica de reducéo
da poluicao do ar, tendo em vista as crescentes preocupacdes ambientais e
sociais, para se manter competitiva no mercado.

Um levantamento realizado por funcionarios junto a companhia ambiental
do municipio identificou que a taxa anual maxima (em milhdes de toneladas)
de emissdo de hidrocarbonetos, particulados e 0xido de enxofre na atmosfera
deve ser, respectivamente, 30, 12 e 20. Caso esses limites sejam respeitados,
sera seguido um rigoroso padrao de qualidade do ar no municipio.

A empresa utiliza dois tipos de fornos: os altos-fornos e os fornos Siemens-
Martin e cada um deles tem uma taxa de emissdao de poluentes, conforme
apresentado no Quadro 2.4.

Quadro 2.4 | Emissdo de poluentes em cada tipo de forno (milhdes de toneladas por
més)

Poluente Alto-forno Siemens-Martin
Hidrocarbonetos 2 3
Particulados 1 1
Oxido de enxofre 2 1

Fonte: elaborada pelo autor.

Considerando-se que o uso do alto-forno gera um lucro mensal de RS 40
milhdes e que o uso do Siemens-Martins gera RS 50 milhdes de lucro no
mesmo periodo, qual o uso 6timo dos fornos ao longo dos meses do ano
para manter a qualidade do ar dentro dos padrdes estabelecidos?

a) Utilizar apenas o alto-forno por 10 meses.

b) Utilizar apenas o Siemens-Martin por 10 meses.

c) Utilizar o alto-forno por 8 meses e o Siemens-Martin por 4 meses.

d) Utilizar apenas o alto-forno por 11 meses.

e) Utilizar o alto-forno por 6 meses e o Siemens-Martin por 6 meses.

2. A programacio linear é bastante versatil, mas a aplicacdo mais usual
envolve a alocagao de recursos e atividades. Os recursos geralmente sdo
escassos, portanto a quantidade disponivel € limitada e o objetivo é fazer
uma alocacao cuidadosa, otimizando o uso dos recursos disponiveis.
Com relacdo a programacao linear, avalie as assercdes e assinale a
alternativa correta:

|. Determinar a alocacdo otima nos problemas de programacao linear
envolve escolher os niveis das atividades que atingem o melhor valor para
a funcdo objetivo (ou seja, a medida de desempenho global).

66 U2 - Programagéo Linear, dualidade e sensibilidade



PORQUE

Il. Ter um nivel maior nas atividades pode gerar custos desnecessarios, no
entanto, ter um nivel menor pode gerar custos de ndo atendimento.

Com relagado a programacao linear, avalie as assercdes | e Il e assinale a
alternativa correta.

a) Apenas a afirmacédo | é verdadeira.

b) As duas afirmacdes sao verdadeiras, mas Il ndo justifica .

c) Apenas a afirmacao Il é verdadeira.

d) As duas afirmacdes sao verdadeiras e a Il justifica a I.

e) Nenhuma das afirmacdes € verdadeira.

—_ = = =

3. Sabemos que em um problema de pesquisa operacional, o modelo
matematico deve ser uma representacao razoavel da realidade. Os modelos
de programacdo linear, que sao tipos especificos de modelos de pesquisa
operacional, partem do pressuposto de que tanto a fungado objetivo quanto
as restricdes funcionais sdo lineares, mas além desses pressupostos, temos
algumas hipoteses que norteiam a modelagem. Tratam-se de algumas
propriedades matematicas que devem ser satisfeitas em relacdo as atividades
e aos dados do problema que esta sendo modelado.

Com relagdo as hipoteses da modelagem, analise as afirmacdes:

|. Hipotese da aditividade

[I. Hipotese da certeza

[ll. Hipotese da divisibilidade

IV. Hipotese da proporcionalidade

A. A contribuicado de cada atividade ao valor da fungdo objetivo é equivalente
ao nivel da atividade.

B. O efeito total de quaisquer duas variaveis € a soma dos efeitos individuais.
C. As variaveis de decisdo podem assumir quaisquer valores, inclusive
valores nao inteiros.

D. Garante que todos os valores atribuidos a cada parametro de um modelo
de programacdo linear sdo conhecidos.

Com relagdo as hipoteses da modelagem, assinale a alternativa que
apresenta a associacao correta:

al=B;Il-D;lll-=AIV-C.

b)I -=A; Il - D; Il -C; IV-B.

cl=B;lIl-D; Il =C; IV-A.

dI-All-C Il -D;IV-B.

e)l=B;lIl- Clll-=D;IV-A.
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Secao 2.2

Método simplex

Dialogo aberto

Caro aluno, na secao anterior, estudamos a resolucao dos problemas
envolvendo duas variaveis de deciséo pelo Método Grafico.

Vocé ja pensou qual seria um possivel metodo ou ferramenta para a
solucado de problemas que envolvam mais de duas variaveis e que, assim,
nao podem ser resolvidos graficamente?

Nesta secdo, trabalharemos os conceitos e aplicagdo do Método
simplex para a resolucao de problemas que podem envolver mais de
duas variaveis e que, assim, nao poderiam ser resolvidos graficamente.

Sera estudado também a algebra do método simplex, bem como o
simplex em sua forma tabular.

Esse estudo é essencial a fim de vocé tornar-se apto a resolver
diferentes problemas em PO, vislumbrando a aplicacao dessa area em
diferentes segmentos da economia, como industria, transporte, mercado
financeiro, entre outros, uma vez que se trata de uma area estratégica.

Nesse sentido, suponha que vocé decidiu investir na montagem
de um pequeno negocio de doces finos, especializado em festas de
casamentos, debutantes e aniversarios. O seu objetivo € atender bem
a todos os clientes para que a empresa se mantenha competitiva
no mercado, principalmente nesta fase inicial critica de insercéo e
recuperacao do capital investido.

Agora que o planejamento estrategico esta comegando, vocé devera
investir parte dos recursos na compra de equipamentos, que dependerdo
dos produtos e das quantidades que serao oferecidos aos clientes e,
lembrando das aulas de pesquisa operacional, mais especificamente da
programacao linear, decidiu fazer um uso Gtimo dos recursos disponiveis.

Inicialmente, vocé refletiu sobre algumas hipoteses que precisariam
ser satisfeitas.

Agora, vocé realizou a coleta de dados e concluiu o processo de
modelagem, mas verificou que o problema ndo e tado simples para
resolver pelo Método Grafico, entdo, como vocé poderia encontrar a

68 U2 - Programagéo Linear, dualidade e sensibilidade



solucdo otima? Pense a respeito dessa indagacao, uma vez que vocé
precisa dessas informagdes para tomar uma decisao do que e do quanto
produzir em seu Novo Negocio.

A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicacao e
entusiasmo, para aproveitar esse conteudo e fazer a diferenca em sua
carreira.

Tenha um excelente estudo!

Nao pode faltar

Caro aluno, nos ja compreendemos como funciona a modelagem
em programacdo linear (PL) e aprendemos a resolver alguns problemas
mais simples utilizando o Método Grafico, mas vocé deve estar se
perguntando: e Nos casos Mais complexos?

O Método GCrafico restringe a resolucdo de problemas de
programacao linear, uma vez que temos a limitacao da resolucao
pelo numero de variaveis de decisdo que podemos plotar no grafico
€, na grande maioria dos problemas de PL, esse numero € extrapolado
facilmente.

Para essas situacdes, utlizaremos o meétodo simplex, que foi
desenvolvido por George Dantzig em 1947 e que e utlizado em
computadores para resolver problemas de programacao linear. O que
€ 0 metodo simplex?

Para responder a essa pergunta, primeiro precisamos lembrar de
algo fundamental da programacdo linear: as fungdes, equagdes e/
ou inequacdes apresentam comportamento linear. Isso faz com que
tenhamos, na modelagem de problemas de PL, um sistera de equagdes
lineares. O Método simplex nada mais € do que um procedimento
algébrico para resolucao do sistema de equacdes lineares que compde
0 Nosso problema de PL.

Conforme apresentado por Hillier e Lieberman (2013), e também
por Lachtermacher (2009), o simplex também apresenta conceitos
geometricos, o que nos ajuda a entender o seu funcionamento. Hillier
e Lieberman (2013) apresentam seis conceitos-chave para obter as
solucdes pelo simplex, a saber:

1.O simplex se concentra apenas em solu¢des FPE (lembrando,
sao solucdes viaveis em pontos extremos).
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2.0 simplex € um metodo iterativo, ou seja, possui uma serie de
Passos que sao executados de modo repetitivo (que chamaremos
de iteracdes) até chegar-se a uma solucao otima, lembrando que
sao analisadas apenas solucdes FPE. A Figura 2.4 apresenta, de
modo pratico, como as iteracdes funcionam.

Figura 2.4 | Funcionamento do simplex

Iniciar iteragdes e encontrar
solugdo FPE inicial

Teste de oﬁma"dade Solugdo FPE atual é 6tima?

Em caso Em caso ——» Pare.
negativo positivo

Inicializagao

Execute uma iteragdo

F—————
ara encontrar nova
Iteracdo para e
solugdo FPE melhor
Fonte: adaptada de: Hillier e Lieberman (2013, p. 87)

3. Sempre que for possivel, o simplex utiliza como solu¢do
inicial a origem (todas as variaveis de decisao sdo iguais a zero).
Em alguns casos veremos que isso nao € possivel, como nos
problemas de minimizacao ou quando essa solucao for inviavel,
de modo que nesses casos outros procedimentos devem ser
empregados para obter a solucao inicial.

4. Temos o conceito de solugao FPE adjacente, ou seja, uma
solucdo FPE que esteja proxima a solucao atual. O simplex
verifica as solu¢cdes FPE adjacentes para se deslocar da solugao
atual, ndo sendo consideradas outras solucoes.

5. Como vimos anteriormente no Método Grafico, a solucao
atual pode levar a uma solucao adjacente. O simplex verifica
O deslocamento que trard maior crescimento para a funcao
objetivo e desloca-se nesse sentido para a solu¢ao FPE adjacente.

6. Ter uma taxa de crescimento positiva para a funcdo objetivo
deslocando-se para a solugao FPE adjacente indica que essa
solugao sera melhor do que a atual, mas caso seja uma taxa
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de crescimento negativa, a solugao adjacente sera pior que a
atual. Para essa verificacdo utilizaremos o teste de otimalidade,

presente na Figura 2.4.
& Refiita
o

Caro aluno, agora que ja sabemos os seis conceitos-chave para o
Método simplex, fica a sequinte questdo para reflexdo: vocé acha que
no exemplo da industria de brinquedos, apresentado na se¢ao anterior, €
possivel empregar o conceito-chave 37 Poderiamos utilizar como solugao
inicial a origem (todas as variaveis de decisdo iguais a zero)?

Além dos conceitos apresentados, precisamos inserir as chamadas
variaveis de folga no nosso modelo. Como vimos anteriormente, o
simplex € um meétodo algébrico utilizado para resolver o sistema de
equacdes lineares oriundo do processo de modelagem do NoOsso
problema de PL. Para que isso ocorra, precisamos transformar as
inequacdes, que por ventura existam nas restricdes funcionais, em
equacdes. Como faremos isso? Justamente utilizando as variaveis de
folga! Dessa forma, para cada inequacao, utilizaremos uma variavel de
folga que represente a diferenca entre o utilizado e o disponivel para
cada restricdo funcional no formato de uma inequagao.

As variaveis de folga podem ser representadas por quaisquer
letras ou indices, valendo ressaltar que apenas ndo pode ser adotada
exatamente a mesma notacao que ja foi utilizada para alguma variavel
de decisdo, a fim de evitar equivocos.

?=| Exemplificando

Caro aluno, vamos retomar brevemente o exemplo da industria de
brinquedos, que abordamos na secao anterior, sobre como fazer a
modelagem do problema de PL.

Vamos supor gue voceé trabalhe numa industria de brinquedos que possuli

trés maquinas para a fabricacao de dois produtos, um boneco de plastico

e uma lousa. Sabemos que cada produto deve passar por cada uma
das maquinas para ser processado conforme o tempo apresentado no
Quadro 2.5, bem como o tempo maximo de processamento diario de >
cada maquina.
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Quadro 2.5 | Tempo de processamento nas maquinas

Boneco de plastico Lousa Tempo maximo
Maguina 1 1hora 2 horas 12 horas
Maquina 2 2 horas 3 horas 12 horas
Maquina 3 2 horas 1hora 8 horas

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que o lucro de cada boneco ¢ de RS 3,00 e de cada lousa RS
2,00, o dono da empresa quer saber: quanto ele deve produzir de cada
brinquedo para otimizar o lucro diario, dadas as restricdes apresentadas?

Relembrando, na secao anterior obtivemos o seguinte modelo para o
problema em questao:

maxZ =3,00x, +2,00x,

Sujeito a:

1x, +2x, <12

2x,+3x, <12

2x,+1x,<8

X;, X, 20

Agora, utilizando o simplex, a modelagem seréa exatamente a mesma,

lembrando que precisamos, desta vez, adicionar uma variavel de folga
para cada restricao funcional que apresente uma inequagao.

Logo, como ficaria nesse caso?
A nossa funcdo objetivo ndo sofrera alteracdes, ficando:
max Z = 3,00x, +2,00x,

Ja as nossas restricdes funcionais terdo alteracdes. Nesse caso,
adotaremos uma variavel de folga para cada inequacao e transformaremaos
as desigualdades em igualdades:

X+ 2%, + X5 =12
2%, + 3%, + %, =12
2X,+1x, + X; =8

Portanto, as variaveis de folga inseridas foram:
X33 X43 X5

A restricao de nao negatividade permanece igual, sendo:
X, X, 20
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Além das variaveis de folga, temos o conceito de solu¢do basica,
gue € uma solugcdo em ponto extremo aumentada pelas variaveis de
folga. Portanto, na solugao basica temos os valores obtidos para as
variaveis de decisao mais os valores das variaveis de folga. Ja a solucao
basica viavel é a solucao vidvel em ponto extremo (FPE).

Cada solucao basica € composta por variaveis basicas e nao
basicas. As variaveis ndo basicas sempre sdo configuradas em zero,
enquanto gue as basicas sao os valores encontrados pela solucdo do
sistema de equacdes lineares. O numero de varidveis basicas € igual
a0 numero de restricdes funcionais, enquanto que © numero de Nao
basicas é o total de varidveis menos o nUmero de variaveis basicas (ou
O nUmero de restricdes).

&ﬁ’ Assimile
Caro aluno, diante de tantos conceitos novos, vale a pena sumarizarmaos
0s principais fundamentos sobre o Método simplex:
- variaveis de folga: transformam as inequagdes em equacdes;
- solucao basica: solucao ponto extremo aumentada;
- variaveis basicas: encontradas pela solucao do sistema de equacdes;

- variaveis nao basicas: sao configuradas em zero.

Para facilitar o desenvolvimento algebrico do simplex, utilizaremos
alguns quadros, sendo essa forma de resolugao tambeéem chamada de
meétodo tabular, como apresentado nos quadros de 2.6 a 2.13.

Vamos aplicar o simplex, por meio do metodo tabular, considerando
ainda o exemplo da industria de brinquedos, apresentado no box
Exemplificando, a fim de ajuda-lo a ter um desencadeamento logico
das ideias.

Vale a pena ressaltar que, para que NOssO quadros figuem
padronizados e sejam faceis de utilizar na solucdo dos problemas,
faremos uma alteracdo na funcao objetivo, isto €, os termos que estao
a direita irdo para a esquerda, logo, para a industria de brinquedos
(Quadro 2.6), teremos: Z -3,00x, —2,00x, =0.
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Quadro 2.6 | Sistema inicial do problema da industria de brinquedos

Coeficientes das variaveis
Variaveis D
z X, X, Xy X, X,
z 1 -3 -2 0 0 0 0
X 0 1 2 1 0 0 12
X, 0 2 3 0 1 0 12
X, 0 2 1 0 0 1 8

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, precisamos escolher uma coluna, que chamaremos de
coluna pivd. Essa coluna é aquela que contribui mais para a nossa
funcao objetivo. Como fizemos uma inversao, nesse exemplo sera o
valor mais negativo, ou seja, conforme observado no Quadro 2.6, sera
-3. Essa, que € a variavel X, € chamada de variavel que entra.

o Quadro 2.7 apresenta a coluna pivd e o quociente entre cada
termo do lado direito (b) e o respectivo valor da coluna pivd, a excecdo
da linha que representa a funcao objetivo.

Quadro 2.7 | Coluna pivd do problema da industria de brinquedos

Coeficientes das variaveis
Variaveis b Quociente
z X, X, X X, Xs
z 1 -3 -2 0 0 0 0
X5 0 1 1 0 0 12 12/1=12
X, 0 2 0 1 0 12 12/2=6
X, 0 2 1 0 0 1 8 8/2=4

Fonte: elaborada pelo autor.

A linha que apresentar o menor valor de quociente sera chamada
de linha pivo. 0 Quadro 2.8 apresenta a composicao do nNosso sistema
com a coluna e a linha pivos. O valor que se encontra na intersecao
entre a coluna e a linha pivos € chamado de coeficiente pivo.

Quadro 2.8 | Coluna e linha pivos do problema da industria de brinquedos

Coeficientes das variaveis
Variaveis b Quociente
z X, X, X, X, X
Z 1 -3 -2 0 0 0 0
X, 0 1 1 0 0 12 12/1=12
X, 0 2 0 1 0 12 12/2=6
X, 0 2 1 0 0 1 8 8/2=4

Fonte: elaborada pelo autor.
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O coeficiente pivd vale 2, portanto, faremos um novo quadro no
qual a variavel de folga X, € a que sai para a entrada de X,. No novo
quadro (2.9), faremos o calculo de uma nova linha pivo, que é a divisdo
da linha pivo pelo coeficiente pivo.

Quadro 2.9 | Nova linha pivd para o problema da industria de brinquedos

Coeficientes das variaveis

Variaveis b Obs.:
z X, X, X5 X, Xs
VA 1 -3 -2 0 0 0 0
X, 0 1 1 0 0 12
Nova linha pivd
X, 0 2 0 1 0 12
X 0 1 0.5 0 0 0,5 4

Fonte: elaborada pelo autor.

De acordo com Hillier; Lieberman (2013) as demais linhas serdo
calculadas tendo como base:

1. Se o coeficiente da linha a ser calculada na coluna pivd for
negativo, adicionaremos a essa linha o produto desse valor absoluto
pela nova linha pivo.

Exemplo: a linha Z apresenta valor na coluna pivd -3. Portanto,
adicionaremos a essa linha o produto desse valor absoluto pela nova
linha pivd, conforme apresentado no Quadro 2.10.

Quadro 2.10 | Novas linhas Z para o problema da industria de brinquedos

Coeficientes das variaveis

Variaveis b Obs.:
z X, X, X, X, Xs
Z 1 0 -0,5 0 0 15 12
X, 0 1 2 1 0 0 12
Nova linha Z
X, 0 2 3 0 1 12
X 0 1 0,5 0 0 0.5 4

Fonte: elaborada pelo autor.

2. Se o coeficiente da linha a ser calculada for positivo, subtrairemos
dessa linha o produto desse coeficiente pela nova linha pivo.

Exemplo: a linha X; apresenta valor na coluna pivd 1 (positivo).
Portanto, subtrairemos dessa linha o produto desse coeficiente pela
nova linha pivd. Faremos o mesmo com a linha X, e ao final teremos
o Quadro 2.11.
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Quadro 2.11 | Novas linhas X5 € X, para o problema da industria de brinquedos

Coeficientes das variaveis

Variaveis b Obs.:
z X, X, X, X, X,
7 1 0 -0,5 0 0 15 12
X5 0 0 15 1 0 -0,5 8 Nova linha x,
X, 0 0 2 0 1 -1 4 Nova linha x,
X 0 1 0.5 0 0 0,5 4

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora temosno Quadro 2.11 o valor final das variaveis apos a primeira
iteracdo. Observamos que x, saiu e que x, entrou. £ agora, o que temos
que fazer? Vamos retomar a Figura 2.4? Precisamos fazer o teste de
otimalidade para saber se a solu¢do encontrada € otima ou ndo. Nesse
caso, se existir algum valor negativo na linha Z, significa que a solucao
nao e otima, pois a fun¢ao objetivo ainda pode crescer nessa direcao.

Conforme observamos no Quadro 2.11, temos o valor de -0,5 para
avariavel X, na linha Z. Portanto, como a solugdo néo e 6tima, ja que o
valor da funcao objetivo ainda pode crescer, precisaremos fazer uma
nova iteracao igual feito anteriormente, s© que agora a coluna pivo
sera -0,5, portanto, a variavel x, sera a variavel que entra. O Quadro
2.12 mostra a variavel que sai, por meio do quociente, que € x, € O
coeficiente pivd que nesse caso é 2.

Quadro 2.12 | Novas coluna e linha pivd para o problema da industria de brinquedos

Coeficientes das variaveis

Variaveis b Obs.:
z X, X, X, X, X,
z 1 0 -0,5 0 0 15 12
X, 0 0 15 1 0 -0,5 8 8/1,5=5,33
X, 0 0 2 0 1 =il 4 4/2=2
X 0 1 0.5 0 0 0.5 4 4/0,5=8

Fonte: elaborada pelo autor.

O novo quadro, com as novas linhas, obtidas de modo similar ao
gue detalhamos anteriormente, € apresentado no Quadro 2.13.

Ficam agora as perguntas: qual a nova solucdo? A nova solucao
é otima?
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Quadro 2.13 | Solucéo final para o problema da industria de brinquedos

Coeficientes das varidveis

Variaveis b
z X, X, X, X, X

z 1 0 0 0 0,25 1,25 13

X 0 0 0 1 -0,75 0.25 5

X, 0 0 1 0 0,5 -0,5 2

X, 0 1 0 0 0,25 0,75 3

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, verificamos no Quadro 2.13 que nao existe nenhum valor
positivo para a linha Z, portanto, a solucdo encontrada € otima. E qual

€ a solucdo encontrada?
Vamos observar as linhas X, e X,

- X,= 3, pois X, e X, sdo variaveis ndo basicas, portanto, iguais a zero.
- X, =2, pois X, e X, sdo variaveis ndo basicas, portanto, iguais a zero.
Desse modo, a solugdo otima sera (X, X, = (3, 2) com Z = 13). E

exatamente a mesma solucdo obtida pelo Método Grafico. Os valores
das variaveis de folga ndo sao importantes para o resultado do nosso
problema, uma vez que elas foram inseridas apenas para transformar
0 NOssO problema num sistema de equacdes lineares. Em todo caso
da linha X,, saberemos que X, = 5 e X, e X, sdo as variaveis no basicas,
portanto, iguais a zero.

U9 Pesquise mais

Vocé ficou curioso para saber como obter uma solucado inicial quando
nao € possivel utilizar a origem (todas as variaveis de decisao iguais a zero)?
Um dos métodos € a técnica das variavelis artificiais, que € detalhada junto
com outras adaptacdes a outras formas de modelo, no livro Introdugdo
a pesquisa operacional. Leia as paginas 104 a 113 para aprofundar os seus
conhecimentos nesses metodos.

HILLIER, F. S.; LIEBERMAN, G. J. Introdugdo a pesquisa operacional. 9 ed.
Porto Alegre: Amgh, 2013.

Disponivel em: <https://biblioteca-virtual.com/> Acesso em: 10 out 2017.
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Sem medo de errar

Voltando a montagem de um pequeno negocio de doces finos,
especializado em festas de casamentos, debutantes e aniversarios,
sabemos que o seu objetivo € atender bem a todos os clientes para
gue a empresa se mantenha competitiva no mercado, principalmente
nesta fase inicial critica de insercao e recuperacao do capital investido.

Agora gque o planejamento estratégico esta comecando, vocé
devera investir parte dos recursos na compra de equipamentos, que
dependerao dos produtos e das quantidades que serdo oferecidos
aos clientes e, lembrando das aulas de pesquisa operacional, mais
especificamente da programacao linear, decidiu fazer um uso otimo
dos recursos disponiveis.

Agora que vocé verificou que as hipoteses da programacao linear
sao satisfeitas, realizou a coleta de dados e concluiu o processo de
modelagem, mas verificou que o problema ndo € tao simples de
resolver pelo Método Grafico, entdo, como vocé poderia encontrar a
solucao otima? Pense a respeito dessa indagacdo, uma vez que vocé
precisa dessas informacdes para tomar uma decisdo do que e do
quanto produzir em seu NOVo Negocio.

Agora, ja sabemos que quando temos mais de duas variaveis de
decisao, a solucao pelo Método Grafico nao € viavel. Entao, tivemaos
contato com o Método simplex, que nada mais € do que um
procedimento algébrico para a resolucao do sistema de equacdes
lineares que compde a sua modelagem.

Vocé se deparou com algumas questdes ao pensar em aplicar o
Metodo simplex, sendo a primeira delas definir as variaveis de folga. Para
cada equipamento que tem uma capacidade maxima, vocé decidiu
formular uma restricao funcional na forma de uma inequacao. Para
qgue essas inequacdes sejam transformadas em equacdes e o Método
simplex possa ser empregado, vocé adicionou uma variavel de folga
para cada uma delas.

Em sequida, avaliou a possibilidade de ter como solug¢ao inicial a
origem (variaveis de decisao iguais a zero). Como vocé decidiu que o
seu problema ndo é de minimizacao, e sim de maximizagao de lucros
na funcao objetivo e a solucao origem satisfaz todas as restricdes,
vocé definiu a origem como solucdo basica viavel inicial para o seu
problema.
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Agora, utilizando o metodotabular, voceé fara todos os procedimentos
algeébricos aprendidos anteriormente para chegar até a solugao otima,
utilizando o conceito de variaveis basicas € nao basicas.

Mais um desafio vencido e mais conhecimento construido para a
sua pratica profissionall Parabéns!

Avancando na pratica

Investimento financeiro — analise pelo Método simplex.

Descricao da situacao-problema

Suponha gue vocé possua uma funcao gerencial em um banco
que possui 0s investimentos A e B para oferecer a seus clientes, de
modo que A apresenta maior risco que o investimento B.

A rentabilidade de cada investimento acaba compensando 0s riscos
associados, de modo que A apresenta maior retorno que B.

Como gerente, vocé informou a um cliente interessado os
detalhamentos sobre os dois tipos de investimentos, conforme o
Quadro 2.14.

Quadro 2.14 | Detalhamento dos tipos de investimentos

Investimento A (a cada Investimento B (a cada
RS 100 por més) RS 100 por més)
Taxa administrativa (%) 10 2,0
Risco (%) 2,0 3,0
Imposto de renda (%) 2,0 1,0

Fonte: elaborada pelo autor.

A fim de garantir uma boa rentabilidade, o cliente quer saber como
diversificar seus rendimentos de modo a atingir os seus objetivos.

Visando esclarecer para o cliente a melhor combinacao de
investimentos, vocé percebeu a necessidade de aplicar um metodo
cientifico de analise, optando pelo simplex. Por meio de uma conversa
inicial com o cliente, vocé conseguiu determinar alguns parametros
baseados no custo de oportunidade de outros investimentos,
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especificando o risco maximo de 12%, a maxima taxa administrativa
igual a 12% e o maximo imposto de renda igual a 8%.

Ademais, em sua funcao gerencial, vocé tambem informou ao
cliente que os investimentos apresentam diferentes rentabilidades, de
modo que para cada cem reais investidos por més em A, havera um
retorno de trés reais, enquanto que para cada cem reais investidos em
B. haverd um retorno de dois reais.

Com base nesses critérios, respeitando que o objetivo do cliente
€ alcancar o melhor retorno possivel, coube a vocé apontar a melhor
solucéo; como faria essa indicacao pelo simplex?

Apresente esse modelo que, posteriormente, sera utilizado pela
analista de investimentos para a obtencao da solucao otima.

Resolucao da situacdo-problema

Perceba que o seu papel, como gestor de banco, nesse momento,
€ modelar o problema, de acordo com o Método simplex, para que,
entdo, o analista de investimentos resolva o problema e identifique a
solucao otima.

Logo, em primeiro lugar o modelo matematico que descreve o
problema é:

X, = investimento em A (multiplo de R$100,00)
X, = investimento em B (multiplo de R$100,00)
Maximizar Z = 3x,+ 2x,

Sujeito a

X, + 2x,<12
2x,+ 3x, <12

2X,+ X, <8

0<x,, X,
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Agora, utilizando o simplex, a modelagem seréa exatamente a
mesma, lembrando que precisamos, desta vez, adicionar uma variavel
de folga para cada restricao funcional que apresente uma inequacao.

A nossa funcao objetivo nao sofrera alteracdes, ficando:
Maximizar Z = 3x,+ 2x,

Ja as nossas restricdes funcionais terdo alteracdes. Nesse
caso, adotaremos uma variavel de folga para cada inequacao e
transformaremos as desigualdades em igualdades:

X, +2X, + X5 =12
2X,+3X, + x, =12

2X;+1%, + X5 =8

Portanto, as variaveis de folga inseridas foram:

X33 X43 X5

A restricdo de ndo negatividade permanece igual, sendo:

X;, X, 20

Parabéns, mais um desafio vencidol!

Com esse modelo, o analista de investimentos estara pronto para
obter a solucao 6tima para o cliente!

Faca valer a pena

1. Considerando o Método simplex, analise as afirmacdes | e |l.

I. O Método Grafico restringe a resolucdo de problemas de programacdo
linear, uma vez que temos a limitacdo da resolucao pelo numero de
variaveis de decisao que podemos plotar no grafico. Logo, para problemas
de pesquisa operacional com mais de duas variaveis de decisdao, o Método
Grafico ja ndo se aplica.

PORTANTO

Il. Para problemas mais complexos de pesquisa operacional, o que é
facilmente encontrado na pratica, utiliza-se o Método simplex, que pode
ser empregado em sua forma tabular.
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Analise as afirmacdes | e Il, bem como a relacao entre elas, e assinale a
alternativa correta.

a) Somente | é correta.
b) Somente Il é correta.
c) I e Il sdo corretas, mas Il ndo € justificativa de I.
d) I e Il sdo corretas e Il € justificativa de .
)

e) | e Il ndo sdo corretas.

2. Sobre o Método simplex, considere a afirmacées |, Il e Ill.

|. O Método simplex & um procedimento algébrico para resolu¢do do sistema
de equagdes lineares que compde o nosso problema de programagdo
linear.

II. O simplex € um método iterativo, no qual uma série de passos sao
executados de modo repetitivo até chegar-se a uma solugao otima.

Ill. O simplex ndo verifica o deslocamento que trard maior crescimento para
a funcdo objetivo, de modo a ndo deslocar-se nesse sentido para a solugdo
FPE adjacente.

Classifique as afirmagdes anteriores em Verdadeiro (V) ou Falso (F) e
selecione a alternativa que apresenta a sequéncia correta.

a) V. F, V.

3. Considerando o Método simplex, analise o tipo de variavel (1 a 4) com a
sua respectiva representacdo (A a D):

1. Variaveis de folga

3. Solucdo basica

2. Variaveis basicas

4. Variadveis ndo basicas

A - Sao configuradas em zero.

B - Transformam as inequacdes em equacdes.

C - Solugdo ponto extremo aumentada.

D - Encontradas pela solugao do sistema de equagdes.
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Faca a associacdo correta entre os tipos de varidveis e suas respectivas
representacoes.

a) 1-A; 2-D; 3-C; 4-B.
b) 1-B; 2-C; 3-A; 4-D.
c) 1-C; 2-D; 3-A; 4-B.
d) 1-D; 2-A; 3-D; 4-C.
e) 1-B; 2-D; 3-C; 4-A.
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Secao 2.3

Dualidade e analise de sensibilidade

Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da pesquisa operacional No processo
decisorio, continuaremos Nosso estudo refletindo agora sobre dualidade
e analise de sensibilidade.

Assim, nesta secdo estudaremos a teoria da dualidade, analise
econdmica da dualidade, analise de sensibilidade em PO e suas
aplicacoes.

Esse estudo € essencial a fim de vocé assimilar o conhecimento
sobre analise de pos-otimizacdo, o que lhe serda muito util na sua
atuacdo profissional.

Nesse sentido, suponha que vocé decidiu investir na montagem
de um pequeno negocio de doces finos, especializado em festas de
casamentos, debutantes e aniversarios. O seu objetivo € atender bem
a todos os clientes para que a empresa se mantenha competitiva
Nno mercado, principalmente nesta fase inicial critica de insercao e
recuperacao do capital investido.

Agora gue o planejamento estratégico esta comecando, vocé
devera investir parte dos recursos na compra de equipamentos, que
dependerdo dos produtos e das quantidades que serdao oferecidos
aos clientes e, lembrando das aulas de pesquisa operacional, mais
especificamente da programacao linear, decidiu fazer um uso otimo
dos recursos disponiveis.

Na secao anterior, utilizando o Método simplex, vocé verificou
como encontrar a solucao otima, considerando a decisao sobre o que
e quanto produzir.

Agora, entdo, ja esta tendo os primeiros resultados do seu novo
negocio, fechando novas parcerias e contratos, mas esta inseguro
com relacdo a solucdo otima encontrada anteriormente, uma vez que
ela estd sendo implementada.

Como vocé poderia analisar a sensibilidade da solugdo otima
encontrada? Pense a respeito dessa indagacdo, uma vez que precisa
dessas informacdes para manter sua empresa crescendo.
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A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedicagdo e
entusiasmo, para aproveitar esse conteudo e fazer a diferenca em
Sua carreira.

Tenha um excelente estudol!

Nao pode faltar

Agora que ja sabemos como resolver os problemas de programagao
linear pelo Método Grafico e pelo simplex, entenderemos melhor sobre
a Teoria da dualidade e a analise de sensibilidade.

Primeiro, o que e Teoria da dualidade?

De acordo com Hilier e Lieberman (2013), no inicio do
desenvolvimento da programacao linear, estudiosos descobriram algo
a que deram o nome de dualidade e esse nome veio porque para todo
problema de PL verificaram que existia um outro problema associado a
ele, chamado de dual.

Dessa forma, temos que o problema original era chamado primal
e havia um problema associado a este, sendo denominado dual. Vale
ressaltar que a partir do conceito de dualidade, poderemos tambem
desenvolver a nossa analise de sensibilidade.

Certo, talvez o conceito de dualidade tenha ficado claro, mas qual a
importancia disso?

De acordo com Lachtermacher (2009), em algumas ocasides
queremos encontrar uma estimativa da solucdo otima, ao inveés
de obté-la utilizando o simplex. Isso porgue em alguns casos,
principalmente em problemas complexos com um numero
muito grande de variadveis de decisdo, encontrar a solugdo otima
pode ndo ser uma tarefa facil e rapida, mesmo utilizando recursos
computacionais. Nesses casos, podemos procurar valores limites
superiores ou inferiores para a nossa solucao.

Além disso, o problema dual também podera trazer outras
interpretacdes para © NOsso estudo, como a interpretacdo econdmica,
que nos ajuda quando temos duvidas quanto a hipotese de certeza.
A interpretacdao econdmica pode ser obtida por meio dos valores das
variaveis do dual. Em alguns casos, também pode ser mais eficiente a
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resolucao do dual, de modo que com a solucao de um € possivel obter
a solugdo do outro.

Qual é a representacao de um problema dual?

A primeira coisa que devemos levar em conta, de acordo com
Hillier e Lieberman (2013), € que os parametros do problema dual sao
exatamente os mesmos do primal, apenas em posi¢coes diferentes. Para
entender melhor, vamos retomar alguns termos de modelagem em PO:

- Coeficientes da funcao objetivo: sao associados as variaveis de
decisdo na funcao objetivo.

- Coeficientes tecnologicos: sao associados as variaveis de decisao
nas restricdes funcionais.

- Constantes do lado direito: sdo os valores do lado direito nas
equacdes ou inequacdes que representam as restricdes funcionais.

O que ocorre, entdo, num modelo dual com relacdo ao primal, ja
que temos apenas uma mudanca na posi¢cao dos parametros?

A primeira coisa que ocorre € com os coeficientes da fun¢ao objetivo
do primal, que se transformam nas constantes do lado direito no dual.

De modo semelhante, as constantes do lado direito do primal passam
a ser os coeficientes da fungao objetivo do dual.

Ja os coeficientes tecnologicos do primal também sao os coeficientes
tecnologicos no dual, mas em posicao diferente.

Talvez a explicacdo anterior tenha ficado muito abstrata, entao,
vamos ver na pratica como ficaria © nosso dual? Contudo, antes disso
temos que fazer algumas observacdes iniciais, conforme apresentado
nos teoremas a sequir, de acordo Lachtermacher (2009):

1. O dual do dual € o primal.

2. Se a k-ésima restricdo do problema primal for uma igualdade,
entdo,

a k-ésima variavel do dual sera sem restricdo de sinal, ou seja, podera
assumir valor positivo, negativo ou zero.

3.Se a p-ésima variavel do primal for sem restricao de sinal, como visto
anteriormente, entdo, a p-ésima restricdo do dual serd uma igualdade.
Vamos ao modelo primal genérico:

MaxZ = ¢,x, + C,X, +--C, X,

Sujeito a:
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84X, + @5 X, + -8y, X, < by
854Xy + 8y Xy + -8y, X, < by

8,4 X, + 8ppXy + 8y X, b,

x,=>0

Assim, os coeficientes da funcao objetivo sao representados por
Cy;Cy;++;C, . Os coeficientes tecnologicos por ayq;ay.; 384, @y €
as constantes do lado direito por by; b,;--+;b,,-

Nesse caso genérico, como ficaria © Nnosso problema dual? Vamos
retomar o exposto anteriormente, de modo que o dual ficaria:

MinW = by, + by, +---b,.y,,

Portanto, ja observamos que a funcao objetivo do dual € minimizar,
enquanto que no primal era maximizar. DO MesmMo Modo, 0 NUMero
de varigveis de decisdo, que nesse caso passaram a ser Y no dual, € o
numero de restricdes do primal e as constantes do lado direito do primal
viram coeficientes da funcao objetivo no dual.

E com relacao as restricdes funcionais?

Yyt ayy, +any, 26
QY1+ aynY, + 8y, 26

apyitayyY,+ a8y, ch

Y20

Com relacao as restricdes, reparamos uma mudanca no sinal da
desigualdade, bem como a inversdo dos coeficientes tecnologicos e a
transformacao dos coeficientes da funcdo objetivo do problema primal
nas constantes do lado direito no problema dual.
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88

?Z| Exemplificando

Caro aluno, vamos retomar brevemente o exemplo da industria de
brinquedos, que abordamos na Secao 2.1 sobre como fazer a modelagem
do problema de PL.

Vamos supor que vocé trabalhe numa industria de brinquedos, que possui
trés maquinas para a fabricacao de dois produtos, um boneco de plastico
e uma lousa. Sabemos que cada produto deve passar por cada uma
das maquinas para ser processado conforme o tempo apresentado no
Quadro 2.15, bem como o tempo maximo de processamento diario de
cada maquina.

Quadro 2.15 | Tempo de processamento nas maquinas

Boneco de plastico Lousa Tempo maximo
Maquina 1 1hora 2 horas 12 horas
Maquina 2 2 horas 3 horas 12 horas
Maquina 3 2 horas 1 hora 8 horas

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que o lucro de cada boneco ¢ de RS 3,00 e de cada lousa RS
2,00, o dono da empresa quer saber: quanto ele deve produzir de cada
brinquedo para otimizar o lucro diario, dadas as restricbes apresentadas?

Vamos retomar o modelo de PL que formulamos a partir das informacdes
obtidas?

Entdo, vamos 13, 0 nosso problema era:
maxZ =3,00x, +2,00x,

Sujeito a:

1%, +2x, <12

2x,+3x, <12

2x,+1x, <8

X, X, 20

Como ficaria © mesmo problema na forma dual?

minW = 12y, +12y, + 8y, }
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Portanto, agora temos trés variaveis de decisdo. E as restricdes funcionais?
Wy, +2y,+2y, >3

2y, +3y, +1y; =22

Com relacdo a restricdo de nao negatividade, todos os valores das novas
variaveis de decisdo continuam sendo maiores ou iguais a zero.

Y1 Y2, Y320

Ficou claro a forma de obter o dual a partir do primal? Se
estivessemos trabalhando com o nosso problema na forma matricial,
estariamos fazendo apenas uma transposicao entre as matrizes, ou
seja, invertendo as posicdes ocupadas entre as linhas e as colunas.

@ Reflita

Caro aluno, agora que vocé ja sabe melhor como obter um modelo
dual a partir do primal, que tal retornarmos para os teoremas que
vimos anteriormente?

Entdo, vamos 13, sua tarefa agora é refletir sobre os trés teoremas e realizar
a sua demonstracao.

O mais simples, a principio, € o teorema 1: 0 dual do dual € o primal. Tente
demonstrar cada um dos teoremas com base Nos seus conhecimentos
adquiridos até o momento e reflita sobre as implicacdes de cada um deles!

Agora que entendemos o basico com relagcao a dualidade, que tipos
de interpretacdes podemos explorar que sejam advindas dessa teoria?

Existem varias possibilidades, mas a mais comum € a interpretacao
econdmica do problema dual. Vamos verificar alguns casos?
Lachtermacher (2009) apresenta quatro casos possiveis de analise
econdmica do dual e, para isso, precisamos relembrar o conceito de
variaveis de folga que vimos no Método simplex.

O primeiro caso, descrito por Lachtermacher (2009), € quando a
variavel de folga do problema primal € maior do que zero e a variavel
de decisdo igual a zero, podemos dizer que nem todo recurso
(representado pelas restricdes funcionais do modelo primal) esta sendo
consumido pelas atividades, podendo haver sobra do recurso.
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No segundo caso, a variavel de decisdo do dual € maior que zero e
a variavel de folga do primal € igual a zero. Nesse caso, todo recurso e
consumido pelas atividades, portanto, nao ha sobra do recurso.

Quando o valor da variavel de decisdo do primal é zero na solugcao
otima, essa atividade nao seria realizada, pois 0 custo € maior do que o
lucro. Se o valor da variavel de decisao do primal € maior do que zero,
entdo o valor implicito da producao de uma unidade do produto i sera
C,. ou seja, 0 valor ou lucro desse produto i.

Quando falamos dessas possibilidades, estamos falando sobre um
conceito da programacao linear que liga a Teoria da dualidade a analise
de otimalidade, chamado de coluna preco-sombra, que, de acordo
com Hillier e Lieberman (2013), mede o valor marginal do recurso, ou
seja, a taxa que aumentaria o valor da funcao objetivo, aumentando-se
a quantidade do recurso que esta sendo disponibilizado.

D9 Pesquise mais

Caro aluno, vamos aprofundar os nossos conhecimentos nas relacdes
entre o primal e o dual?

NOs conseguimos iniciar 0os Nossos estudos sobre as relagdes entre
primal e dual quando falamos sobre a Teoria da dualidade, mas o
capitulo do livro do Hillier e Lieberman (2013), sobre Teoria da Dualidade
e analise de sensibilidade, traz algumas outras relagdes primal-dual que
sugirerimos que voceé leial As paginas recomendadas para consulta sdo
da 194 até a 199.

HILLIER, F. S.; LIEBERMAN, G. J. Introdugéo a pesquisa operacional. S. ed.
Porto Alegre: Amgh, 2013.

Disponivel em: <https://biblioteca-virtual.com/>. Acesso em: 12 out. 2017.

E a andlise de sensibilidade, tambem denominada analise pos-
otimizacao? O que € esse tipo de analise e quais as suas aplicacdes?

Como ja vimos anteriormente, as hipoteses da programacao linear
dificilmente sdo satisfeitas nos problemas reais, principalmente a
hipotese de certeza. Apenas relembrando, a hipotese de certeza dizia
que todos os valores atribuidos a cada parametro de um modelo de
programacao linear sdo assumidos como conhecidos. Essa hipotese
vale tanto para os parametros da funcao objetivo quanto para as
restricdes funcionais, de modo que sao nao valores aleatorios.
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Entdo, o que ocorre se realizarmos mudangas nos valores dos
parametros do modelo (coeficientes da funcao objetivo, coeficientes
tecnologicos e constantes do lado direito) diante de alguma alteracdo
ocorrida no problema? Sera que a nossa solugcao permanecera otima
até que nivel de alteracao nesses parametros? E com relacdo ao
problema dual que vimos anteriormente?

Vamos ver alguns exemplos de alteracdes para responder aos
questionamentos anteriores?

O primeiro caso envolve a introducao de uma nova variavel no
modelo. Como no exemplo da industria de brinquedos, apresentado
no box Exemplificando, antes produziamos bonecos e lousas. E se
agora nos quisessemos fabricar um terceiro produto? Sera que isso
alteraria a solucao otima que nos ja encontramos?

A primeira coisa que teriamos que fazer € acrescentar essa nova
variavel na funcdo objetivo e nas restricdes funcionais existentes. Ja
no problema dual, como nos vimos anteriormente, a transformacao
de um problema primal num dual, a unica diferenca que teriamos
€ a existéncia de mais uma restricdo funcional. Serd que se a nova
variavel assumisse valor zero, a solugcao anterior ainda seria otima?
Lembrando que agora teremos uma nova restricao No Nosso modelo
dual, o que implica numa nova analise para verificar se nossa solucao
otima permanece viavel no novo modelo. Hillier e Lieberman (2013)
demonstram que sim, ou seja, se a nova variavel de decisdo for igual
a zero, a solucdo otima anterior se mantem otima e para analisar o
impacto da viabilidade da solu¢do, podemaos utilizar os preco-sombra.

E se acrescentarmos uma nova restricdo ao nosso modelo?
Precisamos verificar de que tipo € essa restricao. As chamadas restricdes
redundantes, ou seja, repetitivas, nao afetam a solucao otima, mas caso
a restricao afete a solucao, teremos que leva-la em conta na resolucao
e verificar os seus possiveis impactos na solucdo do problema.

E se mudarmos os coeficientes de uma variavel nao basica Nno Nosso
modelo? Como vimos anteriormente, as variaveis Nndo basicas sao
configuradas em zero. Para responder a essa pergunta, € necessario
conhecer o coeficiente critico para a estabilidade da solucdo. Em
outras palavras, precisamos verificar o valor que fara com que a variavel
se transforme em basica e altere a solucao.

Em linhas gerais, nos interessa saber quais sdao 0S parametros
sensiveis, ou seja, aqueles que nao podem ser alterados sem alterar
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a solucao otima. Em problemas menores, € mais simples verificar
0s impactos dos parametros sensiveis, de modo que é suficiente ir
aplicando o simplex e verificando © que ocorre com a nossa solugao.
Contudo, como ocorre em problemas mais complexos?

Os problemas que em geral sdo encontrados na pratica, apresentam
uma certeza menor com relacao aos parametros que serao utilizados
na modelagem, ou seja, € realizada uma estimativa. Alem disso, nesse
mesmo tipo de problema talvez ndo seja viavel replicar o simplex desde
O inicio para buscar possiveis alteracdes na solucao a cada mudanca
num parametro. Nesses casos, € importante termos inicialmente em
mente os exemplos que ja vimos como O acréscimo de variaveis de
decisao, o acréscimo de restricdes, entre outros.

Hillier e Lieberman (2013) destacam que em caso de mudangas no
modelo original, inicialmente deveriamos verificar se a solucdo basica
vidvel otima original ainda € otima ou se ela tornou-se inviavel. Caso
continue otima, poderiamos utiliza-la para reiniciar o simplex como
solucdo basica inicial. Dependendo do grau de mudangas no modelo,
chegar a uma nova solugao 6tima por meio da solu¢ao otima anterior
pode ser um procedimento rapido.

Hillier e Lieberman (2013) sintetizaram alguns procedimentos para a
analise de sensibilidade, que estdo descritos a seguir.

O primeiro passo para a analise de sensibilidade consiste na revisao
do modelo, passo esse no qual faremos todas as alteracdes desejadas
Ou necessarias No nosso modelo. Em segquida, devemos fazer uma
revisao No quadro final do simplex, pois desse modo podemos verificar
as mudancas que devem ser executadas em funcao do passo anterior.

Posteriormente, precisamos converter o nosso quadro (similiar ao
que fizemos no simplex) para avaliar a solucdo basica atual. Caso a
solugao seja viavel, ou seja, todas as variaveis basicas na coluna do lado
direito do simplex ainda sdo ndo negativas, daremaos prosseguimento
com o teste de otimalidade.

O teste de otimalidade sera utilizado para verificar se a solucdo
€ otima, ou seja, verificaremos se os coeficientes de variaveis nao
basicas na linha da funcao objetivo do quadro simplex ainda sao nao
negativos, similar aoc que foi feito no simplex anteriormente.

Casoasolucao nao passe pelo teste de viabilidade ou de otimalidade,
uma nova solucao otima pode ser obtida, utilizando o quadro atual
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como simplex atual.

Uma outra forma de trabalhar com a analise de sensibilidade &
por meio de planilhas, como no Microsoft Office Excel, utilizando
o suplemento Solver. Trata-se de um método simples no qual sao
avaliadas as alteracdes provocadas individualmente pela alteracao
de cada parametro e ndo mais de um parametro simultaneamente.
Os detalhes da analise de sensibilidade em planilhas serao tratados
mais adiante.a

6&*’ Assimile

Agora nos ja sabemos alguns conceitos e aplicacdes da Teoria da
dualidade e da andlise de sensibilidade.

Comecando pela Teoria da dualidade, descobriu-se que para todo
problema de programacao linear verificaram que existia um outro
problema associado a ele, chamado de dual. O problema original era
chamado primal.

Para obter o modelo dual, precisamos levar em conta que os coeficientes
da fungao objetivo do problema primal se transformardo nas constantes
do lado direito no dual. De modo semelhante, as constantes do lado
direito do primal passam a ser os coeficientes da fun¢do objetivo do dual.
Ja os coeficientes tecnologicos do primal também sao os coeficientes
tecnologicos no dual, mas em posicao diferente.

A analise de sensibilidade ¢ utilizada quando precisamos ou desejamos
verificar quais sdo 0s parametros sensiveis, ou seja, 0s parametros que Nao
podemos alterar sem modificar a solu¢do otima.

Sem medo de errar

Vocé estd investindo na montagem de um pequeno negocio de
doces finos, especializado em festas de casamentos, debutantes e
aniversarios. O seu objetivo € atender bem a todos os clientes para
que a empresa se mantenha competitiva no mercado, principalmente
nesta fase inicial critica de insercao e recuperacao do capital investido.

Agora que o planejamento estratégico esta comecando, vocé
devera investir parte dos recursos na compra de equipamentos, que
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dependerdo dos produtos e das quantidades que serao oferecidos
aos clientes e, lembrando das aulas de pesquisa operacional, mais
especificamente da programacao linear, decidiu fazer um uso 6timo
dos recursos disponiveis.

Agora, entdo, vocé ja esta tendo os primeiros resultados do seu
novo negocio, fechando novas parcerias e contratos, mas esta
inseguro com relacao a solucdo otima encontrada anteriormente,
uma vez que ela esta sendo implementada.

Como vocé poderia analisar a sensibilidade da solucdo otima
encontrada? Pense a respeito dessa indagacdo, uma vez que precisa
dessas informacdes para manter sua empresa crescendo.

Como apresentado por Hillier e Lieberman (2013), a primeira
coisa a ser feita para a analise de sensibilidade consiste na revisdo do
modelo, passo esse no qual faremos todas as alteracdes desejadas ou
necessarias Nno Nosso modelo. Seria © momento no qual verificaremos
0s primeiros resultados do negocio e levantariamos 0s principais
pontos a serem melhorados Nno Nosso modelo.

Em sequida, devemos fazer uma revisdo no quadro final do
simplex, pois desse modo podemos verificar as mudangas que
devem ser executadas em funcao do passo anterior. Nesse
momento, consideramos essencial que o simplex tenha sido
executado adequadamente, sem que nenhum erro algébrico possa
comprometer a obtencdo da solucao otima.

Em seguida, precisamos converter o nosso quadro (similar ao que
fizemos no simplex) para avaliar a solucdo basica atual com relacéo
as modificagcdes propostas. Caso essa solucao seja viavel, ou seja,
todas as varidveis basicas na coluna do lado direito do simplex ainda
Sao Nao negativos, passaremaos para o teste de otimalidade.

O teste de otimalidade sera utilizado para verificar se a solucao €
oOtima apos as alteracdes No Nosso modelo, ou seja, verificaremos se
0s coeficientes de variaveis nao basicas na linha da funcao objetivo
do quadro simplex ainda sdo nao negativos, similar ao que foi feito no
simplex, anteriormente quando encontramaos a soluc¢ao otima.

Caso a solugcao ndo passe pelo teste de viabilidade ou de
otimalidade, uma nova solucdo otima pode ser obtida utilizando
O quadro atual com o simplex atual. Nesse caso, teremos que
obter uma nova solucao, uma vez que o refinamento do modelo,
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proposto, anteriormente, afetou a nossa solucao otima encontrada
anteriormente.

Parabéns, mais um desafio vencido e assim vocé fara a sua
empresa crescer!

Avancgando na pratica

Investimento financeiro e a modelagem do problema
dual para posterior analise de sensibilidade

Descricdo da situagao-problema

Suponha que vocé possua uma funcao gerencial em um banco
que possui 0s investimentos A e B para oferecer a seus clientes, de
modo que A apresenta maior risco que o investimento B.

A rentabilidade de cada investimento acaba compensando Os riscos
associados, de modo que A apresenta maior retorno que B.

Como gerente, vocé informou a um cliente interessado os
detalhnamentos sobre os dois tipos de investimentos, conforme o
Quadro 2.16.

Quadro 2.16 | Detalhamento dos tipos de investimentos

Investimento A (a cada Investimento B (a cada
cem reais por més) cem reais por més)
Taxa administrativa (%) 10 2,0
Risco (%) 2,0 30
Imposto de renda (%) 2,0 1,0

Fonte: elaborada pelo autor.

A fim de garantir uma boa rentabilidade, o cliente quer saber como
diversificar seus rendimentos de modo a atingir os seus objetivos.

Visando esclarecer para o cliente a melhor combinacdo de
investimentos, vocé percebeu a necessidade de aplicar um metodo
cientifico de analise, optando pela programacado linear. Por meio
de uma conversa inicial com o cliente, vocé conseguiu determinar
alguns parametros baseados no custo de oportunidade de outros
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investimentos, especificando o risco maximo de 12%, a maxima taxa
administrativa igual a 12% e o maximo imposto de renda igual a 8%.

Ademais, em sua funcado gerencial, vocé tambeém informou ao
cliente que os investimentos apresentam diferentes rentabilidades, de
modo que para cada cem reais investidos por més em A, havera um
retorno de trés reais, enquanto que para cada cem reais investidos em
B, havera um retorno de dois reais.

Com base nesses critérios, respeitando que o objetivo do cliente
€ alcancar o melhor retorno possivel, coube a vocé apontar a
melhor solucao.

Contudo, € sabido que, futuramente, estara a disposicao do cliente
um novo tipo de investimento C, cujo retorno espera-se que seja entre
RS 2,50 a RS 2,75.

Diante disso, embora o investimento C ainda ndo esteja disponivel,
vOocé prevé a necessidade de fazer uma analise de sensibilidade e,
para isso, observa que € necessario construir o problema dual para o
caso exposto. Como construiria o problema dual para o fendmeno
em analise?

Resolucao da situacdo-problema

O primeiro passo € formular o problema de acordo com o modelo
de programacao linear, conforme ja feito na Se¢do 2.1

Em primeiro lugar o modelo matematico que descreve o problema

X, = investimento em A (multiplo de R$100,00)
X, = investimento em B (mulltiplo de R$100,00)
Maximizar Z = 3%, + 2X,

SUJEITO a

X, + 2%, <12
2x,+ 3x, <12

2X,+ X, <8
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E

0<x, X,

Posteriormente, deve-se construir o modelo dual:

minW =12y, +12y, + 8y,

Portanto, agora temos trés variaveis de deciséo. E as restricdes
funcionais?

Wy, +2y,+2y; >3

2y, +3y, +1y; =2

Com relacéo a restricao de ndo negatividade, todos os valores das
novas variaveis de decisao continuam sendo maiores ou iguais a zero.

Y1Y2 Y320

Parabéns, mais uma etapa vencidal!

Faca valer a pena

1. Sobre o problema dual, analise as afirmacdes |, Il e llI.

I. Os coeficientes da funcao objetivo do primal se transformam nas
constantes do lado direito no dual.

Il. As constantes do lado direito do primal passam a ser os coeficientes da
funcdo objetivo do dual.

[ll. Os coeficientes tecnologicos do primal sao os coeficientes tecnologicos
no dual e nas mesmas posicdes.

Classifique as afirmagdes anteriores em Verdadeiro (V) ou Falso (F) e
selecione a alternativa que apresenta a sequéncia correta.

a)V, F, F.
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2. Na analise de sensibilidade, aplica-se um teste para verificar se a solucdo
€ otima, ou seja, verificar se os coeficientes de varidveis nao basicas na
linha da funcdo objetivo do quadro simplex ainda sdo ndo negativos. Caso
a solugcao ndo passe pelo teste, uma nova solugcao otima pode ser obtida
utilizando o quadro atual como o simplex atual.

A qual teste o texto se refere?

a) Teste de sensibilidade.

b) Teste de otimalidade.

c) Teste de variabilidade.

d) Teste de dualidade.

e) Teste de operacionalidade.

3. No tocante a interpretacdo econémica do problema dual, hd quatro
casos tipicos que podem ser descritos e, para todos eles, € necessario ter
o entendimentode _________. Um dos casos ocorre quando a variavel
de folga do problema _________ é maiordoquezeroea __________ do
dual for igual a zero. Neste caso, entendemos que pode haver __________
do recurso.

Assinale a alternativa que completa corretamente a frase
a) Varidveis de decisdo; dual; varidvel de folga; sobra.
b) Variaveis de folga; primal; variavel de decisao; falta.

)
c) Variaveis de decisdo; primal; varidvel de folga; sobra.
d) Variaveis de folga; dual; varidvel de decisdo; falta.

)

e) Variaveis de folga; primal; variavel de decisao; sobra.

98 U2 - Programagéo Linear, dualidade e sensibilidade



Referéncias

HILLIER, F S; LIEBERMAN, G J. Introdugdo a pesquisa operacional. 9. ed. Porto Alegre:
Amgh, 2013.

LACHTERMACHER, G. Pesquisa operacional na tomada de decisdes. 4. ed. S30 Paulo:
Pearson Prentice Hall, 2009.






Unidade 3

Aplicacdes da programacao
linear

Convite ao estudo

Caro aluno, a partir dos conceitos e fundamentos
assimilados na Unidade 2 iniciaremos nosso estudo com base
na aplicagao da Programacao Linear em problemas classicos
de Pesquisa Operacional.

Esta unidade € de extrema importancia para a sua formacao,
POIS serd o seu contato com ferramentas computacionais para
a solucao de diferentes problemas de PO.

Assim, inicialmente estudaremos como utilizar a
ferramenta Solve do Excel em Pesquisa Operacional, ou segja,
vocé aprendera a fazer a modelagem de um problema em
PO no Solver, fato este que facilitara muito a obtencdo da
solucao otima.

Posteriormente, entenderemos como modelar e resolver
problemas de transporte e de designacdo, englobando
novamente o uso do Solver.

Logo, adentraremos nos estudos de otimizagao de rede,
trabalhando especificamente com os problemas do caminho
minimo, do fluxo maximo e da roteirizagao.

Assim, ao final da terceira unidade, pretende-se que vocé
consiga aplicar as ferramentas computacionais, especialmente
o Solver do Excel, para resolucao de problemas de pesquisa
operacional, sendo esse aspecto fundamental para a sua
atuacao profissional.

Nesse sentido, considere que vocé esta prestando uma
consultoria numa empresa do segmento de logistica que esta



enfrentando alguns problemas de gerenciamento. A empresa
possui diversos fornecedores, gue sdo chamados de origens,
e consumidores, os destinos, fazendo as entregas com
caminhdes em diversas rotas.

O principal problema enfrentado € realizar a roteirizacao
das entregas com o menor custo possivel, fazendo com que a
empresa se mantenha competitiva no mercado.

Numa primeira analise, vocé verificou que seria inviavel
aplicar o meétodo Simplex manualmente por conta da
grande quantidade de variaveis envolvidas. Logo, como essa
situacao poderia ser resolvida, sugerindo uma ferramenta
computacional viavel a empresa?

Por ser um problema com caracteristicas de um Problema
de Transporte, vocé lembrou que comumente ha um
grande numero de variaveis, sendo necessario trabalhar com
resolucao computacional. Como vocé poderia formular um
modelo matematico genérico para Problema de Transporte a
fim de servir de protocolo para a empresa?

A rota que mais tem gerado custo refere-se ao caminho
do fornecedor A ao consumidor H, passando por diferentes
cidades, conforme Figura 3.1. Considerando a rede
apresentada, qual seria o caminho minimo, entre A ate H,
visando otimizar o custo?

Figura 3.1 | Possiveis rotas do fornecedor A até o consumidor H, com as

distancias em km
O

8 3

D/

Fonte: elaborada pela autora



Pense a respeito dessas indagacdes, uma vez que O
presidente da filial lne solicitou uma apresentacdo com esse
€esCcopo.

A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com
dedicagcdo e com entusiasmo para aproveitar este conteudo e
fazer a diferenca em sua carreira.

Bons estudos!



Secaon 3.1l

Uso do Solver na resolucao de problemas de
pesquisa operacional

Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da pesquisa operacional no
processo decisorio, continuaremos nosso estudo refletindo sobre
a aplicacdo da Programacao Linear em problemas classicos de
pesquisa operacional

Considerando as diferentes ferramentas computacionais para
Pesquisa Operacional, uma das mais conhecidas e utilizadas nos
problemas de PO ¢ o Solver, do Excel.

Entdo, neste momento exploraremos a modelagem e solugao
de problemas de PO no Microsoft Excel, englobando o uso da
ferramenta Solver do Microsoft Excel, bem como o uso de relatorios
para analise de sensibilidade.

Esse estudo € essencial para que vocé torna-se apto a modelar
e implementar modelos de programacdo linear para diferentes
problemas em PO por meio do uso de ferramentas computacionais,
vislumbrando a aplicacdo dessa area em diferentes segmentos da
encomia, como industria, transporte, mercado financeiro, entre
outros, uma vez que se trata de uma area estratégica.

Nesse sentido, considere que vocé esta prestando uma
consultoria numa empresa do segmento de logistica que esta
enfrentando alguns problemas de gerenciamento. A empresa
possui diversos fornecedores, que sao chamados de origens, e
consumidores, os destinos, fazendo as entregas com veiculos de
pequeno, medio e grande porte em diversas rotas.

O principal problema enfrentado é realizar a roteirizacdo das
entregas com o menor custo possivel, fazendo com que a empresa
se mantenha competitiva no mercado.

Numa primeira analise, vocé verificou que seria inviavel aplicar o
meétodo Simplex manualmente por conta da grande quantidade de
variaveis envolvidas. Logo, como vocé poderia resolver essa situacao
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sugerindo uma ferramenta computacional viavel a empresa?

Pense a respeito dessa indagag¢ao, uma vez que o presidente da
empresa lhe solicitou uma apresentacao com esse escopo.

Bons estudos e vamos avancando na construcao do seu
conhecimento em pesquisa operacionall

Nao pode faltar

Caro aluno, o uso de ferramentas computacionais para
simulagao e resolucao de problemas de pesquisa operacional € de
extrema importancia em funcao do aumento da complexidade dos
fenbmenos modelados, bem como a necessidade de se adotar uma
abordagem mais sistémica e generalista (CAIXETA-FILHO, 2011).

Uma das ferramentas mais conhecida e utilizada refere-se ao
Suplemento Solver da planilha eletrénica Excel, cuja distribuidora
€ a Microsoft Corporation. O Solver tem seu principio de acdo
baseado na resolucdo de problemas de programacdo matematica
de forma geral, sendo empregado para a modelagem de fendbmenos
vinculados a programacao linear, programacdo nao-linear e
programacao inteira.

Assim, essa ferramenta do Excel, para problemas de programacao
nao-linear, utiliza o codigo de otimizagao nao-linear denominado
Generalized Reduced Gradient. No tocante aos problemas de
programacao linear e programacgao inteira, a ferramenta faz uso
do méetodo Simplex com limites sobre as variaveis e 0 metodo de
desvio e limite (CAIXETA-FILHO, 2011).

Vale ressaltar que nesta unidade daremos o enfoque No uso do
Solver para resolucdo de problemas de programacao linear!

Inicialmente, deve ser ressaltado que o uso desse suplemento
do Excel esta disponivel na propria planilha eletronica, embora nao
venha com a instalagcao padrdo do Office.

Logo, se vocé quiser ter acesso a essa ferramenta, habilitando-a
em seu computador pessoal ou em qualguer outro dispositivo, o
unico requisito e ter o Microsoft Excel disponivel.

Assim, para carregar a ferramenta Solver no Excel, segundo o proprio
site institucional, © caminho a ser utilizado esta descrito na Figura 3.2.
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Figura 3.2 | Caminho para carregamento do suplemento Solver do Microsoft Excel

do Excel

Solver ficara

disponivel na | «—— | Clique em OK Suplemento) . Clique em Ir
Solver

aba Dados

Fonte: elaborada pela autora

Seguindo o caminho apresentado na Figura 3.2, sera possivel habilitar
O Solver, e esse suplemento ficara disponivel na barra de ferramentas,
especificamente na aba Dados, conforme Figura 3.3. Vale explicar que
caso o suplemento Solver ndo apareca ao vocé clicar em Suplemento,
vocé deve, entdo, clicar em Procurar para localizar a ferramenta.

Figura 3.3 | Localizagdo do suplemento Solver na aba Dados do Microsoft Excel

Pastal - Excel
Férmulas . Revisdo Exibir ‘;’ O que vocé deseja fazer...

Conexdes A Z A Limpa N [E e il @ 2B Agrupar ~ @
d Y B B A

ropriedades Reaplicar BA - @E Desagrupar ~
;l Classificar  Filtro Texto para _ Testede Planilhade

“ditar Link A Y Avancado | Colunas 56 " [ | Hipoteses~ Previsio | G Subtotal

xbes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Previsdo Estrutura de T6, picos Analise

F G H I J K L M N (o] P Q

Fonte: elaborada pela autora

Em termos de processo, isto €, construcao do modelo em PO no
Excel, ha a necessidade de colocar todos os dados do problema em
estudo na planilha eletrbnica, uma vez que as formulas, por meio
das quais serdo realizadas as combinacdes lineares dos coeficientes
dos problemas com as variaveis, devem ser elaboradas previamente
a resolucao. Também, posteriormente a resolucao, ha ainda a
possibilidade de geracao de relatorios de resultados e de analises de
sensibilidade pelo Solver, conforme veremos mais adiante.

Qz’b Assimile

Caro aluno, ressalta-se, entdo, que o suplemento Solver do Microsoft
Excel é utilizado para a resolucdo computacional de problemas de >
programacao linear, programagao ndo-linear e programacao inteira.
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Quanto as vantagens do uso da ferramenta, além da economia de
tempo e assertividade na obtencao da solugcao otima, tambem se

destaca que (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

- Facilidade de obtencdo da ferramenta, uma vez que se trata de uma

ferramenta adicional de Microsoft Excel.

- Facilidade de uso, uma vez que o principio de uso € o mesmo daquele

aplicado ao Microsoft Excel.

- Ferramenta permite alterar variaveis, coeficientes e outros dados do
problema de forma rapida, sendo necessario apenas a modificacdo

dos dados na planilha eletronica.

Logo, para fins didaticos, nesta secao sera apresentado um
problema de programacao linear que servira como modelo de solucao
a partir das interfaces do Solver do Microsoft Excel.

Suponha que vocé possua uma funcao gerencial em um
banco que possui os investimentos A e B para oferecer a
seus clientes, de modo que A apresenta maior risco que o
investimento B. A rentabilidade de cada investimento acaba
compensando 0s riscos associados, de modo que A apresenta

maior retorno que B.

Como gerente, vocé informou a um cliente interessado os
detalhamentos sobre os dois tipos de investimentos, conforme

o Quadro 3.1.

Quadro 3.1 | Detalhamento dos tipos de investimentos

Investimento A (a Investimento B (a
cada RS 100 por cada RS 100 por
mes) mes)

Taxa administrativa (%) 1,0 2.0

Risco (%) 2.0 3,0

Imposto de renda (%) 2,0 1,0

Fonte: elaborado pela autora.
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A fim de garantir uma boa rentabilidade, o cliente quer saber
como diversificar seus rendimentos de modo a atingir os seus
objetivos. Visando esclarecer para o cliente a melhor combinagao
de investimentos, vocé percebeu a necessidade de aplicar um
metodo cientifico de analise, optando pela Programacao Linear.
Por meio de uma conversa inicial com o cliente, vocé conseguiu
determinar alguns parametros baseados no custo de oportunidade
de outros investimentos, especificando o risco maximo de 12%,
a maxima taxa administrativa igual a 12% e o maximo imposto de
renda igual a 8%. Ademais, em sua funcdo gerencial, vocé também
informou ao cliente que os investimentos apresentam diferentes
rentabilidades, de modo que para cada RS 100,00 investidos por
més em A, havera um retorno de RS 3,00, enquanto que para cada
RS 100,00 investidos em B, havera um retorno de RS 3,00. Com base
nesses critérios, respeitando que o objetivo do cliente é alcancar o
melhor retorno possivel, vamos ver como obter a solu¢cao otima
utilizando o Solver. Para modelarmos o problema, precisamos
identificar a funcdo objetivo, que € aguela que queremos otimizar
(maximizar ou minimizar), as restricdes funcionais e a restricdo de
nao-negatividade. A fungdo objetivo e as restricdes funcionais sdo
equacdes, ou inequacdes (No caso das restricdes funcionais), sendo
compostas pelas variaveis de decisao e pelos diversos coeficientes.

Conforme vimos nas secdes anteriores, para esse problema de
investimento temos, em primeiro lugar, © modelo matematico que
O descreve:

X; = investimento em A (multiplo de R$100,00)
X, = investimento em B (multiplo de R$100,00)
Maximizar Z = 3X,+ 2X,

Sujeito a

X, + 2x, <12

2x,+ 3x, <12

2X,+ X, <8
e
0<x, x,
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Agora, no Excel, precisamos criar uma planilha eletrénica com as
informacdes presentes no modelo de PL:

- Células para variaveis de decisdo.
- Célula para fungao objetivo.
- Células para as restricdes funcionais.

No problema do investimento, as varidveis de decisdao
referem-se a X1 e a X2 com a funcdo objetivo de Maximizar o
Investimento Z = 3X,+ 2X,. A Figura 3.4 ilustra esses dados
na planilha de Excel.

Figura 3.4 | Variaveis de decisdo e funcéo objetivo na planilha eletronica do Excel

Arquivo Pégina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibir @ Oque
% 12 & Quebrar Texto Automaticamente o
B
Colar N I 5§ Mesclar e Centralizar
Area de Transf... & Fonte Alinhamento
SOMA - ~ v f =B4*B6+CA*CH
A B C
1
2 Varidveis de decisdo
3 |Tipo de investimento: Investimento A Investimento B
4 |Lucro por investimento a cada R$100,00  |R$3,00 |R$2,00 |
5 x1 x2
3 |
7 Fungdo Objetivo =B4*BE+CA*Ch

Fonte: elaborada pela autora

Diante da Figura 3.4, tem-se que na busca pela solucdo
otima, o programa computacional permitird que as células B6 e
C6 (varidveis de decisdo) assumam qualquer valor ndo negativo
e que respeite as restricdes. Repare que neste momento essas
células estao vazias e, apos a resolucao pelo Solver, a solucdo
otima sera gerada exatamente nestas células. Logo, devemos
colocar as restricbes em nossa planilha eletrénica, conforme
mostra a Figura 3.5.

U3 - Aplicagdes da programagéo linear 109



oé) Reflita

Caro aluno, como vocé acha que poderiamos escrever as restricdes
na planilha eletrénica do Excel? Abra o Solver em algum dispositivo e

tente colocar as restricdes do problema em estudo.

Figura 3.5 | Restricdes na planilha eletronica do Excel

- R T R VI

=
=

11
12
13

14

A

E

Tipo de investimento:
Lucro por investimento a cada RS$100,00

Fonte: elaborada pela autora.

Variaveis de decisdo
Investimento A

3

x1

Fungéo Objetivo
Restricbes
=1*B6+2*C6

=2*B6+3*C6
=2*BB+1*Ch

Investimento B

2
x2

=B4*B6+C4*C6

I 1A 1A

Constantes

12
12
8

Agora, uma vez que ja colocamos na planilha eletrénica todos
0s nossos dados, vamos efetivamente usar o Solver. Logo, abra
o Solver e defina a célula que contém a fung¢do objetivo, isto é, a
célula C7, bem como defina se o valor da funcdo objetivo deve
ser maximizado ou minimizado. Posteriormente, vamos definir as
variaveis de decisao, que estao representadas pelas células B6 e C6,
conforme Figura 3.6.

Figura 3.6 | Parametros no Solver - funcdo objetivo, maximizacdo e variaveis

de

decisao

Pardmetros do Solver

Definir Objetivo:

Para: @Ma'x. O Min.

Alterando Celulas Varigveis:

SBEE:SCSE |

Fonte: elaborada pela autora.
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Entdo, vamos definir todas as restricdes (adicionar uma a uma) do
modelo (funcionais e ndo-negativas), conforme Figura 3.7. Perceba
gue clicamos em ‘tornar varidveis irrestritas ndo-negativas’. Aléem
disso, para adicionar as restricdes, primeiro definimos a célula da
equacao, depois o sinal e entdo a constante.

Figura 3.7 | Parametros no Solver — restricdes funcionais e ndo-negativas

Sujeito as Restricdes:

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas No Negativas

Fonte: elaborada pela autora

Por fim, escolhe-se o método de resolucdo do problema que,
neste caso, sera o Simplex PL, pois se trata de um problema de
programacao linear. Assim, a Figura 3.8 mostra todos os parametros
do problema ja colocados no Solver.

Figura 3.8 | Colocacdo dos parametros no Solver - funcdo objetivo,
maximizac¢ao, variaveis de decisao, restricdes e método de solucdo

Parametros do Sohver K
Definir Objetivo: sCs7 3
Para: @) Max. ) Min. () valar de: o

Alterando Células Varigveis:

il
i

SBSE:SCS6

Sujeito as Restricdes:
$BS11 <= SDS11

$B512 <= SDS12 SO EET
$BS13 <= SDS13

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Varidveis Irrestritas Mo Megativas

Selecionar um 4 Opcdes
Método de =
Solucdo:

Fonte: elaborada pela autora
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Finalmente, vamos clicar em Resolver e, entdo, o Solver
vai apontar a solugdo otima diretamente nas células B6 e C6,
conforme Figura 3.9.

Figura 3.9 | Obtendo a solucdo do problema de programacéo linear pelo Solver

A E C D
1 Varidveis de decisdo
2 |Tipo de investimento: Investimento A Investimento B
3 |Lucro porinvestimento a cada R$100,00 3 2
4 x1 x2
5 |SOLUGAO OTIMA DADA PELO SOLVER |3 |2
6 Fungéio Objetivo =B3*B5+C3*C5
7
8 Restricbes Constantes
g
10 =1*B5+2*C5 £ 12
11 =2*B5+3*C5 = 12
12 =2*B5+1%C5 < 8
13
14 Resultados do Solver X
15
16 O Solver encontrou uma selugo. Todas as Restrigdes
= e condigdes de adequacdo foram satisfeitas. Relatorigs
Resposta
8 Sensibilidade
19 Limites
20 () Restaurar Valores Originais
21

Fonte: elaborada pela autora

O Solver gerou como solucdo otima %4 =3 ¢ X :2, de
modo que, dado ser multiplo de 100, o rendimento maximo sera
alcancado ao se investir RS 300,00 no investimento A e RS 200,00
no investimento B.

O uso do Solver permite ainda a geracdo do relatorio de
sensibilidade, conforme mostra a Figura 3.10. Na Figura 3.10, na
tabela superior, temos que: (i) valor final indica a solugcdo 6tima; (ii)
coeficiente objetivo (permitido aumentar e permitido reduzir) trata-
se do intervalo de valores sobre o qual a solugdo otima permanece
oOtima. Vale ressaltar que quando a tabela superior do relatorio de
sensibilidade indicar acréscimo como decréscimo maior do que
zero para todos os coeficientes objetivos, significa que somente
existe uma solucdo otima. Se o acréscimo ou decréscimo
apresentar valores iguais a zero, existem solugdes otimas multiplas.

Na tabela inferior do relatorio, podemos destacar o preco
sombra, que mede o valor marginal do recurso, ou seja, a taxa que
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/ poderia ser aumentado, elevando-se (ligeiramente) a quantidade
deste recurso que estd sendo disponibilizado.

Figura 3.10 | Anéalise de sensibilidade obtida por relatério do Solver

A B C D E F G H
1 |Microsoft Excel 16.0 Relatério de Sensibilidade
2 Planilha: [PL - Excel.xlsx]Planilhal
3 |Relatdrio Criado: 24/11/2017 19:58:06
4
5
6 |Células Variaveis
7 Final Reduzido Objetivo Permitido Permitido
8 Célula Nome Valor Custo Coeficiente Aumentar Reduzir
] SBS6  x1 3 0 3 1 1,666666667
10| SCS6  x2 2 0 2 2,5 0,5
1
12 |Restrictes
13 Final Sombra Restricgdo Permitido Permitido
14 Célula MNome Valor Prego Lateral R.H. Aumentar Reduzir
15 SBS11 Restrigies RS7,00 0 12 1E+30 5
16 $BS12 Restriges R$12,00 0,25 12 6,666666667 4
17| 9$BS13 Restrigbes RS8,00 1,25 8 4 4
Fonte: elaborada pela autora
J=| Exemplificando

Vamos resolver o exemplo da industria de brinquedos no Solver? Entao,
vamaos supor que vocé trabalhe numa industria de brinquedos, que
possui trés maquinas para a fabricagdo de dois produtos, um boneco
de plastico e uma lousa. Sabendo que o lucro de cada boneco € de RS
3,00 e de cada lousa RS 2,00, o dono da empresa quer saber: quanto
ele deve produzir de cada brinquedo para otimizar o lucro diario, dadas
as restricdes apresentadas no Quadro 3.2 (cada produto deve passar
por cada uma das maquinas para ser processado)?

Quadro 3.2 | Tempo de processamento nas maquinas

Boneco de plastico | Lousa Tempo Maximo
Maquinal |1 hora 2 horas |12 horas
Maquina 2 | 2 horas 3 horas |12 horas
Maquina 3 | 2 horas 1 hora 8 horas

Fonte: elaborado pela

autora
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Asvaridveis de decisdo serdo: Xy € a quantidade de bonecose X2 de
lousas. A nossa fungdo objetivo representara o lucro total, que deve
ser maximizado: Funcdo objetivo: maxZ =3,00x, +2,00x,. A
Figura 3.11 apresenta a modelagem do problema ja com a solucdo
otima, que aponta a fabricacdo de 3 bonecos e de 2 lousas.

Figura 3:11 | Obtendo a solugdo do problema de PL pelo Solver

A B C D

1
2 Variaveis de decisdo
3 |Produto Boneco Lousa
4 |Lucro por produto 3 2
5 xl x2

SOLUGAO GTIMA

DADA PELO
6 |SOLVER 3 2
7 Fungio Objetivo =B4*B6+C4*Ch
8
] Restricdes Constantes
10
1 =1*B6+2*CH = 12
12 =2*B6+3*CH = 12
13 =2*BE+1*CoH = 8

Fonte: elaborada pela autora.

|:[_(|1 Pesquise mais

Caro aluno, a fim de vocé compreender melhor a resolucao de
problemas de PO pelo Solver, assista ao video a seguir, em especial
aos primeiros 10 minutos. Disponivel em: <https://www.youtube.com/
watch?v=KunPQwb5szeY>. Acesso em: 24 nov. 2017.

Sem medo de errar
Vamos retomar o seu papel como consultor de uma empresa

do segmento de logistica que esta enfrentando alguns problemas
de gerenciamento.
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O principal problema enfrentado ¢é realizar a roteirizacdo das
entregas com o menor custo possivel, fazendo com que a empresa
se mantenha competitiva no mercado.

Numa primeira analise, vocé verificou que seria inviavel aplicar
o método Simplex manualmente por conta da grande quantidade
de varidveis envolvidas. Logo, como vocé poderia resolver essa
situacao utilizando uma ferramenta computacional e fazer uma
apresentacdo com esses dados para o presidente?

O primeiro passo, em sua apresentacao, € explicar a
importancia das ferramentas computacionais na solucao e
simulagao de problemas de Pesquisa Operacional em funcao
do aumento da complexidade dos fendmenos modelados, bem
como a necessidade de se adotar uma abordagem mais sistémica
e generalista.

O segundo passo € sugerir e apresentar uma ferramenta que
execute o metodo Simplex, conforme vocé identificou em seu
problema como consultor. Logo, uma das ferramentas mais
conhecida e utilizada refere-se ao Suplemento Solver da planilha
eletronica Excel cuja distribuidora € a Microsoft Corporation.

O Solver tem seu principio de acdo baseado na resolucdo de
problemas de programacdo matematica de forma geral, sendo
empregado para a modelagem de fendmenos vinculados a
programacao linear, programacao nao-linear e programacao inteira.

Assim, essaferramentado Excel, paraproblemasde programacao
nao-linear, utiliza o codigo de otimizacdo nao-linear denominado
Generalized Reduced Gradient. No tocante aos problemas de
programacgao linear e programacao inteira, a ferramenta faz uso
do metodo Simplex com limites sobre as variaveis e 0 meétodo de
desvio e limite.

Neste momento, vale a pena vocé apresentar as vantagens do
uso do Solver:

- Facilidade de obtencao da ferramenta, uma vez que se trata
de uma ferramenta adicional de Microsoft Excel.

- Facilidade de uso, uma vez que o principio de uso € o mesmo
daqguele aplicado ao Microsoft Excel.

- Ferramenta permite alterar varidveis, coeficientes e outros
dados do problema de forma rapida, sendo necessario apenas a
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modificacao dos dados na planilha eletrénica.

Logo, ressalte na apresentacdo ao presidente que o Solver atende
a necessidade da empresa de um modo facil e a baixo custo.

Em sua apresentacao vocé pode ressaltar ainda que o Solver,
do Microsoft Excel, € apenas um exemplo de software para
programacao linear, de modo que ha diversas outras alternativas de
software para pesquisa operacional, conforme mostra a Figura 3.12.

Uma revista bastante conceituada e reconhecida na area
de Pesquisa Operacional, denominada OR/MS Today, publica
periodicamente revisdes sobre a performance e caracteristicas
operacionais de ferramentas computacionais disponiveis no
mercado e direcionadas a programacao linear (Caixeta-Filho, 2011).

Dentre os softwares mais comuns utilizados para programacgao
linear, podemos citar o Lindo (Lindo System, Chicago); AXA
(Sunset Software Tech; San Marino); LOQO (Princeton University;
Priceton); MINOS (Stanford Business Software; Mountain), entre
outros (Caixeta-Filho, 2011, p. 32).

Avancando na pratica

Alocacgao de recursos em empresa de manufatura

Descricao da situagao-problema

Uma empresa de manufatura de pecas para automoveis tem
trés produtos numa de suas linhas de fabricacdo: polias, pistdes e
virabrequins. O lucro nesta linha estd muito abaixo do esperado,
com base na capacidade produtiva disponivel. Como diretor da
empresa, vocé esta planejando redistribuir os niveis de produ¢ao de
cada produto, tentando melhorar o lucro da linha.

Cada um dos produtos pode necessitar de até trés recursos para
sua producao, sendo eles a furadeira, torno e retifica. Sabemos o
tempo, em minutos, que cada produto deve ficar em cada recurso,
conforme apresentado no Quadro 3.3, bem como o tempo Maximo
disponivel por recurso por semana.
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Quadro 3.3 |[Tempo de cada produto em cada recurso

Recurso Polia Pistao Virabrequim Tempo disponivel
(minutos por dia)

Furadeira |10 7 12 480

Torno 6 5 0 420

Retifica 5 0 4 450

Fonte: elaborado pela autora

O departamento de vendas aponta que a demanda maxima
de virabrequins ¢ de 100 unidades por dia e o lucro unitario €,
respectivamente, de RS 2,20, RS 3,15 e RS 2,90 para a polia, o
pistdo e o virabrequim. Como diretor, para ajudar a empresa a
otimizar o mix de produtos, como vocé formularia um modelo
de programacdao linear com os dados apresentados e resolveria
utilizando o Solver?

Resolugao da situagcdao-problema

Inicialmente, para fazer o modelo de PL, as variaveis de decisdo (x)
devem representar as quantidades de produtos que irdado compor © mix
de producdo, estando associados aos respectivos lucros unitarios,
uma vez que o proposito da funcdo objetivo no problema é
maximizar o lucro.

As restricdes funcionais sdo compostas pela limitacdo dos
recursos, que possuem uma capacidade maxima diaria e as
restricdes de nao-negatividade garantem que as variaveis de decisdo
sejam maiores ou iguais a zero.

Logo, temos a modelagem do problema e a Figura 3.13
apresenta a solucao otima.

Variaveis de decisao

Xy = quantidade de polias por dia.

Xy = quantidade de pistdes por dia.

X3 = quantidade de virabrequins por dia.
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Funcdo objetivo: Maximizar

Z = 220x,+ 315x,+ 2,90 X,

Sujeito as restricoes:
10 x,+ 7 X, + 12 x, <480
6 x,+ 5x,<420
S X, + 4 x, <450

Restrictes de ndo-negatividade: Xq; Xp5 X3 =0

Figura 3.13 | Solucdo 6tima dada pelo Solver

Fonte: elaborada pela autora

A B C D
1
2 Varigveis de decisdo
3 |Produto Paolia Pistdio Virabrequins
4 |Lucro por produto (RS) 2,2 3,15 2,9
5 x1 X2 X3
6 S0LU (:JN\G OTIMA DADA PELO SOLVER |0 68,5714285714286 0
7 Fungéo Objetivo =B4*B6+C4*C6+D4*D6
8
9 Restrigbes Constantes
10 =10*B6+7*C6+12*D6 = 480
11 =6*B6+57CH < 420
12 =5*B6+1*D6 < 450
13 Resultados do Solver >
14
15 O Solver encontrou uma solucBo. Todas as Restrigdes
16 e condicdes de adequacdo foram satisfeitas. Relatdrios
17 Resposta
18 Sensibilidade
19 Limites
w ) Restaurar Valores Originais

O Solverindica como solucao otima a producdo somente de pistdo,
sendo 68,57 unidades. Como nao temos uma maneira de produzir
uma fracao do produto, podemos tentar arredondar para 69 pistdes.
Contudo, para X2 = 69, a restricdo 1 njo é satisfeita; logo, teremos a

producao de 60 pistdes como solucao otima.
Parabéns, mais um desafio cumprido!
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Faca valer a pena

1. A importancia das ferramentas computacionais na solucdo e simulacio
de problemas de Pesquisa Operacional é significativa em funcdo do
aumento da complexidade dos fendmenos modelados, bem como a
necessidade de se adotar uma abordagem mais sistémica e generalista.
Uma das ferramentas mais conhecida e utilizada refere-se ao
Suplemento Solver da planilha eletrénica Excel cuja distribuidora é a
Microsoft Corporation.

Assinale a alternativa que apresenta o(s) tipo(s) de problemas que podem ser
resolvidos pelo Solver

a) Somente Programacéo Linear.

b) Somente Programacao Inteira.

c) Somente Programacado Linear e Ndo-Linear.

d) Somente Programacao Inteira e Programacéo Linear.

e) Somente Programacao Inteiram, Programacao Linear e Ndo-Linear.

2. Apos fazer um curso de empreendedorismo oferecido pela universidade,
Pedro decidiu investir na montagem de um pequeno negocio para
producao de refeicdes prontas. O objetivo de Pedro é focar no mercado
de pessoas que desejam emagrecer com saude, fornecendo refeicdes sob
supervisao de uma nutricionista.

A nutricionista determinou que os niveis aceitaveis de carboidratos, proteinas
e gorduras em duas refeicdes, o almogo e o jantar, e também a exigéncia
diaria de cada um dos itens para ter uma dieta saudavel.

O Quadro 3.4 apresenta a quantidade de gramas presentes em cada refeicao
para cada um dos grupos nutricionais, bem como o custo por refeicdo

Quadro 3.4 | Composicdo das refeicdes (gramas)

Componente Almoco Jantar
nutricional

Gordura 50 45
Proteina 200 165
Carboidrato 150 170
Custo por refeicdo RS 0,05 RS 0,07
(por grama)

Fonte: elaborado pela autora.
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A exigéncia diaria apresentada pela nutricionista € de no minimo 300 gramas
de proteina e 250 gramas de carboidrato, e no maximo 60 gramas de gordura.
Pedro pretende iniciar nesse segmento agora e quer otimizar o custo por
refeicdo, mas atendendo a todas as restricdes apresentadas pela nutricionista.

Utilizando o Solver, assinale a alternativa que apresenta a solugdo 6tima do
problema descrito, isto ¢, qual deve ser a massa (gramas) por refeicdo.

a)1339

o 0O T
Q Q

)1
)2
)3
)N

Qe

e o ha solucao viavel.

3. O Solver apresenta algumas vantagens, as quais o fizeram ser uma das
ferramentas mais utilizada em Pesquisa Operacional. Analise as afirmacdes
[, 1Ielll.

|. Facilidade de obtencdo da ferramenta, uma vez que se trata de uma
ferramenta adicional de Microsoft Excel.

|I. Facilidade de uso, uma vez que o principio de uso € o mesmo daquele
aplicado ao Microsoft Excel.

IIl. Ferramenta permite alterar variaveis, coeficientes e outros dados do
problema de forma rapida, sendo necessaria apenas a modificagdo dos
dados na planilha eletrénica.

Assinale a alternativa correta de acordo com as afirmacdes |, Il e lll.

a) Somente | e Il sdo corretas.
b) Somente Il é correta.

c) I, Il e lll séo corretas.

d) Somente Il é correta.

e) Somente Il e Il séo corretas.
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Secao 3.2

Aplicacdao da PO em problema de transporte

Dialogo aberto

Caro aluno, continuando a abordagem de solucao de problemas
de pesquisa operacional utilizando ferramentas computacionais,
especialmente o Solver do Excel, estudaremos, nesta secdo, dois
tipos de problemas classicos de Programacdo Linear (PL): problema
de transporte e problema de designagao.

Assim, entenderemos como modelar e resolver problemas de
transporte e de designacao, englobando novamente o uso do Solver.

Para que vocé ja possa se situar, vale a pena compreender que
todos os problemas que tratam do deslocamento de itens entre uma
fonte e um destino podem ser caracterizados como um problema
de transporte.

O problema de designacao, por sua vez, € um caso particular
do problema de transporte, focando a alocag¢do ou distribuicdo
de recursos.

Logo, perceba que estes conceitos sao muito comuns no setor de
logistica e distribuicao de recursos, sendo de extrema significancia
para a sua vida profissionall

Nesse sentido, vamos retomar O caso em que vocé esta
prestando uma consultoria numa empresa do segmento de
logistica que esta enfrentando alguns problemas de gerenciamento.
A empresa possui diversos fornecedores, que sao chamados de
origens, e consumidores, os destinos, fazendo as entregas por
caminhdes em diversas rotas. O principal problema enfrentado é
realizar a roteirizacdo das entregas com o menor custo possivel,
fazendo com que a empresa se mantenha competitiva no mercado.

Numa primeira analise, vocé verificou que seria inviavel
aplicar o método Simplex manualmente por conta da grande
quantidade de variaveis envolvidas e indicou o uso do Solver
como ferramenta computacional.

Por ser um problema com caracteristicas de um Problema
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de Transporte, vocé lembrou que para algumas aplicacdes ha
um grande numero de variaveis, sendo necessario trabalhar com
resolucdo computacional. Como vocé poderia formular um modelo
genérico para o problema de transporte a fim de servir de protocolo
para a empresa’?

Pense a respeito, uma vez que o presidente da filial he solicitou
uma apresentagcdo com esse escopo.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Caro aluno, comumente pode-se entender um problema de
transporte como aquele em que ha deslocamento de algo entre
uma fonte (origem) e um destino, isto €, ocorre o transporte de
itens advindos de centros de origens até centros de destinos,
conforme Figura 3.14.

Figura 3.14 | Problema de transporte — deslocamento de itens entre uma origem e
um destino

ORIGEM 1 DESTINO 1
POSSIVEIS ROTAS

ORIGEM 2

ORIGEM 3

Fonte: elaborada pela autora.

Conforme a Figura 3.14, podemos imaginar o transporte de
itens entre fabricas (origem) e depositos (destino), ou ainda o
transporte de mercadorias das fabricas para os estoques, ou
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entdo o transporte de produtos dos estoques para as lojas, entre
outros casos. Aléem disso, perceba gue temos diferentes opcdes
de transporte considerando trés origens e trés destinos, resultando
em nove possiveis rotas, de acordo com a Figura 3.14.

Qualguer que seja O caso, sempre em um problema de
transporte precisamos conhecer:

- O valor do custo relativo ao transporte de cada item.

- O numero (quantidade) de produtos disponiveis em cada centro.

- A demanda de produtos de cada consumidor.

Alem disso, sempre precisamos considerar que a execugao do
transporte deve atender as limitacdes de oferta em cada centro,
bem como a demanda de cada mercado, alcancando um custo
minimo de transporte. Assim, temos um problema de Programacao
Linear caracterizado como um problema de transporte, podendo
ser utilizado o Método Simplex para solugdo.

Logo, conforme apresentado por Hillier e Lieberman (2013),
estudaremos um problema genérico de transporte. Vamos supor
que tenhamos a fabrica i cujo despachado de itens, por caminhao,
deve seguir para o depdsito J . Sabendo que temos trés fabricas (1,
2, e 3) e quatro depositos (1, 2, 3 e 4), entao teremos 12 variaveis

de decisdo denominadas genericamente por i :

X,, = quantidade transportada da fabrica 1 para o depdésito 1

X,, = quantidade transportada da fabrica 1 para o depdésito 2
X,; = quantidade transportada da fabrica 1 para o depésito 3
X,, = quantidade transportada da fabrica 1 para o depésito 4
X,, = quantidade transportada da fabrica 2 para o depdsito 1
X,, = Qquantidade transportada da fabrica 2 para o depdésito 2
X,, = quantidade transportada da fabrica 2 para o deposito 3
X,, = quantidade transportada da fabrica 2 para o depdsito 4
X3, = quantidade transportada da fabrica 3 para o depdsito 1
X5, = quantidade transportada da fabrica 3 para o depdsito 2
Xs;, = quantidade transportada da fabrica 3 para o depdsito 3
X,, = quantidade transportada da fabrica 3 para o deposito 4

Adicionalmente, considere o Quadro 3.5 que apresenta o custo
do transporte, destinacao e a saida. Perceba que com o custo do
transporte podemos obter a funcdo objetivo e com a demanda do
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mercado (restricao dos depositos) e a oferta da fabrica (restricao
das fabricas) podemos obter as restricdes.

Quadro 3.5 | Custo do transporte, por caminhdo, entre as fabricas e os diferentes
depdsitos, bem como quantidade, por caminhdo, que pode ser destinado a cada
depdsito (demanda) e a quantidade, por caminhéo, disponiveis em cada fabrica (oferta)

Depdsito 1 | Depdsito 2 | Depdsito 3 | Depdsito 4 | Oferta
Fabrica 1 RS 464 RS 513 RS 654 RS 867 75
Fabrica2 | RS 352 RS 416 RS 690 RS 791 125
Fabrica 3 RS 995 RS 682 RS 388 RS 685 100
Demanda | 80 65 70 85

Fonte: adaptado de Hillier e Lieberman (2013, p. 293)

Assumindo o custo total de transporte como Z e lembrando a
necessidade de minimiza-lo, entdo temos a seguinte funcao objetivo:

Minimizar Z = 464x,, +513x,, + 654x,, + 867x,, + 352x,, + 416x,, +690x,, + 791x,, +
+ 995x;,, +682x,, +388x,, +685x,,

Sujeito as restricoes:

Xjg+ Xip +Xp3 + Xy = 75
Xy + Xpp + Xp3 + X =125
X3 + X35 + Xg3 + X3, = 100
Xy3 + Xp + X34 = 80

Xip + Xpp + X3, =65

Xi3 X3 4+ Xg3 =70

Xig T Xpy + Xgg = 85

0<x;

Conforme o modelo matematico apresentado para um
problema genérico de transporte, podemos constatar que esse
tipo de problema de PL faz uma suposicdo entre oferta e demanda,
gerando uma hipotese, denominada hipotese das exigéncias.

Hipotese das exigéncias: ha uma oferta previamente conhecida
e fixa (ou maxima) de unidades por cada origem e toda essa oferta,
por sua vez, necessita ser distribuida aos destinos. Os destinos,
no entanto, possuem uma demanda previamente conhecida e fixa
(ou maxima) de unidades por cada deposito. Toda essa demanda,
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por sua vez, deve ser recebida das origens.

Logo, em um problema de transporte somente havera solucdes
viaveis se, e somente se, houver um equilibrio entre a oferta
total (fabricas) e a demanda total (depodsitos). Repare que Nosso
exemplo genérico, conforme Quadro 3.5, a oferta total (soma da
coluna saida) resulta em 300 unidades, assim como a demanda
total (soma da linha destinacdo).

Nos problemas de transporte, ha ainda a hipotese de custo na
qual tem-se que o custo de transporte dos itens entre qualquer
origem e qualguer destino € diretamente proporcional a quantidade
de itens distribuidos.

c@ Reflita

Caro aluno, no problema genérico de transporte que acabamos de
discutir, como vocé conseguiria demonstrar que a hipotese de custo
é satisfeita?

Por fim, temos no problema de transporte a propriedade
de solucdes inteiras, na qual tem-se que a partir de ofertas e
demandas representadas por valores inteiros, sempre teremaos,
entao, valores inteiros para as varidveis das solucdes viaveis,
abrangendo, inclusive, a solucao otima.

(tz” Assimile
Caroaluno, um problema genérico de transporte pode ser caracterizado
pelo deslocamento de produtos entre um centro de fornecimento que

pode ser chamado como origem, e um centro de destino, chamado
apenas como destino.

O objetivo do problema € minimizar o custo total do transporte,
respeitando as restricdes dos depositos (demanda dos mercados) e as
restricdes das fabricas (oferta das fabricas).

Logo, por meio dos parametros a seguir podemos modelar um
problema do tipo transporte: }
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¢, = custo de transporte entre a origem i e o destino j

x.  quantidade a ser transportada entre a origem i e o destino j
d, = demanda do destino j

s, = oferta da origem i

m = numero de origens
n = numero de destinos

Além disso, deve atender a hipotese de exigéncia e a hipotese de custo.

Vale ressaltar que qualquer problema de programacgdo linear que
se encaixe nesse tipo de modelo matematico pode ser entendido
como um problema de transporte, independente do seu contexto,
podendo ser utilizado o método Simplex para a sua solugao (HILLIER;
LIEBERMAN, 2013).

Comumente, um problema de transporte envolve um conjunto
grande de restricbes e variaveis, requerendo o uso de ferramentas
computacionais para resolucao do problema. Logo, vamos resolver
esse problema genérico utilizando o Solver? Veja na Figura 3.15 como é
construida a planilha eletrobnica com os dados do problema. A Figura 3.16,
por sua vez, apresenta a inser¢cdo dos parametros no Solver, enquanto a
Figura 3.17 ja apresenta a solucao otima obtida pela ferramenta.

Figura 3.15 | Planilha eletrénica do Excel para os dados do problema de transporte
em estudo

A B c D E|
1
2 Custo do transporte por caminhdo (RS$)
3 Depdsito 1 Depdsito 2 Depdsito 3 Depdsito 4
4 |Fabrica 1 464 513 654 867
5 Fabrica2 352 416 630 791
6 Fabrica3 995 682 388 685
7
8 VARIAVEIS DE DECISAO
9 Quantidade, por caminhdo, a ser transportada
10 Depdsito 1 Depésito 2 Depdsito 3 Depdsito 4
11 Fabrical x11 «12 x13 x14
12
13 Fabrica2 x21 x22 %23 x24
14
15 Fabrica3 x31 %32 x33 x34

18 FUNCAO OBIETIVO  =B4"B812+C4"C12+D4*D12+E4*E12+B5"B14+C57C14+ DS D14+ES " E14+B67 B16+C6"C16+DE* D16+EG"ELE

20 RESTRICOES

21 |=B12+C12+D12+E12 = 75 (restricSo de oferta)

22 =B14+C144D14+E14 = 125 (restricdio de oferta)

23 =B164C16+D16+E16 = 100 (restricSo de oferta)

24 =B12+B14+B16 = 80 (restri¢dio de demanda)
25 =C124C144C16 = 65 (restricio de demanda)
26 =D12+D14+4D16 = 70 (restri¢dio de demanda)
27 |=E124£144E16 = 8 (restricio de demanda)

Fonte: elaborada pela autora.
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Figura 3.16 | Insercdo dos parametros do problema de transporte em estudo no Solver

Solver Parameters

Set Objective: | $BS139 _

To: O Max @ Min O Value Of: l:l

By Changing Variable Cells:

| SBI12:3E512;3B314:3E514,3B316:5E516 - |

Subject to the Constraints:

SA521 = 5C521 Add

$A$22 = §C522
$A$23 = §C523
$A524 = $5C524
$A$25 = $C$25
$AS26 = $C526 Delete
$A$27 = §C$27

Change

Reset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Negative

Select a Solving Method: Simplex LP - Options

Solving Method

Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth
nonlinear. Select the LP Simplex engine for linear Solver Problems,
and select the Evolutionary engine for Solver problems that are non-
smooth.

Close Solve

Fonte: elaborada pela autora

Figura 3.17 | Solucdo étima dada pelo Solver do Excel para o problema de transporte

em estudo
A B C D E
1
2 Custo do transporte por caminh&o (R$)
3 Depdsito 1 Depdsito 2 Depdsito 3 Depdsito 4
4 Fabrical 464 513 654 867
5 Fbrica2 352 416 590 791
6 Fabrica3 995 582 388 585
7
8 VARIAVEIS DE DECISAQ
9 Quantidade, por caminhio, a ser transportada
10 Depdsito 1 Depdosito 2 Depdsito 3 Deposito 4
11 |Fabrica 1 x11 x12 x13 x14
12 SOLUGAO SOLVER [0 [20 Jo [ss |
13 Fébrica 2 x21 22 %23 x24
14 [SOLUCAO SOLVER |80 [as Jo [o |
15 Fébrica 3 x31 x32 x33 x34
16 [SOLUCAO SOLVER [0 lo [70 [30 |
17
18 |FUNGAQ OBJETIVO  =847B12+C4"C124D4*D12+E4*E124B57B14+C5" C14+ D5 D14+ES*E14+B6B16+C6"C16+D6*D16+E6"E16
19
20 |RESTRIGDES
21 |=B124C124D124E12 = 75 [restrig&o de oferta)
22 |=Bl4+C14+D14+E14 = 125 (restricdo de oferta)
23 =B16+C16+D16+E16 = 100 (restricdo de oferta)
24 =B12+B14+B16 = 80 (restrico de demanda)
25 =C12+C14+C16 = 65 (restrico de demanda)
26 |=D12+D14+D16 = 70 (restrico de demanda)
27 |=E124E144E16 = 85 (restrico de demanda)

Fonte: elaborada pela autora
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Pela Figura 3.1/, temos que a solu¢do otima para minimizag¢ao
de custos ocorre se 20 caminhdes sairem da fabrica 1 para o
deposito 2; 55 caminhdes sairem da fabrica 1 para o deposito 4;
80 caminhdes sairem da fabrica 2 para o deposito 1; 45 caminhdes
sairem da fabrica 2 para o depdsito 2; 70 caminhdes sairem da
fabrica 3 para o deposito 3; e 30 caminhdes sairem da fabrica 3
para o deposito 4.

ELIQ Pesquise mais

Caro aluno, como o problema de transporte € um tipo de problema
de programacdo linear, entdo podemos utilizar o Método Simplex
para a sua resolucado. Nesse sentido, HILLIER, F S; LIEBERMAN, G J.
Introducgao a Pesquisa Operacional. 9. ed. Porto Alegre: Amgh, 2013,
entre as paginas 304 a 315, apresenta o Método Simplex Aperfeigoado,
sendo destinado para agilizar a solu¢ao de problemas de transporte.

Facaa leitura em sua biblioteca digital e aprenda mais sobre esse conteudo.

Como um tipo especial de problemas de transporte, temos
0s problemas da designacao que, desta forma, também sao
problemas de programacao linear.

Assim, podemos ja entender que o problema da designacao
val ser caracterizado tambeém pela presenga de origem e destino,
cabendo especificar cada uma das fontes a cada um dos destinos
de modo otimizado. Logo, seriam exemplos desse tipo de problema
designar colaboradores para tarefas; designar maquinarios para as
localizacdes; designar produtos para as plantas fabris, entre outros.

Os problemas de designacao ocorrem quando se ha a intencao de
designar determinada quantidade de itens (ou pessoas) em uma igual
guantidade de destinos (localizacdes) de modo a diminuir o custo.

Especificamente, sdo caracterizados pelas quatro hipoteses
apresentadas logo a sequir e qualquer problema gue possa ser
formulado de modo a respeitar essas indicacdes, entao podera
ser resolvido como um problema de designacdo (HILLIER;
LIEBERMAN, 2013):

- O numero de origens deve ser igual ao numero de destinos,
sendo genericamente denominado por n .
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- Cada origem deve ser designada para somente um destino.
- Cada destino deve ser designado para somente uma origem.

-Emrelagdo ao custo de designacao, ha um custo Cj vinculado
a acdo de designar uma origem [ (i=12...,n) a um destino
J(j=12..,n).

- Objetiva-se, nesse tipo de problema, determinar como deve
ocorrer todas as designacdes a fim de minimizar o custo de designacao.

Refletindo sobre as varidveis de deciséo (X;) do problema
da designacao, chegaremos a constatacao que se trata de uma
variavel binaria que possui valor 0 ou 1, conforme explicado a
seqguir:

{1 — se a origem i for designada para o destino j

X, )
y 0 — caso contrario

Assim, percebemos que no problema da designacao, as
decisdes devem ser tomadas entre sim ou ndo, de acordo com a
seguinte pergunta: a origem i deve ser designada ao destino J ?

Com base nesses conceitos, o problema da designacao, de
modo geneérico, pode ser modelado conforme segue:

n n
Funcdo objetivo: Minimizar Z = 22D CiX

i=1 j=1
Sujeito as restricoes:

Y x; =1 parai=12,...,n.

— (cada origem deve ser designada
j:

para exatamente um destino).

> x;,=1 paraj=12...n. (cada destino deve ser
i=

designado para exatamente uma origem).
0<x;

Para variaveis binarias, utilizamos a programacao inteira,
conforme sera visto na proxima unidade. Contudo, € valido
ressaltar que para problemas da designacdo, conforme colocado
por Hillier e Lieberman (2013), a restricdo de que X; é uma variavel
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binaria pode ser eliminada, de modo que o modelo construido
para o problema da designacao € um tipo especial de problema de
programacao linear, podendo ser resolvido facilmente. Em outras
palavras, a literatura nos assegura que podemos tratar os problemas
de designacdo como problemas de programacao linear (ou seja,
do mesmo modo como vimos até agora) e nao pela programacao
inteira, conforme veremos adiante.

Agora, tente comparar o0 problema de transporte com o
problema da designac¢do, desconsiderando a restricao de variavel
binaria. O que é possivel concluir?

Sim, o problema da designacdo é um tipo especial do problema
de transporte, sendo que?

- Cada origem do problema do transporte pode ser entendida
como um trabalhador, uma maquina, um produto, ou qualquer
outro item/pessoa que sera designado para um destino.

- Cada destino do problema do transporte pode ser entendido
como uma tarefa, uma fabrica, uma planta ou qualquer outra
localizagao para qual sera designada uma origem.

- O numero de origens deve ser sempre igual ao numero de
destinos, no problema da designacdo. Assim, pelo problema do
transporte isso significa dizer que m=n .

- No problema da designacao, todas as restricbes sao iguais a
1, tendo em vista que sera designada somente uma origem para
exatamente um destino e vice-versa. Logo, toda oferta S; =1 e
toda a demanda d; =1.

Agora vamos retomar ao fato do por qué podemos dizer que a
restricdodavariavelbinaria, para o problemadadesignacao, pode ser
eliminada. Se refletirmos sobre a propriedade das solugdes inteiras,
que vimos para transporte, dado que Si e 9; serso iguaisa l, isto e,
serdo sempre inteiros, isso implica no fato de que todas as solucdes
viaveis sao solucdes inteiras para um problema de designacao.
Pelas restricdes do modelo de designacao

(ix,j:1 e ix,j:1 e 0<x)
j=1 i=1

percebemos que € impossivel qualquer variavel ser maior que 1
ou menor que 0. Logo, mesmo eliminando a restricdo de variavel
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binaria, as solucdes viaveis obtidas automaticamente atenderdo a
restricao binaria (Hillier; Lieberman, 2013).

?=| Exemplificando

A fim de facilitar o entendimento, vamos desenvolver um problema
de designacdo na qual se tenha a necessidade de se produzir quatro
novos produtos e ha quatro plantas fabris disponiveis, de modo que o
objetivo é designar os novos produtos as fabricas disponiveis a fim de
minimizar o custo de producdo, de acordo com a proximidade com
fornecedor e centros de trabalho.

O custo (em milhares) associado a cada produto em cada planta é
apresentado no Quadro 3.6.

Quadro 3.6 | Custo associado a cada produto em cada planta

Planta 1 Planta 2 Planta 3 Planta 4 Oferta
Produtol [RS8 RS S RS 10 RS 13 1
Produto 2 [ RS 6 RS8 RSO RS 11 1
Produto3 [ RS 9 RS 7 RS 7 RS 8 1
Produto 4 [ R$10 RS6 RS11 RS7 1
Demanda | 1 1 1 1

Fonte: elaborado pela autora.

Como poderiamos construir o modelo desse problema de designacdo?
O modelo para o problema proposto pode ser escrito como:

Funcao objetivo:
Minimizar Z = 8x,,+5x,, +10x,; +13x,, +6X,, +8x,, +9x,; +11x,, +
+ 9%5, 4+ 7Xy, + 7Xy5 +8x,, +10x,, +6x,, +11x,, +7x,,

Sujeito as restricoes: >
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Xpp+Xpp + X5 + Xy =1
Xo1 1 Xgp + Xp3 1 Xy4 =1

X3+ Xgp + Xgg + X3y = 1
Xgg + Xyp + X3 + Xyy =1

Xyg F Xpg + Xgq + X4y =1

Xip F Xpp + X3y + Xpp =1

Xig X5 4 Xgg + Xy5 =1

Xig T Xpg + Xgq + Xyy =1

0<x;

Sem medo de errar

Caro aluno, vamos retomar o contexto no qual vocé é¢ um
consultor numa empresa do segmento de logistica que esta
enfrentando alguns problemas de gerenciamento. A empresa
possui diversos fornecedores, que sdo chamados de origens, e
consumidores, os destinos, fazendo as entregas por caminhdes
em diversas rotas. O principal problema enfrentado ¢ realizar a
roteirizagcdo das entregas com o menor custo possivel, fazendo
com que a empresa se mantenha competitiva no mercado.

Logo, dado que problemas de transporte normalmente possuem
muitas variaveis de decisdo, entdo vocé foi solicitado a formular,
em uma planilha eletrénica, um modelo genérico para o problema
de transporte a fim de servir de protocolo para a empresa.

A primeira coisa a fazer € explicar os parametros necessarios
para modelar um problema de transporte. Para este caso, temos:

¢, = custo de transporte entre o fornecedor i e o consumidor j

X; quantidade a ser transportada entre o fornecedor i e o consumidor j
d; = demanda do consumidor j

s, = oferta do fornecedor i

i

m = numero de fornecedores
n = numero de consumidores

Assim, O interessante é vocé colocar na sua apresentacao ao
presidente que, apos levantar esses parametros, a empresa deve

132 U3 - Aplicagdes da programagéo linear



construir uma figura esquematica com os dados do problema,
conforme Figura 3.18. Posteriormente, colocar esses dados em
uma tabela com o intuito de facilitar a visualizagao e a construcao
da planilha eletréonica. Logo, o Tableau do Transporte para um
problema genérico € apresentado no Quadro 3.7.

Figura 3.18 | Figura esquematica de um problema genérico de transporte

[—dil

[=d3]

[—dnl
Fonte: Hiller e Lieberman (2013, p. 296)
Quadro 3.7 | Tableau do Transporte
Consumidor (destino n) Oferta
Ci1 Ci2 Cin S
Co1 Cyp Con S,
Fornecedor
(origem m) : : B : :
Cm1 Cm2 Cmn Sm
Demanda e
d1 dz dn

Fonte: Hiller e Lieberman (2013, p. 296)
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Pos

Alem disso, deve estar explicita a hipotese das exigéncias
que mostra que em um problema de transporte somente havera
solugdes viaveis se, e somente se, houver um equilibrio entre a
oferta total e a demanda total conforme equagao logo a sequir:

n

;si =>d,

j=1

Pela hipotese do custo e considerando os dados do problema,
podemos entender que as variaveis de decisao vao se referir a
quantidade transportada por caminhao.

Uma vez levantados todos 0s parametros, mostre como
construir um modelo de programacao linear para o problema
de transporte genérico. Lembre-se que o objetivo sempre vai
ser minimizar o custo, atendendo as restricdes de demanda e
de oferta.

Logo, teremos o modelo a seguir:
Funcao objetivo:

m n
Minimizar Z = ZZC,./X,].

i=1 j=1

Sujeito as restricdes:

.M=

X; =S, parai=12....m.
-

J

%

IN =

X; = d]. para j =12,....,n.

!

0<x

i
Parabéns, assim vocé finaliza a formulagdo genérica de um
problema de transporte e permite que a empresa tenha esse

documento como um protocolo!
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Avancando na pratica

Alocacdo de produto de acordo com a planta fabril

Descricao da situagao-problema

Vamos continuar o problema de alocacao do produto de acordo
com a planta fabril.

Logo, tem-se a necessidade de se produzir quatro novos
produtos e ha quatro plantas fabris disponiveis, de modo que o
objetivo € designar os novos produtos as fabricas disponiveis a fim de
minimizar o custo, de acordo com a proximidade com fornecedor e
centros de trabalho.

Agora, suponha que vocé € o gerente da empresa € que vOcé
precisa responder como sera a distribuicao destes produtos entre
as fabricas, considerando os custos de designacdo (em milhares)
conforme Quadro 3.8. Qual sera a solugao otima?

Quadro 3.8 | Custo (em milhdo) associado a cada produto em cada planta

Planta 1 Planta 2 Planta 3 Planta 4 Oferta
Produtol | RS 8 RS 5 RS 10 RS 13 1
Produto 2 [ RS 6 RS8 RS9 RS 11 1
Produto3 [ RS 9 RS 7 RS7 RS 8 1
Produto 4 [ RS10 RS6 RS11 RS7 1
Demanda | 1 1 1 1

Fonte: elaborada pela autora

Resolucédo da situacdo-problema
Primeiramente, ja vimos que o modelo contruido é:

Minimizar Z = 8x,,+5x,, +10x,; +13Xx,, + 6x,, +8x,, +9x,, +11x,, +
+9X;, + 77Xy, +7Xy5 +8x;, +10x,, +6x,, +11x,, +7Xx,,

Sujeito as restricoes:
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Xjp+ Xpp + Xg3 + Xy =1
Xy + Xpp + Xp5 4 Xpq =1

X3+ X + Xgg + X3y = 1
X1+ Xgg + Xy3 + Xy =1
Xyqt Xpq + Xgy 4 X4y =1

Xiz T Xgp 1 X5 + Xy =1

Xig F Xo5 + X33 4 X45 =1
Xig = Xpq + X3y +X44:1

0<x;

No Solver, as Figuras 3.19, 3.20 e 3.21 mostram a obten¢édo da
solucao otima.

Figura 3.19 | Construcdo do modelo na planulha eletrénica

A =} © u} E F
1
2 Custo de designagio [R$])
3 Planta 1 Planta 2 Planta 3 Planta 4
4 |Produto 1 i ] Lt 13
5 |Produto 2 & i 3 il
5 |Produto 3 3 T T g
7 Produto 4 10 5 il T
g
3 VARIAVEIS DE DECISAD
o
1 Planta 1 Planta2 Planta3 Planta 4
12 | Produto 1 =11 w12 #13 =14
13
14 | Produto 2 w2l HEE HET w2d
=
16 | Produta 3 w31 w32 #33 w34
17
18 | Produta 4 wel wdZ #d3 ndd
13
20
21 |FUNCAD OBJETIVO B4 B15+ 04 013+ D4 D1+ E4 E13+E5 B 15+ 05 G5+ D5 D15+E S E15+B6 BT+ CE CT+DE DI T+EBE 1T +BT"E13+ CT"C13+D7°D
22

23 |RESTRICOES

24 | =B13+C13+013+E13
25 | =B15+CI5+D1S+E1S
26 | =B17+CIT+OTT+ET -
27 | =B13+C13+019+E13 -
28 | =B13+B15+E17+B13 -
23 |=CITCIS+CT7+C13 -
30 | =D3+015+017+013 =
31 | =ET3+ETG+ETT+E13 =

Fonte: elaborada pela autora
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Figura 3.20 | Insercdo dos parametros no Solver

Pardmetros do Solver X
Definir Objetivo: 5B521| 55
Para: ) Méx, ® Min. () valor de:

Alterando Células Varigveis:
$B§13:5E513;5B515:5ES15;5BS17:SES17,;5BS19%:5ES19 55
Sujeito as Restricdes:
GAS24 = SC524 i
54525 = 5C525 GOLEROZT
SAS26 = SC526
SAS27 = SCS27 Alterar
SA528 = 5C528
SAS209 = SC529 X
SAS30 = SC530 Excluir
§AS31 = 5C531
Redefinir Tudo
Carregar/Salvar
Tarnar Variaveis Irrestritas Nio Megativas
Selecionar um LP Simplex hl DOpcdes
Método de
Solucao:
Método de Solucdo
Selecione o mecanismo GRG Mio Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares.
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lingares, Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,
Fonte: elaborada pela autora
Figura 3.21 | Solucdo étima dada pelo Solver
A E C u] E F

1

2 Custo de designago [R$]

3 Planta 1 Planta2 Planta3 Planta 4

4 |Produto 1 & s 10 13

5 |Produto 2 ] g 3 n

6 |Produto 3 a 7 7 [E]

7 |Produto 4 o E n T

g

] VARIAVEIS DE DECISAD

10

n Planta 1 Planta2 Planta3 Planta 4

12 | Produto 1 =11 wiZ w13 wid

13 [SOLUCADSOLVER [0 1 [o [0

14  Produto 2 =21 HEZZ k] u2d

15 [SoLucEDSOLVER |1 [o [o [o

1E  Produto 3 w31 432 w33 134

17 [SOLUCADSOLVER [0 [0 I [0

18 [Produto 4 w1 #dZ #d3 udd

13 [SOLUCADSOLVER [0 [o [0 i

20

21 |FUNGAD OBJETIVO =EA"E 15+ C4 T3+ D4 D5+ E4 BN+ B8 BIS+ 05 T8 D5 D5 ES EN5+ B BT+ 05 C1T+DE DIT+E6 EIT- BT B9+ C T 013070

2z

23 | RESTRICOES

24 | =B13+C13+013+E13
=B15+C15+01S+E1S
A7+CA7+OT7+E1T
19+C13+019+E13
28 | =B13+815+6T7+613
=CI3+CIS+HCTT+C1A
13+015+017+013
31 |=E13+E1S+ETT+E13 =

Fonte: elaborada pela autora
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Logo, perceba que a solucdo encontrada € binaria e aponta que
o produto 1 deve ser designado para a planta fabril 2, o produto
2 deve ser designado para a planta fabril 1, o produto 3 deve ser
designado para a planta fabril 3 e o produto 4 deve ser designado
para a planta fabril 4.

Faca valer a pena

1. Sobre o problema de transporte, avalie as afirmacées |, Il e Ill:

I. O problema de transporte é aquele em que ha deslocamento de itens
entre uma fonte (origem) e um destino.

Il. O problema de transporte pode ser resolvido como um problema de
programacao inteira.

[ll.  Um dos parametros que precisamos saber para resolver um problema
de transporte € o custo de transporte.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente | e Il sdo corretas
b) Somente Ill é correta

c) Somente Il e Il sdo corretas
d) Somente | e lll sdo corretas
e) |, Il e lll séo corretas

2. O problema da designacdo pode ser entendido como um tipo especial
do problema de transporte. Sobre esse assunto, avalie as afirmagdes |, Il e lll.
|. Cada origem do problema do transporte pode ser entendida como um
trabalhador, uma maquina, um produto, ou qualquer outro item/pessoa que
sera designado para um destino.

II. O numero de origens deve ser sempre igual ao numero de destinos, no
problema da designagdo. Assim, pelo problema do transporte isso significa
dizerque m=n.

[Il. No problema da designacao, todas as restricdes sdo iguais a 1, exceto a
restricdo de ndo negatividade.

Com base nas afirmacdes, atribua V (Verdadeiro) ou F (Falso).
a)F, Vv, V. d)F, F F.

b) V.V, V. e)F, V, F.
c)V,F V.
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3. Vamos supor que um atacadista possua dois centros de distribuicdo - CD
com 100 (CD 1) e 50 (CD2) unidades de um determinado item, o qual deve
ser transportado para o abastecimento de trés diferentes lojas L1, L2 e L3.
As lojas, por sua vez, consomem, respectivamente, 80, 30 e 40 unidades do
item. Os custos de transporte constam no Quadro 3.9.

Quadro 3.9 | Custos de transporte

L1 L2 L3
Cb1 R$ 5,00 RS 3,00 RS 2,00
CcD2 R$ 4,00 |R$200 RS 1,00

Fonte: elaborada pela autora

Assinale a alternativa que apresenta corretamente o modelo para o
problema proposto.

a) Minimizar Z = 5x,, +4X,, +3X;5 +2X,, + 2%, + 1%y
Sujeito as restricdes:

X+ Xy + X3 = 100

Xp1 + Xpp + Xp3 =50

X;1 + X5y = 80
Xip + X5 =30
Xi3 + Xy = 40
0<x;

b) Minimizar Z = 5x,; +4X,, +3X;3 + 2Xy;, + 2X,, +1X,,
Sujeito as restricdes:

Xiq1+ Xpp +Xq3 = 50

X4 + Xop + X, =100

X;1 + X5 = 80
Xip + X5 =30
Xi3 + Xy =40
0<x;

o) Minimizar Z = 5x,, +3X,, +2X5 +4X,, + 2X,, + Xy
Sujeito as restricdes:
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Xpg+ X + X453 = 50
Xoq + Xy + Xp3 = 100

X1+ Xy =40
Xjp + Xy =30
X;3 + X3 =80
0<x,

d) Minimizar Z = 5x,, +3X,, +2X,5 +4X,; + 2X,, + Xy,
Sujeito as restricdes:

X+ X, + X3 = 100

Xy Xpp + Xpg = 50

X1+ X5y =80

X,y + X, =30

X3 + X, =40

0<x,

e) Minimizar Z = 5X,, + 33Xy, +2X;3 + 44X, + 2X,, + 1%y,

Sujeito as restricdes:
Xip+ Xy + X3 = 100
Xp1 + X + Xp5 =50

X;1 + Xy =30
Xip + Xy =80
Xi3 + X3 =40
0<x,
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Secao 3.3

Redes em PO

Dialogo aberto

Caro aluno, continuando a abordagem de solucao de problemas
de pesquisa operacional utilizando ferramentas computacionais,
especialmente o Solver do Excel.

Vamos estudar, nesta secao, tipos de problemas classicos de
Programacao Linear (PL) no tocante a otimizacado de redes: problema
do caminho mais curto, problema do fluxo maximo e da roteirizagao.

Assim, entenderemos como modelar e resolver problemas de
rede, englobando novamente o uso do Solver.

Para vocé ja se situar, problemas de rede modelam-se como
tipos especiais de problemas de programacao linear, que sao
melhor estudados por meio de uma representacdo grafica. A titulo
de exemplificagao, podemaos citar a distribuicao de energia, fluxo de
agua em uma tubulacdo, a programacao de veiculos em uma rede
de transportes; entre outros exemplos gue serdo vistos adiante.

Logo, perceba que estes conceitos sao muito comuns no setor de
logistica, administracao de recursos, planejamento, setor elétrico, entre
outros, sendo de extrema significancia para a sua vida profissional!

Nesse sentido, vamos retomar o caso em que vocé esta prestando
uma consultoria numa empresa do segmento de logistica que esta
enfrentando alguns problemas de gerenciamento. A empresa possui
diversos fornecedores, que sao chamados de origens, e consumidores,
0s destinos, fazendo as entregas por caminhdes em diversas rotas.

O principal problema enfrentado € realizar a roteirizacdo das
entregas com o menor custo possivel, fazendo com que a empresa
se mantenha competitiva no mercado.

A rota que mais tem gerado custo refere-se ao caminho do
fornecedor A ao consumidor H, passando por diferentes cidades,
conforme mostra a Figura 3.22. Considerando a rede apresentada, qual
seria © caminho minimo, entre A até H, visando otimizar o custo?
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Figura 3.22 | Possiveis rotas do fornecedor A até o consumidor H, com as distancias
em km

/

Fonte: elaborada pela autora

Pense a respeito, uma vez que o presidente da filial he solicitou
uma apresentacao com esse escopo.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Caro aluno, para adentrarmos no conceito de rede, inicialmente
faz-se valido entendermos alguns conceitos basicos sobre grafo.
Para a definicao de um grafo G = (X;E) basta especificar o conjunto

de pontos X = {x,, ..r X, } . denominados vértices ou nds do
grafo, e a familia de seus arcos, ou arestas, E = {91, €, - m}
representados por pares de vértices. Para uma aresta e = {x, y},

os vertices x e y sdo chamados de extremidades de do arco e. Vale
a pena ressaltar que X = ¥y , tem-se um laco (loop), ou seja, O arco
inicia e termina em si mesmo.

Desta forma, a representacao grafica de um grafo ocorre por
meio de pontos (vértices) e linhas (arestas) que unem esses pontos,
conforme Figura 3.21. De acordo com a Figura 3.23, temos o
grafo G =(X;E) com vértices (ou nos) X = {1, 2, 3, 4} e arcos

= {a b c d e f}emque

= {12},b = {12}, c = {13}, d = {32}, e = {34}, f = {4,4}

féum laco e os arcos a e b sdo paralelos (Finke, 2008).
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Figura 3.23 | Exemplo de grafo

Fonte: Finke (2008, p. 29)

Os grafos podem ser caracterizados como orientado (possuem
orientacdo origem-destino) ou Ndo orientado (ndo possuem nogao de
direcdo), conforme Figura 3.24, e valorado (os arcos possuem valores
numMeéricos associados a eles) ou nao valorado (arcos Ndo possuem
valores numericos associados).

Figura 3.24| Grafos orientados e grafos ndo orientados

Grafos ndo orientados Grafos orientados

————— o *-—>

VAN AN

Fonte: adaptada de Finke (2008, p. 37)

Logo, podemos entender que uma rede € um grafo, podendo ser
representada pelos nos que sao ligados por linhas, formando os arcos.
Comumente, trata-se de um grafo valorado, podendo ser orientado
(fluxo através do arco € permitido somente em uma direcdo) ou nao
(fluxo é permitido em ambas direcdes), conforme Figura 3.25. Para
um arco nao orientado, a fim de facilitar a analise, observa-se o fluxo
liquido atraves do arco, isto e, diferenca entre os fluxos admitidos nas
duas direcdes.
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Figura 3.25 | Exemplo de rede

Fonte: Hiller e Lieberman (2013, p. 342)

Quando analisamos uma rede, podemos identificar diferentes
caminhos entre dois nds, ou seja, por meio de uma sequéncia de
arcos parte-se de um no que € a origem para outro NG que seja o
destino. Na Figura 3.25, por exemplo, um possivel caminho entre os
nos O e T pode ser a sequéncia OB-BD-DT. Quando um caminho
comeca e termina em um mesmo no, temaos entao um exemplo de
ciclo. Na mesma figura, o caminho OA-AB-BC-CO representa um
possivel ciclo.

63» Assimile
Caro aluno, a partir desses conceitos introdutorios, vocé pode estar

se perguntando que tipo de problema real poderia ser caracterizado
como um problema de rede.

A fim de vocé assimilar melhor o conteudo, a Quadro 3.10 correlaciona
a definicdo de nos, arcos e fluxo para problemas reais de rede.

Quadro 3.10 | Definicdo de nds, arcos e fluxo a partir de exemplos de problemas
reais de rede

Nos ou Vertices Arcos Fluxo
Intersecdes Rodovias Veiculos
Aeroportos Linhas aereas Avides
Estacdes de Dutos Fluidos
bombeamento

Fonte: <http://aquarius.ime.eb.br/~webde2/prof/vania/apostilas/Apostila-Redes.pdf>. Acesso em
29 nov. 2017
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Uma vez vistos conceitos fundamentais sobre redes, vamos refletir
sobre exemplos classicos desta tematica. Assim, comecgaremaos
estudando o problema do caminho mais curto (ou caminho minimo)
que se refere a obtencao de um caminho otimizado, compreendendo
a menor distancia (outras aplicagdes podem sugerir menor custo ou
menor tempo) entre dois Nods de uma rede. Logo, suponha uma rede
nao orientada, valorada (arcos associados com uma distancia nao
negativa) e com dois nos especificos denominados origem e destino.
O objetivo é determinar um caminho com distancia total minima entre
a origem e o destino, ou seja, € obter a sequéncia de arcos entre a
origem e o destino de modo que 0 a soma dos valores relativos aos
arcos seja minimizada.

Lembre-se que os problemas de caminho minimo tratam-
se de problemas de programacdo linear, de modo que podem
ser solucionados pelo Método Simplex, utilizando a ferramenta
computacional Solver. Logo, novamente nos direcionaremos para a
Figura 3.25 e tentaremos obter o caminho mais curto da origem O para
o destino T.

Perceba, pela Figura 3.25, que a partir do no O podemaos seguir para
0s nos A, B ou C em direcdo a T, de modo que precisamos analisar
essas trés possibilidades. Saindo de O para A, entdo o caminho pode
seqguir para B ou para D; saindo-se de O para B, entdo o caminho pode
seqguir para C, para D ou para E (veja que ndo convém sair de B para A,
uma vez que o destino é T e precisamos avancar no caminho); saindo
de O para C, entdo podemos sequir caminho por B ou por E. Perceba
que ja estudamos os nos O, A, B e C (e seus respectivos arcos) e isso
€ importante vocé considerar, pois Nao vamos repetir a analise de nos
na planilha do Excel.

Agora, vamos continuaraanalise de acordo comnovas possibilidades
que surgiram.

Se de O for para A e entdo para B, como ja analisamos o no B,
Nnao ha necessidade de inserir novamente na planilha, mas se de A for
para D, entdo podemos sequir para E ou para T. Assim, perceba que
acabamos de estudar o no D, faltando apenas a analise do no E, certo?

Sede OforparaBe, entdo para C, também ja consideramos a analise
do no C; se de B for para D também ja consideramos o N6 D; mas se
de B for para E, entdo pode-se sequir para D ou para T, concluindo o
estudo do no E. Perceba que podemos parar a construcao de nossa
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planilha neste momento, uma vez que todos os Nos foram analisados.
Logo, observe esse raciocinio que acabamos de descrever na Figura
3.26, que apresenta a construcao da planilha no Excel.

Refletindo sobre as varidveis de decisdo (X;) do problema do
caminho minimo, trata-se de uma variavel binaria que possui valor O ou
1, ouseja,ouoarco ! = J esta no caminho ou ndo esta no caminho.

X; =

1— seoarcoi— jestiver no caminho
0 — caso contrario

Podemos entender que caso 0 no pertenca ao melhor caminho,
entdo tera o fluxo de 1 passando através dele e, contrariamente, caso
nao pertenca, nenhum fluxo passara por ele. Nesse sentido, podemos
refletir sobre o fluxo liquido e, assim, chegaremos nas restricbes do
problema. Segundo Hillier e Lieberman (2013, p. 349), "o fluxo liquido
gerado em um no € o fluxo que sai menos o fluxo que entra de modo
qgue o fluxo liquido seja 1 na origem, —1 no destino e 0 em todos
0s outros nos’. Desta forma, para obtermos as restricbes, devemaos
analisar todos os arcos que entram e que saem do no, de modo que
teremos uma coluna Fluxo Liquido (referente a cada nd) em nossa
planilha eletronica, conforme Figura 3.26.

Figura 3.26 | Planilha eletrénica do Excel para o problema em estudo, destacando a
solucao dada pelo Solver

A =] [ D E F
VARIAVEIS DE SOLUCAD OTIMA -
1 DE PARA Arco Disténcia DECISAD SOLVER
z u] A a0 H Hoa 1
3 u] B [z} 5 %os 0
4 u] C oc 4 ®oo 0
5 A B ] H Rab 1
3 A ] a0 7 Rap 0
7 B C BC 1 ®EC 0
g B ] BD 4 *ED 1
E] B E BE 3 HBE 0
0 C B [ot=] 1 HoE 0
n C E CE 4 HeE 0
2 ] E 0E 1 %DE 0
] ] T ot 5 ®oT 1
" E ] ED 1 XED 0
[ E T ET 7 XET 0
1
| FUNCAD OBJETIVO  Minimizar 2
[ =02 F2+D3 F3+04"F4+05 F5+06 FE+07 F7+08 Fa+DF F3+ 010 FI0+011 F T+ 012" F12+ 013" F13+014°F14+0715'F15
19
2 | RESTRICOES
ERLH DE - PARA Fluxo liquido
22 |O[Drigem] =F2+F3+F4 = 1
23 | A =F5+FE-F2 = 1]
4 |B =F7+F8+F3-F5-F3-F10 = 1]
% |C =FI0+FT1-Fd-F7 = 1]
% |D =Fi2+F13-FE-F3-F14 = 1]
7 |E =FI+FE-FI2-F11-F3 = 1]
22 | T (Destina] =-F13-F15 = -1

Fonte: elaborada pela autora
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A solucdo otima dada pelo Solver aponta que, no caminho de O
até T, teremos a melhor rota O —=A—B—D —T . Somando as
distancias, teremos 2+2+4+5=13 como distancia minima. A
sequir temos o modelo genérico para a resolucao de um problema de
caminho minimo, conforme Lemes (2006):

Funcgéo objetivo : min Z(i,,-)eACinij

Sujeito a :

1 se i=origem

D inenXi =2 upeaXa =11 se i=destino
0 caso contrario

No qual % é o comprimento do arco i e Aéonddedestino.

Outro problema de otimizacdo rede refere-se ao fluxo Maximo,
OU seja, eventos Nos quais necessita-se analisar a quantidade maxima
de fluxo que pode ser enviada de um no de origem a um no de
destino na rede, avaliando a maxima capacidade de fluxo em uma
determinada rede. Como exemplo, podemos citar a maximizacdo do
fluxo de veiculos em uma rede de transportes, maximizagao do fluxo
de agua nas tubulacdes e maximizacao da rede de abastecimento,
considerando o deslocamento das industrias até os consumidores,
entre outros.

Nesse tipo de problema, alguns conceitos especificos sao validos
(Hillier; Lieberman, 2013):

- Considerando uma rede orientada, todo o fluxo por meio dela
origina-se em um no, denominado origem, e finaliza em outro no,
denominado escoadouro.

- Os demais nos da rede sdo chamados de transbordo.
- Dado ser uma rede orientada, o fluxo no arco deve respeitar a seta

indicativa, bem como o fluxo maximo no arco deve estar de acordo
com a valor (capacidade) associado a ele.

- O objetivo € maximizar a quantidade total de fluxo da origem para
0 escoadouro, podendo ser mensurada por meio da quantidade que
sai da origem ou da quantidade que chega ao escoadouro.

Assim, a seguir € apresentado o modelo de programacao linear para
um problema de fluxo maximo genérico, considerando um no S de
origem e um no T como escoadouro.
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Funcéo objetivo : Max V

Sujeito a:
Para o n6 origem .

ZifS" _Ziffs =V

Para o nd destino :

Z/fﬁ _Zifi’ =V

Para qualquer outro no :

Zifji _Zifi/ =0
Para todo arco :
0<f(i,j)<c(i,])

No qual V refere-se ao fluxo maximo na rede; f(i,j) é o fluxo
no arco (variaveis de decisdo) #; € capacidade de fluxo do
arco .

A funcao objetivo refere-se ao fluxo maximo 'V, isto é, refere-se
ao fluxo gerado na origem, uma vez que este € igual a quantidade
total do fluxo da origem para o escoadouro (HILLIER; LIEBERMAN,
2013). As trés primeiras restricdes dizem respeito ao fluxo liquido,
de modo que ha uma conservacao de fluxo no arco, isto ¢, a
soma dos fluxos que entram em um no iguala-se a soma dos
fluxos que saem deste no. Ja a ultima restricao, que se refere
a viabilidade de passagem de fluxo, impde que o fluxo que vai
passar pelo arco ndo seja maior que a capacidade do arco.

Considere a Figura 3.27. Conforme Hillier e Lieberman (2013),
suponha que cada no representa uma cidade e que o objetivo agora
€ maximizar o numero de viagens por dia, entre o n0 O e o no T,
determinando o fluxo otimizado. Neste ponto, vamos considerar
que cada meio de transporte vai e volta pela mesma rota, de modo
gue necessitamos apenas estudar as viagens de ida.
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Figura 3.27 | Rede de cidades e o problema do fluxo maximo

Fonte: Hiller e Lieberman (2013, p. 375)

A partir da Figura 3.27, vamos construir o modelo de programacao
linear, podendo ser descrito como:

Funcao objetivo:
Max Z = X,, + Xo5 + Xoc (qQuantidade de fluxo gerada na origem)

Sujeito a:
Conservacao de fluxo:

Xpg + Xap —Xoa =0

Xge + Xgp + Xge — Xog — Xp5 =0
Xce — Xoc — Xge =0

Xpr — Xap — Xgp = 0

Xep T Xer — Xgeg — Xeg = 0

Viabilidade de passagem de fluxo (capacidade do arco):
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Por fim, agora adentraremos na questao da roteirizacao, quando
estudada otimizacao de rede. O termo roteirizacdo € mais comum
na area logistica, para se referir a roteirizagao de veiculos.

Assim, Christofides (1985) coloca que a roteirizacao de
veiculos € um problema de rede de transporte, no qual busca-se
a programacao de veiculos (iniciando e terminando no deposito)
a fim de atender assertivamente aos clientes dispersos em uma
determinada regido, respeitando a demanda de cada consumidor
€ a capacidade de cada veiculo, de modo a minimizar os custos
de operacao, ou o tempo de trajeto, etc. Considera-se ainda que
cada no é atendido uma Unica vez e somente por um veiculo
que, por sua vez, tem capacidade limitada.

Em termos de modelo matematico, Fisher e Jaikumar (1981)
apresentam que:

X. =

y {1 — se a rota i — j for percorrida pelo veiculo v
if

0 — caso contrario

, _|1— se ademanda i for atendida pelo veiculo v
Y =10 - caso contréario

Fungé&o objetivo : mi”Z,Z,ZVCquV'
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Sujeito a :

M>,ys =NV

)3y =1 i=1..n

®)Y . qy, <C,  v=1..NV

> x =y j=temv="1..,NV

B) > X =y i=1..,mv="1.,NV

6)Y, 4% <IS|-1  Sc{l..np2<|s|<n—tv=1..NV
M x e{oh  i=t.,mj=1.,mv=1.,NV

@)yre{oy  i=1..mv=1..,NV

Onde:

NV: quantidade de veiculos disponiveis; n: numero total
de clientes que devem ser atendidos, sendo que O representa
o deposito central; C, capacidade do veiculo v (volume, por
exemplo); €i custo do deslocamento entre i e J; di demanda
do local i; S : Subgrafo qualquer do problema, excluindo-se o
deposito central.

Caro aluno, perceba, inicialmente, que as variaveis de decisao
sao binarias, conforme restricdes 7 e 8. Pela restricdo 1, € imposto
que 0os caminhos comecem e terminem no deposito (i = 0), ja a
restricdo 2 aponta que cada no ¢ visitado por apenas um unico
veiculo cuja restricdo de capacidade € expressa por meio da
restricdo 3. Referente a conservag¢ao de fluxo, temos as restricdes
4 e 5, enquanto a restricao 6 impede que haja sub-rotas.

No tocante aos problemas de roteirizacdo, um problema tipico
estudado primeiramente ne area foi o Problema do Caixeiro Viajante,
consistindo em obter a sequéncia de cidades a serem visitadas por
um caixeiro viajante, considerando que cada cidade deve ser visitada
somente uma unica vez e que a distancia percorrida pelo caixeiro
deve ser minima.

A partir do problema do caixeiro viajante, novos problemas
de roteirizacao mais complexos foram surgindo por meio da
adicdo de novas restricdes, incluindo horarios de atendimento,
capacidades dos meios de transporte, duracdo maxima dos
caminhos, magnitude e composicao da frota, precedéncia entre
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clientes, etc. Logo, atualmente, podemos entender um problema
de roteirizacdo, genericamente, como um problema de multiplos
caixeiros viajantes.

?Z| Exemplificando

Caro aluno, vamos ver exemplos que nos permitem vislumbrar a
complexidade que os problemas de roteirizacdo de veiculos podem
atingir? Conforme consta abaixo, podemos observar exemplos de
parametros que podem ser considerados na modelagem de problemas
de roteirizagao:

- Funcdo objetivo: minimizar custos; minimizar numero de veiculos;
minimizar distancia percorrida; etc.

- Restricdes: limite de capacidade do veiculo; atendimento parcial
das demandas; limitagdo do numero de veiculos disponiveis; etc.

- Varidveis de decisdo: roteiro que cada veiculo deve percorrer;
instante de inicio de atendimento de cada cliente da rota; qual veiculo
deve atender cada demanda; etc.

o(b Reflita

Caro aluno, constatada a complexidade de problemas de
roteirizacdo, quais meéetodos vocé acha que poderiamos utilizar
para resolvé-los?

Dada a complexidade dos problemas de roteirizacdo,
comumente sdo aplicadas algumas tecnicas de inteligéncia
artificial, incluindo meétodos de busca heuristica e métodos
de computacao bioinspirada, como os algoritmos genéticos e
colonia de formigas (PIRLOT, 1996). Para vocé compreender
melhor, vale explicar que a inteligéncia artificial, por meio de
conhecimentos da ciéncia da computacdo, objetiva construir
dispositivos ou mesmo mecanismos capazes de simular a
capacidade do ser humano de pensar e solucionar problemas.
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D9 Pesquise mais

Caro aluno, a fim de vocé compreender melhor os preceitos e técnicas
de resolugao dos problemas de roteirizacao, leia o artigo

BELFIORE, P.; FAVERO, L. P. L. Problema de roteirizacio de veiculos
com entregas fracionadas: revisao da literatura. In: XIII Simposio de
Engenharia de Producao, 2006, Bauru. Anais do XlII SIMPEP, 2006.
Disponivel em: <http://www.simpep.feb.unesp.br/anais/anais_13/
artigos/675.pdf>. Acesso em: 1 dez. 2017.

Sem medo de errar

Caro aluno, vamos voltar ao caso em que vocé é o consultor de
uma empresa de logistica. O principal problema enfrentado € realizar
a roteirizagao das entregas com o menor custo possivel, fazendo com
que a empresa se mantenha competitiva no mercado.

A rota que mais tem gerado custo refere-se ao caminho do
fornecedor A ao consumidor H, passando por diferentes cidades,
conforme Figura 3.29.

Figura 3.29 | Possiveis rotas do fornecedor A até o consumidor H com as
distancias em km

/

Fonte: elaborada pela autora

Inicialmente, na sua apresentagcdo ao presidente, vocé ja
deve mencionar que os problemas de caminho minimo tratam-
se de problemas de programacdo linear, de modo que podem
ser solucionados pelo Método Simplex, utlizando a ferramenta
computacional Solver.

Logo, direcione-se para a rede apresentada na Figura 3.29 e tente
obter o caminho mais curto do fornecedor A até o consumidor H.
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Para tanto, comece construindo o modelo de programagao linear

para O caso apresentado, no qual a funcdo objetivo € minimizar a
distéancia entre a origem e o destino.

Fungéo Objetivo : Min Z = 12x,, +4X,. +5Xgp +3Xge + 2Xgp + 06X +8Xps +
+7XEH + 5XFG + 3XGH

Sujeito a (conservagéo de fluxo):
Xpg + Xpe =1

Xgp + Xge — Xp5 =0

Xop + Xor = Xuc =0

Xpg —Xep =0

Xey — Xge =0

Xeg = Xee =0

Xon = Xee — Xpe =0

-1

—X

oH — X

EH —

A Figura 3.30 apresenta a planilha eletrbnica para este problema

construida no Excel, bem como a solucdo dada pelo Solver.

Figura 3.30 | Planilha do Excel para o problema em estudo

[T- TN, IR T T S R K

A A
LY - T ¥ B - PURNY U R T ]

18
19
20
21
22
23
24

A B C D E F
NoO de origem (DE)  No de destine (PARA) Arco Distincia Varidveis de Decisao |SOLVER
A B AB 12 Xew 0
A C AC 4 Wac 1
B o] BD 5 X¥eD 0
B E BE 3 MBE 0
C ¥ co 2 XD 1
C F CF 6 XCF 0
D G DG B Xps 1
E H EH 7 XEH 0
F G FG 5 XFg 0
G H GH 3 X&H 1
Fungdo Objetivo 17
Restrigbes (sai - entra)
N DE - PARA Fluxe liguido
A 1= 1
B 0= 0
C 0= 0
D 0= 0
E 0= 0
F 0= o
G 0= 0
H -1= -1

Fonte: elaborada pela autora
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Logo, pelo Solver, o caminho minimo é A-C-D-G-H, resultando em
uma fun¢ao objetivo igual a 17 km.

Avancando na pratica

Problema do fluxo maximo — resolugdo Solver

Descricao da situagcao-problema

Suponha gue vocé seja administrador de um parque que pPossui
diversas atracdes, designadas pelos nos de O a T, sendo que cada
Nno representa uma atracdo e que o objetivo agora € maximizar o
numero de viagens, por dia, entre o nd O e o no T (Figura 3.31),
determinando o fluxo maximo. Neste ponto, vamos considerar que
cada meio de transporte vai e volta pela mesma rota, de modo que
necessitamos apenas estudar as viagens de ida. Qual seria a solucao
otima pelo Solver?

Figura 3.31 | Rede de atracdes no parque (distancia em km)

Fonte: HILLIER; LIEBERMAN, 2013, p. 375

Resolugdo da situagdo-problema

A partir da Figura 3.31, vamos construir o modelo de
programacao linear:

Funcao objetivo:
Max Z = Xo, + Xog + Xoc (quantidade de fluxo gerada na origem)
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Sujeito a:

Conservacao de fluxo:

Xag T Xap — Xop = 0

Xge T Xgp + Xge — Xop — Xug = 0
Xce — Xoc — Xgc = 0

Xpr — Xap —Xgp = 0

Xep t Xgr — Xgg — Xgg = 0

Viabilidade de passagem de fluxo (capacidade do arco):
Xon <5
Xog <7
Xoc < 4
Xag <1

oS3

>

IA

BC

@
O
IN

XX X X X X X X
O W
m m
IN IA A IA
N~ O N O N

IA

Entdo, vamos construir a planilha eletrénica no Excel (Figura
3.32), analisando cada no (De-Para) os arcos, a capacidade de fluxo
em cada arco e as restricdes, conforme o modelo matematico que
acabamos de desenvolver.
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Figura 3.32 | Planilha eletronica do Excel-Solver para a rede em estudo

A B G D E F
WARIAVEIS DE

1 |oe PARA Arco Capacidade du Fluxe  DECISAD SOLVER
2 [0 A D 5 s 3
3 (o L 08 7 Xem 7
a o C oc a o a
5 [a B A 1 an 0
5 (A D AD 3 Ham 3
7 |e C BC 2 e 0
ERE) D [ a o a
2 £ e 5 e 3
10 |c E [i3 a XeE a
1o T i 3 ot &
e ) ) 1 D 1
13 e 1 T & T &
14
15 FUNCAD DBJETIVO  =BiD
16 Fluxo mixima [1a ]
17
1B RESTRICOES | consevacio de fluso)
19 |N& DE - PARA Pl liguide
20 | © (Origem) F2+F34F4 =615
A =F5+F5-T2 B 0
28 FT4FE+F9-FI-F5 - 0
a3 c =F10-F4-F7 B 0
D =F11-F12-FE4E B 0
= E =F12+F13-F0-F10 B 0
26 | T [Desting] =F11-F13 =B1%
7
® RESTRIGOES | viahilidade de passagem de fluxn)
2 | dreo Capacidade de fluxo
30 | A0 =F1 B D2
31 o8 =F3 B =03
32 |oc =Fd B =04
33 | AR =F5 B D5
34 |AD =F& s =06
35 | BC =F7 B =07
36 80 =F8 B D8
37 |BE =Fo s =09
38 |CE =F10 s =010
39 |OT =Fi1 B D11
40 |ED =F12 s =012
o e =F13 s D13

Fonte: elaborada pela autora

Logo, a funcao otima refere-se a um fluxo maximo de 14 km.

Parabéns, mais um desafio vencidol!

Faca valer a pena

1. Considere um problema de rede de transporte, no qual busca-se a
programacao de veiculos a fim de atender assertivamente aos clientes
dispersos em uma determinada regido, respeitando a demanda de cada
consumidor e a capacidade de cada veiculo, de modo a minimizar os custos
de operacao, ou o tempo de trajeto, etc.
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O problema retratado no enunciado refere-se a um problema de:

a) Residuo casual.

b) Fluxo aumentado.
c) Roteirizacgo.

d) Caminho minimo.
e) Fluxo maximo.

2. O conceito de grafo é de extrema importancia nos problemas de
otimizacdo de rede. Assim, considere a Figura 3.33, bem como as
afirmacdes |, Il e Ill.

Figura 3.33 | Grafo G = (X;E)

Fonte: Finke (2008, p. 29).

I. No grafo G=(X;E), os pontos X = {1, 2 3, 4} sdo denominados
vértices (ou nos) do grafo.

Il. No grafo G=(X;E), tem-se os arcos E = {a, b, c, d, e f} em que
a={12},b = {12}, c = {13}, d = {32}, e = {34}, f = {44}

Ill. Trata-se de um grafo orientando.

Com base na figura, assinale a alternativa correta.
a) Somente | e Il sdo corretas.

b) Somente | e Ill séo corretas.

c) Somente Il é correta.

d) I, Il e lll sdo corretas.

e) Somente | é correta.

3. Quanto ao problema do fluxo maximo, avalie as afirmacées |, Il e Il1.

I. A funcdo objetivo refere-se a maximizacao do fluxo gerado somente
no no de origem da rede.
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[I.  As variaveis de decisao sao binarias, isto €, podem assumir somente
valor igual a 1 ou igual a 0.

I11.  As restricbes devem considerar a viabilidade de passagem de fluxo,
de acordo com a capacidade do arco, bem como a conservagao
de fluxo.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente | e Il sdo corretas.
b) Somente Il é correta.

c) Somente | e Ill séo corretas.
d) Somente | é correta.

e) Somente Il e Ill séo corretas.

U3 - Aplicagdes da programagéo linear 159



Referéncias

CAIXETA-FILHO, J. V. Pesquisa operacional: técnicas de otimizacdo aplicadas a
sistemas. 2. ed. — 5. reimpr. — S3o Paulo: Atlas, 2011.

CHRISTOFIDES, N. The Traveling Salesman Problem: a Guided Tour of Combinatorial
Optimization. John Wiley & Sons, 1985.

FINKE, G. Operational Research and Networks. New Jersey: Wiley, 2008, p. 37.

Fisher, M. L.; Jaikumar R. A generalized assignment heuristic for vehicle routing.
Networks, v. 11(2), p. 109-124, 1981.

HILLIER, F S; LIEBERMAN, G J. Introdugdo a pesquisa operacional. 9. ed. Porto
Alegre: Amgh, 2013.

LEMES, D. F. Fluxo em redes. Universidade Federal de Ouro Preto. Ouro Preto, 2006.
Disponivel em: <http://www.decom.ufop.br/gustavo/bcc342/Apostila_fluxo_redes.
pdf>. Acesso em: 1. Dez. 2017.

PIRLOT, M. General local search methods. European Journal of Operational
Research, v. 92, p. 493-511, 1996.



Unidade 4

Programacao inteira
e simulacao

Convite ao estudo

Caro aluno, iniciaremos, agora, 0 Nosso estudo de pro-
gramacao inteira, bem como de simulacao, sendo esta uma
parte essencial da Pesquisa Operacional.

Logo, esta unidade € de extrema importancia para sua for-
macao profissional, pois sera seu contato com a simulacao
em PO, permitindo que vocé resolva problemas complexos a
partir de uma abordagem mais sistémica.

Desta forma, estudaremos, inicialmente, a programacao intei-
ra, incluindo seus principios, sua modelagem e suas aplicacoes.

Posteriormente, entenderemos a importancia das cadeias
de Markov para simulacdo em PO, de modo que vocé estuda-
ra 0s processos markovianos, as cadeias de Markov discreta
no tempo, as cadeias de Markov continua no tempo e as apli-
cacoes destas.

Dessa forma, continuando nos estudos de simulacao,
adentraremos nos fundamentos da teoria das filas, abrangen-
do as principais caracteristicas e tipologias de filas, medidas
de desempenho e sua aplicagdo.

Assim, ao final desta unidade, pretende-se que vocé saiba
analisar criticamente o uso da simulagao computacional em
problemas de Pesquisa Operacional.

A fim de refletir e aplicar esses conceitos, considere um
posto de combustivel que conta, atualmente, com trés bom-
bas: uma de diesel, uma de gasolina e a outra de alcool.

Vocé € o gerente administrativo e esta avaliando a expan-
sa0 NoO numero de bombas para melhor atender os consumi-
dores, uma vez que, em alguns horarios do dia, a demanda



apresenta picos que geram filas, fazendo que possiveis clien-
tes migrem para outros postos concorrentes. Como o orga-
mento para expansao apresenta restricdes, suas primeiras du-
vidas sdo decidir entre qual dos trés tipos de bomba adicionar
e em qual quantidade.

Nesse cenario, vocé se lembrou das aulas de Pesquisa
Operacional e decidiu aplicar os conceitos de programac¢ao
inteira para otimizar o lucro obtido, isso seria possivel?

Na fase de coleta de dados para a modelagem, vocé per-
cebeu que, no final de uma semana comercial, o preco de
determinado combustivel € aferido, podendo ocorrer trés
situacdes, que tém como base o periodo anterior: 0 preco
pode se manter constante, aumentar ou diminuir. Para cada
situacao, existe uma probabilidade de ocorréncia, de modo
que uma analise de risco equivocada podera trazer prejuizos
para a expansao proposta.

Quais informacdes voceé precisaria coletar e analisar para
ter condi¢cdes de passar para 0 dono do posto uma probabi-
lidade de lucro?

Outra questdo relevante refere-se a formacado de filas nas
bombas de combustivel; quais informacdes deveriam ser co-
letadas para que voceé indique a quantidade de bombas insta-
ladas, lembrando que existe um custo de instalacdo, de ope-
racao e um tempo toleravel de espera na fila?

Pense a respeito dessas indagacdes, uma vez que © dono
do posto de combustivel solicitou uma apresentacao com
€sse escopo.

A partir de agora, maos a obra e se empenhe, com dedica-
¢ao e com entusiasmo, para aproveitar esse conteudo e fazer
a diferenca em sua carreira.

Bons estudos!



Secaon4.1

Programacao inteira
Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da Pesquisa Operacional no pro-
cesso decisorio, continuaremos nosso estudo refletindo sobre os
conceitos e fundamentos da programacao inteira.

Lembre-se de que ja vimos a programacao linear e, agora, aden-
traremos na programacao inteira, estudando seus principios, sua
modelagem e suas aplicacdes.

Para comecar a refletir sobre programacao inteira, vale ressaltar
que esta surgiu a partir de uma limitacao da programacao linear,
quando havia a necessidade do uso de variaveis de decisdo inteiras
na solucao de varios problemas.

Além disso, considerando as diferentes ferramentas computacio-
nais para Pesquisa Operacional, uma das mais conhecidas e utiliza-
das nos problemas de PO ¢é o Solver, do Excel.

Vale lembrar que essa ferramenta do Excel também pode ser
utilizada para a solucao de problemas de programacao inteira, faci-
litando seu entendimento sobre o tema.

Esse estudo é essencial para que vocé se torne apto a mode-
lar e implementar modelos de programacao inteira para diferentes
problemas em PO (problemas com variaveis binarias ou problemas
com restricdo de numeros inteiros, por exemplo) por meio do uso
de ferramentas computacionais (Solver, por exemplo), inclusive,
vislumbrando a aplicagao dessa area em diferentes segmentos da
Economia, como industria, transporte, mercado financeiro, entre
outros, uma vez que se trata de uma area estrategica.

Logo, a fim de refletir e aplicar esses conceitos, considere um
posto de combustivel que conta, atualmente, com trés bombas:
uma de diesel, uma de gasolina e a outra de alcool.

Vocé é o gerente administrativo e esta avaliando a expansao no
numero de bombas para melhor atender os consumidores, uma vez
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que, em alguns horarios do dia, a demanda apresenta picos que ge-
ram filas, fazendo que possiveis clientes migrem para outros postos
concorrentes. Como o orcamento para expansao apresenta restri-
cdes, suas primeiras duvidas sao decidir entre qual dos trés tipos de
bomba adicionar e em qual quantidade.

Nesse cenario, vocé se lembrou das aulas de Pesquisa Opera-
cional e decidiu aplicar os conceitos de programacao inteira para
otimizar o lucro obtido, isso seria possivel?

Pense a respeito dessas indagacdes, uma vez que o dono do pos-
to de combustivel solicitou uma apresentacao com esse escopo.

Bons estudos!

Nao pode faltar

A programacao inteira (Pl) trata da resolucdo de modelos lineares
(neste ponto, podemos destacar que © nome mais completo seria
programacao linear inteira, mas comumente € omitida a palavra “li-
near’, tratando-se apenas de programacao inteira) Nnos quais algumas
ou todas as variaveis de decisdo sdo restritas para serem inteiras.

Existem algoritmos especialmente projetados para problemas de
Pl que, basicamente, encontram a solu¢do otima ao resolver uma
sequéncia de problemas de programacéao linear (PL), conforme ve-
remos a seguir. Assim, o modelo de programacao linear € um mo-
delo matematico para a programacao inteira, adicionando-se que as
variaveis devem apresentar valores inteiros.

O algoritmo Simplex, ja estudado, baseia-se no fato de que a
regido que apresenta o conjunto de solug¢des viaveis de um pro-
blema de PL € convexa e essa propriedade desempenha um papel
fundamental na solucdo de modelos lineares. De fato, 0 numero de
pontos extremos de um conjunto convexo de solucdes ¢ finito e
vimos que a solucdo otima € obtida em um ponto extremo.

Logo, vale ressaltar gue mesmo que o numero de solucdes seja
reduzido, quando as variaveis de decisao ficam restritas a necessi-
dade de serem inteiras, os problemas de PI, geralmente, sdo muito
mais dificeis de resolver do que os problemas de PL, uma vez que o
conjunto de solucdes viaveis Ndo € convexo.
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Vale ressaltar também que as variaveis de decisdo Nao necessa-
riamente devem ser todas inteiras, de modo que, se algumas forem
restritas a valores inteiros, teremos um problema de programacao
inteira. Ademais, quando as variaveis sao binarias, tambeém estamos
tratando de um problema de Pl que pode ser caracterizado como
programacao inteira binaria.

&3& Assimile

Caro aluno, conforme ja comentamos, de acordo com a natureza das
variaveis de decisao, podemos identificar trés tipos de modelos de pro-
gramacao inteira (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

1. Na programacao inteira mista, apenas algumas das variaveis sdo res-
tritas a valores inteiros.

2. Na programagdo inteira pura, todas as varidveis de decisdo devem
ser inteiras.

3. Na programacao inteira binaria, todas as variaveis de decisdo sao bi-
narias (restrita aos valores 0 ou 1).

Perceba, assim, a importancia da PI, inclusive para problemas do tipo
sim ou Nao, ou seja, problemas em que as variaveis de decisdo podem
apresentar somente dois valores vinculados a tomada de decisdo. Logo,
na programacgao inteira binaria, a variavel vinculada a j-ésima decisao
pode ser representada conforme a sequir (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

X - 1—-sea deCI.sao _[.fOI’ sim (j=123.4.)
! 0 — se a deciséo j for ndo

Para melhor compreender esses conceitos, nos debrucaremaos
sobre um exemplo. Imagine-se como gerente de um supermerca-
do. Em funcdo da época natalina, visando aumentar a demanda e
a visibilidade do negocio, vocé decide organizar uma cesta de natal
para presentear o cliente, de modo gque, quando este gastar acima
de RS 350,00 no estabelecimento, ele a recebera. A cesta de natal
pode conter quatro itens tipicos da época (itens A, B, C e D), que fo-
ram comprados em excesso pelo departamento de compras do su-
permercado. Assim, tem-se a disposicao uma cesta com capacidade
para até 12 kg, sendo sua intencao decidir quais itens colocar na cesta
para maximizar seu valor monetario total, a fim de atrair mais clientes
para o supermercado. O Quadro 4.1 apresenta o valor monetario de
cada um dos itens (em reais), bem como a massa (em kg).
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Quadro 4.1 | Valor monetario e massa de cada um dos itens que podem estar na
cesta de natal

Item A ltem B Item C Item D
Massa (kg) 3 6 5 5
Valor (RS) 15 25 12 10

Fonte: elaborado pela autora.

O primeiro passo é decidir quais produtos estardo na cesta e,
neste ponto, perceba que a decisdo € binaria, ou seja, O item estara
OuU Nao na cesta. Logo, trata-se de um problema de programacgao
inteira binaria e, quanto as variaveis de decisao, temos:

_ |1— se o item j estiver na cesta

/ 0 — se o item j ndo estiver na cesta

O modelo de programacao inteira binaria que representa esse
problema pode ser descrito como:

Funcgéo objetivo :
maxZ = 15x, + 25x, + 12x,+ 10x,

Sujeito as restrigbes :
3x, + 6x;+ 5x.+ 5x, <12

XysXgs Xgs Xp <1

X,,Xg: Xg» Xp > 0 (ndo — negatividade)
e

X,:Xg, X5, X, @0 inteiras

Repare gue as trés ultimas linhas das restricdes ja nos permitem
dizer que as variaveis de decisao sao binarias.

Esse € um exemplo tipico de programacao inteira binaria, apre-
sentado por Orlin (2017), que pode ser facilmente incrementado
com a adicao de outras restricdes, como o volume do item, por
exemplo. Vale ressaltar gue assim como no caso do supermercado,
diariamente os colaboradores que possuem funcao gerencial em
uma empresa devem lidar com decisdes do tipo sim ou ndo, apon-
tando a importancia do estudo dessa tematica no ambito da progra-
magao inteira (HILLIER; LIEBERMAN, 2013). Comumente, a progra-
macao inteira binaria também € aplicada na analise de investimento,
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escolha de local, redes de producdao, redes de distribuicdo, despacho
de mercadorias e linhas aéreas.

@ Reflita

Caro aluno, como poderiamos montar a planilha eletrénica do Excel para
o problema da cesta de natal, visando a utilizagdo do Solver? Sera que seria
semelhante a constru¢do de um problema de programagao linear?

Quanto a resolucao por meio de ferramentas computacionais, po-
demos utilizar o Solver, do Excel, no tocante aos problemas de pro-
gramacao inteira, fazendo uso do metodo Simplex com limites sobre
as variaveis e o metodo de desvio e limite (CAIXETA-FILHO, 2011).

vz| Exemplificando

Caro aluno, continuando nosso exemplo da cesta de natal, veremos, ago-
ra, como se constroi a planilha eletronica para a resolugdo pelo Solver.

Logo, com base no modelo matematico construido para o problema
de programagcdo inteira binaria, obteremos a solu¢ao otima por meio do
Solver. A Figura 4.1 ilustra a planilha do Excel construida para o problema
da cesta de natal, apontando como solugao otima a presenca dos itens A
e B, totalizando 40 reais e 9 kg. Perceba, neste ponto, que nas restricdes
devemos selecionar as variaveis de decisao como binarias (bin).

Figura 4.1 | Planilha Excel e solucdo étima obtida pela Solver para o problema
da cesta de natal

A B C 0 E
1
2 Varidveis de decigdo
3 Item A 8 C D
4 Massa(kg) 3 6 -] 5
5 Valor (RS) 15 25 12 10
6 Xa X8 X XD
7 |SOLUCAO OTIMA |1 |1 lo lo |
8
S Fungio objetivo: =B5"B7+CS5"CT+D5"DT74ES"E7
10
11 Restrigdes
12 =BA"B7+CATCT+DADT+E4A"ET s 12
13 =87 = bin
14 »C7 " bin
15 =07 = bin
16 =£7 = bin

Fonte: elaborado pela autora.
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Diante do apresentado até aqui, vocé deve estar imaginando que e
facil resolver um problema de Pl, podendo ser entendido como um pro-
blema de PL com varidveis inteiras. Nesse sentido, refletirernos um pouco
mais a respeito da dificuldade de resolver problemas de Pl (puro ou misto).

Logo, conforme apresentado por Orlin (2017), considere um proble-
ma de PI, cujo modelo matematico esta descrito a sequir. A Figura 4.2
apresenta o conjunto de solucdes do problema por meio de represen-
tacao grafica, de acordo com o que vimos na Unidade 2. Caro aluno,
vale ressaltar que para exercitar a resolucao grafica do problema em
questdo, vocé pode utilizar o software Graph, em sua versao gratuita.

Funcao objetivo:
max Z = 80x, + 45X,

Sujeito as restri¢des:

X, + x, <7

12x, + 5x, <60

X,,X, > 0 (ndo-negatividade)
e

X,,X, s&o inteiras

Figura 4.2 | Representacdo grafica do conjunto de solucdes do problema Pl em estudo

€9
122, + 519 = 60

xry+axe =7

Fonte: <https://ocw.ehu.eus/pluginfile.php/8171/mod_resource/content/1/6_Integer_Slides.
pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.<https://ocw.ehu.eus/pluginfile.php/8171/mod_resource/con-
tent/1/6_Integer_Slides.pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.
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De acordo com a Figura 4.2, podemos ver que a regiao viavel do
problema de Pl ndo € um conjunto convexo. Perceba que ha uma
quantidade limitada de pontos na regido viavel e, assim, € possivel
obter a solugdo otima por meio do calculo de Z (funcdo objetivo)
para cada uma das solucdes na regiao viavel, comparando-as entre si.

No entanto, fica claro que esse método de obtencdo da solucao oti-
ma nao é eficiente para problemas com um grande numero de variavelis,
uma vez que o numero de pontos viaveis torna-se extremamente grande.

Assim, podemos constatar, sequndo Hillier e Lieberman (2013),
que € necessario um esforco maior, inclusive, computacional, para
resolver um problema de Pl do que resolver um problema de PL
obtido ao ignorar todas as restricdes de varidveis inteiras, mesmo
que o numero de solucdes viaveis para o problema Pl seja menor.

Outra abordagem para resolver um problema de Pl parte do pressu-
posto de ignorar as restricdes de numeros inteiros, resolver o problema
de PL aplicando o método Simplex e, dessa forma, redirecionar os valo-
res de ndo inteiros para numeros inteiros. O problema de PL obtido, ao
ignorar as restricdes inteiras, denomina-se de relaxamento PL, ou seja, re-
laxacdo linear do problema de PI, denotado, comumente, pela sigla LPR.

Assim, se voltarmos ao exemplo geneérico apresentado na Figura
4.2, podemos ver, na Figura 4.3, a solucdo grafica do relaxamento PL
do problema de Pl dado.

Figura 4.3 | Relaxamento PL do problema de Pl em estudo

€To i
1201 + Sag = 60

1t ae =7

max -

Fonte: <https://ocw.ehu.eus/pluginfile.php/8171/mod_resource/content/1/6_Integer_Slides.
pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.
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De acordo com a Figura 4.3, temos que a solugao ideal para o

é;ﬁ) =(3,571;3,428)

77

relaxamento PL € , de modo que o valor étimo da funcao objetivo é
Z =440 . No entanto, claramente percebemos que essa ndo € uma
solugao ideal para o problema PI, porque ndo ¢ viavel, ou seja, nao
satisfaz as restricdes inteiras.

X pr =

Arredondando cada variavel para o valor inteiro mais proximo,
obtemos os seguintes quatro pontos (3, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4), con-
forme Figura 4.4. Ao calcular o valor Z da funcao objetivo para cada
uma dessas solucdes, concluimos que o ponto (4, 4) confere um
valor maximo para Z. Contudo, essa solucdo nao € viavel porque
Nnao esta contida no conjunto de solucdes do problema de Pl.

Figura 4.4 | Representacdo grafica dos quatro potenciais pontos de solucdo para o
problema de Pl em estudo

ol
1221 + Hap = GO

Fonte: <https://ocw.ehu.eus/pluginfile.php/8171/mod_resource/content/1/6_Integer_Slides.pdf>.
Acesso em: 12 abr. 2018.

Logo, percebe-se que 0 metodo nao € apropriado para resolver
problemas de Pl, porque ndo ha garantia de que a solucdo arre-
dondada seja otimizada, ou mesmo viavel, para o problema de PI.
Além disso, para problemas de Pl com um grande numero de varia-
veis inteiras, as dificuldades aumentam. Devido a isso, uma técnica
muito popular empregada para resolver problemas de Pl chama-se
método branch and bound (ramifica e limita).

A esséncia deste meétodo parte da resolucdo do relaxamento PL
correspondente ao problema de Pl. Dessa forma, caso a solucao
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ideal ndo satisfaca as restricdes de variaveis inteiras, dois problemas
de PL adicionais séo criados, subdividindo o conjunto de solugdes
do relaxamento PL. Esse particionamento é feito de tal forma que
um subconjunto de solucdes nao inteiras que contém a solucao
ideal para o relaxamento PL € excluido do conjunto de solucdes e
origina o conceito de ramificacdo no algoritmo branch and bound.

Neste momento, faz-se valido aplicarmos o método branch and
bound ao problema de Pl que estamos tratando. Logo, uma sequén-
cia de problemas de relaxamento PL € usada para resolver o proble-
ma de PIl, de modo que sua solugao grafica representa os conjuntos
de solugdes de forma muito apropriada (ORLIN, 2017). Assim, consi-
deraremos problema de Pl e seu relaxamento PL, conforme a sequir.

PROBLEMA PI RELAXAMENTO PL: LPR
max Z = 80x, + 45X, max Z = 80x, + 45Xx,
Sujeito as restrigdes: Sujeito as restrigbes:

X, + x, <7 X, + x, <7

12x,+ 5x, <60 12x, + 5x, <60

X,,X, > 0 (ndo-negatividade) x,,X, > 0 (ndo-negatividade)
e

X,, X, s&o inteiras

Conforme ja vimos, pela solucao grafica, sabemos que a solucao
ideal para o relaxamento PL € x ., =(3,571,3,428), sendo Z = 440 .
Contudo, essa solucdo ndo confere valores inteiros as variaveis. As-
sim, veremaos que a solucao ideal para o problema Pl pode ser obti-
da por meio da solucdo de uma sequéncia de problemas de relaxa-
mento PL. Para isso, iniciamos o processo de ramificacao dividindo
O conjunto de solucdes do relaxamento PL em dois e excluindo um

subconjunto de solugdes ndo inteiras que contém X, .

Desta forma, selecionamos, inicialmente, uma variavel definida
inteira que assume um valor fracionario na solucao ideal para o re-
laxamento PL. Perceba que no nosso exemplo em estudo, tanto
X, quanto x, podem ser selecionados, pois ambos sédo fragdes. Se-
lecionando x, arbitrariamente, com um valor otimo igual a 3,571,
podemos excluir a regido 3 < x, <4 da regido viavel do relaxamento
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PL, uma vez que ndo contem valores inteiros para x,. Assim, observe
que cada ponto na regido viavel do problema de Pl deve ter x, <3
oux,>4.

Portanto, dividimos a regiao viavel do relaxamento PL por rami-
ficacdo em x, e criamos os seguintes problemas adicionais de PL
adicionais:

PROBLEMA PL2 PROBLEMA PL3

maxZ = 80x, + 45x, maxZ = 80x, + 45x,
Sujeito as restrigbes: Sujeito as restrigdes:

X, + x, <7 X, + x, <7

12x, + 5x, <60 12x, 4+ 5x, <60

x, <3 X, >4

X,,X, > 0 (ndo-negatividade) X,,X, > 0 (ndo-negatividade)

A solucao grafica dos dois problemas PL2 e PL3 consta na Figura
4.5, sendo que as duas areas sombreadas correspondem as regides
viaveis. Observe que a regido 3 < x, <4da regido viavel de relaxa-
mento PL foi excluida.

Figura 4.5 | Solucdes viaveis dos problemas PL 2 e PL3
.r':.:
]_;_:,’.l'l | -ul'z = Mill

an { Tg = T ) :f

max

Prablema BL2 - | - h\\

! €Iy

Fonte:  <https://ocw.ehu.eus/pluginfile.php/8171/mod_resource/content/1/6_Integer_Slides.
pdf>. Acesso em: 12 abr. 2017
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Logo, as solucdes ideais sao: problema PL2 apresenta solucdo

otima x=(3,4), sendo Z =420; problema PL3 apresenta solucdo

otima x = (4,%), sendo Z = 428.

Perceba que a solucdo ideal, para o problema PL2, satisfaz os
requisitos inteiros para x, e x,. Dessa forma, podemos dizer que ne-
nhuma ramificacdo adicional € necessaria para PL2, de modo que a
solucao ideal para PL2 pode ser considerada uma solucdo candidata
para o problema de PI, se ndo for encontrada uma solugcao melhor
viavel, isto ¢, uma solucao inteira que confira um valor maior que
420 para Z (uma vez que a funcao objetivo € maximizar).

Examinando o problema PL3, percebemos que a solucdo nao
e viavel, pois é fracionaria. Logo, o valor fracionario de x, origina
dois ramos x, < 2e X, > 3 e, dessa maneira, dois novos problemas
PL4 e PL5; lembrando que 2 < x, < 3 € excluida da regido viavel do
problema PL3.

PROBLEMA PL4 PROBLEMA PL5

max Z = 80x, + 45X, max Z = 80x, + 45X,
Sujeito as restri¢des: Sujeito as restrigoes:

X, + x, <7 X+ x, <7

12x, + 5x, <60 12x,+ 5x, <60

x, >4 x, >4

x, <2 X, >3

x,,X, > 0 (ndo-negatividade) x,,X, > 0 (ndo-negatividade)

Resolvendo graficamente o PL5, percebemos que se trata de
uma solucdo inviavel, nao sendo necessaria nenhuma ramifica-
c¢ao adicional. Ja o PL4 resulta em uma solugao nao inteira, com

x:(%;Z):(4,166;2), sendo Z=423,33. Dado Z ser maior que

420, continuaremos a ramificacao, de modo que o valor ndo inteiro
de x, conduz aos dois ramos x, <4 e x, > 5, originando os proble-
mas PL6 e PL7 a seguir.
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PROBLEMA PL6 PROBLEMA PL7

max Z = 80x, + 45X, max Z = 80x, + 45X,
Sujeito as restri¢des: Sujeito as restri¢des:

X, + x, <7 X, + x, <7

12x,+ 5x, <60 12x,+ 5x, <60

x, >4 x, >4

x, <2 x, <2

x, <4 X, >9

x,,X, > 0 (ndo-negatividade) X,,X, > 0 (ndo-negatividade)

De acordo com a Figura 4.6, a regido viavel do problema PL6 &
um segmento de reta e sua solucao ideal € x = (4;2) com Z =410.
Dado que o Z obtido para o PL6 € menor que o Z obtido para o PL2,
ou seja, € menor que 420, podemos, dessa forma, desconsiderar a
solucdo dada pelo PL6. Ja a regido viavel do problema PL7 contém
a solucdo otima x = (5;0), com Z =400. Novamente, como o valor
obtido para Z no PL7 ndo é maior que o valor obtido no PL2, o pro-
blema PL7 pode ser descartado.

Figura 4.6 | Regido viavel e solugdo étima para os problemas PL6 e Pl 7

La

124y - g = 1) =4 ¥ =5

"
#1taa=T ny
=N | m

max -

Prizhlema PLG
[,3)

\ Prohlema PLT
| (4,00

*+

Fonte: adaptada de <https://ocw.ehu.eus/pluginfile.php/8171/mod_resource/content/1/6_Integer_Sli-
des.pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.
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Neste momento, nenhuma outra ramificacdo € necessaria e a
solugao ideal para o problema de Pl € a solugao candidata obtida
para PL2. Logo, temos que a solugdo otima do problema de Pl pro-
posto é x =(3,4), sendo Z =420.

Mesmo que seja necessario um alto esforco computacional para
encontrar a solucao otima para um problema de Pl por meio da apli-
cacao do método branch and bound, de fato, trata-se do algoritmo
mais popular usado para resolver problemas de Pl mistos e puros
(ORLIN, 2017).

E[9 Pesquise mais

Caro aluno, a programacao inteira € muito inutilizada no mercado
financeiro, especificamente em analise de investimentos para a toma-
da de decisdo. Nesse contexto, leia o artigo que aplica os conceitos
de programacdo linear inteira mista para analise de investimentos na
industria petrolifera.

FIORENCIO, L. et al. Analise de investimentos na cadeia de suprimentos
downstream da industria petrolifera: proposta de um modelo de
programacdo linear inteira mista. In: SIMPOSIO BRASILEIRO DE
PESQUISA OPERACIONAL, 4, 2012, Rio de Janeiro. Anais. Rio de Janeiro,
2012. Disponivel em: <http://www.labnexo.com/pt/question/analise-
de-investimentos-na-cadeia-de-suprimentos-downstream-da-industria-
petrolifera-proposta-de-um-modelo-de-programacao-linear-inteira-
mista>. Acesso em: 12 abr. 2018.

Sem medo de errar

Caro aluno, retomaremos 0 caso em que VOCcé € O gerente ad-
ministrativo e esta avaliando se os conceitos de programagao inteira
podem ser aplicados para otimizar o lucro obtido por meio da im-
plantacao de uma nova bomba de combustivel.

Para refletir sobre esse assunto e fazer uma apresentacdo ao
dono do posto de combustivel, vocé deve, primeiramente, expor o
que representa a programacao inteira.

Assim, comece explicando que a programacdo inteira (Pl) tra-
ta da resolucao de modelos lineares em que algumas ou todas as
variaveis de decisao sao restritas para serem inteiras. Dessa forma,
0 modelo de programacao linear € um modelo matematico para a
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programagao inteira, o qual adiciona que as variaveis devem apre-
sentar valores inteiros.

Para facilitar a compreensdao do dono do posto, explique que, de
acordo com a natureza das variaveis de decisdao, podemos identifi-
car trés tipos de modelos de programacdao inteira:

1. Na programacao inteira mista, apenas algumas das variaveis séo
restritas a valores inteiros.

2. Na programac¢ao inteira pura, todas as variaveis de decisdo de-
vem ser inteiras.

3. Na programacdo inteira binaria, todas as variaveis de decisao
sao binarias (restrita aos valores 0 ou 1).

Agora, trazendo esses conceitos para o caso do posto de com-
bustivel, temos como funcao objetivo a maximizacao do lucro, certo?

Para tanto, as variaveis de decisdo referem-se a quantidade de
bombas de combustivel que serdo adicionadas ao posto, visando
aumentar o lucro.

Perceba que uma das restricdes das varidveis de decisdo refere-
-se a necessidade de ser valor inteiro, uma vez que Nao ha possi-
bilidade de se adicionar 1,67 bom de gasolina. Logo, explique esse
ponto para o dono do posto, mostrando que a programacgao inteira
€ uma forma de modelar o problema.

Nesse sentido, caso queira ir além, sugira o algoritmo branch and
bound como o método mais popular, usado para resolver proble-
mas de Pl mistos e puros.

Vocé acrescentaria algo a mais na sua apresentacao?

Parabéns, mais um desafio vencido!

Avancgando na pratica

Gerente de RH e alocacao de pessoas

Descricao da situacao-problema

Suponha que vocé seja o gerente de RH de uma agéncia de pu-
blicidade, de modo que vocé esta analisando a alocacdo de funcio-
narios de acordo com a demanda na fabrica, por dia de semana.
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Assim, o numero de funcionarios necessarios depende do dia da

semana, conforme mostrado no quadro a seqguir.
Quadro 4.2 | Necessidade de funcionario na agéncia de acordo com o dia da se-
mana

Dia da semana Numero de funcionarios
1. Sequnda-feira 15
2. Terca-feira 13
3. Quarta-feira 15
4. Quinta-feira 18
5. Sexta-feira 14
6. Sdbado 16
7.Domingo 10

Fonte: adaptado de: <https://ocw.ehu.eus/pluginfile.php/8171/mod_resource/content/1/6_Integer_Sli-
des.pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.

Os funcionarios trabalham cinco dias consecutivos e tém os pro-
ximos dois dias de folga. Assim, torna-se necessario organizar gru-
pos para trabalhar em turnos diferentes, de modo que o0 numero de
colaboradores necessarios seja satisfeito todos os dias da semana.
O objetivo, com isso, € empregar o0 numero minimo de trabalhado-
res. Com base no exposto, qual € o modelo matematico que des-
creve o problema em estudo?

Resolucao da situagdo-problema

Como o objetivo € empregar o numero minimo de trabalhado-
res, definimos as seguintes variaveis de decisao:

X;: numero de funcionarios cujo turno de trabalho comeca no
diaj,j=12,....7

Podemos garantir que o numero de funcionarios necessarios
todos os dias da semana seja satisfeito por meio da introducao de
uma restricdo no modelo. Cada uma das restricdes exige ter o nu-
mero necessario de colaboradores por dia.

Logo, temos, a sequir, © modelo matematico que descreve o
problema em questdo. Perceba que se trata de um problema de
programagao inteira pura, no qual todas as variaveis de decisdo de-
vem ser inteiras.
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Funcao objetivo:
minz=x, + X, +X, +Xx, + X, + X, +X,

Sujeito as restrigdes:

X, X, +X, + X, +%x, =15
X, X, + X, + X, +Xx, =13
X, X, + X, + X, +X, =15
X, X, +X, +X, +Xx, =18
X, X, +X, +Xx, +x, =14
X, X, X, +X, +X, =16
X, +X, +X + X, +%x, =10
Xps Xy0 Xgy X,y X, Xg, X, > 0
e

X, Xy, X5, X5 Xg, Xg, X, 880 inteiras

Faca valer a pena

1. Quanto & programacio inteira, as varidveis de decisdo ndo necessaria-
mente devem ser todas inteiras, de modo que se algumas forem restritas a
valores inteiros, teremos, dessa forma, um problema de programagdo intei-
ra. Assim, pode-se identificar trés tipos de modelos de programacao inteira
de acordo com as variaveis de decisdo:

I. Programacado inteira binaria.
Il. Programacao inteira mista.
[ll. Programacao inteira pura.

1. Nesse tipo de programacao, apenas algumas das variaveis sao restritas
a valores inteiros.

2. Nesse tipo de programacao, todas as variaveis de decisdo devem ser
inteiras.

3. Nesse tipo de programacao, todas as variaveis de decisao sdo restritas
aos valores O ou 1.

Assinale a alternativa que associa corretamente o tipo de programagao com
sua especificacdo.
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a) 1-1Il; 2-1; 3-I1.

b) 1-1; 2-111; 3-1I.
c) 1-1II; 2-11; 3-1.
d) 1-11; 2-111; 3-1.
e) 1-11; 2-1; 3-111.

2. Uma abordagem empregada para resolver um problema de programac&o
inteira parte do pressuposto de ignorar as restricGes de numeros inteiros,
resolver o problema de programacao linear, aplicando o método Simplex, e
redirecionar os valores de ndo inteiros para numeros inteiros.

Com base no texto anterior, assinale o nome do problema de programacado
linear obtido, ao ignorar as restricdes inteiras do problema de programacao
inteira.

a) Regido convexa.
b) Relaxamento PL.
c) Diversificagdo.

d) Ramificagao.

e) Pos-otimalidade.

3. Sobre o algoritmo branch and bound, analise as afirmacdes |, Il e lll.

|. Considere um problema PL que corresponde a um problema PI, mas
ignora as restricdes inteiras. Caso a solugdo 6tima do problema PL
ndo satisfaca as restricdes inteiras, esta sera considerada uma solugdo
candidata para o problema de PlI.

Il. Caso a solugao ideal do problema PL ndo satisfagca as restricdes de
variaveis inteiras, sera criado um problema de PL adicional.

[ll. Esse particionamento é feito de tal forma que um subconjunto de so-
lugdes ndo inteiras, que contém a solucao ideal do problema PL, é
excluido do conjunto de solugdes, originando o conceito de ramifi-
cagdo no algoritmo branch and bound.

Assinale a alternativa correta.

a) I, Il e lll estédo corretas.

b) | e Il estdo corretas.

c) Somente a lll esta correta.
d) Somente a |l esta correta.
e) | e lll estdo corretas.
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Secao 4.2

Cadeia de Markov - simulacao em PO
Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da Pesquisa Operacional no pro-
cesso decisorio, continuaremos nosso estudo refletindo sobre a im-
portancia da simulacao nesta area.

Ao pensarmos em simulagao, faz-se necessario estudarmos os
fundamentos de processos markovianos, incluindo cadeia de Mar-
kov discreta no tempo e cadeia de Markov continua no tempo, bem
COmMo a aplicacdo desses conceitos.

As cadeias de Markov estao sendo aplicadas nas mais diversas
areas, abrangendo processos de migracao populacional, modelos
epidémicos, gerenciamento de recursos, processos de tomada de
decisao, modelo para difusdo de informacao, dentre outros. Assim,
perceba a relevancia destes conteudos para sua vida profissional.

Logo, a fim de refletir e aplicar essas informacdes, considere um
posto de combustivel que conta, atualmente, com trés bombas:
uma de diesel, uma de gasolina e a outra de alcool.

Vocé € o gerente administrativo e esta avaliando a expansdo no
numero de bombas para melhor atender os consumidores, uma vez
gue, em alguns horarios do dia, a demanda apresenta picos que ge-
ram filas, fazendo que possiveis clientes migrem para outros postos
concorrentes. Como o orcamento para expansao apresenta restri-
cdes, suas primeiras duvidas sao decidir entre qual dos trés tipos de
bomba adicionar e em qual quantidade.

Inicialmente, vocé constatou ser possivel aplicar os conceitos de pro-
gramacao inteira para otimizar o lucro obtido do posto de combustivel.

Na fase de coleta de dados para a modelagem, vocé percebeu
gue, no final de uma semana comercial, 0 preco de determinado
combustivel é aferido, podendo ocorrer trés situacdes, que tém
como base o periodo anterior: 0 preco pode se manter constante,
aumentar ou diminuir. Para cada situacao, existe uma probabilidade
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de ocorréncia, de modo gque uma analise de risco equivocada po-
dera trazer prejuizos para a expansao proposta.

Quais informacdes vocé precisaria coletar e analisar para ter con-
dicdes de passar para o dono do posto uma probabilidade de lucro?
Atualmente, o preco do combustivel fechou em queda; logo, qual €
a probabilidade de o preco do combustivel valorizar no proximo dia
e se estabilizar no futuro?

Pense a respeito dessa indagacao, uma vez que o dono do posto
de combustivel solicitou uma apresentacao com esse escopo.

Avance na construcao do seu conhecimento nesta disciplina.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Caro aluno, para comecarmos O nosso estudo de processos
markovianos, necessitamos, inicialmente, entender a respeito de
processos estocasticos. Comecaremos, dessa forma, com um con-
ceito fundamental em processos estocasticos e que nos ajudara nas
definicdes futuras: incerteza. Vocé ja deve ter se perguntado qual
€ a chance de um evento dar certo? Serd que amanha vai chover?
Sera gue vou ganhar na loteria? Esses sao exemplos de perguntas
que levam em conta a incerteza em relacao a varios eventos futu-
ros, ou seja, situacdes que podem ocorrer ou nao, dados os diver-
sos fatores que podem interferir nos acontecimentos.

Segundo Hillier e Lieberman (2013), um processo estocastico
pode ser definido como um conjunto de variaveis aleatorias (variavel
que apresenta um comportamento aleatorio) ordenadas X, , sendo
que t ¢ o indice que representa a variacao do tempo, que pertence
aumconunto T {X, :teT}.

Assim, classificar os processos estocasticos em funcao do tempo
t significa diferenciar processo estocastico de tempo discreto e de
tempo continuo. Se o tempo for discreto, dizemos que temos um
processo estocastico de tempo discreto, ou seja, X, € definido ape-
nas para um dado conjunto de instantes de tempo, sendo valores
naturais (inteiros ndo negativos). Portanto, t, nesse caso, € finito ou
infinito enumeravel. Dizemos que um conjunto ¢ infinito enumera-
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vel quando existe uma bijecao, de modo que f:N — X, sendo que
N ¢é o conjunto dos naturais. Se o tempo for continuo, teremos um
processo estocastico de tempo continuo. Nesse caso, a condicao
anterior nao é satisfeita e o tempo pode assumir um valor fraciona-
do. Pela Figura 4.7, é possivel visualizar duas curvas, sendo X(t) uma
funcdo de tempo continuo, enquanto X(n) representa uma funcdo
de tempo discreto.

Figura 4.7 | Processo estocastico de tempo continuo e discreto

ANDNIVAN
(VERAVERV/

I TR T
T v i}

Fonte: adaptado de: <https://www.linux.ime.usp.br/~daniloss/antes-2012/Apostila’%20TP501%20-%20
Ynoguti,%202011.pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.
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Agora que ja sabemos a distingdo entre o tempo discreto e con-
tinuo e, relembrando a definicao de um processo estocastico, ana-
lisaremos o conceito de espaco de estados.

Os estados sdo os valores que X, pode assumir, de modo que
O conjunto de todos os valores possiveis de X, € chamado de es-
paco de estados. O espaco de parametros € composto pelo nosso
conjunto T, sabendo que t € o indice que representa a variacao do
tempo e que {Xt,te T}. O espaco de estados e o espago de para-
metros podem ser compostos por variaveis continuas e discretas,
fazendo que tenhamos quatro tipos de processos estocasticos en-
tre estado continuo/discreto e tempo continuo/discreto.

Pensando em estados, consideraremos O processo de inspecao
de qualidade em uma linha de producado; sabemos, nessa area, que
0s produtos fabricados podem ser considerados conforme ou nao
conforme, de modo que definimos os possiveis estados para os re-
sultados da inspec¢ao. Logo, poderiamos dizer que no estado nao
conforme X, =0, mas perceba que X, poderia assumir qualquer
valor, pois este valor ndo tem correlagcdo numerica com o produto
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real. Da mesma forma, poderiamos considerar que X, =1 para um
produto conforme. Nesse mesmo exemplo, 0 espaco de estados,
representado por E, seria E ={0,1}, de modo que adotamos uma
representacdo para produtos com conforme e nao conforme.

@ Reflita

Caro aluno, agora que vimos os fundamentos basicos sobre proces-
sos estocasticos, qual € a relagao entre processo estocastico e pro-
cesso markoviano?

Os processos de Markov sao uma classe especial de processos es-
tocasticos. Portanto, um processo estocastico sera dito um processo
de Markov quando o estado futuro do sistema depender apenas do
estado atual (ou presente), e ndo dos estados anteriores, ou seja, dize-
Mos que Nao existe memaoria Nos processos de Markov, uma vez que
0 passado € desprezado. A definicao de processo sem memoria pode
ser utilizada, por exemplo, se pensarmos em uma politica de gestdo de
estogue na qual a quantidade de produtos dependa somente da quan-
tidade anterior do produto e do que foi adquirido ou vendido em um
determinado intervalo de tempo de reposicao do produto.

O processo markoviano, por sua vez, € dito uma cadeia de Mar-
kov quando o estado é discreto, ou seja, quando as variaveis alea-
torias X, estao definidas em um espago de estados discreto E (KAR-
LIN; TAYLOR, 1998).

Definimos uma cadeia de Markov em tempo discreto como tra-
tando-se de um processo de Markov no qual o espaco de estados re-
fere-se a um determinado conjunto finito ou contavel e cujo indice
temporal do conjunto pode ser designado por T =0, 1, 2, ..., ou seja, as
transicdes ocorrem em periodos de tempo. Ja as cadeias de Markov
em tempo continuo podem ser descritas de modo semelhante aque-
las em tempo discreto, divergindo no fato de que as transicdes podem
ocorrer em qualguer instante de tempo (KARLIN; TAYLOR, 1998).

Quando pensamos em processos Mmarkovianos, um ponto impor-
tante refere-se a probabilidade inerente a transicédo de estados, que
chamamos de probabilidade de transicao. De acordo com Rocha
(2006), uma probabilidade de transicao ¢ aquela associada a mudanca
de estado de um processo, por exemplo, um processo esta no estado
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i e migrara para o estado j apods um determinado tempo t. Vale res-
saltar que as probabilidades de transicao, ditas estacionarias, implicam
que as probabilidades de transicao nao mudem ao longo do tempo,
sendo estas inicialmente consideradas nos processos de Markov.

No ambito da cadeia de Markov continua no tempo, destaca-se
O processo de nascimento e morte, Nno qual as transicdes somente
sdo possiveis para os chamados estados vizinhos. Se considerarmos
um estado genérico i, 0 nascimento sera a transicdo para o proxi-
mo estado, ou seja, i+1. Ja a transicdo do estado i para um estado
anterior, ou seja, i —1, serd chamada de morte.

Imagine um sistema bancario, no qual temos a chegada e a saida de
clientes que fazem movimentacdes financeiras na instituicao. Se o ban-
Cco apresenta um estado i, que caracteriza 0 numero de clientes na fila
do caixa, 0 que vocé entende que seria um processo de nascimento
e um processo de morte? Nesse exemplo, o processo de nascimento
seria a transicdo para um estado vizinho i+ 1, que poderia ser a repre-
sentacdo da chegada de um cliente na fila do caixa para atendimento;
iSO traria um aumento no nivel da populacdo, ou seja, O sistema nao
estaria mais no estado i. Analogamente ao processo de nascimento, a
saida de um cliente representaria a transicdo do estado i para o estado
i—1e terlamos um decréscimo no nivel da populacao.

A Figura 4.8 indica um processo de nascimento e de morte, por
meio das transicdes e suas respectivas probabilidades de transi¢cdes,
representadas por «. E possivel perceber, por meio da figura, que as
transicdes de estados X ={0,1,....} somente podem ocorrer para os
estados vizinhos. Por exemplo, no caso do estado X =0, so € pos-
sivel ir para o estado X =1.

Figura 4.8 | Processos de nascimento e de morte

uo1 ui2 Uu23 U34

OO
R_J R/

w10 u21 w32 u43

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417.pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.
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Agora que ja sabemos O que € um processo de nascimento e de
morte, veremos as chamadas equacdes de balan¢o. A partir do dia-
grama observado na Figura 4.8, dado que as transicdes s6 podem
ocorrer para 0s estados vizinhos, temos que:

Probabilidade do estado O: 7,
Probabilidade no estado 1: ,
Probabilidade no estado n: m,

Portanto, o vetor de probabilidade de estado sera:

™= 770 71'1 7Tn

Também teremos as probabilidades de transicao, que podem ser
representadas na matriz de transicao:

Probabilidade de transicdo do estado O para o estado 1: Hyq
Probabilidade de transicao do estado 1 para o estado O: #4q
As equacdes de balanco ficariam:
Para o estado O: myu,, = mu,,, OU seja, a probabilidade w, pode
ser expressa em funcao da probabilidade 7, e das probabilidades de
/’610
Para o estado 1: m,(t, + fy,) = by, + oty OU SEJA,

0

transicdo, ficando: m, =

- e (”10 +:“12)_7r0“o1
, = :
,LL21
Portanto, poderiamos definir m,em fungdo de m,, substituindo
FaaHos
'u21p’10

ol
m, =—2 Nesse caso, T, = M, .

o

Embora a Figura 4.8 ilustre um processo de nascimento e morte
que, na verdade, € uma cadeia de Markov continua no tempo, o
conceito de probabilidade de transicao estende-se para 0s proces-
sos markovianos de forma geral, conforme podemaos perceber no
exemplo apresentado no box Exemplificando.
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vz| Exemplificando

Suponha que vocé seja um consultor financeiro e que, ao fazer a analise
de gastos de seu cliente, em 2017, constatou que o uso dos seus recur-
sos financeiros estao alocados da seguinte forma:

« 30% para moradia (aluguel ou financiamento imobiliario).

» 50% para demais despesas (agua, luz, telefone, impostos, transporte,
vestuario, alimentacéo e saude).

o 20% para os demais itens pessoais e lazer.

Como consultor financeiro, vocé pode aplicar conhecimentos de tran-
sicdo de estados para modelar a situacdo do seu cliente. Assim, cada
um dos usos apontados anteriormente representara um estado do seu
sistema, de modo que o uso com moradia seja o0 estado 1, o com as
demais despesas, o estado 2, e 0s itens pessoais e lazer sejam o estado 3
do sistema, com suas respectivas probabilidades. Portanto, vocé terd um
vetor, chamado de vetor de probabilidade de estado, que € composto
pelas probabilidades de cada estado (sdo probabilidades ndo condicio-

0,30 0,50 0,20

nais). Nesse caso, o vetor ficaria: Top17 =

Ao longo dos proximos anos, a tendéncia € que a distribuicdo de renda
apresentada anteriormente sofra alteragdes. Fazendo um planejamento
estratégico com seu cliente, consideraremos que, para cada CiNnCo anos,
as probabilidades de transicao dos estados sejam conforme as apresen-
tadas no Quadro 4.3.

Quadro 4.3 | Probabilidades de transicdo

Estados

Paral

Para 2

Para3

Del

60%

20%

20%

De?2

10%

70%

20%

De3

0%

20%

80%

Fonte: elaborada pela autora.

Dessa forma, analisando o Quadro 4.3, podemos dizer que a probabili-
dade do sistema, que, nesse caso, € a distribuicao de renda, de 1 para
1 significa que a probabilidade de o estado ser 1 apds 5 anos, sendo o
estado atual 1, é de 60%. Ja a probabilidade de o estado do sistema ser
2 passados 5 anos, sendo que o estado atual € 1, é de 20%; e assim em
todos os demais elementos do Quadro 4.3.

Podemos definir uma matriz, chamada de transicao, como uma matriz
quadrada na qual cada elemento representa a probabilidade de transicao
de estado. Nesse caso, a matriz de transi¢ao sera:
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0,60 0,20 0,20
P=| 010 0,70 0,20
0,00 0,20 0,80

Se quisermos calcular o vetor de probabilidade de estado para 2022,
por exemplo, teremos de multiplicar ™x P, ou seja, a probabilidade do
Nnosso sistema estar em cada estado neste ano. Trata-se de um produto
entre as matrizes, cujo resultado seria:

06 02 02
71'2017:[ 03 05 0,2] 01 07 0.2 :[ 0,23 0,45 0,32
00 02 08
Taz=| 0,23 0,45 0,32 |

Assim, vocé concluiu, com seu cliente, gue daqui 5 anos os gastos dele
serdo: 23% para moradia; 45% para demais despesas; 32% para 0s demais
itens pessoais e lazer. Verificamos, nesse exemplo, que o estado futuro
somente depende do estado presente, e Ndo dos estados passados, © que
configura um processo markoviano, como vimos na definicao inicial.

Em alguns casos de simulacdo, nao necessariamente trabalha-
mMos com matriz de transicdo de somente uma etapa, de modo que
podemos utilizar matriz de transicdo em n-etapas. De fato, o estu-
do do comportamento da cadeia de Markov, quando o numero de
passos tende ao infinito, € uma das tematicas mais importantes nos
estudos em simulacdo (HILLIER; LIEBERMAN, 2013).

Assim, suponha, por exemplo, que vocé seja um gestor de re-
Cursos humanos, que precisa estudar a probabilidade de ascensao
profissional das pessoas em funcao das oscilacdes no mercado de
trabalho. Nesse sentido, vocé considerou a existéncia de 2 estados
(estado O - funcao técnica; estado 1 - funcdo gerencial), bem como
obteve a matriz P de transicdo de estados de acordo com as oscila-
¢Oes de mercado. Assim, qual € a chance de o sétimo emprego de
um funcionario ser de funcao gerencial, tal que, na sua quarta po-
sicao de mercado, que € o estado atual, ele tenha funcado técnica?

p_| 05 05
03 07
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Para isso, utilizaremos o conceito de probabilidade de transicdo de or-
dem superior, ou de matriz de transicao de ordem superior. Pela matriz P,
observamos que a probabilidade do funcionario de cargo técnico (estado
0) permanecer nesse estado € de 0,5 ou 50%. Enquanto a probabilidade
do funcionario de cargo técnico (estado 0) passar para o cargo gerencial
e de 0,5 ou 50%. Ja para o funcionario de cargo gerencial (estado 1), a
probabilidade de ele se manter no cargo ¢ 0,7 ou 70%, enquanto a proba-
bilidade do funcionario de cargo gerencial (estado 0) voltar para o cargo
técnico é de 0,3 ou 30%. Mas, neste momento, vocé pretende encontrar
a probabilidade de o funcionario técnico (estado 0) passar para uma fun-
cao gerencial (estado 1) em trés passos, isto €, do seu quarto emprego
para seu setimo emprego. Logo, obteremos a matriz de transicdo de or-
dem superior, ao elevarmos a matriz de transicdo P ao cubo:

0,38 0,62
0,372 0,628
Portanto, a probabilidade de o funcionario, em seu setimo em-

prego, ter a funcdo gerencial (estado 1), tal que em seu quarto em-
prego ele tenha a funcdo técnica (estado 0), € de 0,63 ou 63%.

3

Por fim, vale a pena estudarmos a classificacao de estados de uma
cadeia de Markov. Em primeiro lugar, dizemos que dois estados sdo co-
municantes quando temos a seguinte condicao: o estado j € atingivel
a partir de i, e i também deve ser atingivel a partir do estado j(KARLIN;
TAYLOR, 1998). A partir dessa classificacao inicial, podemos dizer que
a cadeia de Markov sera irredutivel se, e somente se, todos os estados
gue formam a cadeia forem comunicantes. Caso issO Ndo possa ser
garantido, dizemos que a cadeia de Markov sera redutivel. De acordo
com a definicdo de cadeia de Markov irredutivel, podemos dizer que o
diagrama da Figura 4.9 representa uma cadeia redutivel, dado que nem
todos 0s estados sdo comunicantes como, por exemplo, o estado 7.

Figura 4.9 | Exemplo de diagrama de estado
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Fonte: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.661335001390983227.pdf>.
Acesso em: 12 abr. 2018
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Vale dizer que a classificacdo de estados também pode ser de-
finida como transiente ou recorrente. Nos dizemos que um estado
serd transiente sempre que existir um estado j que possa ser atin-
gido a partir de i, mas o oposto nao € obrigatoriamente valido, ou
seja, i ser atingivel por j (KALIN: TAYLOR, 1998). Portanto, podemos
dizer que apos entrar no estado transiente, temos a probabilidade
de que 0 processo nunca mais retorne a esse estado outra vez. Dife-
rentemente do estado transiente, nesse caso, sempre sera possivel
regressar ao estado i a partir dej. Em outras palavras, quando o sis-
tema entra no estado recorrente, ele, com certeza, retornara a esse
estado novamente (ALVES; DELGADO, 1997).

‘tz" Assimile

Caro aluno, pela Figura 4.10, os estados 0 e 1 sdo ditos transientes, pois
uma vez que o sistema visita o estado 0O, existe uma probabilidade real
(que, nesse caso, € 1, ou 100%) de se deslocar para o estado 1, mas
dificilmente retornara para o estado O (probabilidade de 0, 4 ou 40%);
portanto, o estado O sera visitado finitas vezes.

Ja os estados 2 e 3 sdo ditos recorrentes, pois uma vez que o siste-
ma visita o estado 2, existe uma probabilidade real (que, nesse caso,
€ 1 ou 100%) de se deslocar para o estado 3 e retornar para o estado
2 (probabilidade 1 ou 100%); portanto, o estado 2 sera visitado infi-
nitas vezes.

Figura 4.10 | Diagrama de estado transiente e recorrente

1 1
0 QL @@@
040 1

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417.pdf>. Acesso em:
12 abr. 2018.

Temos uma outra possibilidade de estado, isto €, o absorvente,
que se trata de um estado que, ao ser visitado, fara com que o siste-
ma jamais deixe esse estado novamente (ALVES; DELGADQO, 1997). A
Figura 4.11 apresenta um exemplo de estado absorvente.
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Figura 4.11 | Diagrama de estado absorvente

0.70

Fonte: <https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71434/2/40417 pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.

Observamos, na Figura 4.11, que o estado O apresenta probabilida-
de 1 (ou 100%) de que, ao ser visitado, nunca mais saira desse estado.
Como o estado 0 trata-se de um estado que, ao ser visitado, fara que
O sistema jamais o deixe novamente, trata-se de um estado absorven-
te (ALVES; DELGADO, 1997). Nas cadeias de Markov que tém estados
absorventes, denominadas cadeias de Markov absorventes, qualquer
estado que esteja ligado ao estado absorvente € um estado transien-
te. No caso da Figura 4.11, os estados 1 e 2 sao transientes.

|:|9 Pesquise mais

Vocé sabia que existem diversas aplicagdes possiveis para modela-
gem utilizando cadeias de Markov? Vocé esta vendo alguns exem-
plos Nno nosso material, mas vamos expandir um pouco as possibili-
dades de aplicacOes em areas que ndo sejam a Engenharia, mas que
também envolvem a tomada de decisdes? Uma sugestdo de leitura
€ o artigo Modelos de Markov aplicados a saude, de Renato Cesar
Sato e Désirée Moraes Zouain, que apresenta um exemplo de apli-
Cacao na area de saude, mais precisamente na avaliacao do estado
dos pacientes.

SATO, R. C.; ZOUAIN, D. M. Modelos de Markov aplicados a sau-
de. Einstein, v. 8, n. 1, p. 376-379, 2010. Disponivel em: <http://apps.
einstein.br/revista/arquivos/PDF/1567-Einsteinv8n3_pg376-9.pdf>.
Acesso em: 12 abr. 2018.

Sem medo de errar

Caro aluno, recordaremos que, na fase de coleta de dados para
a modelagem no posto de combustivel, vocé percebeu que, no final

190 U4 - Programagéo inteira e simulagédo



de uma semana comercial, 0 preco de determinado combustivel
€ aferido, podendo ocorrer trés situacdes, que tém como base o
periodo anterior: o0 preco pode se manter constante, aumentar ou
diminuir. Para cada situacao, existe uma probabilidade de ocorrén-
cia, de modo que uma analise de risco equivocada podera trazer
prejuizos para a expansao proposta. Quais informacdes vocé preci-
saria coletar e analisar para ter condicdes de passar para o dono do
posto uma probabilidade de lucro? Atualmente, o preco do com-
bustivel fechou em queda; logo, qual € a probabilidade de o preco
do combustivel valorizar no proximo dia e se estabilizar no futuro?

Utilizando o conceito de transicdo de estados e de probabilidade de
transicdo de estados, € possivel fazer a avaliacdo proposta anteriormente.

- Matriz de transicao de ordem superior

O primeiro passo € definir os estados:

Estado O: preco do combustivel desvalorizado.

Estado 1. preco do combustivel valorizado.

Portanto, podemos ter quatro hipoteses de transicao, a saber:

P,, € a probabilidade de o prego do combustivel estar no estado
0 e continuar no estado 0.

P,, € a probabilidade de o pre¢co do combustivel estar no estado
0 e ir para o estado 1.

P,, € a probabilidade de o prego do combustivel estar no estado
1 eirpara o estado 0.

P,, € a probabilidade de o prego do combustivel estar no estado
1 e continuar no estado 1.

A matriz de transicdo para cada dia futuro € a matriz P:
POO 1301
Po P
Por meio da matriz de transicdo P, é possivel, utilizando o con-
ceito de matriz de transicdo de ordem superior, calcular a proba-

bilidade de o preco do combustivel valorizar no proximo dia e se
estabilizar no futuro.

A probabilidade de o preco do combustivel valorizar Nno proximo
dia sera P,,, mas a probabilidade de este se estabilizar no futuro so
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ocorrera se ele mantiver constante sua valorizagao; portanto, o pre-
¢o do combustivel valoriza no proximo dia (estado 1) e continua se
valorizando nos demais.

Para cada dia futuro, multiplica-se a matriz P por ela mesma para
descobrir a probabilidade futura. No entanto, em alguns casos, isso
faz que apos certa ordem as probabilidades se aproximem.

A nossa matriz, deste modo, ficaria:

1-p P
g 1-q

[

Assim, temos a matriz P", de modo que n € o numero de dias a
partir do dia atual, definindo a matriz de transicdo de ordem n.

Logo, conseguimos obter a probabilidade de o preco do combus-
tivel se estabilizar no futuro, ou seja, valorizar-se no proximo dia (esta-
do 1) e continuar se valorizando nos demais, conforme apresentado
no diagrama de estados da Figura 4.12.

Figura 4.12 | Diagrama de estados

p
1-p(_JO0_ I )1-e
q

Fonte: <http://www.iceb.ufop.br/deest/p3fll_d3p4rt4m3nt03st/arquivos/0.356332001389470718.
pdf>. Acesso em: 12 abr. 2018.

Parabéns, mais um desafio vencido!

Avancando na pratica

Previsao de lideranca de mercado de uma empresa.

Descricao da situacao-problema

Suponha gue vocé seja um gestor de marketing e que precisa
estudar a probabilidade de lideranca de mercado da empresa ABC,
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montadora de automoveis, em funcao das oscilacdes no mercado
automobilistico. Assim, vocé considerou a existéncia de 2 estados
(estado O — nao lider; estado 1 — lider), bem como obteve a ma-
triz P de transicao de estados de acordo com as oscilagcdes desse
mercado.

05 05
03 0,7

Qual € a chance de a empresa ABC, em seu vigésimo ano de
existéncia no mercado, ser uma companhia lider, tal que, no seu
décimo oitavo ano de mercado, que € o estado atual, ela nao seja
lider de mercado? Comunique os dados em um relatorio para a
diretoria.

Resolucao da situacdo-problema

Vocé quer achar a probabilidade de a empresa nado lider (estado
0) passar para empresa lider (estado 1), no mercado automonbilistico,
em dois passos, isto €, do seu décimo oitavo ano para seu Vigesimo
ano de mercado.

Para isso, utilizaremos o conceito de probabilidade de transicao
de ordem superior, ou de matriz de transicdo de ordem superior.
Alem disso, obteremos a matriz de transicdo de ordem superior ao
elevarmos a matriz de transicdo P ao quadrado

Logo, acharemos primeiro P? .

0,40 0,60
0,36 0,64

2

Portanto, a probabilidade de a empresa nao lider (estado 0) pas-
sar para empresa lider (estado 1), no mercado automobilistico, em
dois passos, € de 0,6 ou 60%.

Parabéns, dessa forma, vOCé conseguiu construir Com sucesso o
relatorio para a diretoria.
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Faca valer a pena

1. Em uma cadeia de Markov, o caminho percorrido de um dado estado
qualquer i para um outro estado j é composto por uma sequéncia de tran-
sicOes. Nao existe um limite de transi¢des que podem ocorrer para o sistema
passar do estado i para o estado j, e o caminho também nao precisa ser o
mais curto, ou seja, ter o menor numero de transicdes entre os dois estados.

Faca a associacdo entre os tipos de estados (I, Il e Ill) da cadeia de Markov e
suas respectivas definicdes (A, B e C).
[. Transiente.
[l. Absorvente.
[ll. Recorrente.
A -Sempre serd possivel o sistema regressar ao estado i a partir de j,

isto €, quando o sistema entra neste tipo de estado, ele, com cer-
teza, retornard a esse estado novamente.

B -Sempre existe um estado j que possa ser atingido a partir de i, mas o
oposto ndo € obrigatoriamente valido, ou seja, i ser atingivel por j .
C -Trata-se de um estado que, ao ser visitado, fara que o sistema jamais
o deixe novamente.
Assinale a alternativa que expressa corretamente a associacao entre os tipos

de estados (I, Il e lll) da cadeia de Markov e suas respectivas definicdes (A, B
e C).

a) I-A; 1I-C; llI-B.
b) I-B; 1I-C; llI-A.
c) I-C; 1I-B; 1l1-A
d) I-B; lI-A; 11I-C.
e) I-A; 1I-B; lI-C

2. Processo de Markov é um modelo de processo estocastico e, dentre
seus tipos, tem-se a cadeia de Markov discreta no tempo e a cadeia de
Markov continua no tempo. A respeito de processos de Markov, avalie as
afirmacdes |, Il e lll.

I. O processo de nascimento é um tipo de processo estocastico, sendo
um exemplo de cadeia de Markov discreta no tempo.

II. O processo de morte € um tipo de processo estocastico, sendo um
exemplo de cadeia de Markov continua no tempo.
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Ill. Processo markoviano € dito uma cadeia de Markov quando as variaveis
aleatdrias X(t) estdo definidas em um espaco de estados discreto E.

Assinale a alternativa correta.

a) | e lll estdo corretas.

b) Il e Il estdo corretas.

c) I, Il e lll estédo corretas.
d) Somente Il esta correta.
e) Somente Il estd correta.

3. Em uma rede de fast-food, que apresenta trés combos distintos (prato
principal + sobremesa + bebida) para venda, o gerente do estabelecimento
reparou que a cada semana 50% dos clientes continuam comprando o mes-
mo produto. Em relacéo aqueles que compravam o combo 1, 20% passaram
a comprar o combo 2, e 30%, o combo 3. Em relacdo aos consumidores que
adquiriram o combo 2, 10% passaram a comprar o combo 1 e 40%, o combo
3. Por fim, em relacdo aos clientes que compravam o combo 3, 30% pas-
saram a comprar o combo 1 e 20%, o combo 2. Podemos notar que € uma
cadeia de Markov, pois o estado futuro depende do estado anterior, que o
estado ¢ discreto, pois a quantidade de valores € finita, ja que vamos observar
uma quantidade finita de clientes. Com base na analise dos 50 clientes que
comumente compram os combos da rede de fast-food, o gerente viu que,
inicialmente, 20 compravam o combo 1, 15 compravam o 2 e 15 adquirem o
3. Veja, a sequir, a matriz P.

05 0,2 0,3
P=| 01 05 04
03 0,2 05

Considerado a matriz P, qual é a quantidade de clientes que compram o
combo 1, o combo 2 e 0 combo 3, respectivamente, apds uma semana?

a) 34 clientes; 22 clientes; 44 clientes.
b) 22 clientes; 34 clientes; 44 clientes.
c) 39 clientes; 32 clientes; 29 clientes.
d) 30 clientes; 31 clientes; 39 clientes.
e) 32 clientes; 29 clientes; 39 clientes.
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Secaon 4.3

Teoria das filas - simulagcao em PO

Dialogo aberto

Caro aluno, dada a importancia da Pesquisa Operacional no pro-
cesso decisorio, continuaremos nosso estudo refletindo sobre a im-
portancia da simulacdo em nesta area.

Ao pensarmos em simulagao, faz-se necessario estudarmos os
fundamentos da teoria de filas, incluindo os conceitos basicos, as
caracteristicas de uma fila, as medidas de desempenho e as aplica-
cdes dos sistemas de filas.

Para compreender um pouco sobre o modelo de filas, pense
em clientes, ou usuarios, que chegam a um determinado servico;
contudo, formam uma fila em funcdo da indisponibilidade do aten-
dimento naguele momento.

Perceba que filas impactam nos custos, sendo possivel vislumbrar a
relevancia do estudo de teoria de filas e sua aplicacdo diversa, de modo
que os estudos iniciais na area ocorreram No segmento de telefonia.

Para colaborar no seu entendimento, sao exploradas aplicacdes
dos modelos de fila em conjunto com a teoria para que vocé possa se
situar e perceber o uso desses conceitos em seu ambiente profissional.

Assim, veja que nos diversos servicos comerciais temaos evidéncias de
filas, como em bancos, hospitais, clinicas, transportes, lojas, entre outros.

Logo, a fim de refletir e aplicar esses conceitos, considere um
posto de combustivel que conta, atualmente, com trés bombas:
uma de diesel, uma de gasolina e a outra de alcool.

Vocé é o gerente administrativo e esta avaliando a expansao no
numero de bombas para melhor atender os consumidores, uma vez
que, em alguns horarios do dia, a demanda apresenta picos que ge-
ram filas, fazendo que possiveis clientes migrem para outros postos
concorrentes. Como o orcamento para expansdo apresenta restri-
cdes, suas primeiras duvidas sao decidir entre qual dos trés tipos de
bomba adicionar e em qual quantidade.
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Inicialmente, vocé constatou ser possivel aplicar os conceitos de pro-
gramacao inteira para otimizar o lucro obtido do posto de combustivel.

Na fase de coleta de dados para a modelagem, vocé percebeu a
importancia da matriz de probabilidade de transicdo que o permite
passar para o dono do posto uma probabilidade de lucro.

Outra questdo relevante refere-se a formacgao de filas nas bom-
bas de combustivel; quais sdo as informacdes que deveriam ser co-
letadas para que vocé indigue a quantidade de bombas instaladas,
lembrando que existe um custo de instalacdo, de operacao e um
tempo toleravel de espera na fila?

Pense a respeito dessa indagacao, uma vez que o dono do posto
de combustivel solicitou uma apresentacao com esse escopo.

Continue avancando na construcdo do seu conhecimento em
Pesquisa Operacional.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Vocé, muito provavelmente, ja se deparou com uma situacao que
envolvesse uma fila, correto? Seja em uma agéncia bancaria, seja em
um pargue de diversdes, em um posto de combustivel, ou até em um
mercado. Logo, entende-se que as filas sao parte da vida cotidiana e
ha uma dicotomia quando pensamos nessa tematica: fornecer muito
servico (alta capacidade de atendimento) envolve custos excessivos e
nao fornecer capacidade de servico suficiente faz que a fila de espera
se torne excessivamente longa. O objetivo final € alcancar um equili-
brio econdmico entre o custo do servico e 0 associado a espera deste.

Para entender melhor o conceito de filas, suponha que voceé seja
O gerente administrativo de uma loja de bairro e que, para poupar
Custos No negocio, coloque apenas um caixa para pagamento. O
que ocorre quando um cliente chega até o caixa para ser atendido,
mas ja existe outro cliente passando as compras? Nesse momento,
uma fila € formada. Dessa forma, o caixa estava ocupado atendendo
um cliente enquanto outro chegou para ser atendido. Como so ha
um caixa, o sequndo individuo teve de ficar aguardando o término
do atendimento anterior, para entdo ser atendido.
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A Figura 4.13 apresenta um esquema geral do processo de filas,
no qual os usuarios chegam para receber um determinado atendi-
mento e, em fun¢do da indisponibilidade de atendimento imediato,
ha a formacdo de uma fila de espera. Por meio de um mecanismo,
o cliente da fila € selecionado para O servico.

Figura 4.13 | Esquema geral do processo de filas

Sistemas de filas

r——F— " === == =
| |
| |
| |
g | i |
Fonte de Clientes l Fil Meczmsmo | Cliente
entrada I = o I atendido
| atendimento |
| |
| |
| |
e S L I LI e ML R S e J

Fonte: Hillier e Lieberman (2013, p. 729).

O processo de chegada esta associado a chegada de um novo
usuario no sistema e, como principais caracteristicas, podemos ci-
tar a quantidade de chegadas por vez, tempo entre chegadas, etc.
Podemos considerar, neste ultimo caso, se as chegadas sao cons-
tantes ou se sdo aleatorias (FERREIRA FILHO, 2013).

As chegadas podem ser tanto unitarias quanto em conjunto, e
tambem e importante analisar se € previsto perdas de usuarios que
nao figuem na fila, ou seja, o cliente nem sequer entra na fila e ja
€ excluido, pelo sistema ou por decisdo propria. Um exemplo de
sistema com perda de usuarios € o telefdnico residencial, pois uma
vez que voceé liga para um telefone residencial que esteja em outra
ligacdo (ocupado), vocé automaticamente é retirado do sistema e a
chamada fica indisponivel (FERREIRA FILHO, 2013).

Alem do processo de chegada, um outro fator que influencia na
formacao de uma fila € a taxa de atendimento. Assim, se o aten-
dimento for mais rapido, o sistema permanecera ocupado menos
tempo e a chance de ocorrer uma chegada no instante em que ele
esta ocupado, gerando uma fila, € menor. Similarmente, se houver
mais de um posto de atendimento, a probabilidade de formar uma
fila também sera diferente. Além disso, o tempo de servico pode
depender do usuario ou do proprio sistema e ser definido como
constante ou aleatorio.
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Além do processo de chegada e do tempo de servico, 0 modo
de atendimento influenciara na fila formada, referindo-se a forma
Ccomo O sistema seleciona 0s usuarios para receber o atendimento.
Geralmente, o primeiro cliente que entra € o primeiro a ser atendi-
do, mas podemos ter situacdes nas quais o ultimo a chegar sera o
primeiro a ser atendido, ou alguma outra regra que pode ser criada
pelo sistema para direcionar o atendimento. Podemos citar, como
exemplo, 0 caso de clientes com necessidades especiais, idosos,
entre outros.

Finalmente, outro fator que € capaz de influenciar na fila € a ca-
pacidade desta, ou seja, se ela pode ser infinita ou finita. Na maioria
dos casos cotidianos, a fila € finita, mas existem situacdes nas quais
nao existe um limite no numero de usuarios nela.

Portanto, se alterarmos as caracteristicas que vimos anterior-
mente (processo de chegada, tempo de servico, modo de atendi-
mento e capacidade da fila), poderemos criar diversos modelos de
filas diferentes, o que faz que exista uma infinidade de aplicacdes
possiveis (HILLIER; LIEBERMAN, 2013). Assim, a teoria de filas € o es-
tudo da espera em todas essas varias formas, envolvendo o estudo
matematico das filas. Com o advento e a evolucao da informatica, a
simulagdo comecou a ganhar espaco na modelagem de filas, a fim
de tentar, cada vez mais, imitar o funcionamento do sistema real.

|:L|Q Pesquise mais

Caro aluno, vamos aprofundar os nossos conhecimentos em teoria das
filas? Ja estamos acostumados a encontrar filas nos caixas de supermer-
cados, pois, geralmente, o numero de postos de atendimento e a taxa de
servico ndo acompanham a taxa de chegada de clientes, o que invaria-
velmente cria as temidas filas. Um dos estudos realizados nesse assunto
foi publicado na Revista Pesquisa Operacional e um dos interesses dos
autores € modelar o tempo de espera, sendo testadas, para isso, trés
opc¢des de modelos.

Leia 0 artigo e bons estudos!

MORABITO, R.; DE LIMA, F. C. R. Um modelo para analisar o problema de
filas em caixas de supermercados: um estudo de caso. Pesquisa Opera-
cional, v. 20, n. 1, p. 59-71, 2000. Disponivel em: <http://www.scielo.br/
pdf/pope/v20n1/a07v20nl.pdf>. Acesso em 13 abr. 2018.
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As Figuras 4.14 e 4.15 apresentam alguns tipos comuns de pro-
cessos de filas. A Figura 4.14 nos mostra um tipo de processo de
fila no qual temos uma chegada, uma fila unica, um unico posto de
atendimento e a saida. O aeroporto € um exemplo que apresenta
apenas uma pista de pouso. Os avides que chegam a este lugar
formam uma fila Unica para utilizar a pista, gue, nesse caso, seria
0 Nosso servidor. Assim, tanto o tempo entre chegadas quanto o
tempo de servico podem ser aleatorios, dependendo da demanda,
do clima (se esta chovendo, se a pista estda molhada ou seca), entre
outros fatores.

Figura 4.14 | Processo de fila com um servidor e fila Unica

Chegada de usudrios Saida de usudrios

Posto de
atendimento
(servidor)

FILA

Fonte: elaborada pela autora.

Na Figura 4.15, observamos um processo de fila com mais de
um servidor e filas individuais por servidor, como no caso de um

supermercado.

Figura 4.15 | Processo de fila com mais de um servidor e fila individual por servidor

Chegada de usuarios Saida de usuarios

Posto de
atendimento
(servidor)

FILA

Chegada de usudrios Salda de usudrios

Posto de
atendimento
(servidor)

FILA

Chegada de usudrios Saida de usudrios

Posto de
atendimento
{servidor)

FILA

Fonte: elaborada pela autora
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Ha algumas meétricas para definir o desempenho do sistema, por
exemplo, tempo de espera do usuario, tamanho da fila e tempo
ocioso dos postos de atendimento (servidores). E importante ressal-
tar que as medidas anteriores podem apresentar variagcdo, uma vez
que, geralmente, sao variaveis aleatorias. Desse modo, podemos
considerar, para efeitos de avaliagao, valores medios ou esperados.
Vale também lembrar que temos o tempo de espera do usuario na
fila € o tempo total que ele gasta no sistema. Em cada caso, pode
ser mais relevante a analise de um tempo ou do outro. Quem fara a
avaliacdo do desempenho do sistema deve levar em conta os tem-
pOs previstos na fase de projeto, para avaliar se eles sdo condizentes
com a realidade ou se devem ser realizados ajustes.

Por exemplo, na cidade de S3o Paulo existe um acordo firmado en-
tre os bancos e a Federacao Brasileira de Bancos (Febraban) que estipu-
la um limite maximo de tempo de espera nas filas de caixas bancarios.
Nesse caso, 0s bancos tiveram que alterar sua estrutura para adequar
o tempo de espera maximo. Uma das formas de avaliar as alteracdes €
utilizando a simulacao, de modo que as condicdes reais sejam mode-
ladas e as alteracdes avaliadas (HILLIER; LIEBERMAN, 2013).

Agora que 0s conceitos sobre teoria das filas ja foram apresenta-
dos, aprenderemos a notacao que € mais utilizada nessa area.

A notacdo que veremos nesta secao e fruto do esforco de diver-
Sos autores, mas, em especial, ao professor David George Kendall,
que criou, em 1953, a referéncia que utilizamos Nos Nossos estudos.

E como € a notacdo proposta por Kendall, em 19537 Temos, ba-
sicamente, uma representacao para as caracteristicas que vimos an-
teriormente, na forma: A/B/c/K/Z (FERREIRA FILHO, 2013).

— A trata-se da distribuicao de tempo entre chegadas.
— B: distribuicdo de tempo de servico.

— C: numero de servidores (ou postos de atendimento).
- K: capacidade da fila.

— Z: modo de atendimento.
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‘tz” Assimile

Caro aluno, quando pensamos em notagao de filas, € comum encon-
trarmos filas com notacdes nas quais as letras K e Z ndo aparecem. Nos
Casos NOS quais Ndo evidenciamos as letras K e Z, € porque a fila seque
O padrdao mais comum de K e Z e, por isso, sao omitidos. Portanto,
convencionou-se que quando K e Z estdo ausentes, significa que a fila
tem capacidade infinita e 0 seguinte modo de atendimento: o primeiro
a chegar € o primeiro a ser atendido.

Aléem disso, temos uma terminologia comum sempre que O as-
sunto é teoria das filas, a qual vale a pena ser conhecida (HILLIER;
LIEBERMAN, 2013):

— Estado do sistema: € o numero de usuarios presente no sistema.

— Comprimento da fila: € o numero de usuarios esperando por
um atendimento (ou servico).

— S: é o numero de servidores (ou postos de atendimento).

- P,(t): é a probabilidade de que n usuarios estejam no sistema
no tempo t.

- A € ataxa de chegada de novos usuarios, dado que n usuarios
ja estao no sistema.

- u, € ataxa de servico para o sistema, qguando temos n usuarios
no sistema.

Quando o nosso sistema estd em estado de equilibrio, ou seja,
guando o Nosso sistema nao depende mais do estado inicial e do
tempo decorrido, temos uma outra terminologia comum que utili-
zaremos (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

— N: € o numero de usuarios no sistema.

- P,: € a probabilidade de n clientes no sistema.

— L: € o numero de clientes esperando no sistema.
- L,: € o comprimento esperado da fila.

— w. € 0 tempo de espera para cada usuario, incluindo o tempo
de servico.

- w,: € 0 tempo de espera para cada usuario na fila (excluindo o
tempo de servico).
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vz| Exemplificando

Imagine que voceé seja o responsavel pelo setor de qualidade de uma linha
de montagem de refrigeradores. Durante 0 processo de controle de qua-
lidade, em uma etapa inicial, todo o lote, com 10 refrigeradores, passa por
uma inspecao visual, de modo que se verifica se 0 produto apresenta algu-
ma variagdo, como amassado ou riscado. A fim de evitar erros, a empresa
abriu mao da amostragem, fazendo a inspec¢ao de 100% do lote.

No entanto, ha no setor de qualidade somente 1 pessoa responsavel
pela inspecdo de refrigerados, de modo que a cada hora chega um lote,
sendo cada refrigerador inspecionado em 10 minutos. A fim de avaliar a
viabilidade de se continuar com esse sistema de inspecdo 100%, avalie
se ha ou ndo a formacgdo de filas. Como vocé poderia demonstrar isto?

Devemos, primeiramente, avaliar para saber se ha ou ndo a formagao de
filas, sobretudo a taxa de chegada e a de servico.

Logo, em primeiro lugar, € necessario lembrar que A. faz referéncia a
taxa de chegadas. Nesse caso, esta taxa € de 10 refrigeradores (1 lote) a
cada hora: A = 10refrigeradores | hora (taxa de chegada).

A taxa de servico € representada por K, que. nesse caso. € de 10 minutos,
representando a inspecao de um refrigerador. Se quisermos transformar
essa taxa em horas, como esta expressado em A, ficara:

1hora = 60min .. 6%0 =6 u=6refrigeradores | hora (taxa de
Servigo).

Perceba que a taxa de chegada € superior a de servico, fato este que faz
que uma fila seja formada. Assim, uma das alternativas para a eliminagao
da fila poderia ser trabalhar com amostragem para igualar as taxas, de
modo que a cada lote vocé pode retirar 6 pecas, permitindo que o ope-
rador execute a inspegao.

Um tipo muito comum de filas refere-se a M/M/1, na qual o tempo
entre chegadas é regido por distribuicao exponencial, © tempo de
servico é regido por distribuicdo exponencial e o numero de servido-
res €igual a 1. A distribuicao exponencial € consistente com chegadas
aleatorias, sendo que o tempo entre chegadas nao € influenciado
pelo tempo da ultima. Portanto, € razoavel pensar que se existirem
usuarios diferentes, o tempo entre chegadas nao depende do tempo
da ultima, o que nos permite desprezar a distingao dos usuarios.

Consideramos que o processo de chegadas segue uma distribui-
cao exponencial e a taxa de chegadas é representada por A. A taxa
de servico o também € uma variavel aleatoria com distribuicao ex-
ponencial, assim como a taxa de chegadas.
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No caso da fila M/M/1, podemos dizer que, na condicdo de equi-
librio, temos as Equacdes 4.1 e 4.2 (HILLIER; LIEBERMAN, 2013):

L= L}\ (Equacao 4.1)

L = A[L] (Equacdo 4.2)
I A

Nesse sentido, vale citar a medida de desempenho de Little, co-
nhecida como Lei de Little, que faz uma relacdo entre o numero de
usuarios que estao no sistema ou na fila e o tempo Mmedio que eles
gastam nesta. Matematicamente, sabe-se que as equacdes de Little
relacionam o numero medio de usuarios (L ou L)) com o tempo
medio de espera (W ou W,). Podemos dizer que essa lei € aplicada
guando o numero de chegadas € igual ao numero de saidas, ou
seja, Nosso sistema esta em equilibro.

Portanto, de acordo com Little, é possivel afirmar que:
L =MXxw (Equacao 4.3)

Em outras palavras, o numero esperado de clientes no sistema
€ igual a taxa de chegadas multiplicada pelo tempo de espera para
cada usuario, incluindo o tempo de servi¢o.

L, = Axw, (Equacao 44)

O comprimento esperado da fila € igual a taxa de chegadas mul-
tiplicada pelo tempo de espera para cada usuario na fila.

Portanto, com base nas equag¢des anteriores, e possivel calcular
O numero de clientes esperado no sistema e 0 comprimento espe-
rado na fila, sendo possivel, deste modo, avaliar o desempenho do
sistema de filas (HILLIER; LIEBERMAN, 2013).

A sequir, veja um exemplo para ficar mais claro como estudar
a fila M/M/1. Suponha que vocé seja um analista de trafego de um
aeroporto gue apresenta uma unica pista de pouso e decolagem.
O historico do aeroporto mostra que chegam 10 avides por hora,
sendo que cada um requer, em méedia, 4 minutos para aterrissar.
Considerando que as chegadas dos avides sao regidas por um pro-
cesso de Poisson, bem como a distribuicao exponencial do tempo
de aterrisagem, qual € o tempo medio de espera para O pouso?
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Precisamos, primeiramente, definir os valores de A\ e u.
Nesse caso, A =10 avides/hora e u :% =15 avides/hora.

A 10
p—Xx 15-10

L:Axw.'.wzﬁcomoL:

portanto, w = % =0,2 hora.

Em outras palavras, o tempo de espera (incluindo o tempo de

servico) € 0,2 hora, o que € equivalente a 12 minutos.
L
L =\xw ..w, =—comol _A|A |01 10 =133,
7 ? TN T 15{(15-10

=X

portanto, w, = % = 0,13 hora.

Logo, o tempo de espera para o0 pouso € de 0,13 hora, ou 7,8 mi-
nutos. Portanto, nesse sistema, podemos verificar que o tempo na
fila (7,8 minutos) € quase o dobro do tempo em servico (4 minutos).

o(b Reflita

Caro aluno, de acordo com a notacdo de Kendall, quais sdo as caracte-
risticas de uma fila M/M/c? Reflita sobre isso!

Outro tipo de fila muito conhecida refere-se a fila M/M/c que, dife-
rentemente da M/M/1, pode ter multiplos servidores. Agora, a taxa de
servico sera em funcao do numero de servidores ¢, conforme a seguir,
lembrando que n faz referéncia aoc numero de usuarios no sistema.

n

nu—>0<n<c
cu—nzc

Portanto, quando o numero de usuarios no sistema for maior ou
igual a zero e menor que 0 numero de servidores, a taxa de servico
sera em funcdo do numero de usuarios no sistema. Quando o nu-
mero de usuarios do sistema for maior ou igual ao numero de ser-
vidores, a taxa de servico serd em funcao do numero de servidores.

Com multiplos servidores, a intensidade de trafego (razao entre a
taxa de chegada e a taxa de servico) sofre alteracao, de modo que:

Intensidade de trafego: A quando n > c¢ (Equacdo 4.5)
c

e L
Lembrando tambeém que a distribuicao estacionaria, representa-
da por m, sera:
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Dessa forma, o numero de clientes esperado no sistema (L) sera
dado a partir da distribuicéo estacionaria, representada por 7 (FER-
REIRA FILHO, 2013):

c+1
in
L= ﬂ—z 7, (Equacdo 4.6)
c![c _A
I

E o comprimento esperado da fila (L) e:

[)\]c+1
TC| >
L=—*H

.= Equacado 4.7)
A
c![c—
o
Sendo que my € dado por:
c—1 n ¢ -t -
Ty = Zi A _|_i A 1_i (Equacéo 4.8)
o) clip Cp

vz| Exemplificando

Suponha que vocé seja o gerente de producdo de uma industria cuja
linha de montagem conta com duas maquinas iguais (magquina 1 e ma-
quina 2). 15 pecas chegam nessa maquina por hora e cada uma leva, em
media, 3 minutos para ser processada, independente da maquina, isto
€, 1 ou 2, uma vez que sdo iguais. Qual é o tempo de espera para cada
usuario, incluindo e excluindo o tempo de servigo?

Os valores da taxa de chegada e de servigo sdo os mesmos:

A =15 pecas/hora

U= % = 20 pecas/hora

Temos dois servidores, portanto, ¢ = 2.
Agora, calcularemos L e Lq, mas, para isso, precisamos calcular .

n -1

(A 1A, A
m= S AL A A
o) cllu cu
O somatorio ¢ de n =0 até n =1, uma vez que ¢ —1=1, portanto: >
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ST ST
nlx) — orl20
no1o A 2215 g5
ntlx) — 1l20
1(15 15 -
=|1+0,75 1— =0,4545
* +2'[10][ 40}
4
15 | 120) 16 4545 - 0,87
20 15
2![2—]
20
087_005
15

Em outras palavras, o tempo de espera para cada usuario, incluindo o de
servigo, é de 0,05 hora, ou 3,5 minutos.

0,4545 % 2[15]

L= 20 g4
15
2![2—]
20
w, = 2122 _0,00813
15

Assim, o tempo na fila € de 0,00813 horas, ou 0,5 minutos, o que resulta
em um tempo de servico de, aproximadamente, 3 minutos.

Para analisar a diferenca, vamos refazer esse mesmo problema no Avan-
cando na Pratica, considerando apenas 1 maquina.
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Sem medo de errar

Caro aluno, lembre-se de que vocé € o gerente administrativo de
um posto de combustivel e esta avaliando a expansdo No numero
de bombas para melhor atender os consumidores, uma vez que, em
alguns horarios do dia, a demanda apresenta picos que geram filas.

Quais as informacdes que deveriam ser coletadas para que vocé indi-
que a quantidade de bombas instaladas, lembrando que existe um custo
de instalacao, de operacdo e um tempo toleravel de espera na fila?

Em primeiro lugar, para resolver esse problema, € essencial relem-
brar as caracteristicas de um sistema de filas, dado que o posto de gaso-
lina apresentara duas possivelis filas: no abastecimento e no pagamento.

Assim, comece sua apresentacao para o dono do posto de com-
bustivel, mostrando as caracteristicas principais de uma fila:

— Tempo entre chegadas: nesse caso, temos o tempo entre che-
gadas de clientes no posto de combustivel e o tempo de che-
gadas de clientes para pagamento, apds o abastecimento. E
importante que essas informacdes sejam previstas, consultan-
do o departamento de planejamento da empresa.

— Tempo de servico: novamente, temos duas variaveis, o tempo
de servico na bomba de combustivel e o tempo de servico
para pagamento. Nesse primeiro momento, estamos des-
considerando os demais servigos que podem ser oferecidos,
como troca de oleo e lavagem. Com a ajuda das medidas
de desempenho, também sera possivel definir o numero de
postos de atendimento, tanto as bombas quanto os caixas de
pagamento.

— Modo de atendimento: neste topico € importante ressaltar o
modo de atendimento nas filas, isto €, se existira alguma re-
gra de atendimento prioritario ou se a regra a ser adotada €: o
primeiro que chega € o primeiro a ser atendido, valendo tanto
para atendimento na bomba quanto no caixa de pagamento.

— Capacidade da fila: nesse caso, a capacidade da fila esta con-
dicionada ao espaco fisico disponivel para que os clientes
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aguardem o atendimento com o0s seus respectivos veiculos.
Portanto, muito provavelmente teremos uma restricao de es-
paco, o que fard que nossa fila tenha uma capacidade ma-
xima. Quando ela atingir esta capacidade, ou seja, O espaco
fisico estiver totalmente ocupado, os clientes que chegarem
nao entrardo no sistema.

Agora que 0 Nosso sistema esta devidamente caracterizado, pode-
mMos pensar nas formas de mensurar a implementacao das bombas.
Vimos que isso € possivel por meio de alguns tempos: tempo de espe-
ra do usuario e tempo ocioso dos postos de atendimento (servidores).

Aléem disso, deve ser levado em consideracao a existéncia de ou-
tros postos de combustiveis na mesma regido, ou seja, a presenca
de concorrentes. Caso seja possivel analisar o tempo de espera do
usuario e o tempo OCiosO NOS POostos concorrentes, iniciaremos a
nossa avaliagao de desempenho.

Em sequida, € importante ouvir o cliente, podendo ser por meio
de uma pesquisa de satisfacdo. Com isso, sera possivel descobrir o
tempo desejavel de espera do usuario, para tentar compara-lo a con-
corréncia e fazer um ajuste de acordo com os recursos disponiveis.

Agora, € importante que a equipe de planejamento avalie o tem-
po ocioso dos postos de atendimento (bombas de combustivel e
caixas de pagamento). Neste ponto, vale uma observacdo impor-
tante: para que o tempo de espera na fila seja minimizado, os recur-
sos devem ser maximizados, o que, geralmente, faz que exista uma
quantidade de postos de atendimento que podem ficar ociosos por
mais tempo aguardando a chegada de um novo cliente. Isso deve
ser adequadamente ajustado, uma vez que se o tempo de espera for
muito aléem do desejado pelo cliente, provavelmente ele desistira de
abastecer no local; mas deixar uma ociosidade grande nos postos
de atendimento acarreta em custos operacionais maiores.

Utilizando as informacdes anteriores, sera possivel que vocé apre-
sente para o dono do posto o que deve ser avaliado para decidir quan-
tas bombas devem ser implementadas no novo empreendimento.
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Avancgando na pratica

Linha de producdo com 1 servidor.

Descricao da situagcao-problema

Suponha que vocé seja o gerente de producao de uma indus-
tria que tem uma linha de montagem com apenas uma maquina. 15
pecas chega, a essa maquina por hora e cada uma leva, em meédia,
3 minutos para ser processada. Nesse contexto, qual € o tempo de
espera para cada usuario, incluindo e excluindo o tempo de servico?

Resolucao da situacdo-problema
Precisamos, primeiramente, definir os valores de A e «.

Nesse caso, A =15 pecas/hora e u = % = 20pecas/hora.

L:/\xw.'.wzécomoL:L: 15 =3
A w—A 20-15

portanto w = % =0,2 hora.

Em outras palavras, o tempo de espera (incluindo o tempo de
servico) ¢ 0,2 hora, o que € equivalente a 12 minutos.

L, =Axw, .w, =-LcomolL, = A[L] =225,

A wlp—A

portanto w, = % = 0,15 hora

Assim, o tempo de espera na fila € de 0,15 hora, ou 9 minutos.

Portanto, nesse sistema, podemos verificar que o tempo na fila
(9 minutos) é o triplo do tempo em servico (3 minutos), devendo,
provavelmente, o sistema ser reavaliado.

Se retornarmos ao box Exemplificando, no qual temos 2 servi-
dores, comparando com o exemplo de um unico servidor (M/M/1),
tinhamos 9 minutos de espera na fila. Ao acrescentar mais um servi-
dor, esse tempo de espera caiu para 0,5 minuto e o tempo total do
usuario no sistema caiu para 3,5 minutos.

Seria interessante analisar também o custo de implementacao de mais
uma Maquina, mas ja observamos que o tempo em fila caiu 18 vezes.

Parabéns, mais uma etapa vencidal
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Faca valer a pena

1. Para economizar custos, uma hamburgueria comegou seu negocio
atendendo somente pelo sistema drive-thru, permitindo ao cliente comprar
o produto sem sair do carro. O historico de vendas mostra que, no local,
chegam 30 clientes por hora, sendo que cada um requer, em média, 1,5
minutos para fazer o pedido. Considere que as chegadas dos clientes sdo
regidas por um processo de Poisson (chegadas aleatdrias), bem como a
distribuicao exponencial do tempo.

Qual é o tempo médio de espera?

a) 13,8 minutos. d) 23 minutos.

b) 15 minutos. e) 17,5 minutos.

c) 11,6 minutos.

2. Em um banco, h& apenas um dispositivo de contagem de cédulas, de
modo que chegam 100 notas, de um mesmo valor, a cada 10 minutos.

A leitura de cada uma ¢é feita pela maquina de contagem de cédulas, em
meédia, a cada 6 s.

Considere esses dados pcara avaliar a taxa de chegada de novas notas.
Assinale a alternativa que apresenta corretamente a taxa de chegada de no-
vas notas e a de servico para o sistema

a) 4 =600notas / hora; )\ = 30notas/ hora .

b) A\ =100notas / hora : u# =10notas/ hora

c) A = 600notas / hora : 1 =600notas/ hora

d) #=30notas / hora ; \ = 30notas / hora .

e) A =100notas / hora : 1 =600notas / hora

3. Suponha que vocé seja um analista de tréfego de um aeroporto que tem
duas pistas de pouso e decolagem. O historico do aeroporto mostra que
chegam 10 avides por hora, sendo que cada um requer, em media, 4 minutos
para aterrissar, independente da pista. Considerando que as chegadas dos

avides sdo regidas por um processo de Poisson, bem como a distribui¢do
exponencial do tempo de aterrisagem.

Qual é o tempo médio de espera para 0 pouso?

a) 7,8 min. d) 0,48 min.
b) 4,2 min. e) 12,5 min.
c) 0, 57 min.
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