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Palavras do autor

Caro aluno!

Seja muito bem-vindo a disciplina de Geometria espacial.
Sabemos que a Matematica € a ciéncia mais antiga que existe, sendo
0 estudo da geometria espacial tdo antigo quanto.

A Matematica comecou seu desenvolvimento na Babildnia e no
Egito, com a geometria pratica, com tabuas matematicas e com
a introducao dos sistemas de numeragcao antigo. Ja a geometria
espacial originou-se com 0s povos antigos da Mesopotamia,
avancando ao longo da historia com a contribuicdo de varios
matematicos, dentre os quais, Pitagoras, Platdo, Arquimedes
e, principalmente, Euclides, os quais fizeram significativas
contribui¢cdes. Desses grandes matematicos, Euclides (2009) nos
presenteou com seu consagrado trabalho intitulado Os elementos.
Sua obra € considerada até hoje umas das maiores da Matematica,
uma vez que seus postulados, axiomas e definicdes sao utilizados
para embasar a construcdo do que chamamos de geometria
euclidiana.

Procuramos com este livro preparar vocé para que Consiga
visualizar os elementos geomeétricos que aparecem em nosso dia
a dia, associando-0s ao aprendizado adquirido aqui. As habilidades
desenvolvidas por meio do estudo da geometria espacial irdo
proporcionar-lhe uma ampliacdo da noc¢do espacial, permitindo
que vocé perceba e represente a realidade por meio de figuras
geometricas.

Ao apreender esses conhecimentos, vocé aperfeicoara seu
senso de localizacao e podera contribuir em diferentes projetos,
por exemplo, de construcdo de edificios e pontes. Para a execu¢ao
destes projetos, aléem do desenho técnico, € preciso calcular os
volumes de areia, cimento, agua, entre outros elementos.

A geometria tambem esta presente na criacdo de carros, estradas,
avides, moldes de costura, navegacdo maritima e aérea. Enfim, a
abrangéncia da Matematica e da geometria espacial pode desafiar
nossa criatividade.



Para sua evolugcdo nessa area do conhecimento, na primeira
unidade, trataremos de assuntos elementares, inerentes a geometria
espacial, como os axiomas e as definicdes. Estudaremos tambem as
posicdes relativas entre retas e planos, paralelismo e ortogonalidade.
Nasegundaunidade, comecaremos a tratar dos objetos geométricos:
poliedros, prismas e piramides, que sao construidos segundo os
elementos basicos aprendidos na Unidade 1. Ja na terceira unidade,
estudaremos os cilindros, os cones e as esferas. Por fim, na ultima
unidade, trataremos da inscricdo, circunscricdo e das superficies de
revolucdo em torno de um eixo.

Para que todos esses assuntos sejam compreendidos, sao
imprescindiveis a leitura e interpretacao dos elementos, assim como
dedicagcao e empenho na resolugcao das propostas apresentadas.
Pronto para comecar?

Bons estudos!



Unidade 1

Elementos basicos da
Geometria espacial

Convite ao estudo

Prezado aluno, bem-vindo a primeira unidade de estudo da
geometria espacial. Nesta unidade, exploraremos os elementos
basicos que compdem a geometria espacial. Em Geometria,
temos trés ‘entes” matematicos para 0s quais ndo temos
definicdo: ponto, reta e plano. Toda a base da geometria, tanto
plana quanto espacial, esta fundamentada nesses trés “entes”.
Vale destacar aqui o importante papel do matematico grego
Euclides para a geometria (ndo a toa € conhecido como o pai
da geometria). Euclides (2009), na obra Os elementos, descreve
e compila, de modo organizado e formal, todas as nocdes
matematicas ja conhecidas em sua época (300 a.C.), como
também faz algumas demonstracdes usando tal alicerce.

Vamos comecar nosso trabalho? Entao, vamos tomar
como base que vocé é um professor que acabou de se formar,
e encontra como desafio desenvolver a no¢cao da geometria
espacial com seus alunos. E ai? Como podemos fazer isso?
E, principalmente, como podemos explicar esses topicos, de
modo a tornar a geometria espacial, e a Matematica em si,
mais atrativa aos alunos?

Esses sdo alguns questionamentos que devemos fazer
naoc s enquanto estudamos, durante a nossa formacao
universitaria, mas, tambem, Nno Nosso cotidiano de professor.
Devemos mexer com a imaginacao dos alunos, fazendo
com que eles enxerguem a geometria espacial como uma
ferramenta que os ajudara no seu desenvolvimento social e
profissional.

Com esse proposito, algumas questdes serao levantadas
ao longo desta unidade, a fim de nos fazer refletir e imaginar



solucdes para os problemas inerentes a disciplina e cotidianos.
Para cada um desses questionamentos, vocé ira levantar
solucdes e sintetiza-las ao final de cada secao, usando os
planos de aula que norteiam a aplicacdo desse conteudo nas
turmas do Ensino Médio.

Dando inicio ao conteudo desta unidade, na primeira
secdo, serdao apresentados os postulados inerentes a
geometria espacial, as posicoes relativas entre duas retas no
espaco e a intersecao entre planos. Na seqgunda secao, Nosso
enfoque sera o paralelismo, as posicdes relativas entre plano
e reta e entre planos. Por fim, na terceira secao, abordaremos
a ortogonalidade e a projecao ortogonal sobre um plano.

Esperamos que vocé fique cada vez mais apaixonado
pela Matematica, conseguindo compreender e enxergar toda
a beleza gque existe na geometria, em especial, no espaco.
Vamos, entdo, aoc nosso trabalho?

Bons estudos!



Secaoll

Conceitos primitivos e postulados
Dialogo aberto

Caro aluno, bem-vindo a primeira secao da nossa caminhada pela
geometria espacial. Neste primeiro contato, vocé aprendera conceitos
de ponto, reta e plano, assim como os postulados da geometria
espacial. E ainda conhecera as posicdes relativas entre retas e planos
No espaco. Iniciamos com os entes matematicos ponto, reta e plano.
Onde enxergamos a geometria espacial no nosso dia a dia? Onde
podemos ver retas No espaco Na nossa vida diaria?

Destacamos que, em Os elementos, Euclides (2009) explica
esses trés entes. Tais definicdes sdo vagas, ndo possuem um teor
matematico apurado. Porém, para Euclides (2009), tais definicdes
eram importantes, pois consistiam na base de todo seu trabalho.

Sabendo, entdo, que tais entes nao tém definicdo, sao aceitos como
verdades universais. Agora, imaginemos retas no espaco. Vocé se
recorda que, no convite ao estudo, foi-lhe proposto, como professor de
Matematica atuante no Ensino Médio, o desafio de ensinar a geometria
espacial aos seus alunos? Sera que conseguimaos Propor aos NOSSOS
alunos um modo de identificar duas retas paralelas no espaco? E duas
retas reversas? E, principalmente, vocé é capaz de sugerir uma maneira
de mostrarmos isso aos seus alunos? Alcancamos o objetivo de tornar
a geometria espacial mais atrativa aos Nossos alunos?

Nao nos esquecamos de que, ao final da secao, devemos
elaborar nosso plano de ensino.

Nao pode faltar
Ponto, reta, plano e espaco

Neste momento, vocé esta olhando para um livro impresso ou
para a tela de um computador. Em qualquer um dos casos, voce vé
SO ISSO OU enxerga: um pouco para baixo, para cima e para frente
dos objetos? Nossa visdo € tridimensional, assim como nossas
percepcdes sensoriais, € esses mecanismos podem ser associados
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e descritos pela geometria espacial. Para entendermos nossa area
de estudo, vamos nos remeter as definicdes dos termos ‘geometria”
e "espacgo”. Segundo o Dicionario Aulete Digital (2017), geometria
€ "a matematica das propriedades, medida e relacdes dos pontos,
linhas, angulos, superficies e solidos [..]". Ainda segundo a mesma
fonte, espago € “extensdo ilimitada, infinita, que contém todos os
seres e objetos existentes ou possiveis [...]".

Apoiando-nos nessas definicdes, fica claro que estudaremos
certos elementos dentro de um espaco que ¢ ilimitado e infinito.

Todos esses elementos, pontos, linhas, angulos, superficies,
solidos e espaco tém como origem um elemento em comum, O
ponto. Este foi definido por Euclides (2009) como aquilo que nao
tem partes ou © que ndo tem grandeza nenhuma.

Além do ponto, para que Euclides (2009) conseguisse criar toda
sua teoria, ele definiu mais dois elementos:

e reta (ou linha): € aquilo que tem comprimento, mas nao tem
largura;

e plano: € aquilo que tem comprimento e largura.

Vocé percebe que essas definicdes sao bem abstratas? Diz-se que,
na época de Euclides, tudo deveria ser definido ou demonstrado.
Por esse motivo, ele criou tais definicdes.

A Figura 1.1 ilustra esses elementos primitivos. Perceba que
sempre representaremos 0s pontos, as retas e os planos por,
respectivamente, letras latinas maiusculas, letras latinas minusculas
e letras gregas.

Figura 1.1 | Elementos primitivos da geometria euclidiana
a) b) c)

/p

O ponto A Aretap O plano «

o>

Fonte: elaborada pelo autor.

Atualmente, ndo se usam mais definicdes para esses elementos
primitivos. Eles sdo aceitos verdadeiramente como entes
matematicos, ou seja, sao elementos que todos conhecem e, por
esse motivo, ndo precisam de uma definicao formal.

10 U1 - Elementos basicos da geometria espacial



Perceba que, como dito anteriormente, tais defini¢des sdo vagas,
ndo possuem rigor matematico e formal. Contudo, elas sao aceitas
como verdadeiras e embasam toda a teoria escrita e compilada por
Euclides (2009).

Postulados da geometria espacial

Tendo definido os elementos primitivos, Euclides (2009) pode,
entdo, enunciar seus postulados. Mas, o que € um postulado?
Conhecido também como axioma, € uma proposicao (afirmacdo)
admitida como verdade, sem necessidade de comprovacao. Além dos
postulados, temos na geometria os teoremas. Estes, ao contrario dos
axiomas, precisam de uma demonstracdo formal, que ¢ feita com base
nos postulados. Perceba a importancia da hierarquia dos elementos
feita por Euclides (2009). Primeiro, ele determinou os elementos
primitivos; com base neles, enunciou seus postulados e, por fim, tais
proposi¢cOes foram e sao usadas para demonstrar os teoremas.

c@ Reflita

Agora, vocé ja sabe que toda a geometria que conhecemos e
aprendemos na escola € a euclidiana, sendo ela embasada em
elementos primitivos e postulados. O que aconteceria se tais elementos
fossem desconstruidos por uma nova teoria?

Pronto para conhecer trés famosos postulados de Euclides
(2009) e algumas definicdes?

1. Postulado da existéncia. Neste primeiro postulado, Euclides
(2009) enunciou a existéncia da reta e do plano. Veja como foi feito:

a) Existe reta, e nela, bem como fora dela, existem infinitos
pontos (Figura 1.2 (a)).

b) Existe plano, e nele, bem como fora dele, existem infinitos
pontos (Figura 1.2 (b)).

Figura 1.2 | Representacéo grafica do postulado da existéncia

a) b) % T
T o
U ° K 5 X
° 2 r AGC % B D S °
ACH o © ° 3
E 80 % Lo & P
° o J Se
X
(AB,C,D,E,H,I,J,Ker) (AB,C,D,E,H,I,JK,P,Sca)
(T,U,X &r) (T,U.X & a)

Fonte: elaborada pelo autor.
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2. Postulado da determinacao. Neste postulado, Euclides (2009)
determinou a relacdo entre dois pontos e uma reta, além de
estabelecer a relagao entre trés pontos e um plano.

a) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta, que passa
por eles. Veja, na Figura 1.3 (a), que pelos pontos A e B passa uma
unica reta: r.

b) Trés pontos nao colineares determinam um unico plano, que
passa por eles (Figura 1.3 (b)).

Figura 1.3 | Representacéo grafica do postulado da determinacéo

a) b)

r=AB a=(AB,C)

Fonte: elaborada pelo autor.

3. Postulado da inclusdo. Neste axioma, Euclides (2009) faz a
comparacao entre uma reta e um plano da seguinte maneira: se uma
reta possui dois pontos distintos que também estao em um plano,
entao a reta esta contida no plano. Na Figura 14, os pontos A e B sao
distintose estdo contidosnoplano a . Pelo postulado dadeterminacao,
vimos que entre dois pontos passa uma unica reta, logo a reta r que
passa pelos pontos A e B tambem esta contida no plano.

Figura 1.4 | Representacdo grafica do postulado da inclusdo

(A=Br=ABAcaBca)=rca

Fonte: elaborada pelo autor.

4. Definicao de retas concorrentes. Duas retas séo chamadas de
concorrentes quando possuem um unico ponto em comum.

Observe que, na Figura 1.5, nas duas retas distintas re s, existe um
unico ponto A que pertence tanto a reta rquanto a reta s.

Figura 1.5 | Representacdo grafica de retas concorrentes

r

rns={A}

Fonte: elaborada pelo autor.
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5. Definicao de retas paralelas. Duas retas sao paralelas se,
e somente se, elas Nndo possuirem nenhum ponto em comum e
estiverem no mesmo plano — retas coplanares — (Figura 1.6 (a)), ou
se tiverem todos os pontos em comum, sendo denominadas, neste
caso, coincidentes (Figura 1.6 (b)).

Figura 1.6 | Representacdo grafica de retas paralelas

a) b)

o

..-—-——"“"'P t_._---—-—-—--"""""'Ll
\__,,,.q

(PCcaqCcapng=9)=pllq t=u=tlu

Fonte: elaborada pelo autor.

Diante desses postulados e definicdes iniciais, temos uma base
para comecar a desenvolver a geometria espacial.

Determinacao de um plano

Ja gue conhecemos os elementos primitivos e os axiomas
referentes a existéncia da reta, podemos estender nNosso
conhecimento para os planos. Analisaremos, entao, como determinar
a existéncia de um plano a comecar por pontos e retas.

Na verdade, uma ja foi dada, no postulado da determinacao
(item 2, Figura 1.3 (b)). Porém, existem mais trés formas diferentes
de fazermos isso, a saber:

22 modo: uma reta e um ponto fora dela determinam um plano
(Figura 1.9). Tal fato ¢é facil de se verificar, porque se uma reta é
determinada por dois pontos (vide postulado da determinacao),
entao teremos trés pontos que determinam um plano. Mais adiante,
teremos uma formalizagcao desse postulado.

32 modo: duas retas concorrentes determinam um plano. Para
verificarmos tal fato, consideraremos as duas retas concorrentes da
Figura 1.7. As retas re g tém um ponto em comum (P). Além disso,
sendo retas, elas sao formadas por infinitos pontos. Tomando-se o
ponto de intersecao entre essas retas (P) e mais um ponto distinto

U1 - Elementos basicos da geometria espacial 13



de cada uma das outras retas(A e r,B € g), teremos os trés pontos
que determinam um plano.

Figura 1.7 | Plano determinado por retas concorrentes

Fonte: elaborada pelo autor.

42 modo: duas retas paralelas distintas determinam um plano.
Tal verificacdo pode ser feita da seguinte forma: a definicdo de
paralelismo garante gque nNdo existem pontos comuns entre as retas
re sna Figura 1.8. Tome o ponto A na reta r, e os pontos Be C na
reta s e teremos, entdo, os trés pontos que determinam um plano.

Figura 1.8 | Plano determinado por retas paralelas

A r

(rns=2)

Fonte: elaborada pelo autor.

(tz” Assimile

Conhecer esses modos sobre a determinacao de um plano €
extremamente importante, uma vez que, por meio deles, podemos
definir um plano. Em muitas demonstracdes e exercicios, conhecer
esses postulados nos leva a um caminho mais facil. Além disso, vocé ja
se perguntou por que uma mesa de quatro pernas, algumas vezes, nao
fica estavel? A explicacéo esta no postulado da determinacéo, pois um
plano e determinado por trés pontos. Como a mesa tem quatro pernas,
uma delas pode ficar fora do plano determinado pelas outras trés, o que
faz com que ela ndo tenha estabilidade.

A demonstracao desses teoremas deve ser feita de maneira
formal, com linguagem e rigor matematicos.

Faremos aqui a demonstracdo do 22 modo, as demais podem
ser verificadas em Dolce e Pompeo (2013).

14 U1 - Elementos basicos da geometria espacial



Lembremos que em uma reta temos infinitos pontos. Considere a
reta s na Figura 1.9. Se tomarmos os pontos Ae B (A ¢ s,B € s,A=B),
eoponto P ¢ s, teremos os trés pontos que determinam um plano,
conforme o postulado da determinacao.

Figura 1.9 | Dois pontos em uma reta e um ponto fora dela
P

(Acs,Bes,P¢s)

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, vamos demonstrar de modo formal, usando a notacdo
matematica, a determinacao de um plano por uma reta e um ponto
fora dela.

Partimos da hipotese: P &r, e devemos chegar a tese:
Ja|PeaerCa (DOLCE; POMPEO, 2013).

12 parte — Existéncia:

Tomamos em r dois pontos distintos, A e B, e um ponto P no
espaco, talque P ¢ r.

Os pontos A, Be P, nao sendo colineares, determinam um plano a.
Vamos agora provar que « € o planodere P.
a=(ABP)=Pca

a=(AB,P)
=rCuo
A=BABecr
Logo, existe pelo menos o plano « construido por re P.
22 parte — Unicidade:

Vamos provar que « € o Unico plano determinado por re P.
Supondo que existam dois planos a e a’ por re P, teriamos:

a € o plano determinado porr e P = a = (A,B,P)

. B sa=a
o’ é o plano determinado porr e P = a'= (A,B,P)}

Logo, ndo existe mais do que um plano determinado por re P.

U1 - Elementos basicos da geometria espacial 15



@ Reflita

Como mencionado anteriormente, a demonstracdo de um teorema na
Matematica deve ser feita de maneira formal, com rigor. Apresentarmos
a demonstragdo formal do 22 modo de determinacdo de um plano.
Os 32 e 42 modos nédo tiveram esse formalismo. Podemos mudar essas
demonstragdes, a fim de deixa-las com mais rigor matematico? Sera
que vocé consegue fazer 0 mesmo com os 32 e 42 modos?

Posicdes relativas de duas retas

Agora que entendemos os elementos primitivos € como
determinamos um plano, vamos estudar as posi¢cdes relativas entre
duas retas no espaco. Ja aprendemos em geometria plana que ha
trés posicoes relativas entre retas no plano: concorrentes, paralelas
ou coincidentes. Ampliando esses conhecimentos para O espaco,
teremos, entdo:

» Retas paralelas no espaco: sao retas coincidentes ou coplanares
e Nndo possuem nenhum ponto em comum (Figura 1.10 (a-b)).

« Retas concorrentes no espaco: sao retas que possuem um
unico ponto em comum, ou seja, elas se cruzam (Figura 1.10 (c-d)).
Vale destacar que as retas perpendiculares sdo um caso particular de
retas concorrentes, uma vez que formam um angulo reto.

Figura 1.10 | Posicdes relativas de duas retas

a) b) c) r d)
)
u
S 0 h
/q
a=90°
\"
Pﬂq:Q:HJ//q t=u=tlu rﬂs={A} hﬂV:{o}:>hJ_V

Fonte: elaborada pelo autor.

Como ja abordamos, as retas perpendiculares sao um caso
especial das retas concorrentes, quando o angulo formado entre
elas é reto (dngulo de 90°). Usamos o simbolo L para indicar a
perpendicularidade entre duas retas.
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G“’ Assimile

Euclides (2009) elencou trés entes (ponto, reta e plano) que né&o
possuem uma definicdo matematica, sendo aceitos intuitivamente.
Com base nesses elementos, ele apresenta proposicdes primitivas,
ou axiomas, ou, ainda, postulados, que sdo aceitos como verdades,
sem demonstracédo matematica formal. A definicdo de retas paralelas
estabelece uma das posi¢cdes possiveis entre duas retas em um espaco.
Nesse postulado, € definido que as retas coincidentes s&o um caso
particular das retas paralelas.

Existe um ultimo caso de posi¢cdes relativas entre retas, especifico
do espaco, que sdo as retas reversas (Figura 1.11). Neste caso, ndo
existe um plano que contenha as duas retas ao mesmo tempo, ou
seja, as retas nao sao coplanares. Chamamos dois elementos de
coplanares quando existe um plano que os contém.

Figura 1.11 | Retas reversas

azp
reamasre f;s€ fmass¢ o

r €5 sd0 reversas

Fonte: elaborada pelo autor.

Na Figura 1.11, os planos sao distintos, ou seja, Ndo possuem
pontos em comum. Além disso, a reta r pertence a um plano, e a
reta s pertence ao outro plano.

v=| Exemplificando

Se pensarmos em uma Unica reta, quantos planos passam por ela?
Dica: pense nos pontos no espaco que estao fora dessa reta.

Resolucao: séo infinitos planos que passam por uma reta. Tomando
uma reta r qualguer e um ponto A fora dela, existe um plano @ que
passa por essa reta e pelo ponto A Levando em conta a mesma reta r
e um ponto B que n&o esta no plano « determinado anteriormente,
teremos, entdo, um plano . Prosseguindo, podemos formar infinitos
planos que passam por essa reta.

U1 - Elementos basicos da geometria espacial 17



Intersecgao de planos

Por fim, estudaremos a intersecdo entre dois planos (Figura 1.12),
que foi definida por Euclides (2009) no postulado da intersecdo: “se
dois planos distintos tém um ponto comum, entdo eles tém pelo
menos um outro ponto comum” (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 11).

Do postulado da intersecdo dos planos, deriva um teorema: “se
dois planos distintos tém um ponto em comum, entdo a intersecao
desses planos € uma unica reta que passa por esse ponto” (DOLCE;
POMPEO, 2013, p. 11). Usando o teorema da interse¢ao, tambem
podemos afirmar que esses planos sao secantes.

Figura 1.12 | Intersecdo de dois planos

C

4

Cea,Ce pazf=anf=r,Cer

Fonte: elaborada pelo autor.

D_(Il Pesquise mais

A demonstracéo do teorema da intersecao pode ser encontrada em:
DOLCE, Osvaldo; POMPEQO, José Nicolau. Fundamentos de Matematica
elementar — Geometria espacial: posicao e métrica. 7. ed. Sdo Paulo:
Atual, 2013. v. 10.

Indicamos também o seguinte site que contém as definicdes do Livro [
da obra Os elementos, de Euclides (2009):

UNIVERSIDADE de Coimbra — Departamento de Matematica. Livro | dos
elementos de Euclides — Definicdes. Disponivel em: <https://www.mat.
uc pt/~jaimecs/euclid/1parte html>. Acesso em: 5 jan. 2018.

Nesse site, vocé também podera consultar os outros livros de Euclides
(2009), que trazem varias proposicdes e postulados interessantes para
a nossa formacao.
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Sem medo de errar

Vocé se lembra de ter identificado retas paralelas e reversas
no espaco? Olhe, entdo, a sua volta...! Consegue “enxergar” essas
retas? E possivel observarmos que na sala de aula ha retas, e estas
estdo no espaco, ndo € mesmo? Elas existem em outros lugares,
por exemplo, nas formas das mesas, nas cadeiras, nos formatos dos
predios, nos carros, enfim, para onde olharmos, encontraremos
retas Nno espaco.

Vamos construir retas paralelas, concorrentes e reversas?

Para construirmos as retas paralelas, usaremos uma folha de
papel, gue servira Como nosso plano.

Sobre essa folha, mais precisamente rente as bordas,
posicionaremos, por exemplo, dois lapis, a fim de obtermos as retas
paralelas (Figura 1.13 (a)).

Seguindo esse raciocinio, podemos proceder da mesma maneira
para obter as retas concorrentes (Figura 1.13 (b)). Vale notar que essa
construcao nao exige tanto rigor, pois basta que os lapis se cruzem
em um ponto.

Figura 1.13 | Lapis representando retas paralelas e concorrentes

a) b)

|

>3

, ——Y ] |

Fonte: adaptada de Pixabay (2017, [s.p.]))

Como vimos no texto, ao montarmos esse esquema com um
angulo de 90° entre as retas, temos retas perpendiculares. Para
esbocgar esse caso, precisamos nos atentar a regra que garante
a perpendicularidade (angulo = 90°). Utilizando somente o lapis
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e 0 caderno, podemos colocar um na borda superior e outro na
lateral direta, conforme a Figura 1.14 (a). Essa constru¢cao tambem
pode ser feita com o auxilio de um esquadro; neste caso, cada

lapis deve ficar em um dos lados que formam o angulo reto, na
Figura 1.14 (b).

Figura 1.14 | Lapis representando retas paralelas

S

Fonte: adaptada de Pixabay (2017, [s.p.])

Por fim, para as retas reversas, usaremos duas folhas de papel,
cada uma representando um plano (Figura 1.15). Ao colocarmos
uma caneta em cada plano, podemos observar as retas reversas.
E importante notarmos que o posicionamento dessas canetas deve

ser feito de modo a nao termos um plano que possa conter essas
duas canetas, tornando-as paralelas.

Figura 1.15 | Canetas representando retas reversas

h

Fonte: elaborada pelo autor.
Feitas as ilustracdes, agora € hora de vocé organizar os registros

e preparar seu plano de aula para seus alunos do Ensino Medio.
Bom trabalho!
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Avancando na pratica
Quadrilatero reverso
Descricdo da situacao-problema

Imaginemos agora a seguinte situacao: queremos mostrar um
quadrilatero reverso. Primeiramente, como os alunos definiriam um
quadrilatero reverso, ja sabendo o que sdo retas reversas? Depois,
como podemos representar um quadrilatero reverso? Essas figuras
estdo presentes no Nosso cotidiano?

Resoluc¢do da situagcdo-problema

Para comecar, faca com que seus alunos tentem definir um
quadrilatero reverso.

Quadriladtero reverso € aquele em que seus quatro vértices nao
estdo contidos em um unico plano. Veja a Figura 1.16:

Figura 1.16 | Quadrilatero reverso

Fonte: elaborada pelo autor.

Construiremos um quadrilatero reverso com o auxilio de duas
folhas de papel, que formardao os planos. Marcaremos os quatro
vertices nessas duas folhas: trés vértices em uma folha e o restante
na outra. Depois, basta unirmos esses vertices, a fim de formarmos
O quadrilatero. Perceba que os pontos E, Fe G sao coplanares, e H
nao esta no plano que contém esses trés pontos.

Podemos escrever matematicamente como segue:

E,F,Gea, H¢Z a, entdo EFGH é um quadrildtero reverso.
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Faca valer a pena

1. De acordo com o teorema da intersecao de dois planos, quando ha uma
intersecdo entre tais planos, sempre encontraremos uma reta resultante.
Com relagdo a essa afirmacao, devemos imaginar que uma reta € composta
de infinitos pontos, assim como um plano é formado de infinitos pontos.
Obviamente, tal reta pertence aos dois planos.
Considere as afirmacgdes a seguir e escolha a opgao correta.
I. Dois planos distintos que tém uma reta em comum sao secantes.

Il. Se dois planos tém uma reta em comum, entao eles sao secantes.

IIl. Dois planos secantes tém infinitos pontos em comum.

IV. Se dois planos tém um ponto em comum, eles tém uma reta em

comum.

V. Duas retas reversas tém um ponto em comum.
a) Todas as alternativas estdo corretas.
b) Somente as alternativas |, lll, IV e V estao corretas.
c) Somente as alternativas | e Il estdo corretas.
d
e

Somente as alternativas Il e lll estdo corretas.

)
)
)
) Somente as alternativas IV e V estdo corretas.

2. Um cubo é uma figura espacial que contém oito lados, chamados de
arestas. Uma figura espacial limitada por poligonos € chamada de poliedro.
Um poliedro é formado pelas arestas, faces (poligonos) e vértices (os
"bicos”).

Observe o cubo ABCDEFGH da Figura 1.17 e observe suas arestas.

Figura 1.17 | Cubo ABCDEFGH

Fonte: elaborada pelo autor.

Os segmentos AB e FG representam retas:

a) paralelas. d) perpendiculares.
b) concorrentes. e) coincidentes.
c) reversas.

22 U1 - Elementos basicos da geometria espacial



3. Em Matematica, existem varios simbolos que sao usados na escrita.

Por exemplo, N significa intersecdo, @ simboliza vazio, U representa
unido e // significa paralelas. Tais simbolos sdo usados para demonstragdo
de teoremas, escrita de exercicios ou mesmo para a definicao de elementos
matematicos.

Qual das alternativas esta correta do ponto de vista da escrita matematica
por meio de simbolos, assim como da teoria das retas no espago?

a) rNS =g = ressdo reversas.

b) rNs =@ = ressdo paralelas.

c) Para que duas retas r e s sejam reversas, basta termos rNs = .

d) Para que duas retas r e s sejam paralelas, basta termos rns =o.

e) Seressdoreversas, entdo rNs=g.
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Secaonl.?2

Paralelismo no espaco

Dialogo aberto
Caro aluno!

O que achou da nossa primeira secao? Sentiu-se empolgado?
Esperamos que sim!

Nesta sequnda sec¢ao, estudaremos com detalhes o paralelismo
de retas e planos no espaco, aléem de explorarmos as posicoes
relativas entre retas e planos e somente entre planos.

Aproveitaremos o tema para aprender um pouco mais sobre a
historia de Euclides e sua obra Os elementos. Alguns historiadores
estimam que Euclides viveu entre 325 a.C. e 265 a.C., na Alexandria.
Infelizmente, nenhum livro dessa época chegou a nos. O que temos
€ uma revisao preparada pelo comentador grego Téon de Alexandria,
que viveu quase 700 anos apos a época de Euclides. Aqui cabe uma
curiosidade: até 1808 essa era a mais antiga edicdo de Os elementos
de que se tinha noticia. Em 1808, Napoledo ordenou que todas as
obras encontradas em bibliotecas italianas fossem levadas para
Paris. Em razdo desse fato, foi encontrada, em uma biblioteca do
Vaticano, uma copia do século X da referida obra de Euclides. Varios
estudos dessa obra foram feitos e concluiu-se que, nas revisdes,
muito do material introdutorio de Os elementos sofreu alteracao,
porém as demonstracdes e os teoremas, salvo alguns acréscimos,
permaneceram inalterados.

Nessa obra, Euclides (2009) nos apresenta seus cinco grandes
postulados que sdo a base da conhecida geometria euclidiana. Na
secao anterior, ja aprendemos alguns dos postulados de Euclides
(2009). Agora, nos concentraremos em um novo postulado, ©
postulado das paralelas. No decorrer do desenvolvimento da
Matematica e da geometria, esse postulado foi confrontado por
alguns matematicos. Tal confronto deu origem ao que conhecemos
por geometria ndo euclidiana.
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Entdo, caro aluno, continuando com a sua missao de professor
do Ensino Médio lecionando a disciplina de geometria espacial,
vocé tem como desafio apresentar aos seus alunos como seria
a negacao do postulado das paralelas. Existe uma unica negacao
desse postulado? E onde podemos observar essa(s) negacao(des)?

Nao pode faltar

Na sec¢do anterior, vimos que duas retas sdo consideradas
paralelas Nno espaco se elas estiverem contidas no mesmo plano e
Nnao possuirem nenhum ponto em comum. Alem dessa definicao,
analise o seguinte teorema sobre retas paralelas que esta ilustrado
na Figura 1.18.

"‘Dados uma reta re um ponto P fora de r(isto é, P ¢ r), entdo
existe uma reta s passando por P e paralela a r (MACHADO, 2012,
p. 75).

Figura 1.18 | Representagdo do teorema das retas paralelas

P _.- S
__—O'—
-
-

/

Esse teorema apresenta a unicidade de retas paralelas, estando
embasado pelo postulado das paralelas enunciado por Euclides:

r

Fonte: elaborada pelo autor.

“caso uma reta, caindo sobre duas retas, fagca os angulos ’,
interiores e do mesmo lado menores do que dois retos,

sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontram-se no lado no qual estao os menores que dois

retos” (EUCLIDES, 2009, p. 98).

Como sabemos, os postulados foram reescritos ao longo do
tempo, entdo, para melhor entendermos o postulado das paralelas,
veja a definicdo de Machado (2012, p. 79): "dada uma reta, por cada
ponto que ndo lhe pertence passa, no maximo, uma reta paralela
aela”
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Segundo Sachs (2016), varios matematicos durante a historia
tentaram demonstrar o postulado das paralelas e transforma-lo
em uma proposicao, porem, todas as demonstracdes fracassaram.
Entdo, no século XIX, em vez de fazerem a demonstracdo do
postulado das paralelas, trés matematicos propuseram sua negagao.
Sobre isso, leia o trecho a seguir:

" (...) Notou-se que o quinto postulado de Euclides, além
de ndo poder ser provado — de fato tratava-se de um

postulado —, poderia ser negado, sem que contradi¢gdes
ocorressem. Trés matematicos merecem grande destaque
nesse episddio: Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-
1856), Janos Bolyai (1802-1860) e Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) (...) (SACHS, 2016, p. 22).

Tal negacdo do quinto postulado possibilitou o surgimento das
geometrias ndo euclidianas. De acordo com Sachs (2016), um
dos grandes nomes das geometrias ndao euclidianas € o do russo
Lobachevsky. Esse matematico dedicou-se a uma geometria que
excluia o postulado das paralelas e, no ano de 1829, publicou seu
primeiro artigo sobre uma nova geometria, inicialmente chamada
de geometria imaginaria e, posteriormente, propds uma geometria
que ficou conhecida por hiperbodlica. Veja uma breve explicagcao
sobre essa geometria:

' ' (...) O nome de geometria hiperbdlica foi dado futuramente
pelo matematico Felix Klein em 1871, pois, de acordo
com a etimologia, a palavra hipérbole esta relacionada a
excesso e, nesta geometria, 0 numero de paralelas a uma
reta dada passando por um ponto excede o numero (um)
da geometria euclidiana (...) (TRUDEAU, 1987, p. 159 apud
SACHS, 2016, p. 23).

Concluimos que hoje temos a geometria euclidiana, que €
baseada em um grupo de cinco axiomas enunciados por Euclides
(2009), e as geometrias nao euclidianas, que surgiram assumindo
um grupo de axiomas que excluem o postulado das paralelas de
Euclides (2009).
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U9 Pesquise mais

Para saber mais sobre as tentativas de demonstragdo do postulado das
paralelas e o surgimento das geometrias ndo euclidianas, consulte o
seguinte artigo:

SACHS, Linlya. O quinto postulado de Euclides como historia de
problemas. Hipatia: Revista Brasileira de Historia, Educacdo e Matematica,
Campos do Jordao, v. 1, n. 1, p.11-29, dez. 2016. Disponivel em: <http://
ojs.ifsp.edubr/index php/hipatia/article/view/437>. Acesso em: 5 jan 2018.

Voltemos a nos concentrar na geometria euclidiana, estendendo
O axioma das paralelas para o espaco: "Dada uma reta no espaco,
por cada ponto gue nao lhe pertence passa, N0 Maximo, uma reta
paralela a ela” (MACHADO, 2013, p. 26). Devemos nos lembrar de
que as retas devem pertencer a um mesmo plano, ou seja, elas
devem ser coplanares, pois, Caso contrario, serao reversas.

Posicao relativa de uma reta e um plano

Na primeira secao do livro, estudamaos as posicoes relativas entre
duas retas (paralelas, secantes ou reversas). Agora, estudaremos as
posicdes relativas entre uma reta e um plano.

Para o primeiro caso, considere a definicdo do paralelismo entre
retas e planos: “Uma reta r e um plano a no espaco sao paralelos,
relacdo que sera denotada por rfla, se ndo possuem pontos em
comum” (MACHADO, 2013, p. 35).

Na Figura 1.19, a reta p ndo pertence ao plano a; além disso, a
reta e o plano ndo possuem nenhum ponto em comum.

Figura 1.19 | Reta paralela a um plano

PZapna=2)= plla

Fonte: elaborada pelo autor.
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Nesse contexto, podemos abordar a condicao suficiente e
necessaria para a existéncia de retas paralelas a um plano.

Condicdo suficiente

“Se uma reta nao esta contida em um plano e € paralela a uma
reta desse plano, entdo ela € paralela ao plano” (DOLCE; POMPEQ,
2013, p. 19). Com esse enunciado, temos uma condi¢ao que, por si
SO, ja menciona o paralelismo entre reta e plano.

Demonstracdo da condicao suficiente por absurdo:

Hipotese Tese
r¢ a,rils,sCa=rlla

Se rlls, entdo rns = @. Assim, existe um plano 8 que contenha
ambas as retas, ou seja, A6 | r,s € 3.

SesCa,SsCfla=0F=8=anp.
Se r ea tem um ponto P comum (Figura 1.20), decorre:
PerircpB=Peg.

Assim, com Pe e P e, decorre Pes. Entéo, Per e Pes,
O que € absurdo, pois rNs=g. Logo, r e a ndo tém ponto em
comum, isto é, rlla.

Figura 1.20 | Demonstracdo por absurdo da condicdo suficiente

r

Fonte: elaborada pelo autor.
Condicdo necessaria

‘Se uma reta é paralela a um plano, entao ela é paralela a uma
reta do plano” (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 19). Perceba que tal
condicdo e obrigatoria e necessaria, porque, se nNdo houver uma
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reta no plano que seja paralela a essa reta fora dela, entdao essas
retas serdo reversas e nao teremos um plano gue as contenha.
Vamos agora considerar as posi¢coes relativas entre retas e planos
para 0s casos em que 0s elementos possuem pontos em comum.

a) Se eles apresentarem dois pontos em comum, entdo a reta
estara contida no plano. Veja, na Figura 1.21, que os pontos G e H

pertencem tanto a reta quanto ao plano, assim, a reta esta contida
no plano.

Figura 1.21 | Reta contida em um plano

GHer ,
GHea

Fonte: elaborada pelo autor.

b) Se eles apresentarem um Unico ponto em comum, entdo a
reta sera secante ao plano. Observe, na Figura 1.22, que a reta e o
plano possuem um Unico ponto em comum, © ponto H; por isso, a
reta € secante ao planoa.

Figura 1.22 | Reta secante ao plano

rona=H

Fonte: elaborada pelo autor.

~ vz| Exemplificando

Vamos demonstrar a seguinte afirmacao: Se duas retas paralelas séo
dadas e umas delas € paralela a um plano, entdo a outra € paralela ou
esta contida no plano.

Hipotese Tese >
rils erlla rllcour Ca
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~
Sejam as retas r e s paralelas e distintas determinando um plano 3.

Se re sforem concorrentes, e sendo P, tal que SNa = P, teremos:

Pesscpf=Peg

=dtlanB=tePct
Sﬂa:P:>P€a} [an8

Logo: sNt=P.

Em (3, teramos r/ls e r concorrente a t Desse modo, r e t seriam
concorrentes, o que € absurdo, pois t C a e r Na = &, por hipotese. )

Posicoes relativas entre planos

A posicdo relativa entre dois planos também pode ser analisada
de acordo com os pontos que estes tém em comum.

Veja a definicao de paralelismo entre planos: "Dois planos sdo
paralelos se, e somente se, eles ndo tém nenhum ponto em comum
Ou se nao sao iguais (coincidentes)” (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 25).
Essa definicao esta ilustrada na Figura 1.23.

Figura 1.23 | Planos paralelos

anf=0

Fonte: elaborada pelo autor.

@ Reflita

Considere um planoa e um ponto P fora desse plano. Como podemos
construir um plano 3 que seja paralelo a a usando apenas régua e
compasso?

Como ja conhecemos a definicdo de planos paralelos, qual seria
a condicdo suficiente para que tais planos fossem paralelos? E qual
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a condicdo necessaria? £, por fim, qual seria a condicao necessaria
e suficiente?

A condicao suficiente para que dois planos sejam paralelos € a
sequinte: "Se um plano contém duas retas concorrentes e ambas
sdo paralelas a outro plano, entdo os planos séo paralelos”. (DOLCE;
POMPEO, 2013, p. 26).

Na Figura 1.24, temos uma demonstracdo da condicao suficiente
de paralelismo entre planos:

Figura 1.24 | Planos paralelos com retas concorrentes

r,seﬁ;rﬁs:P}:a”ﬂ
r,s¢a

Fonte: elaborada pelo autor.

Hipotese Tese
(rcp,scBrns={P}rlla, slla)= all3

Os planosae g sao distintos. Vamos provar entdo que eles sao
paralelos.

Se existe uma reta t, tal que t =anNg, teriamos:

rila,r C Bt =ang=rllt
slla,s C Bt =anp = st

O fato de r e s serem concorrentes e ambas paralelas a t ¢ um
absurdo, pois contraria o postulado das paralelas de Euclides (2009).
Logo, ae 3 ndo tém ponto em comum, portanto: a//3.

A condicdo necessaria € imediata da condicdo suficiente: “Se
dois planos distintos sdo paralelos, entdo um deles contém duas
retas concorrentes que sao paralelas ao outro” (DOLCE; POMPEQ,
2013, p. 26).
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Por fim, podemos afirmar que a condicao necessaria e suficiente
para que dois planos sejam paralelos € "que um deles contenha
duas retas concorrentes, ambas paralelas ao outro plano” (DOLCE;
POMPEO, 2013, p. 26).

Para encerrar esta secao, veremos quais sao as posicoes relativas
entre dois planos quando estes possuem pontos em comum. Dados
dois planosae 3, eles podem ser:

a) Coincidentes (ou iguais), quandoae 3 tém mais de uma reta
em comum (Figura 1.25).

Figura 1.25 | Planos coincidentes

N

anNf=«a

Fonte: elaborada pelo autor.

b) Secantes, quando « e B tém uma Unica reta em comum
(Figura 1.26).

Figura 1.26 | Planos secantes

Fonte: elaborada pelo autor.

(tz” Assimile

As posicoes relativas entre duas retas, ou entre uma reta e um plano, ou,
ainda, entre dois planos, dependem diretamente de quantos pontos tais
elementos tém em comum. Assim, o0s elementos poderao ser: paralelos
ou reversos, quando Nao possuirem nenhum ponto em comum;
secantes, quando tivererm um ponto em comum,; coincidentes, quando
apresentarem todos 0os pontos em comum.
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US' Pesquise mais

Deixaremos como dica a leitura do Trabalho de Conclusdo de Curso
(TCC) de Marcelo Carvalho Antunes, licenciado pela Universidade
Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS).

ANTUNES, Marcelo Carvalno. Uma possivel insercao das
geometrias nao euclidianas no Ensino Médio. 2009. 54 f Trabalho
de Conclusdo de Curso (Licenciatura em Matematica) — Instituto
de Matematica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto
Alegre, 2009. Disponivel em: <https://www.lume.ufrgs.br/bitstream/
handle/10183/18218/000728046.pdf>. Acesso em: 5 jan. 2018.

Esse trabalho traz as geometrias hiperbdlica e eliptica, apresentando um
modo de abordarmos esse assunto com os alunos do Ensino Médio.

Sem medo de errar

Ol3, aluno, compreendeu um pouco mais sobre a geometria
espacial? Vocé se lembra de que no inicio desta secao pedimos
gue como professor de Matematica do Ensino Médio, refletisse e
elaborasse estratégias sobre a negacao do postulado das paralelas?

O postulado das paralelas despertou o interesse de muitos
matematicos ao longo da historia. Tal questionamento se deve ao
fato de ter sido apresentado como um postulado, pois pensou-se
gue seria possivel demonstra-lo.

Alguns desses matematicos, dentre os quais Lobachewski (1792-
-1856), Bolyai (1802-1860), Riemmann (1826-1866) e Klein (1849-
-1925), tentaram demonstrar esse postulado. Os inUmeros esforcos
de demonstra-lo e os varios insucessos tornaram-se a base para que
se produzissem argumentos a fim de fazer a negacao do quinto
postulado, em vez da demonstracdo. Esse caminho foi produtivo,
o0 que levou a criagao das geometrias ndo euclidianas. Os dois
primeiros matematicos citados criaram de maneira independente a
geometria hiperbdlica, que assume que “por um ponto fora de uma
reta existem, pelo menos, duas retas paralelas a reta dada’. Essa
seria uma primeira negacao para o questionamento apresentado no
didlogo aberto. Perceba que, no plano, demonstrar isso € impossivel,
a menos que se crie um modelo, de modo que essa negagao seja
valida. Entdo, foi proposto o plano de Lobachewski, criado por Klein.
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Tal modelo consiste em um circulo euclidiano, considerando-se
apenas sua regido interior, com duas retas paralelas a uma terceira
reta pelo mesmo ponto. Observe na Figura 1.27.

Figura 1.27 | Plano de Lobachewski

AN

Fonte: elaborada pelo autor.

Os outros dois matematicos descreveram o que chamamos de
geometria eliptica, na qual o postulado das paralelas é: “por um
ponto fora de uma reta ndo existe nenhuma reta que seja paralela
a reta dada”. Essa € a outra negacdo. Tais descobertas levaram a
conseguéncias importantissimas, principalmente nos fundamentos
da Matematica, uma vez que, com base nelas, puderam ser definidos
elementos que ndo existem na geometria euclidiana. Um exemplo
simples para observarmos a geometria eliptica € o globo terrestre
(Figura 1.28), com seus meridianos. Perceba que, ao analisarmos
qualguer meridiano (linhas que passam pelos polos), ndo notamos
retas paralelas a ele.

Figura 1.28 | Globo terrestre

Fonte: Pixabay (2017, [s.p.]).

Agora, sintetize o postulado e as negacdes em um plano de
aula para apresentar aos seus alunos. E ndo se esqueca de usar
ilustracoes para enriquecer o material.
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Avancando na pratica
Soma dos angulos internos de um triangulo esférico
Descricao da situagao-problema

Um triangulo esférico € aquele desenhado sobre uma superficie
esferica (Figura 1.29). Esse triangulo faz parte da geometria eliptica,
a geometria ndo euclidiana que assume que por um ponto fora de
uma reta nao ha retas paralelas a essa reta. Assim, sera que vocé
consegue calcular quanto resulta a soma dos angulos internos
(e, B,7) do triangulo esférico da Figura 1.297

Figura 1.29 | Triangulo esférico

Fonte: Wikimedia (2017, [s.p.])
Resoluc¢do da situagdo-problema

Considere um triangulo esférico especifico no globo terrestre,
em que dois meridianos seriam dois lados e um paralelo seria um
terceiro lado. Observe na Figura 1.30.

Figura 1.30 | Triangulo no globo terrestre

Fonte: elaborada pelo autor.
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Perceba que marcamos na Figura 1.30 trés angulos retos, o que
resulta em uma soma de 270°. Entdo, em um triangulo esférico,
diferentemente da geometria euclidiana plana, a soma dos angulos
internos de um triangulo resulta em um numero maior do que 180°.
Interessante, nao? Que tal planejar para seus alunos do Ensino
Medio uma aula para aprenderam sobre os triangulos esféricos e
construirem um? E, ainda, que tal propor a eles a problematizacao
da soma dos angulos internos desse triangulo?

Faca valer a pena

1. Existem posicOes relativas entre retas e planos. Uma reta pode estar
contida em um plano, uma reta pode ser secante (ou concorrente) a
um plano, ou uma reta pode ser paralela a um plano. Lembre-se de que,
para definirmos qual a posi¢ao relativa entre uma reta e um plano, basta
observarmos os pontos que sao ou ndo comuns entre as retas.

Em relagao a posigdo relativa entre uma reta e um plano, qual a afirmativa
correta?

a) Uma reta e um plano que tém pontos em comum sdo concorrentes.

b) Se uma reta € paralela a um plano, ela € paralela a qualquer reta desse plano.
c) Uma reta e um plano secantes tém um unico ponto comum.

d) Se um plano é paralelo a uma reta, qualquer reta do plano é reversa a
essa reta paralela.

e) Se duas retas distintas sdo paralelas a um plano, entdo elas sdo paralelas
entre si.

2. Estudamos sobre a posicdo relativa entre dois planos. Os planos podem
ser coincidentes (ou iguais), quando possuem todos os pontos em comum;
paralelos distintos, quando ndo tém nenhum ponto em comum, ou, ainda,
secantes, quando a sua intersecao resulta em uma reta.

Sobre a posicado relativa entre dois planos, qual a afirmagdo correta?

a) Se dois planos sao secantes, entdo qualquer reta de um deles é
concorrente com o outro plano.

b) Se dois planos sao secantes, entdo uma reta de um deles pode ser
reversa a uma reta do outro plano.

c) Dois planos paralelos distintos tém um ponto em comum.

d) Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo uma reta de um deles pode
ser concorrente a uma reta do outro plano.

e) Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo toda reta de um deles é
paralela a qualquer reta do outro plano.
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3. Sobre a posicdo relativa entre dois planos, precisamos saber: para que
os planos sejam considerados paralelos, eles devem ser distintos. Esse
entendimento também serve para retas, pois, assim, temos realmente retas
(ou planos) paralelos. Caso ndo sejam distintos, eles serdo coincidentes.
Sobre a posicao relativa entre dois planos, escolha a afirmacgdo correta:

a) Se uma reta ¢é paralela a dois planos, entdo esses planos sdo paralelos.
b) Se dois planos sdo paralelos a uma reta, entdo sdo paralelos entre si.

c) Se um plano contém duas retas paralelas a um outro plano, entdo esses
planos sdo paralelos.

d) Se um plano contém duas retas distintas paralelas a um outro plano,
entdo esses planos sao paralelos.

e) Se dois planos distintos sdo paralelos, uma reta de um e uma reta do
outro sdo reversas ou paralelas.
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Secao 1.3

Ortogonalidade
Dialogo aberto

Ola, aluno!

Como andam os estudos e a sua insercdo na geometria espacial?
Esperamos que esteja indo bem!!

Até o momento, vocé aprendeu que, para classificar a posicao
relativa deretas e planos, temos que saber se estes tém ou nao pontos
em comum. Com essa informacdo, as posicdes das retas foram
classificadas em paralelas ou reversas (sem ponto em comum) e
concorrentes (com ponto em comum), e os planos classificados em
paralelos ou secantes. Nesta secdo, exploraremos novas posicoes
de retas e planos no espaco. Veremos que, quando duas retas forem
reversas, elas poderdo receber um nome especifico, dependendo do
angulo entre elas. Estudaremos tambem novas posi¢cdes entre retas
e planos e entre dois planos. Por fim, vocé aprendera como fazer
uma projecao sobre um plano e calcular distdncias geomeétricas.

No inicio da unidade, atribuiu-se a vocé a missao de pensar em
estratégias para o ensino da geometria espacial aos alunos do Ensino
Médio. Vocé, como professor atuante, deve elaborar um plano de
aula com 0s passos necessarios para o aluno desenhar um angulo
entre uma reta e um plano usando régua e compasso. Como o
aluno poderia definir esse angulo?

Bom trabalho!

Nao pode faltar

A geometria espacial ganhou muita forca com a evolugcao
tecnologica, pois todas as formas de representacao de imagens usando
um meio eletronico utilizam conceitos geomeétricos. A Figura 1.31 €
uma imagem de um programa de modelagem em trés dimensoes.
Observe a posicdo dos bracos do personagem em relacdo ao eixo
Xx. Devemos dizer que os bracos sdo paralelos ou perpendiculares ou
ortogonais em relagdo ao eixo x? Podemos projetar uma sombra do
braco no chao? Como poderfamos medir a distancia do braco até
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0 chdo? Nesta secdo, estudaremos Os conceitos geomeétricos que
nos permitirdo classificar a relagdo entre elementos geometricos no
espaco.

Figura 1.31 | Aplicacdo de geometria espacial

Fonte: adaptada de Wikimedia Commons (2010, [s.p.]).

Para iniciarmos nosso estudo de ortogonalidade e
perpendicularidade das retas e dos planos, precisamos acrescentar
mais alguns postulados.

Postulado da separagdo dos pontos de um plano (Figura 1.32)

Umaretardeumplano a separaeste plano em dois subconjuntos
o’ e o, de tal modo que:

» Todosospontosde a estao contidosna unido dos subconjuntos
(a’'Ua’").

e a'Na’’=r.

+ Dados dois pontos distintos A e B pertencentes ao plano «, tais
pontos so estarao no mesmo semiplano se, e somente se, ABNr = .

e Dados dois pontos distintos A e B pertencentes ao plano «, tais
pontos so estarao em semiplanos distintos se, e somente se, ABNr = &

Figura 1.32 | llustracdo do postulado da separacéo de um plano

Fonte: elaborada pelo autor.

Na Figura 1.32, os dois subconjuntos a’ e &’ séo chamados de
semiplanos ou, ainda, semiespacos. Perceba que esse postulado
trata da divisdo de um plano em dois semiplanos, sendo a reta r a
origem (intersecdo) destes semiplanos. Alem disso, observe que a
intersecao dessa reta rcom a reta AB ndo é vazia, ou seja, cada um
dos pontos que forma a reta r pertence a um semiplano de a.
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Vamos agora definir o que € um angulo de duas retas quaisquer:
“Um angulo é chamado de angulo de duas retas orientadas quaisquer
se, e somente se, ele tem vértice arbitrario e seus lados tém sentidos
respectivamente concordantes com os sentidos das retas” (DOLCE;
POMPEQ, 2013, p. 31).

Figura 1.33 | Angulo entre duas retas

Fonte: elaborada pelo autor.

Perceba, na Figura 1.33, que o adngulo plano cOd é o mesmo
angulo formado pelas retas reversas r e s. Assim, conseguimaos
definir que o angulo entre duas retas reversas pode ser medido
usando-se uma projecao paralela das retas. Nessa figura, a reta c €
paralela a reta r, e a reta d € paralela a s.

Agora, sabendo a definicdo de angulo entre duas retas reversas,
podemos definir as retas ortogonais (Figura 1.34): "Duas retas sao
ortogonais se, € somente se, sdo reversas e formam um angulo
reto” (DOLCE; POMPEQ, 2013, p. 40).

Figura 1.34 | Retas ortogonais
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Fonte: elaborada pelo autor.

6&» Assimile

Tanto as retas perpendiculares quanto as ortogonais formam um angulo
reto, porém, so podem ser classificadas como ortogonais quando, além
do angulo reto, estiverem em planos distintos, ou seja, forem reversas.
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E importante notar o seguinte: todo par de retas ortogonal &
perpendicular, mas nem todo par de retas perpendicular € ortogonal.
Concluimos, entdo, que se duas retas r e s formam entre si um
angulo reto, elas sdo perpendiculares e/ou ortogonais. Para esse
caso, usaremos um simbolo diferente: rLs.

Como ja sabemos a definicdo de retas ortogonais, podemaos
partir para a definicdo de reta e plano perpendicular (Figura 1.35):
‘Uma reta e um plano sdo perpendiculares se, e somente se, eles tém
um ponto em comum e a reta € perpendicular a todas as retas do
plano que passam por esse ponto” (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 35).

Figura 1.35 | Reta perpendicular ao plano

a) b)

rlaouadlr

Fonte: adaptada de Wikimedia Commons (2012, [s.p.])

Na Figura 1.35(a), o ponto P, que é o ponto de intersecdo da reta r
com o plano «a, €& chamado de pé da perpendicular.
Conseguentemente, da definicdo, temos o seguinte: “se uma reta €
perpendicular a um plano, entao ela forma angulo reto com qualquer
reta do plano” (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 35).

Observe, na Figura 1.35(b), que qualquer reta paralela ao eixo z
sera perpendicular as retas contidas no plano a.. E importante ainda
verificar que existe uma condicdo suficiente para que uma reta seja
perpendicular a um plano: “se uma reta € perpendicular a duas retas
concorrentes de um plano, entdo ela é perpendicular ao plano”
(DOLCE; POMPEQ, 2013, p. 36). A demonstracdo desse teorema
pode ser vista na mesma referéncia citada.

Em geometria espacial, além dos angulos entre duas retas,
podemos ter angulos entre dois planos; neste caso, séo chamados
de diedros (Figura 1.36(a)). "Um diedro € a unido de dois semiplanos
com a mesma reta de origem. Dizemos gue 0s semiplanos, que
determinam o diedro sao suas faces, e areta comum aos semiplanos
a sua aresta” (MACHADO, 2013, p. 59). Assim, estendendo a
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definicdo, caso a intersecdo seja entre trés planos, tem-se um
triedro (Figura 1.36(b)).

Figura 1.26 | Angulo entre planos: diedro (a) e triedro (b)

J

anf=r anfny=r

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe, agora, a seguinte definicdo: ‘um plano a € perpendicular
aum plano g se, e somente se, a contém uma reta perpendicular
a " (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 48). Indicamos por a L 8 (Figura
1.37(a)). Da definicdo, podemos concluir que se o angulo formado
entre os dois planos for reto, entdo os planos sdo perpendiculares. E
importante notar que, pela definicao, se uma reta for perpendicular
a um plano qualquer, qualquer outro plano que contenha essa reta
€ perpendicular ao primeiro.

Para comprovar tal fato, vejamos o seguinte teorema: “se dois
planos sdo perpendiculares entre si e uma reta de um deles ¢
perpendicular aintersecao dos planos, entao essa reta € perpendicular
ao outro lado” (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 48) (Figura 1.37(b)).

Figura 1.37 | Planos perpendiculares e reta perpendicular a intersecdo dos planos

a) b)

Q
}_
= Y

Fonte: elaborada pelo autor.

Hipotese Tese
alpt=angrcor lt=rlp

Se a L §,entdo a contém uma reta s perpendiculara (. Logo, essa
reta s é perpendicular a t. Assim, em «, teremos: s L t,r 1. t = s/lr.

Concluimos que se s/lr e s L. 3, entdo r L 3.
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o(}b Reflita

Sabendo agora que dois planos secantes sdo considerados
perpendiculares quando formam entre si um angulo reto, como
poderiamos definir dois planos obliquos?

Uma aplicagao bastante comum na geometria € projetar um
objeto sobre determinado plano. Porexemplo, dentro dacomputacao
grafica, a criacao de imagem com qualidade depende da posicao da
projecao de sua sombra, pois, se estiver mal posicionada, a imagem
ndo produziréd o efeito visual esperado. Vamos agora conhecer as
opcdes de projecdo. Comecaremos nosso estudo vendo como
fazer a projecdo de um ponto em um plano.

Projecao ortogonal € o nome dado a uma figura em um plano
que foi formado a partir de uma imagem fora desse plano. Como a
projecao € ortogonal, a imagem de origem deve ser perpendicular
ao plano que recebera a projecao.

A projecao ortogonal de um ponto P sobre um plano ¢ feita
tracando-se um segmento de reta perpendicular ao ponto Pe ao plano
a, criando no plano um ponto P'e a (Figura 1.38(a)). O plano sera
chamado de plano de projecao, e a reta de reta projetante do ponto.

Ampliando essa ideia, chamamos de projecdo ortogonal de uma
figura sobre um plano o conjunto das projecdes ortogonais de
todos os pontos dessa figura sobre o plano (Figura 1.38(b)).

Para a projecao ortogonal de uma reta sobre um plano, temos
dois casos distintos:

a) Se a reta for perpendicular ao plano, entdo sua projecao sobre
o plano sera o pée dessa reta, ou seja, serd o tragco da reta no plano
(Figura 1.38(c)).

Figura 1.38 | Projecdes perpendiculares sobre o plano

a) b)
P

P'=proj,P

Fonte: elaborada pelo autor.
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b) Se a reta nao for perpendicular ao plano, teremos, entdo, a
seguinte definicdo: chamamos de projecao ortogonal de uma reta r,
nao perpendicular a um plano «, sobre esse planoa, a reta que € a
intersecao dea e g, sendo B o plano que € perpendicular aa e
que contém a reta r (Figura 1.39(a)).

Existe ainda a possibilidade da projegao de um segmento de reta.
A projecdo ortogonal sobre um plano o do segmento AB, contido
em uma reta ndo perpendicular a«, € chamada de segmento A'B’,
contido ema, em que A'= proj A e B'= proj B (Figura 1.39(b)).

Figura 1.39 | Projecdo ndo perpendicular a um plano sobre o plano

a) b)
B .A
B g
a
r'=proj.r AB =proj. AB

Fonte: elaborada pelo autor.

v=| Exemplificando

Vamos demonstrar na Figura 140 que a projecao ortogonal de um
segmento obliquo a um plano sobre esse plano € menor do que o
segmento.

Hipotese Tese
AB obliquoaa, AB = projaA_B = AB <AB

Figura 1.40 | Projecdo de um segmento obliquo a um plano sobre o plano

Fonte: elaborada pelo autor.

Por Bconduzimos uma reta paralela a AB gue intercepta a reta projetante
de Aem A_ Perceba que o quadrilatero B B"A"A” € um retangulo, assim:
A'B = A"B. Além disso, o tridngulo A B A” é retdngulo em A” Dessa
forma, o segmento ABéa hipotenusa desse triangulo, entdo A'B < AB.

Portanto, como A'B = A”B, temos A'B < AB.
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A geometria, tanto plana quanto espacial, fornece ferramentas
para que distancias entre objetos possam ser mensuradas. Veremos
agora todas as opcdes de distancias geometricas.

a) A distancia entre dois pontos ndo é exclusiva da geometria
espacial, pois também pode ser utilizada na plana. A distancia entre
dois pontos distintos A e B € chamada de segmento de reta AB,
sendo indicada por d, 5. Se A = B, isso significa que a distancia entre
Ae Bénula.

b) Distancia entre um ponto e uma reta € a distancia entre esse
ponto e o pé da perpendicular a reta conduzida pelo ponto (Figura
141(a)). Indicamos por d,,. Veja que a definicdo da distancia entre
um ponto e uma reta nao se aplica se considerarmos o ponto P e
qualguer ponto da reta r, somente sera valida para o ponto de rque
€ perpendicular a P,

c) Chamamos de distancia entre duas retas paralelas a distancia
entre um ponto qualquer de uma delas a outra reta, quando os
pontos sao perpendiculares (Figura 1.41(b)). Indicamos por d, .

Figura 1.41 | Distancias geométricas: (a) ponto e reta, (b) retas paralelas

a) b)

rs

r//s

Fonte: elaborada pelo autor.

d) Os proximos itens sdo exclusivos da geometria espacial.
A distancia entre um ponto e o pé da perpendicular ao plano €
chamada de distancia entre ponto e plano e é indicada por dp,
(Figura 142(a)). Perceba que existe somente um ponto na intersecao
do ponto P com o planoa, gue resultara em um angulo reto.

e) Chamamos de distancia entre uma reta e um plano paralelos
a distancia entre um ponto qualquer da reta e o plano, sendo
indicada por d,, (Figura 142(b)).
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f) Chamamos de distancia entre dois planos paralelos a distancia
entre um ponto qualquer de um deles e o outro plano, pois qualquer
ponto tomado e o outro plano sao equidistantes; indicamos por
d,, (Figura 1.42(c)).

Figura 1.42 | Distancia geomeétricas: (a) ponto e plano, (b) reta e plano, (c) planos
paralelos

a) b) c)
d,,
dP,a '
a 9 da’ﬂ
Plr rils allp

Fonte: elaborada pelo autor.

g) Chamamos de distancia entre duas retas reversas a distancia
entre um ponto qualquer de uma delas e o plano que passa pela
outra reta e € paralelo a primeira reta. Na Figura 143, asretas re s
sao reversas. Para calcular a distancia d,, precisamos tomar um
plano«a paralelo a reta rque contenha a reta s e uma reta r'paralela
a r. Tomando um ponto P na reta r, e um ponto P, paralelo a P. na
reta r’, a distancia entre os pontos ¢ a distancia entre as retas reversas
res(d, =dpp).

Figura 1.43 | Distancia entre retas reversas

r
P

i

dr_a' =dr.n =dp, =dPP'

Fonte: elaborada pelo autor.
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u9 Pesquise mais

O livro indicado a seguir apresenta de uma forma continua € ndo muito
complicada o universo da geometria analitica. Destacamos o capitulo 7,
que trata do calculo dessas distancias usando a geometria analitica.
Vale a pena conferir!

WINTERLE, Paulo. Vetores e geometria analitica. 2. ed. S8o Paulo:
Pearson, 2014.

Sem medo de errar
Ol3, aluno!

Compreendeu a ortogonalidade e suas aplicagdes nas projecdes
e no calculo das distancias geomeétricas? No inicio desta secao,
pedimos que vocé pensasse sobre como seria um angulo formado
por uma reta e um plano. E ai, serd que conseguimos construir esse
angulo com régua e compasso?

O grande desafio € desenhar um angulo entre uma reta e um
plano (elementos da geometria espacial) em uma folha, que é
um elemento plano, usando régua e compasso. Esse desafio e
frequentemente confrontado pela computacdo grafica, que trabalha
com elementos tridimensionais (personagens, paisagens etc.),
porém, tem que exibi-los em dispositivos bidimensionais (televisao,
monitor, impressora etc.). Para resolver tal problema, devemos
utilizar as projecdes.

Vamos iniciar desenhando um plano a em uma folha, e uma
reta obliqua r fora do plano, conforme a Figura 1.44:

Figura 1.44 | Construcdo de um plano e uma reta fora do plano

r

Fonte: elaborada pelo autor.
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NoOssos proximos passos sao: (i) tomar um ponto P no plano «;
(i) tracar uma perpendicular a esse ponto (reta s); (iii) tracar pela
perpendicular s um plano (G que contenha a reta r e que,
consequentemente, sera perpendicular ao plano «, conforme a
Figura 1.45:

Figura 1.45 | Construcdo de um plano perpendicular a um plano dado

s

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, podemos fazer a projecao ortogonal da reta r no plano
«, pPOIs a projecdo € a intersecdo dos planosae @ (reta r). Veja a
Figura 1.46:

Figura 1.46 | Projecdo ortogonal de uma reta em um plano
s

Fonte: elaborada pelo autor.

Por fim, devemos escolher convenientemente uma paralela a
reta r interceptando a reta r, e formando um angulo entre as duas
retas. Tal angulo é formado entre a reta r e o plano a. Acompanhe
na Figura 147:

Figura 1.47 | Construcdo do angulo entre um plano e uma reta fora do plano
s

Fonte: elaborada pelo autor.

Nao se esqueca de sintetizar sua construcao em um plano de aula.
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Avancando na pratica

Distancia entre um plano que passa pelo ponto médio
de um segmento e as extremidades do segmento
Descricao da situagcao-problema

Vamosagorademonstrar o seguinteteorema: “Todo plano que passa
pelo ponto médio de um segmento € equidistante das extremidades
do segmento”. Neste caso, vale ressaltar que “equidistante” significa
"que tem distancia igual” (do grego equi = igual).

Resoluc¢do da situagdo-problema

Hipotese Tese

AM=MBMca = d ,=d,

Temos trés situacdes para este problema:

Se a > AB, entdo AB C a, e dai a distancia d,, =d, g=distancia
nula. O simbolo D significa ‘contém”; o simbolo C significa “esta
contido”.

Se AB ¢ a e «a nao é perpendicular a AB, entéo procedemaos
como na Figura 1.48:

Figura 1.48 | Angulo entre reta e plano

B
; m<
Apr—> B’
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A

Fonte: elaborada pelo autor.

Conduzindo os segmentos AA e BB perpendiculares a a,
sendo A’,B'c€a, observamos os triangulos AA'M e BB 'M.
Percebemos, primeiramente, que esses triangulos sao coplanares;
alem disso, eles sdo congruentes, pois:

 angulo AAM = BBM (s5o retos);
e dngulo AMA = BMB’ (s&o opostos pelo vértice);

e segmento AM = MB (pois M é o ponto medio do segmento AB).
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Entdo, os segmentos AA” e BB’ s30 iguais e, portanto, d,.,=d. g

Por fim, a ultima situacdo seria se « 1 AB por M. Neste caso,
terlamos d, , =d ;.

Faca valer a pena

1. Estudamos o que € a projecdo ortogonal de alguns elementos
matematicos sobre um plano. Vale destacar que, em alguns casos, essa
projecdo ortogonal pode ser um ponto, uma reta ou uma figura. Tudo
depende do angulo que esse elemento forma com o plano.

Qual a afirmagdo correta em relacao a projecao ortogonal?

a) A projecado ortogonal de uma reta sobre um plano é uma reta.

b) A projecdo ortogonal de um segmento sobre um plano é sempre um
segmento.

c) A projecdo ortogonal de um triangulo sobre um plano é sempre um
triangulo.

d) Se dois segmentos sdo congruentes, entdo suas projecdes ortogonais
sobre qualquer plano sdo congruentes.

e) A projecdo ortogonal de um ponto sobre um plano € um ponto.

2. Ao longo deste tema, pudemos compreender também sobre a
perpendicularidade entre duas retas, entre uma reta e um plano e entre
dois planos. Vale destacar que esse estudo depende muito de retas.

Qual a alternativa correta acerca da perpendicularidade?

a) Se dois planos sdo secantes, entdo eles sdo perpendiculares.

b) Se dois planos sdo perpendiculares, entdo toda reta de um deles é
perpendicular ao outro.

c) Se dois planos sdo perpendiculares a um terceiro, entdo eles sdo
paralelos.

d) Se dois planos sdo perpendiculares, entdo eles sdo secantes.

e) Se uma reta é perpendicular a um plano, por ela passa um unico plano,
perpendicular ao plano dado.

3. Aprendemos nesta secdo sobre a distancia geométrica. E importante
lembrar que a distancia geomeétrica deve ser calculada sempre em relagdo
a perpendiculares, ou seja, por exemplo, para calcularmos a distancia entre
uma reta e um plano, estes devem ser paralelos, e a partir de um ponto
qualquer da reta, calculamos a distancia ao plano desse ponto.

50 U1 - Elementos basicos da geometria espacial



Sobre a distancia geométrica, é correto afirmar:

a) A distancia entre um ponto e um plano é a distancia entre o ponto e
qualquer ponto do plano.

b) A distancia entre um ponto e o plano é a reta perpendicular ao plano
pelo ponto.

c) A distancia de um ponto P ao planoa ¢ a distancia de P ao ponto P~ de
intersecdo dea com a reta r, perpendicular aa por P.

d) A distancia entre uma reta e um plano paralelos € a distancia entre um
ponto qualquer do plano e a reta.

e) A distancia entre uma reta e um plano paralelos € a distancia entre um
ponto qualquer da reta e um ponto qualquer do plano.
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Unidade 2

Poliedros, prismas e piramides

Convite ao estudo
Caro aluno!
Sejabem-vindo a mais uma unidade de Geometria espacial.

Este campo da Matematica esta sempre presente na vida
cotidiana. Os poliedros, os prismas e as piramides podem ser
vistos em diversos contextos, portanto, € muito importante
gue compreendamos de maneira significativa as suas
definicdes e aplicacdes, a fim de que consigamos utiliza-las
para realizar tarefas que necessitam do conhecimento acerca
desses objetos matematicos.

Com base nesse estudo, vocé sera capaz de avaliar as
formas geometricas reais e associa-las aos poliedros, prismas,
piramides, cilindros, cones e esferas, bem como apropriar-
se das propriedades destas para poder mensurar areas e
volumes.

Nosso aprendizado se dara por meio da resolucdo de um
problema da empresa Autodesign, que € uma multinacional
especializada em modelar e fabricar equipamentos para
o setor automobilistico. Seu ramo visa a producao de
equipamentos internos dos automaoveis, como 0s boxes que
encapsulam os circuitos elétricos, nos paineis dos automoveis.
O gerente de producdo ndo estava satisfeito com os atuais
boxes produzidos, porque ocupavam Mmuito espago € nao
propiciavam a dissipacao do calor de forma eficiente. Diante
desse problema, a Autodesign decidiu contratar um profissional
com conhecimentos de geometria espacial, a fim de colaborar
na modelagem de um novo boxe para o sistema elétrico.

Apos passar pelo processo seletivo com varios profissionais,
vocé foi selecionado para integrar a equipe do projeto de



modelagem. Atribuiu-se a vocé a missao de pesquisar entre
0s poliedros, os prismas e as piramides qual seria o melhor
modelo para encapsular o circuito elétrico.

Para realizar essa tarefa, seu chefe dividiu-a em trés
partes. Na primeira etapa, ele solicitou-lhe a elaboracao
de um documento com as definicdes e os elementos que
compdem os poliedros e os prismas. Esse documento sera
divulgado para toda a equipe de engenheiros, assim eles terao
conhecimento tedrico de geometria espacial. Apos isso, VOCcé
devera modelar um paralelepipedo e apresentar os calculos
da area e do volume do modelo. Por fim, vocé ird propor um
modelo inovador para tal sistema, apresentando-o em forma
de piramide. Este devera ser acompanhado pelos calculos
da area e do volume, além da comparacao entre o volume
total de um cubo e uma piramide de mesma base. Essas
informacdes ajudarao os engenheiros a decidir qual modelo
pode encapsular melhor o circuito eléetrico.

Para ajudar-lhe, na primeira secao, trataremos das definicdes
dos poliedros e prismas, apresentando os poliedros convexos, a
relacao de Euler, os poliedros de Platao, os poliedros regulares,
0S prismas, 0s seus elementos e seccdes, a classificacao dos
prismas e também as suas diagonais. Em seguida, na segunda
secao, trabalharemos os prismas especiais e suas propriedades,
como as areas e as medidas das diagonais do paralelepipedo
reto-retangulo e do cubo, além dos volumes destes, da area
lateral e total dos prismas, do Principio de Cavalieri e do
volume de um prisma. Por fim, na terceira secao, estudaremos
as piramides, vendo suas definicdes, seus elementos, seccoes,
a piramide regular e o tetraedro, o volume, a area lateral e total
da piramide e, também, do tronco de piramide.

Desejamos que vocé consiga atingir um otimo aprendizado
de todos os conceitos. Bons estudos!



Secao 2.1

Definicdes e elementos de poliedros e prismas
Dialogo aberto

Caro aluno, bem-vindo a primeira secao desta nova unidade!
Aprenderemos aqui elementos que sao exclusivos da geometria
espacial, e tais objetos sdo utilizados largamente em varias areas
gue envolvem modelagem de objetos, por exemplo, aviagdo,
construcao civil, jogos de computadores, desenhos animados em
trés dimensdes etc.

Nosso estudo nesta secdo estara embasado em conhecer
0s poliedros e os prismas, bem como suas propriedades. Seu
aprendizado sera mediado pelo desenvolvimento do seu trabalho
na empresa Autodesign. Tal empresa € uma referéncia na criagao
de pecas de automoveis, e vocé foi contratado a fim de integrar
a equipe de modelagem designada para elaborar um novo boxe
para o circuito elétrico dos carros. Sua primeira missdo na equipe
da Autodesign ¢é elaborar um documento com as definicdes e 0s
elementos que compdem os poliedros e os prismas. Tal documento
deve ser claro e bem estruturado, uma vez que sera utilizado como
referéncia tedrica para o restante da equipe. Vocé podera elaborar
uma apresentacao digital com ilustracdes dos poliedros de Platao,
dos poliedros regulares e dos prismas.

Para ajudar no seu trabalho, veremos nesta secao 0 que sao
0s poliedros convexos e como se da a relacdo de Euler. Tambeém
estudaremos os poliedros de Platdo e os poliedros regulares.
Finalizaremos a secdo aprendendo sobre os prismas, vendo seus
elementos e sua classificacao.

Nao se esquecade gue seuempenho naleiturae no entendimento
dos conceitos € crucial para que vocé possa desenvolver um
documento de qualidade para toda a equipe da Autodesign. Bons
estudos!
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Nao pode faltar

Na unidade anterior, vocé aprendeu que, quando tratamos de
geometria espacial, alem de angulos entre retas, existerm angulos
entre planos ou semiplanos. Vimos que ha um diedro quando
dois semiplanos possuem uma reta em comum. A ideia de diedro
pode ser estendida agora, considerando n semiespacos: "nessas
condic¢des, ficam determinados n semiespacos, cada um dos quais
tem origem no plano de um poligono e contém os restantes.
A intersecao desses semiespacos € chamada poliedro convexo”
(DOLCE; POMPEQ, 2001, p. 130).

o

A palavra "poli” vem do grego polys, que significa "muito” ou
‘varios’, e “edro” também vem do grego hedra, que quer dizer
‘face’. Poliedro é, entdo, a figura de muitas faces. Assim como oS
poligonos sdo nomeados pelo seu numero de lados, os poliedros sao
classificados pelo numero de faces. Estudaremos isso mais adiante.
Veja, na Figura 2.1, que se desmontarmos um poliedro, teremos
na verdade um conjunto de n poligonos, consequentemente, os
elementos de uma superficie poliédrica sao: faces (poligonos),
arestas, vértices e angulos.

Figura 2.1 | Poliedro formado por n poligonos

Fonte: elaborada pelas autoras.

Os poliedros podem ser classificados em convexos e ndo
convexos (Figura 2.2). Nosso estudo se concentrara nos poliedros
convexos. Para isso, temos que saber que uma superficie poliédrica
convexa € formada por um numero finito de poligonos planos e
convexos, de forma que:
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' ' a) Dois poligonos ndo estdo no mesmo plano.
b) Cada lado de poligono ndo esta em mais que dois poligonos.

c) Havendo lados de poligonos que estdo em um so
poligono, eles devem formar uma unica poligonal fechada,
plana ou ndao, chamada contorno.

d) O plano de cada poligono deixa os demais num mesmo
semiespaco (condicdo de convexidade). (DOLCE; POMPEO,
2001, p. 123)

Figura 2.2 | Exemplos de poliedros: convexo (a) e ndo convexo (b)

a) G

B

Fonte: elaborada pelas autoras

Observando a Figura 2.2(b), percebemos que a aresta OP faz
parte dos poligonos formados pelos vértices MNOP. BCOP e BCEF,
nao satisfazendo o item b as condicdes para um poliedro ser
convexo. Alem disso, se tomarmos um plano coincidente com o
poligono MNOP, tal plano divide o poligono BCEF em dois
semiespacos, nao satisfazendo o item d. Portanto, um poliedro
convexo possui um numero finito n (n >4) de poligonos planos
convexos (ou regides poligonais convexas).

Podemos verificar a congruéncia entre poliedros, estabelecendo
uma correspondéncia entre os elementos de cada um deles. Tais
objetos serdo congruentes se, e somente se, for possivel estabelecer
correspondéncias entre seus elementos, de maneira que as faces e
0s angulos de um poliedro sejam congruentes ao do outro.

O matematico Leonhard Euler criou uma relacdo entre o numero
de vertices, arestas e faces de qualquer poliedro convexo. Tal relacao
nos permite determinar a quantidade de elementos que formam um
poliedro:

V-A+F=2,
em que V € o numero de vertices, Ao numero de arestas e F o de faces.
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‘tz‘) Assimile
Demonstragdo

Considerando um poligono plano (duas dimensdes), podemos provar,
por indugdo finita referente ao nimero de faces: V, + A, +F, =1.

i) Considere, para os nimeros de faces, o valor 1 (F, =1). Assim, a
superficie fica reduzida a um poligono plano convexo com nlados. Em
outras palavras, V, =n e A, = n. Assim:

V. -A+F,=n—-n+1=1=V, - A +F, =1.
Portanto, para F, =1, a relagdo esta verificada.

i) Considerando que a relacio ¢ verdadeira para uma superficie de F '
faces e que possui V ~ vértices e A arestas, provaremos que também
vale para uma superficie de F + 1 = Farelacdo: V'— A+ F'=1.

Se acrescentarmos uma face de p arestas e considerarmos que g destas
arestas coincidem com as ja existentes, obteremos uma nova superficie
com F,faces, A, arestase V, vértices, tais que:

F, =F'+1
A =A4+p—q (q arestas que coincidem)
V,=V'+p—(q+1) (g + 1 veértices coincidem)

Vamos considerar a expressdao V, —A, +F, e substituir os valores
pelas igualdades que obtivemos. Logo:

V,— A +F,=V'+p—(q+1)—(A'+p—q)+(F'+1)
| | |
Vv, A F,

a
=V'+-p—-q-1-A'-p+q—-F'+1
=V'-A'+F
Assim, com V, —A, +F, =V'— A"+ F' provamos que a expressdo

nado se altera quando acrescentamos uma face a superficie. O mesmo
fato vale se retirarmos uma face.
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Agora, vamos partir para a segunda parte. Dado um poliedro convexo
4 regular (com V vértices, A arestas e F faces). Se retirarmos uma de suas
faces, ficaremos com uma superficie aberta com V, vértices, A,
arestas e F, faces, para a qual vale a relagéo j& demonstrada

V, — A, + F, =1.Fazendo as seguintes equivaléncias:
V, =V,A, =AF,=F -1, obtemos:

V—A+(F-1)=1=V —-A+F =2 Dessa maneira, provamos a
relacao de Euler para os poliedros.

Os poliedros que satisfazem a relacdo de Euler sdo chamados
de poliedros eulerianos. Tal relacdo vale para 0s convexos e nao
convexos. Devemos ainda ressaltar que todo poliedro convexo é
euleriano, mas nem todo euleriano € convexo.

v=| Exemplificando

Determine o numero de faces de um poliedro convexo com 9 vertices,
sabendo que de 4 vértices partem 3 arestas, e dos outros 5 vertices
partem 4 arestas.

Solugéo:
Os vértices de 3 arestas cada um tém 4-3 =12 arestas.
Os vértices de 4 arestas cada um tém 5-4 = 20 arestas.

Como as arestas séo comuns a 2 vertices, elas foram contadas em
dobro. Assim, 0 numero de arestas €:

A=(12+20)+2
A=16

E usamos a relagéo de Euler para calcular o numero de faces:

V_A+F=2
9-16+F =2
F=9

(Adaptada de FILHO; SILVA, 2000).
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Como ja sabemos como identificar um poliedro pelas suas
caracteristicas e calcular seus elementos por meio da relagao de
Euler, iremos classifica-los. Alguns poliedros sdao chamados de
poliedros de Platdo, ou ainda, solidos de Platdo. Para que receba tal
classificacdao, um poliedro deve obedecer as seguintes condicdes:

' ' a) “Todas as faces tém o mesmo numero (n) de arestas.
b) Todos os angulos poliédricos tém o mesmo numero (m)
de arestas,
c) Vale arelagdo de Euler (V- A + £ =2)" (DOLCE; POMPEO,
2001, p. 130).

Os poliedros de Platéao sao divididos em cinco classes, veja a
demonstracao:

Demonstracdo

a) De acordo com o item (a) das condicdes necessarias para se
classificar um poliedro como de Platdo, temos que cada uma das F
faces tem n arestas (n>3), e como cada aresta esta em 2 faces,
deduzimos que:

nF—2a=F=22 (1)
n

b) Cada um dos V angulos poliédricos tem m arestas (m>3), e
como cada aresta tem 2 vértices:

mV—24=v=22 (9
m

OV-A+F=2 (3)

Substituindo (1) e (2) em (3), e depois dividindo por 2A, temos:

%_A+%:231_1+1:l (4)
m n m 2 n A

Sabemos que n >3 e m> 3. No entanto, se tivéssemos valores
maiores do que 3 para me nao mesmo tempo, teriamos:

< - <0

S|=

+

N| =

1
=
m

S|
N| =

1
—+
m
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Isso contraria a igualdade (4), pois A € um numero positivo.
Assim, nos poliedros de Platdo, nunca teremos simultaneamente n
e m maiores do gue 3. Portanto, um poliedro de Platdo possui, de
forma obrigatoria, um triedro ou um triangulo:

) Para m = 3 (com a suposicdo de que ha triedro).
Em (4), temos:

11 1 1.1
———=—=>—->—-=n<6.
n 6 A n 6

W w w3
(G RNNRON R |

Concluimos que, para os poliedros com triedro, as arestas de cada
face podem ser: n = 3oun =4 oun =25 ouseja, faces triangulares,
quadrangulares ou pentagonais. Na Figura 2.3, estao representados
0s solidos de Platdo para m = 3. Perceba que, independentemente
do angulo que vocé escolher para analisar, ele € formado partindo
de 3 arestas.

Figura 2.3 | Sélidos de Platdo com faces triangulares, quadrangulares e pentagonais

Tetraedro Cubo Dodecaedro

Fonte: elaborada pelas autoras

[l) Para n = 3 (com a suposicdo de que ha triangulo).
Em (4), temos:

3

()]

>
o~ w3
N N W3

Concluimos que, para os poliedros com triangulo nas faces,
cada angulo pode ser formado por: m =3 oum =4oum =25
arestas, ou seja, angulos triédricos, tetraédricos ou pentaedricos.
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Na Figura 2.4, estao representados os solidos de Platdo para n = 3.
Perceba que sdao mostrados apenas dois solidos, embora trés se
apliguem as condi¢des. O terceiro solido que se encaixaria € o
tetraedro, o qual aparece na Figura 2.3, porque esse € comum aos
solidos, quando m = 3.

Figura 2.4 | Sélidos de Platdo com angulos tetraédicos e pentaédricos

Octaedro Icosaedro

Fonte: elaborada pelas autoras

Encerrando a classificacao dos poliedros de Platdo, para
sabermos o numero de arestas, faces e veértices de cada poliedro de
Platdo, substituimos em (4) os valores de m e n que encontramos e
depois trabalhamos com (1) e (2).

Os poliedros de Platao podem ser resumidos, conforme a Tabela 2.1:

Tabela 2.1 | Poliedros de Platdo

m n A \% F nome

3 3 6 4 4 Tetraedro
3 4 12 8 6 Hexaedro
4 3 12 6 8 Octaedro
3 5 30 20 12 Dodecaedro
5 3 30 12 20 Icosaedro

Fonte: elaborada pelas autoras.

Quando os poliedros de Platdo possuem suas faces formadas
por poligonos regulares e angulos poliédricos congruentes, esses
poliedros sao ditos regulares.

Existem apenas 5 tipos de poliedros regulares: tetraedro regular,
hexaedro regular, octaedro regular, dodecaedro reqular e icosaedro
regular.
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oG;s Reflita

Todo poliedro € formado pela interseccao de poligonos. Quando esses
poligonos séo regulares, dizemos que o poliedro, também, € regular.
Podemos afirmar que todo poliedro de Platdo € um poliedro regular?
E o contrario: todo poliedro regular € um poliedro de Platao?

Prismas, seus elementos e suas sec¢des

Consideremos um poligono convexo ABC situado em um plano
« e uma reta r secante ao plano « (Figura 2.5). Para cada ponto
pertencente ao poligono ABC, existe um segmento de reta saindo
do ponto P, paralelo a reta r, gue encontra um plano 8 em um ponto
P. O conjunto de todos esses segmentos denomina-se prisma.

Figura 2.5 | Representacdo grafica da definicdo de um prisma

R

©
\ A
A ‘ y ‘
(AB,C)Ca (AB,C)Co,P€a,P' cB,PPlIr

Fonte: elaborada pelas autoras

Observe, na Figura 2.5, que o conjunto dos P, no plano 3, forma
um poligono A'B'C' congruente ao poligono ABC que esta contido
no plano a. Com base no prisma formado, podemos definir seus
elementos:

» Todo prisma possul 2 bases congruentes (ABC ~ A'B'C');
» nfaces laterais;

* N+ 2 faces, pois, aléem das laterais, tem as faces das bases;
e n arestas laterais;

3n arestas, 3n diedros, 2n vértices e 2n triedros;

« alturg, distancia entre os planos que contém as duas bases.
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Vamos identificar tais elementos no prisma da Figura 2.6.
Faces = 4 laterais + 2 bases;

arestas = 4 laterais + 8 arestas das bases;

vértices = 8 (A BC.D,EF);

diedros = 12, pois cada aresta € a intersecao entre dois planos;
triedros = 8, pois cada vértice é a intersecdo entre trés planos;
altura = h.

Para qualquer prisma, a relagcdo de FEuler € valida:
V-A+F=2=8-12+6=2.

Figura 2.6 | Prisma quadrangular

=
1
1
: altura (h)

Fonte: elaborada pelas autoras.

Além dos elementos essenciais da composicao do prisma,
existem as suas secdes. "‘Uma secao € a intersecdo do prisma com
um plano que intercepta todas as suas arestas laterais” (DOLCE;
POMPEO, 2001, p. 146). Essa intersecdo forma um poligono que
possui seus veértices localizados nas arestas laterais do prisma. Veja,
na Figura 2.7, que a se¢ao possui seus vertices nas arestas do prisma,
e, aléem disso, forma um angulo reto nessa intersecao. Neste caso,
diz-se que a secdo € reta ou normal.

Figura 2.7 | Secéo reta de um prisma

Secéo reta

S S S

Fonte: elaborada pelas autoras.
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@ Reflita

Secéo é a intercepcéo de um plano com um prisma, na qual os vertices
do poligono interceptam as arestas do prisma. Quando essa intersecdo
forma um angulo reto, diz-se que a secdo € reta ou normal. E se o
prisma for reto, podemos afirmar que a segéo € paralela aos planos
das bases?

Podemos analisar a superficie de um prisma considerando
somente a superficie lateral, que € a reunido de todas as faces
laterais, ou ainda, a superficie total, que engloba, além das laterais,
as bases.

Os prismas sao classificados em trés grupos (Figura 2.8):

e Prisma reto: quando suas arestas formam um angulo reto com
a base.

e Prisma obliquo: quando suas arestas formam um angulo
diferente do reto com a base.

e Prisma regular: quando os poligonos das bases sdo regulares.

A classificacdo além desses grupos depende do numero de
arestas nos poligonos das bases. Se possuir 3 arestas, serd um
prisma triangular; se possuir 4 arestas, sera um prisma quadrangular;
se possuir 5 arestas, sera um prisma pentagonal, e assim por diante.

Figura 2.8 | Exemplos de classificacdo de prismas

Prisma reto pentagonal Prisma obliquo hexagonal Prisma regular triangular

Fonte: elaborada pelas autoras

O ultimo elemento que veremos a respeito da composicao de
um prisma € a diagonal. Quando tratamos das diagonais de um
prisma, nao consideramos as diagonais das bases e das faces laterais.
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Assim, sendo um prisma cuja base € um poligono convexo de n
lados, se unirmos um vertice de uma base aos vértices da outra
base, teremos (n — 3) diagonais — eliminamos 2 diagonais de face e
1 aresta. Portanto, como ha n vértices na base que consideramos, o
numero total de diagonais do prisma é n(n—3). Na Figura 2.9, temos
um prisma reto quadrangular, portanto n = 4. O vértice E forma
1 diagonal com o vértice da base oposta (n— 3), e o total de diagonais
desse prisma ¢é 4.

Figura 2.9 | Diagonais de um prisma reto quadrangular
H

E

Diagonal EC

Fonte: elaborada pelas autoras.

s D9 Pesquise mais

Para aprofundar os conhecimentos adquiridos nesta secao e se preparar
para 0s proximos, assista ao video indicado a seguir e aproveite para
solucionar as suas duvidas.

PROCOPIO, Rafael. Prismas — Area da superficie e volume. Disponivel
em: <https://www.youtube.com/watch?v=KYurjejHU_w>. Acesso em:
L 27 jan. 2018. (Video do Youtube)

J

Sem medo de errar

Caro aluno, agora que vocé conhece os poliedros e 0s prismas,
chegou 0 momento de preparar seu documento para que toda a
equipe da Autodesign tenha acesso.

Como ferramenta para elaboracdo do material, vocé pode utilizar
o editor de apresentacao da suite de aplicativos LibreOffice. Este
software é gratuito e esta disponivel para download no endereco:
<https://pt-brlibreoffice.org/>. Acesso em: 27 jan. 2018.
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Existe outra opc¢ao para preparar apresentacdes digitais: o
software chamado Prezi, que estd disponivel para teste, poréem
depois € necessario adquirir sua licenca de uso. Esse programa
permite apresentacdes personalizadas e modernas, e 0 seu site
oficial é: <https://prezi.com/>. Acesso em: 27 jan. 2018.

Ha ainda a plataforma WordPress, disponivel em: <https://
brwordpress.org/>, acesso em: 27 jan. 2018, que serve para a
construcao e a divulgagcao do documento online. Essa ferramenta
permite a criacao de sites de maneira simples.

Apos escolher o software que vocé usara para a construcdo do
material de apoio, sera © momento de organizar o conteudo. Em
primeiro lugar, € preciso gue vocé defina os poliedros e apresente
seus principais elementos. Uma imagem como a Figura 2.10 pode
ajudar a esclarecer que um poliedro é formado pela intersecdo de n

w

poligonos objetos da geometria plana.

Figura 2.10 | Planificacdo de um poliedro

Face

| i Vértice
/V
Aresta

Fonte: elaborada pelas autoras

Apos apresentar os elementos de um poliedro, vocé deve mostrar
as cinco classes dos poliedros de Platao, usando uma imagem como
a Figura 2.11, sendo os 3 ultimos poliedros com faces triangulares.

Figura 2.11 | Poliedros de Platdo

T NG

Cubo Dodecaedro Tetraedro Octaedro Icosaedro

Fonte: elaborada pelas autoras.
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Seu proximo passo € formalizar a definicao de prisma, que € um
poliedro. Vocé pode utilizar uma imagem como a Figura 2.12 para
explicar a defini¢do.

Figura 2.12 | Construcdo de um prisma

Fonte: elaborada pelas autoras.

Por fim, vocé deve apresentar os elementos de um prisma e como
0s prismas podem ser classificados de acordo com o poligono da
base. Uma imagem como a Figura 2.13 pode ser usada para ilustrar.

» Todo prisma possui 2 bases congruentes;

n faces laterais;
e n+ 2 faces;

e narestas laterais;

3n arestas, 3n diedros, 2n véertices e 2n triedros;
e altura (h);
* secio.

Figura 2.13 | Prismas e seus elementos

Vértice Secéo reta
face

aresta

Prisma regular Prisma regular Prisma reto
triangular quadrangular pentagonal

Prisma obliquo
hexagonal

Fonte: elaborada pelas autoras.
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Avancando na pratica

Aplicagao de geometria espacial na construcao civil
Descricdo da situacao-problema

Na construcao civil, 0s engenheiros contam com duas técnicas: a
alvenaria convencional, na qual a construcdo é feita por vigas e pilares,
e a alvenaria estrutural, na qual ela € baseada em blocos prée-moldados.
A equipe responsavel por elaborar os blocos prée-moldados para a
alvenaria estrutural € composta por engenheiros, arquitetos e outros
profissionais de areas afins. Vocé, como profissional que conhece
geometria espacial, fol designado para trabalhar com a equipe de
modelagem dos blocos pré-moldados, sendo a sua tarefa a de calcular
a quantidade de cortes que a peca da Figura 2.14 poderia ter, levando
em conta que os cortes serao feitos na diagonal da peca.

Figura 2.14 | Bloco pré-moldado para construcéo civil

Fonte: elaborada pelas autoras

Resoluc¢do da situagdo-problema

O bloco a ser utilizado € um prisma regular hexagonal, portanto
sua base tem 6 arestas. A quantidade total de diagonais de um
prisma ¢ n(n — 3), logo o bloco possui 6(6 — 3) = 18 diagonais.
Podemos escolher qualquer um dos vértices para iniciar o corte,
uma vez que a base € um poligono regular. A quantidade de cortes
esta relacionada a de diagonais, entdo teremos 3 cortes possiveis
para a peca, pois cada aresta possui (n — 3) diagonais. A Figura 2.15
mostra as diagonais que marcariam o corte da peca pré-moldada.

Figura 2.15 | Diagonais de uma peca hexagonal

Fonte: elaborada pelas autoras
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Faca valer a pena

1. Poliedros sdo solidos limitados por 4 ou mais faces planas e poligonais.
Um poliedro é convexo quando:

' ' » Duas a duas de suas faces poligonais nao sdo coplanares.
e Cada lado da face poligonal é comum a duas, e somente
duas, faces poligonais.
» O plano que contém cada face poligonal divide o espaco
de tal forma que todas as outras faces poligonais ficam
num unico semiespaco. (FILHO; SILVA, 2000, p. 470).

Determine o numero de vértices de um poliedro convexo que tem 2 faces
quadrangulares e 8 faces triangulares.

a) 8 b) 24 c) 4 d) 10 e) 16

2. A relagdo criada pelo matematico suico Leonhard Euler é muito
importante na determinacdo do numero de arestas, vértices e faces de
qualquer poliedro convexo e alguns ndo convexos.
De acordo com a relagao de Euler, para todo poliedro convexo é valida a
seguinte expressao:

V-A+F=2,
na qual V é o numero de vértices, A o numero de arestas e F o de faces.

Um poliedro convexo de 15 arestas tem somente faces quadrangulares e
pentagonais. Quantas faces tem de cada tipo, se a soma dos angulos das
faces é de 32 angulos retos?

a) 1 quadrangular e 6 pentagonais. d) 6 quadrangulares e 1 pentagonal.
b) 2 quadrangulares e 5 pentagonais. e) 3 quadrangulares e 4 pentagonais.
c) 5quadrangulares e 2 pentagonais.

3. O prisma € um solido geométrico que faz parte dos estudos de
geometria espacial.

E caracterizado por ser um poliedro convexo com 2 bases (poligonos iguais)
congruentes e paralelas, além das faces planas laterais (paralelogramos).
Os elementos que compdem o prisma sdo: base, altura, arestas, vértices e
faces laterais.

A prova de que a soma dos angulos de todas as faces de um prisma de n
faces laterais vale S = (n —1)-4r, em que r = 90° ¢é verdadeira?

a) E falsa, pois vale S =(n—1)-3r. d) E falsa, pois vale S = (n—1)-8r.
b) E falsa, poisvale S=(n—1)-r. e) E falsa, pois vale S =(n—1)-9r.
c) Sim, é verdadeira.
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Secao 2.2

Prismas especiais e propriedades
Dialogo aberto

Caro alunof(a), bem-vindo a mais uma secao no estudo da
geometria espacial. Nesta sec¢ao, daremos continuidade ao estudo
dos solidos geometricos, conhecendo alguns tipos de prismas
especiais, bem como veremos como mensurar a area e o volume
desses solidos.

Existem varios itens do nosso dia a dia que sao medidos por
volume. Vocé ja comprou uma caixa de suco de 350 ou 500 mf?
E pedra ou areia, em uma loja de material de construcdao, em
metros cubicos? Ou, ainda, adquiriu uma piscina ou caixa d'agua
em litros cubicos? Afinal, o que essas medidas significam? Com o
nosso estudo, vocé entendera o que significam o volume e a area
de solidos geométricos.

Dando continuidade ao seu trabalho na Autodesign, nessa
etapa do projeto, vocé devera apresentar um modelo para o
box em forma de paralelepipedo. Esse modelo requer o calculo
da area e do volume desse prisma, pois tal informacdo ajudara
O gerente da Autodesign a quantificar 0 espaco necessario
para o0 boxe, aléem de verificar se € suficiente para encapsular o
mecanismo. Apresente seu modelo em um desenho feito com
lapis e papel, porque, somente depois de aprovado, sera modelado
computacionalmente.

Para a execugao da segunda etapa do projeto, vocé aprendera
mais sobre a classificacao dos prismas, conhecendo alguns tipos
especiais. Sabera como medir a diagonal de um prisma, bem como
sua area e seu volume. Quantificar o volume de qualquer prisma
SO € possivel gracas ao trabalho do matematico Cavalieri, que vocé
conhecera em breve.

Bons estudos!
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Nao pode faltar
Classificagao de prismas especiais

Como vimos na secao anterior, a natureza de um prisma
depende do poligono da base, podendo formar prismas
triangulares, quadrangulares etc. Considere um prisma cuja
base possui quatro arestas, ou seja, um prisma quadrangular.
Se esse poligono da base for um paralelogramo, teremos um
prisma especial chamado paralelepipedo. “Um prisma € um
paralelepipedo se sua base € um paralelogramo. Neste caso ¢é
facil de verificar que todas as faces também sdo paralelogramos”
(MACHADOQO, 2013, p. 80).

Sendo o paralelepipedo um prisma, este € obliquo, quando as
arestas laterais nao fazem um angulo reto com a base (Figura 2.16
(a)); reto, quando as arestas laterais formam um angulo reto com a
base (Figura 2.16 (b)), ou, ainda, reto-retangulo (também chamado
de retangulo ou ortoedro). Neste Ultimo caso, além de as arestas
laterais fazerem um angulo reto, a base € um paralelogramo, com
arestas formando angulos retos (Figura 2.16 (c)).

Figura 2.16 | Classificacdo do paralelepipedo

a) b) c)

Paralelogramo Retangulo Paralelogramo Retangulo

Paralelepipedo Paralelepipedo Paralelepipedo
obliquo reto Reto-retangulo

Fonte: elaborada pelas autoras.

o@ Reflita

Os paralelepipedos sédo tipos especiais de prisma formados por
paralelogramos. Quanto € a soma dos angulos das faces de um
paralelepipedo?
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Se o paralelepipedo tiver todas arestas congruentes,
ainda receberd uma nova nomenclatura, sendo chamado de
romboedro. "Romboedro ¢ um paralelepipedo que possui as doze
arestas congruentes entre si” (DOLCE; POMPEO, 2001, p. 149).
Dessa forma, podemos concluir que um romboedro sempre sera
formado por losangos ou quadrados. Dependendo do angulo
entre as arestas da base e das faces, ele é classificado como
obliquo, quando os angulos entre as arestas das bases e das faces
ndo sao retos (Figura 2.17 (a)), ou como reto, quando os angulos
entre as arestas das bases e das faces sao retos (Figura 2.17 (b)),
ou, ainda, como reto-retangulo ou cubo, quando, além das arestas
entre bases e faces, as arestas das bases também sdo retas entre
si (Figura 2.17 (c)).

Figura 2.17 | Classificacdo do romboedro

b
2 ) ©) Quadrado

Quadrado

Losango Losango

Romboedro Romboedro Romboedro reto-retangulo
obliquo reto ou cubo

Fonte: elaborada pelas autoras

Medida da diagonal de um paralelepipedo

Aprenderemos agora como medir as diagonais do paralelepipedo

n(n—3)
2

reto-retangulo e do cubo. Todo prisma possuli diagonais

distintas (sendo n o numero de arestas da base), além das diagonais
das bases e das faces. Um paralelepipedo tem 4 arestas nas bases,
portanto possui 2 diagonais distintas.

Na Figura 2.18, a diagonal d € a diagonal do paralelepipedo
retangulo, e d, € a diagonal da base. Veja que a diagonal da base
esta diretamente associada ao calculo da diagonal do prisma e vice-
versa, e essa diagonal divide a base em dois triangulos congruentes
(Figura 2.18 (b)). A secc¢do diagonal do prisma, além de dividi-lo em

U2 - Poliedros, prismas e piramides 73



dois poliedros congruentes, forma um triangulo, usando uma das
arestas do paralelepipedo e a diagonal da base (Figura 2.18 (c)).

Figura 2.18 | Diagonal do paralelepipedo retangulo

c)

d,

Diagonal do

Paralelepipedo retangulo Paralelogramo da base paraleleplpedo

Fonte: elaborada pelas autoras.

Vamos comecar calculando a diagonal da base. Na Figura 2.18 (b),
fica evidente que tal diagonal € a hipotenusa do triangulo ABD, portanto
a diagonal da base é dada por: d, =+a* +b’. Agora, definiremos
como calcular a diagonal das outras duas faces do paralelepipedo.
A face frontal € formada pelo paralelogramo ABFE; tragando a diagonal
EB, tal quadrildtero serd dividido em dois triangulos.

Considerando o triangulo ABE, temos que a diagonal da face frontal
(d,,)édadapor: d,, =+a® +¢? (talface etaldiagonal s§o congruentes
ao poligono DCGH). Ja uma das faces laterais ¢ formada pelo

paralelogramo BCGF, portanto a diagonal dessa face é: d,, = vVb* + ¢?
(tal face e tal diagonal sao congruentes a outra face lateral ADHE).

Como as diagonais de todas as faces foram determinadas,
veremos como se calcula a diagonal do prisma. Ao tracarmos a
diagonal d no paralelepipedo da Figura 2.18, criamos o triangulo
DBH (Figura 2.18 (c)), que tem como hipotenusa a diagonal do
prisma, e como catetos a diagonal da base e uma das arestas,

portanto a diagonal d é dada por: d = \/d,? +¢?.
Ja vimos, porém, que a diagonal da base € calculada em termos
dos lados a-b, portanto, fazendo a substituicao de d,, descobrimos

que a diagonal d pode ser obtida por: d =+/a* +b? +c¢*. Com essa
formula, conseguimos calcular a diagonal do paralelepipedo por
meio dos valores das arestas.
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A logica para calcular a diagonal do cubo € analoga a do
paralelepipedo retangulo, contudo, neste caso, todas as arestas
apresentam o mesmo tamanho (Figura 2.19 (a)), assim, todas as
diagonais das faces tém a mesma medida calculada por:
d?=a?+a’=d, =aJ2 (Figura 2.19 (b)). Por fim, a diagonal do
cubo forma o triangulo DBH (Figura 2.19 (c)), e a diagonal d €:
d?=d?+a’>=d>=3a’=d =aV3.

Figura 2.19 | Diagonal do cubo

o b) ) H
a d; a d
D
A a B d; B
Cubo Base quadrada E&?)%O”m do

Fonte: elaborada pelas autoras

v=| Exemplificando

Considere uma peca modelada em forma de paralelepipedo com
bases medindo 40 cm de comprimento, x de largura, e altura 30 cm
(Figura 2.20). Tal peca precisa ser particionada na diagonal para que a
impressora 3d consiga imprimir. Sabendo que a diagonal da base mede
50 cm, qual sera o tamanho do corte feito na pega?

Figura 2.20 | Peca moldada

50

Fonte: elaborada pelas autoras.

Como ndo temos um dos valores das arestas da base, mas apenas o
valor da diagonal da base, podemos calcular usando essas informacoes:

d = {d,? +¢* = d =+/50° + 30° = d = +/3400.
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Calculo da area da superficie de um prisma

A area da superficie de um prisma sera dada pela soma das areas
das superficies dos poligonos que formam o prisma, portanto a
area de um paralelepipedo reto-retangulo € a soma das areas de
6 retangulos (Figura 2.21). No paralelepipedo reto-retangulo, os
retangulos sdo congruentes 2 a 2 (2 bases + 2 faces laterais + 2
faces frontais), entdo para calcular sua superficie (S), devemos obter
a area de 3 retangulos e dobrar o valor da area obtido. Logo, a area
total do paralelepipedo reto-retangulo é:

S=2ab+2bc+2ac = S=2(ab+bc+ac).

Figura 2.21 | Area da superficie de um paralelepipedo retangulo

a) b)

Fonte: elaborada pelas autoras.

De forma analoga, a area da superficie de um cubo € dada pela
soma das areas dos 6 quadrados. Logo,

S=2a’+2a°+2a> = S=6a>

E se o prisma ndo for um paralelepipedo reto-retdngulo ou um
cubo, como pode ser calculada a area da superficie? O principio
para o calculo € o mesmo utilizado no paralelepipedo retangulo e
Nno cubo, basta somarmos a area dos poligonos das faces, a qual
chamaremos de area lateral (A,), com a area dos poligonos das
bases, a qual denominaremos 2B. Vamos analisar as particularidades:

a) Area lateral e area total de um prisma obliquo (Figura 2.22):

Para calcular a area lateral de um prisma obliquo, temos que
saber a medida de cada lado (¢) da secdo reta desse prisma. A soma
das arestas da secao reta € a medida do perimetro da secdo reta, o
qual denotaremos por p. Portanto, tem-se: p = ¢, +...+ ¢ ,. Atengdo:
alguns autores utilizam a notacdo 2p para indicar o perimetro.
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Cada face do prisma & um paralelogramo com arestas (a) e (¢),
logo a drea lateral do prisma (A,)€ a soma das n areas dos
paralelogramos das faces, ou seja, o perimetro da secdo reta
multiplicado pela aresta lateral: A, = pa.

Para a area total, soma-se o valor da area lateral com o das areas
das bases, obtendo-se: A, = pa+ 2B, em que Brepresenta a area da
base, que sera calculada de acordo com o poligono correspondente
aprendido em geometria plana (FREZZA:; DIAS, 2017).

Figura 2.22 | Area de um prisma obliquo

Fonte: elaborada pelas autoras

b) Area lateral e &rea total de um prisma reto (Figura 2.23 (a)):

Como se trata de um prisma reto, a secao reta € paralela a base,
portanto a soma das arestas da base € o perimetro do prisma. Além
do perimetro, outra particularidade que tiramos de um prisma reto e
sua altura (h), pois esse é o proprio valor da aresta lateral. Logo,
temos: p={,+...+{, e h=a.

Concluimos que a area lateral (A,)de um prisma reto €. A, = ph,
e aareatotal é: A = ph+2B.

c) Area lateral e area total de um prisma reto regular (Figura 2.23 (b)):

Neste caso, as particularidades ja discutidas para o prisma reto
também se aplicam ao prisma regular (A, = ph ), e ainda o poligono
da base ¢ regular, portanto a area da base é a soma dos n tridangulos
isosceles de base (¢), lados ¢ e altura (apotema) m.

Vamos demonstrar que a area das bases € igual a: 2B = pm, em
que p é o perimetro da base, e m € a altura do triangulo equilatero
(ou apotema).
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Demonstracao:

Da geometria plana, sabemos que a area de um poligono regular
€ obtida por:

A:n[g—m]:A:@, em que n € o numero de triangulos
nos quais se divide o poligono, (¢) a medida da base do triangulo e
m a altura do triangulo (apotema).

Como nf =p, temos: A:%. E ja que existem duas bases

congruentes no prisma regular, obtemos:

pm  pm
2B=—+—=2B=pm.
2 2 P

Com essa demonstracdo, podemos definir que a area total de
um prisma regular € dada por: A, = ph+ pm = A, = p(h+m).

Figura 2.23 | Area de um prisma: (a) reto, (b) regular

a)

s

Fonte: elaborada pelas autoras.
Calculo do volume de um prisma

Nosso ultimo aprendizado nesta secao consiste no calculo do
volume de um prisma. Segundo Machado (2013), todo solido ocupa
um lugar no espaco, chamado de volume. Para entendermos como
€ calculado o volume de um solido, comecgaremos analisando um
paralelepipedo retangulo e um cubo. Na Figura 2.24 (a), temos um
paralelepipedo com dimensdes 5 ¢cm de comprimento, 3 cm de
largura e 3 c¢cm de altura (5,3,3). Podemos dividir tal prisma em
pequenos cubos, com arestas 1, 1, 1 (Figura 2.24 (b)). Neste caso,
serdo necessarios 5 cubos para o comprimento, 3 para larqura e
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3 para altura, ou seja, 5 x 3 x 3 = 45 cubos de 1 cm de aresta.
Conseguentemente, dizemos que o paralelepipedo 5,3,3 possui um
volume de 45 cm?®, |1&-se 45 centimetros cubicos.

Figura 2.24 | Volume de um paralelepipedo retangulo e cubo
a) b)

]

Fonte: elaborada pelas autoras

O volume de um paralelepipedo P (a,b,c), sendo a, b, ¢ suas
dimensdes, é calculado em fun¢ao de um cubo unitario (cubo de
aresta 1), por meio da seguinte relacdo: V:M:E,Q,E.

P(1,1,1) 111
Multiplicando cada uma das dimensdes, temos: V =abc. Logo, o
volume de um paralelepipedo retdngulo sera a multiplicagcdo de
cada uma das suas dimensdes. A demonstracdo de tal resultado
pode ser encontrada em DOLCE e POMPEU (2001, p. 160). Podemos
ainda escrever o volume do paralelepipedo como um produto entre

a area da base pela altura: V=A,,... -h.

base

Se o paralelepipedo forum cubo, o volume podera serencontrado
elevando a aresta a poténcia 3: V = a°.

Mas, e se quisermos calcular o volume de um prisma qualquer?
Para isso, precisamos entender o Principio de Cavalieri. Na Figura
2.25, temos um lugar no espaco (volume) ocupado por uma pilha de
moedas. Embora a pilha da direita esteja com as moedas deslocadas,
O volume que ambas as pilhas ocupam € o mesmo, pois o volume
depende das moedas, e ndo da forma. Se as moedas ficassem cada
vez mais finas a ponto de se tornarem um poligono plano, o volume de
ambas as pilhas seria © mesmo, se, e somente se, fossem empilhadas
tantas moedas quantas necessarias para manter a altura original.

Essa foi a ideia do matematico Francesco Bonaventura Cavalieri
(1598-1647), que enunciou seu principio da seguinte forma: "Dois

U2 - Poliedros, prismas e piramides 79



solidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano,
determina superficies de areas iguais (superficies equivalentes), sao
solidos de volumes iguais” (DOLCE; POMPEU, 2001, p. 165).

Figura 2.25 | Volume de um objeto usando o Principio de Cavalieri

Fonte: adaptada de Machado (2013, p. 88).

Com o Principio de Cavalieri, podemos calcular o volume de
qualquer prisma utilizando um prisma retangulo como referéncia,
desde que os seguintes itens sejam satisfeitos:

a) As areas das bases dos prismas sejam congruentes
(B,B,,B, =B) e
(B,=B,"B,=B,"B, =B, .

b) As bases estejam no mesmo plano.
c) A altura seja a mesma para os dois prismas.

Veja, na Figura 2.26, que, dado um prisma qualquer com base
congruente a base do paralelepipedo (B, = B,"), contida no mesmo
plano «, qualguer plano paralelo as bases interceptara os dois
prismas, formando um poligono com mesma area.

Figura 2.26 | Esquema para volume de um prisma usando o Principio de Cavalieri

Fonte: elaborada pelas autoras.
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U9|' Pesquise mais

Por meio do Principio de Cavalieri, € possivel calcular o volume de
qualquer prisma usando como base um paralelepipedo retangulo. Os
links indicados a seguir trazem uma construcdo interativa do Principio
de Cavalieri. Aproveite para consulta-los e explorar tal principio pela
manipulagdo de objetos.

GEOGEBRA. Cavalieri's Principle. Disponivel em: <https://www.
geogebra.org/m/ePZXD5SWD>. Acesso em: 27 jan. 2018a.

Principio de Cavalieri. Disponivel em: <https://www.geogebra.
org/m/CZe68zVX>. Acesso em: 27 jan. 2018b.

Satisfeitas tais condi¢des, o volume de um prisma qualguer pode
ser calculado da mesma forma que um paralelepipedo retangulo,
logo: V =A,,. h

&g& Assimile

O matematico Cavalieri viveu entre 1598 e 1647 dedicando-se, entre
outros assuntos, ao calculo de volume. De acordo com os trabalhos de
Cavaliert: Dado um solido geometrico, ele pode ter sua forma alterada,
sem perder volume, desde que n&o perca nem ganhe massa. Portanto,
o volume depende da massa, € ndo da forma.

O Principio de Cavalieri permite calcular o volume de qualquer prisma,
usando como base um paralelepipedo retangulo.

Sem medo de errar

Chegou o momento de executar a segunda etapa do seu
trabalho para a Autodesign. Vocé devera apresentar a constru¢ao
de um paralelepipedo usando lapis e papel, pois, somente depois
de aprovado, o modelo sera feito computacionalmente. Tal modelo
deve estar acompanhado com o calculo de sua area e volume,
uma vez que esses dados ajudardo seu gerente a decidir se esse
modelo € apropriado para o boxe do circuito elétrico. Veja 0s passos
necessarios para a construcao:

1. Desenhe no papel, usando régua, compasso, transferidor ou
esquadro, um retangulo com base 10 cm e altura 6 cm; renomeie
os vértices do quadrilatero como ABCD.
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2. Trace uma bissetriz no vértice A.

3. Partindo do vértice A, marque sobre a bissetriz um ponto £,
com 3 cmdo vertice A

4. Repita 0s passos 2 e 3 nos demais vértices, criando os pontos
FGH.

5. Ligue todos os vértices com os pontos criados, formando o
paralelepipedo ABCDEFGH, com dimensdes da base: 10 cme 3 cm,
altura: 6 cm.

Figura 2.27 | Construcdo de um paralelepipedo

Passo 1 Passos2e 3
D c D C
6 cm E
~"3cm
A 1M0cm B \ B
Passo 4 Passo 5
H .~ G - H G
D.~* c.~" D C
E_~" | F_ .~ E F
- > /‘.’
-“3cm

Fonte: elaborada pelas autoras.

Como o modelo ja esta representado, devemos calcular a area
total. Para isso, somaremos a area dos seis paralelogramos:
A =ph+2B
A =26-6+60"
calcularemos o volume do modelo, multiplicando a area da base

portanto a superficie total ¢ 216 cm. Por fim,

pela altura: g: ?é’)asgh. Logo, o volume do prisma ¢ 180 cm®, pois

seriam necessarios 180 cubos de arestas 1 ¢m para preencher a
mesma regido No espaco.

Vocé poderia surpreender seu chefe e apresentar mais um
modelo, sO que em forma de um cubo, com aresta medindo

6 cm. Mostre-lhe a diferenca entre a area e o volume desses dois
modelos.
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Avancando na pratica

Usando a geometria espacial para estimar custos
Descricao da situagao-problema

Um designer apresentou para sua cliente uma mesa de centro,
conforme a Figura 2.28, oferecendo a ela cobrir o movel com couro
legitimo ou sintético. Sabendo que a mesa possui 1.5 m de
comprimento, 1,1 m de largura e 40 cm de altura, e que o valor do
couro legitimo € RS 70,00 por m? e o sintético custa 1/3 desse valor,
qgual serd o orcamento que o designer apresentara para a cliente?

Figura 2.28 | Geometria espacial e design

<https://www.istockphoto.com/br/foto/interior-da-sala-de-estar-moderna-gm135385307-24395543>.
Acesso em: 27 jan. 2018.

Resolucdo da situagcdo-problema

O primeiro passo para fazer o orcamento é descobrir quanto de
COUro sera necessario para cobrir a area da superficie do movel.
Como o movel tem a forma de um paralelepipedo retangulo de
dimensdes a = 1,5; b= 1,1, ¢ = 0,004 (Figura 2.29), sua area pode ser
calculada por: S =2(ab+ bc +ac). Logo:

S=2(1,5-1,1+11-0,004 +1,5-0,004)

S =2(1,6604)

S =3,3208 m*

Figura 2.29 | Modelagem do movel para orcamento

0,004

Fonte: elaborada pelas autoras
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Sabendo a quantidade de couro necessario para cobrir a superficie,
basta multiplicarmos a area obtida pelo preco de cada material:

Couro legitimo: Valor por m? R$ 70,00, portanto o custo ficara
em RS 232 40.

Couro sintético: Valor por m* 1/3 de RS 70,00, portanto o custo
ficara em RS 7748.

Agora, basta o designer adicionar ao custo o seu trabalho!

Faca valer a pena

1. Paralelepipedos sdo tipos especiais de prismas formados por
paralelogramos em suas faces e bases. Os paralelogramos podem ser
regulares ou nao, o que classificard o paralelepipedo em obliquo, reto ou
reto-retangulo ou, ainda, como um romboedro. Independentemente do
tipo de paralelepipedo, todos terdo sua area formada por paralelogramos,
losangos ou quadrados.

Leia as asser¢Oes a seguir e escolha a opgdo correta.

|. A superficie total de um paralelepipedo reto sempre sera a unido de
6 retangulos.
II. A superficie total de um paralelepipedo reto-retangulo sempre sera a
unido de 6 retangulos.
Il A superficie total de um romboedro é a unido de 6 losangos.
a) Somente a alternativa | esta correta.
b) Somente as alternativas | e Il estdo corretas.
c) Somente as alternativas | e |l estdo corretas.
d)
)

e

Somente a alternativa Il esta correta.
Somente as alternativas Il e lll estdo corretas.

2. Todo prisma é classificado de acordo com a quantidade de arestas
na base; o angulo entre aresta da face e aresta da base; o tamanho das
arestas. O cubo € um tipo especial de prisma que possui 4 arestas na base,
angulo reto entre aresta da face e da base, e as 12 arestas sdo congruentes
(por isso, ele € um romboedro).

Sabendo que um cubo possui volume de 8 cm?, qual opcdo corresponde
ao tamanho da diagonal desse cubo?

2
a) \/§ c) A e) 3
b) V13 a1
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3. Conhecer a area e o volume de solidos geométricos é de grande
importancia e utilidade para diversas areas. Na construcao, o volume €
utilizado para fazer elementos pré-moldados; na industria, para quantificar
produtos em embalagens; em design de personas, para criar personagens
com proporgdes realistas, enfim, o seu emprego é amplo. E a geometria
espacial fornece todas as ferramentas necessarias para tais calculos.

Represente por expressdes algébricas a area lateral, a area total e o volume
dos prismas, cujas medidas estdo indicadas na Figura 2.30.

Figura 2.30 | Prisma triangular regular

D ———
N
Q

Fonte: elaborada pelas autoras

2128 |, V8
2 2
V3, B

b) A =a’, A =a’~—~V=a—
’ A 5 5

NG

c) Al = 332,At :azT,V

Q

a) A =6a°,A =a

a

d) Al :3a2,A, :az?,V =a

e) A =6a’,A :azﬂ,v =a

3\/§
4
Ja Ja4
3
N
3 3
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Secao 2.3

Piramides
Dialogo aberto

Estamos chegando ao final da sequnda unidade do seu livro, a
qual tratou dos poliedros e suas classificacdes. Na primeira secao,
vocé conheceu os poliedros, bem como os elementos que Os
compdem; na segunda secao, vimos um tipo especial de poliedro,
0s prismas, e aprendemos a calcular sua diagonal, sua area e
seu volume. Agora, vamos estudar mais um tipo de poliedro, as
piramides.

O conteudo desta secao lhe dara suporte para executar a terceira
e ultima etapa do projeto para a Autodesign, na qual vocé decidiu
apresentar um modelo inovador para o boxe. Visando a otimizacao
do espaco que O boxe ocupa Nno painel do carro, vocé devera
propor um modelo em forma de piramide. Seu desenho precisara
ser acompanhado do passo a passo para a construcao usando o
software GeoGebra, além do calculo da area e do volume. E, para
finalizar o projeto, vocé devera apresentar um comparativo entre os
volumes de um boxe em formato de cubo e outro em formato de
piramide, com base quadrangular medindo 4 cm.

Para realizar tal tarefa nesta secao, vocé sabera o que € uma
piramide e como € sua construcao, além de aprender a calcular sua
area e seu volume.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Quando mencionamos a palavra piramide, € inevitavel imaginar
as grandes construcdes do Egito, que, até os dias atuais, intrigam
especialistas sobre sua forma de construcdo. Sendo a piramide
um objeto da geometria espacial, como € feita sua construcao
geomeétrica (Figura 2.31)?
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Passo 1 — Desenhe um poligono qualquer em um plano.

Passo 2 — Tome um ponto V fora do plano do poligono.

Passo 3 — Ligue todos os pontos do poligono contido no plano

ao ponto Vfora do plano.
A reunido de todas as semirretas com origem no ponto V que
interceptam o poligono no plano € chamada de piramide, na qual V
€ o vértice ou cume da piramide (MACHADO, 2013).

Figura 2.31 | Construcdo de uma piramide
Passo 3

Passo 1-2
\Y
:

\%
°

AC
B « A
(ABC)Ca,Vep

A
(ABC)CaVep

Fonte: elaborada pelas autoras.
D Reflita
o

Vista a definicéo de piramide, podemos afirmar que ela € um prisma?

O poligono contido no plano € denominado base da piramide.
Para cada vértice da base, ha 1 aresta da piramide, portanto ela

POSSUI:
e 1 base com nvértices, assim a piramide apresenta n + 1 vértices.

» Para n vértices da base, existern n arestas laterais e 2n arestas
totais, uma vez que existe uma relacéo direta entre o numero de
vertices da base e 0 numero de arestas laterais da piramide.

» n faces laterais triangulares, portanto a piramide apresenta n
faces triangulares e 1 poligono da base que pode ou ndo ser triangular.

e 2ndiedros, ntriedros e n + 1 angulos poliédricos.
87
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Para a piramide, € valda a relacao de Euler:
V-A+F=(n+1)—-2n+(n+1)=2logo: V-A+F =2

Uma piramide podera ser convexa, se o poligono da base
for convexo, ou ndo convexa, caso O poligono da base ndo seja
convexo. O poligono da base determinara a natureza da piramide:
se for um triangulo, serd triangular, tambem chamada de tetraedro
(Figura 2.32 (a)); se for um quadrilatero, serd quadrangular (Figura
2.32 (b)); se for um pentagono, sera pentagonal, e assim por diante.
Ainda sobre o poligono da base, se for regular, a piramide sera regular
(Figura 2.32 (c)), portanto "as arestas laterais serdo congruentes e
as faces laterais sdo triangulos isosceles congruentes” (DOLCE;
POMPEU, 2001, p. 187).

Figura 2.32 | Natureza das piramides
b)

a) c)

Piramide regular
pentagonal

Pirdmide triangular
ou tetraedro Piramide quadrangular

Fonte: elaborada pelas autoras.

Além dos elementos ja vistos, toda piramide possui secao
transversal, que é a intersecdo da piramide (suas arestas) com um
plano paralelo a sua base, e altura (h), que € dada pelo segmento
que passa pelo seu vértice (cume) e € perpendicular ao plano da
base (Figura 2.33 (a)).

Sendo as piramides objetos da geometria espacial, estas também
se dividem em retas e obliquas. Se o poligono da base for regular
e a projegao ortogonal do vértice (V) sobre o plano da base for o
centro do poligono, entdo diz-se que a piramide é reta (neste caso,
tambeém regular). Caso uma das condicdes nao seja satisfeita, a
piramide € obliqua.

Se a piramide for regular, entdo ha algumas condi¢cdes especiais:
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(i) A altura coincidira com a projecao ortogonal do veértice V no
plano que contém a base, formando um angulo reto com as
arestas da base, inclusive com a apodtema da base (m) (Figura 2.33
(b)). Esta, por sua vez, ¢ o segmento de reta (ﬁ) na Figura 2.33
(b), que parte do centro da figura (ponto O) e € perpendicular a
uma aresta da base.

(i) Outro elemento da piramide regular ¢ altura da face (m),
também chamada de apotema da piramide. Este elemento liga o
vértice da piramide (V) ao ponto medio da aresta da base.

Figura 2.33| Elementos de uma piramide

Apotema da
piramide

Fonte: elaborada pelas autoras

oé) Reflita

Na secé&o anterior, vocé aprendeu que prismas podem ter secdo reta; €
possivel que uma piramide também tenha secao reta?

Area lateral, drea total e volume da pirdmide

A area lateral de uma piramide € a soma das areas das faces
triangulares laterais e a area total € a soma das areas laterais com a
area da base: A = A, e +Ances

Antes de calcularmos o volume de um prisma, precisamos
entender a relacdo entre seus elementos. Considere o seguinte
teorema: "toda secdo transversal de uma piramide triangular € uma
regiao triangular semelhante a sua base, e a razdo de semelhanca
entre seus lados ¢ p" (MACHADO, 2013, p. 93). Portanto, usando
como exemplo o tetraedro da Figura 2.34, a razdo de semelhanca
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pode ser dada por: p = g em que hé a altura da piramide (VP L a),

e h' é a distancia do vértice (cume) até o plano da secdo (VP' L G).

Figura 2.34| Semelhanca de triangulos

\'

(AB,Cca)e (A'B'C'ep)

Fonte: elaborada pelas autoras.

90

6&» Assimile
Demonstragdo: queremos mostrar que toda secéo de uma piramide €
semelhante & sua base (AA'B'C' ~AABC) por uma razdo p; neste
A'B" A'C' B'C' E_
A AC BC h

O primeiro passo € demonstrar que os tridngulos formados pela altura
(h) sdo semelhantes:

caso, temos:

p .

(i) AVA'P' ~AVAP. Para isso, vamos utilizar o caso AA de semelhanga
de triangulos, os angulos £LA'VP'=ALAVP e LVP'A'= KL VPA
portanto, os triangulos AVA'P' e AVAP s&o congruentes, logo:
VA" VP' h'
VATVP "

Agora, vamos verificar os triangulos da face:

(i) AVA'B' ~AVAB; como a base e a secdo sio paralelas, temos:
A'B'l| AB, portanto, pelo teorema das paralelas (Frezza; Dias, 2017), os

angulos VAB'=VAB e A'V'B'= AVB sio congruentes e, pelo
caso AA, os tridngulos sdo congruentes.
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(iii) AVB'C'~AVBC; como a base e a se¢do sdo paralelas, temos:
B'C'//BC, portanto, pelo teorema das paralelas (Frezza; Dias, 2017), os

angulos VCB'=VCB e C'V'B'=CVB sio congruentes e, pelo
caso AA, os tridngulos sdo congruentes.

(iv) AVA'C' ~AVAC; como a base e a secio sdo paralelas, temos:
A'C'/IAC, portanto, pelo teorema das paralelas (Frezza; Dias, 2017), os

angulos VC'A'=VCA e C'V'A'=CVA sio congruentes e, pelo
caso AA, os tridngulos sdo congruentes.

Sendo os tridngulos semelhantes, temos como resultado de cada face
da piramide:
(i) =aVA'P' ~AVAP
. VA' VB' A'B'
(=—=—7-=—-—
VA VB AB
VB' V_C' _B'C
VB VC BC
vCc' VA" A'C'
- — —

(V) —=—=——
vC VA AC
Combinando  os  resultados (/) (i) e (i), obtemos:
h' VA" VvB' VC'
V=== =

h VA VB VC
Combinando os resultados (/i) (i) (iv) e (v), temos:
AlBl_AlCl_BlCI_E_

AB AC BC h

Assim, fica provada a semelhanca entre a base e a secdo da piramide

(AA'B'C' ~AABC) pelo caso LLL AB'_A ¢ _B ¢ , sendo a
AB AC BC

raz&o dada por F

Como consequéncia dessa demonstracao, temos um resultado

importante que relaciona as areas da base de uma piramide triangular
com a area de uma secao transversal. ‘A razao entre as areas da
secdo e da base € igual ao quadrado da razdo de suas distancias ao
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vértice” (DOLCE; POMPEU, 2001, p. 190). A distancia de cada base

30 veértice da piramide (cume) € a constante da semelhanca dada
2

. se¢ao [h'
por. —— =|—|.

Abase h
Demonstracao:

Figura 2.35| Altura da base e da secéo

e < H A’,

B!
Fonte: elaborada pelas autoras.

Como provamos que oS triangulos sao semelhantes
(AABC ~AA'B'C"), as alturas da base e da secdo também sdo

semelhantes: = —, portanto:
AH h

Asagéo - (BICI)(AIHI)% N B'C'A'Hl hlhl

=
A..  (BC)AH)L BC AH ~hh
)2 )2
22080 - [h_ ou Aseg:a”o = [h_} 'Abase ou e = p2
Abase h Abase

A consequéncia dessa demonstracdo leva-nos a um nNovo
teorema: "Se duas piramides tém a mesma altura e a area de suas
bases também € a mesma, entdo as secdes determinadas por um
mesmo plano tém as mesmas areas” (MACHADO, 2013, p. 96).

Demonstracao:

Na Figura 2.36, ha duas piramides com areas das bases e altura

congruentes, portanto, pelo resultado anterior, temos:
1\2 1\ 2

A(S):[%] -A(B) e A(S'):[% -A(B").

Como A(B)=A(B"Y= A(S)=A(S'), e usando o Principio de
Cavalieri, podemos concluir que dadas duas piramides com areas
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das bases (coplanares) e alturas congruentes, o volume das piramides
também ¢é congruente.

Figura 2.36| Principio de Cavalieri para piramides

AN
=N N

Fonte: elaborada pelas autoras

O Principio de Cavalieri serve como ferramenta para calcular o
volume de uma piramide, pois, dada uma piramide qualquer, o
volume é um terco do volume de um prisma com base e altura

congruentes a piramide. Portanto: V = 1A(B)-h.
Demonstracao:

Considere um prisma triangular reto ABCDEV (Figura 2.37 (a)).
Tal prisma pode ser dividido em trés tetraedros congruentes ABCV,
ADEV e ABEV (Figura 2.37 (b)).

Hipotese (a): as piramides ABEV e ADEV possuem O mesmo
volume. Considerando os triangulos AEB e ADE bases das piramides,
a projecao ortogonal do vertice V as bases AEB e ADE ¢ a altura (h)
de ambas as piramides. Nas arestas, temos: AE = AE, AD=BE
(séo paralelos) e DE = AB (sdo paralelos). Logo, sendo as bases e as
alturas congruentes, podemos concluir que os volumes dos
tetraedros também sdo congruentes V(ABEV)=V(ADEV).

Hipotese (b): As piramides ABCV e ADEV possuem o mesmo
volume. Considerando os triangulos ABC e DEV como bases das
piramides, os triangulos escolhidos sdo as bases do prisma triangular
(sdo congruentes). Além disso, a distancia entre os planos que
contém as bases € a altura do prisma, portanto, a mesma altura das
piramides escolhidas. Logo, sendo as bases e as alturas congruentes,
podemos concluir que os volumes dos tetraedros tambem sdo
congruentes: V(ABCV)=V(ADEV).
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Provadas as hipoteses (a) e (b), podemos concluir que:
V(ABCV)=V(ADEV)=V(ABEV).

Aprendemos que o volume de um prisma € calculado
multiplicando a area da base pela altura, portanto:
V(ABCDEV)= A, -h. Também podemos calcular o volume do
prisma somando o volume dos trés tetraedros que provamos ser
congruentes, logo:

V(ABCDEV) = V(ABCV)+V(ADEV) +V(ABEV)
V(ABCDEV) = 3-V(ABCV)

A,... -h=3-V(ABCV)
Portanto, o volume de uma piramide qualquer ¢ dado por:
V= 1Abase -h, em que A, € a area da base da piramide e h sua
3
altura.

Figura 2.37| Decomposicdo de um prisma triangular

a) b) p
D

Fonte: elaborada pelas autoras.

Volume, area lateral e area total do tronco de piramide

Dada uma sec¢do transversal em uma piramide, denomina-se
tronco a parte entre a base e a secdo transversal (Figura 2.38 (b)).

Para calcular o volume do tronco (V,) da piramide, basta
subtrairmos do volume total da piramide o volume da piramide
menor:

-V

pirdmide—menor

v, =V,

pirdmide

= V. =V(ABCV)-V(A'B'C'V).
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Como V(ABCV) = %Abh e V(A'B'C'V)=

1

Ay =Ape €A = Aipso. tEMOS!
Vv —1A h—lA (h—h")
t_3 b 3 S
V. = S[Ah— A1)
v :%[Abh—Ash—i-Ash']
1
V, = g[h(Ab —A)+Ah]  (a)

gAs(h —h'"), em que

Vimos gue existe uma relacdo entre as areas da base e da secao
transversal. Dessa maneira, podemaos usar essa relacdo para calcular
o volume do tronco:

Relacdo entre as areas % = [

Substituindo (b) em

2

_h logo:
. lh=n")"
JA, _ h
N

JAh—JA R =hJA
h(VA, A, )= A h
A

(a), temos:

h= (b)

JA—bh'
(A, A)F+f .

JA A VAN
! A)r+rrh+Ah

(A, —A)

(A, + VA A+ AR

(Ab —A)+AhN
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Podemos, portanto, calcular o volume do tronco usando:
1,
v, =3h A, +AA + A
Figura 2.38| Tronco da piramide

a)

b)

c)

Apétemada [
piramide

(AB,Cca)e (A'B'C'ecf) (AB,Cca)e(A'B'C'ep)

Fonte: elaborada pelas autoras

A area lateral de um tronco (A,)€ a soma das areas das faces
laterais, que sempre serdo trapezios.

A area total do tronco € a soma da area lateral com as areas das
duas bases, sendo a base maior a da piramide, e a base menor a da
secdo. Portanto: A = A, + A, + A,

v=| Exemplificando
Vamos calcular as areas lateral e total do tronco ilustrado na Figura 2.39.

Figura 2.39| Tronco da piramide quadrangular regular ABCDV

D 1cm (¢

A B
(AB,C,Dca)e (A'B'C'D'c )

Fonte: elaborada pelas autoras
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Como a piramide € quadrangular regular, sua base maior tem area

4 cm? e sua base menor tem area 1 cm? Suas laterais s&o trapézios
2+1 5 ,

congruentes, portanto: A, =4 — 15= A, =9 cm” Logo, adrea

total & A =14 cm?”.

|:L|Q Pesquise mais

Para complementar o conteudo abordado nesta sec¢éo, assista ao video
do canal do professor Gui a respeito de piramides:

MATEMATICA EM EXERCICIOS. Geometria espacial — piramides.
Disponivel em: <https://www.youtube com/watch?v=0gpvwh5vx8Q>.
Acesso em: 27 jan. 2018. (Video do Youtube)

Em seguida, assista a outro video no mesmo canal, com exerciclios
resolvidos sobre pirdmides.

MATEMATICA EM EXERCICIOS. Exercicios resolvidos — piramides.
Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=IFkNpwOwtuA>.
Acesso em: 27 jan. 2018. (Video do Youtube)

Sem medo de errar

Chegou o momento de finalizar o projeto na Autodesign
apresentando um modelo para 0 boxe em formato de piramide
para a equipe. A piramide devera ter base quadrangular com arestas
medindo 4 ¢m, e seu documento contera O passo a pPasso para a
construcao de tal solido no software GeoGebra.

Passo 1: Na janela de entrada do software, digite: (0, 0).

Passo 2: Na janela de entrada do software, digite: Poligono ((O, 0),
(4, 0), 4).

Passo 3: Na janela de entrada do software, digite: (2, 2, 4).

Passo 4: Va até o menu exibir e escolha a opg¢ao para visualizar a
janela 3D; nesse momento, a janela 2D pode ser fechada.

Passo 5: Na janela de entrada do software, digite: Piramide (pol 1, B).
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A sua construcdo devera ficar semelhante a Figura 240 (a).
Clicando com o botao direito sobre os elementos e escolhendo
"Propriedades...”, € possivel configurar cor e linhas. Trabalhe em seu
modelo para que ele fique apresentavel.

Figura 2.40| Modelo para boxe em forma de piramide
a) b)

Fonte: elaborada pelas autoras.

Passo 6: Utilizando a ferramenta de reta perpendicular, trace
uma perpendicular ao vértice da piramide (cume).

Passe 7: Selecione a ferramenta de "‘ponto medio”, escolha uma
aresta da base e margue seu ponto médio. Em seguida, usando a
ferramenta ‘reta perpendicular’, trace uma perpendicular ao ponto
medio da aresta da base.

Passo 8: Utilizando a ferramenta de “intersecdo de dois objetos’,
marque o ponto central (intercecdo entre as retas perpendiculares)
(Figura 2.41 (a)).

Passo 9: Trace semirretas entre os pontos criados para
conseguirmos algumas medidas (Figura 241 (b)). Utilize a janela de
algebra para anotar os valores da altura da piramide: 4 cm, aresta da
base: 2 cm e apotema do prisma (altura da face): 4,47.

Figura 2.41| Medidas da piramide
a) b) Apotema da piramide (m) = 4,47
Altura (h) =4

Fonte: elaborada pelas autoras.
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Basta realizar os calculos pedidos:

Areatotall A =A +A, = A =4-94+16 = A =536 cm’.

1

Volume: V:%A ~h:>V:§16~4:V:21,33 cm’.

base

Por fim, vamos fazer uma comparacao entre a piramide de base
guadrangular e um cubo. Devemos ressaltar que ambos os solidos
possuem mesma base e mesma altura.

Area do cubo: A = A, + A, = 6a°> = A = 96 cm*.
Volume do cubo: V =a*> =V =64 cm®.

Apresente os resultados obtidos em um documento para a equipe
da Autodesign, comparando as areas e os volumes dos solidos.

Avancando na pratica
Modelando novas embalagens
Descricao da situagao-problema

Uma fabrica de chocolates decidiu criar embalagens no formato
de piramides. O gerente solicitou que as piramides tenham diferentes
naturezas (triangular, quadrangular etc), porém ¢é imprescindivel
qgue todas apresentem o mesmo volume. Seu trabalho ¢é elaborar a
construcao de quatro modelos diversos para as embalagens, usando
triangulo, quadrado, pentagono e hexagono comao poligonos na base.

Resolucédo da situacdo-problema

O primeiro passo para desenvolver as embalagens € criar uma
das piramides, por exemplo, a de base triangular (Figura 2.42).

Apos modelar a primeira embalagem, vocé obterd os valores
dessa piramide (arestas, area da base, area da face, apodtema da
piramide e altura da piramide e da face).

Conhecida a area e a altura, vocé deve modelar as demais
embalagens, pois, pelo Principio de Cavalieri, se duas piramides
possuem mesma area da base e mesma altura, estas tambem
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apresentam o mesmo volume. Para construir poligonos de base
com mesma area, utilize o resultado de geometria plana a respeito
de poligonos regulares (FREZZA; DIAS, 2017).

Figura 2.42| Modelos para as embalagens

AND 4

Fonte: elaborada pelas autoras.

Faca valer a pena

1. Quando pensamos no Egito, logo nos remetemos as grandes
construcdes de alvenaria conhecidas como piramides. As trés principais
piramides do Egito estdo localizadas na peninsula de Gizé, e suas
construcdes intrigam até hoje pesquisadores de diversas areas.
Sabendo que as piramides sdo solidos geométricos construidos a partir
de uma base e um ponto fora dessa base, analise as seguintes assercdes e
escolha a alternativa correta.
I. Toda piramide é um poliedro, portanto toda piramide € um prisma.
Il. A natureza de uma piramide € definida a partir do poligono da
base; se for um triangulo, sera triangular; se for um quadrado, sera

quadrangular, e assim por diante.
IIl. Um plano paralelo a base de uma piramide que corta suas arestas é
conhecido como secdo, podendo ser reta ou obliqua.
a) Todas as alternativas estdao corretas.

b) Somente as alternativas | e Il estdo corretas.

d
e

)
)

c) Somente as alternativas Il e lll estdo corretas.
) Somente as alternativas | e lll estdo corretas.
)

Somente a alternativa Il esta correta.

2. Muitos objetos do nosso cotidiano possuem formas de solidos
geomeétricos. Alguns sdo modelados usando software especifico, como
autocad, blender, 3D Studio Max, Maya, dentre outros. Qualquer solido
geomeétrico € construido partindo de partes planas, ou seja, a jungao de
elementos planos pode formar um objeto em trés dimensdes.
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Uma cesta de lixo tem por faces laterais trapézios isosceles e por fundo
um quadrado de 19 cm de lado. Qual a medida da aresta lateral da cesta?
(Adaptado de DOLCE; POMPEQ, 2001, p. 429).

Figura 2.43| Modelo geométrico do cesto de lixo

_ 19 cm
25¢cm

Fonte: elaborada pelas autoras

a) 3J101 cm o) 3104 e) 3019
b) 30 cm d) 343

3. 'O projeto de construcdo de uma peca de artesanato foi realizado
utilizando-se um software geométrico que permite interceptar um tetraedro
regular com planos. A Figura 244 mostra o tetraedro RSTU e trés pontos M, N
e Pdoplano a deintersecdo” (CARDONA; AZAMBUJA; SANTOS, 2011, p. 48).

Figura 2.44| Tetraedro regular RSTU

Fonte: adaptada de Cardona; Azambuja; Santos (2011, p. 48).

Sabendo que M, N e P sdao pontos médios de SR, SU e ST, ,,
respectivamente, e que o tetraedro RSTU tem volume igual a
1, avalie as seguintes afirmagdes.
I. O volume da piramide SMNP é igual a 1/2.
IIl. Aintersecdo do plano oo com o tetraedro € um paralelogramo.
I1l. As retas que contém as arestas MP e RU sdo reversas.
(CARDONA; AZAMBUJA; SANTOS, 2011, p. 48)

a) Todas as alternativas estdo corretas.
b) Somente a alternativa | esta correta.
c) Somente a alternativa Il esta correta.
d)
e)

Somente a alternativa Il esta correta.
Somente as alternativas | e Il estdo corretas.
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Unidade 3

Cilindros, cones e esferas

Convite ao estudo

Ola, aluno! Bem-vindo a esta nova unidade do nosso
curso de Geometria Espaciall Estudaremos agora mais
um importante assunto do campo geométrico: os Corpos
Redondos. Como ndo poderia deixar de ser, tais figuras
espaciais estdo presentes com muita frequéncia em Nosso
cotidiano. Basta dar uma volta na cozinha de sua casa e se
deparar com embalagens, potes, panelas e recipientes com
formato cilindrico. Diga-se de passagem, o cilindro, nao por
acaso, sera o primeiro corpo redondo que estudaremos.
E que tal se nos deliciarmos com um sorvete de “casquinha“?
Essa casquinha possui o formato de um cone, corpo redondo
que estudaremos na proxima secao. A famosa esfera € o
principal objeto utilizado em varias modalidades esportivas,
chamada de bola; esse corpo redondo, que € ainda mais
peculiar, encerrara esta unidade.

Depois de seu trabalho bem-sucedido na empresa
AutoDesign, vocé enfrentara um novo desafio profissional.
Dessa vez, uma empresa especializada na producao de
embalagens, a Packing-Design, encomenda-lhe uma pesquisa
sobre o melhor tamanho para embalagens de sorvetes.
A Packing-Design estuda oferecer um produto exclusivo para
uma nova industria de sorvetes que sera lancada Nno mercado
em breve. Para isso, sabe que precisa apresentar uma
embalagem que, além de moderna e atrativa, seja econdmica,
a fim de que o preco final ao consumidor seja competitivo.

As embalagens a serem desenvolvidas destinam-se
aos sorvetes vendidos em potes cilindricos e tambem
as embalagens de plastico que cobrem os sorvetes
acondicionados em casquinhas com formato de cone. Assim
como ocorreu na AutoDesign, a sugestao de trabalho de seu



novo chefe € uma apresentacao teorica sobre os elementos
de um cilindro, a fim de analisar qual € a melhor quantidade
de sorvete a ser oferecido ao cliente, bem como o tamanho
da embalagem em relagcao a sua altura e sua largura.

Para que possamos ajuda-lo nessa sua nova empreitada,
em cada uma das trés sessdes desta unidade, exploraremaos
com detalhes os corpos redondos ja mencionados.

Mais uma vez, renovamos os votos de que vocé atinja
todas as aprendizagens propostas aqui. Bons estudos!



Secao 3.1

Cilindros

Dialogo aberto

Caro aluno, bem-vindo a primeira secao desta unidade de estudo!
Neste primeiro momento, dedicaremos atencao a exploracao dos
conceitos sobre cilindros. O foco desta secdo serd a sua missao
na renomada empresa de embalagens Packing-Design, a qual quer
fechar um contrato de fornecimento de seu produto com uma
promissora industria de sorvetes que sera inserida Nno mercado.
No inicio, a nova industria de sorvetes comercializara seu produto
em potes cilindricos de trés tamanhos diferentes e em varios
sabores. Como profissional especialista em Geometria Espacial, sua
primeira missao € elaborar um documento escrito, apresentando
0S conceitos sobre cilindros, para que os proprietarios da empresa
possam entender melhor como envazardo os sorvetes. Alem
disso, vocé tera autonomia para apresentar algumas sugestdes de
embalagens, justificando se ha possibilidade de haver embalagens
mais rentaveis do que outras, por exemplo.

Mais uma vez, para desenvolver um trabalho dessa natureza,
percebemos a importéncia da apropriagcao dos conceitos
matematicos sobre os solidos geomeétricos, mais especificamente
sobreocilindro. Reiteramos, portanto, anecessidade daaprendizagem
pautada no estudo tedrico para o entendimento sobre o assunto.

Desejamos sucesso neste seu novo desafio. Bons estudos!

Nao pode faltar

Depois do estudo dos poliedros, iniciaremos a exploracao sobre
0s chamados “corpos redondos” (cilindro, cone e esfera). Ao final da
exposicao desses trés importantes conceitos da Geometria Espacial,
esperamos que vOoCé possa conhecer os principais elementos de
um cilindro, um cone e uma esfera, fazendo comparacdes dessas
figuras com os prismas.
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Exploraremos agora 0s conceitos sobre cilindro. Para isso, veja a
definicdo: dados dois planos paralelos, a e 3, e um circulo contido
em qualquer um dos planos, considere que uma reta r seja
concorrente a ambos os planos. Chama-se cilindro a regido dos
infinitos segmentos paralelos a essa reta, com extremos no circulo
e no plano paralelo ao que contém o circulo.

Para melhor entendermos a definicdo, considere, na Figura 3.1a,
os planos a e . Se tomarmos uma base circular contida no plano
« e uma reta r concorrente a ambos os planos (aNr =P,5Nr =P"),
a unido de todos os segmentos de reta (r,...r,), paralelos a reta r (e
ao semento PP), com origem nas extremidades da base e que
interceptam o plano 8 no mesmo semiespaco formando uma nova
base, € chamada de cilindro. Portanto, as bases B e B'sdo congruentes
(Figura 3.1b).

Figura 3.1 | Cilindro segundo sua definicdo

a) b)

[
anr=P,BNr="P'r..r,lr BCa,B'Cc3,B=B'

Fonte: elaborada pelo autor.
Elementos e classificacdo de um cilindro

Como consequéncia de possuir base circular, todo cilindro
apresenta um raio (r). Além do raio, tambem tem eixo (e), geratriz (g)
e altura (h). Veja cada um desses itens:

» Eixo: tomando os pontos O e O’'como origem dos circulos da
base (centro), a reta e que passa pelos pontos O e O’ ¢é chamada
de eixo (Figura 3.2a). A classificacdo do cilindro deriva do eixo, pois
se o eixo fizer um angulo reto com a base, o cilindro sera reto

106 U3 - Cilindros, cones e esferas



(Figura 3.2a). Caso o angulo entre o eixo e a base seja diferente de
90°, entdo se tem um cilindro obliquo (Figura 3.2b).

o Geratriz: ¢ o segmento de reta que une um ponto de uma
circunferéncia (base 1) ao seu correspondente da outra circunferéncia
da base (base 2), formando segmentos paralelos ao eixo de rotacéo.
Podemos dizer, portanto, que o cilindro possui 1 geratrizes, pois tem
n segmentos paralelos ao eixo que interceptam os planos nas bases.
Alguns autores utilizam a geratriz para classificar o cilindro em reto
ou obliquo, 0 que nos leva a mesma explicagcado anterior, visto que a
geratriz depende do eixo.

» Altura: a altura de um cilindro € a distancia (h) entre as bases
contidas em dois planos. Aqul temos uma particularidade: para os
cilindros retos, a altura e a geratriz s&o coincidentes, ou seja, possuem
a mesma medida (Figura 3.2a). Para os cilindros obliquos, a altura e a
geratriz nao sdo coincidentes (Figura 3.2b).

Figura 3.2 | Elementos e classificacdo de um cilindro

eixo
a) b)
Altura = geratriz Gorsriz Altura
le /e
Fonte: elaborada pelo autor.
s ﬂ9 Pesquise mais

Assista ao video a seguir, que traz uma apresentacdo didatica dos
elementos do cilindro.

EQUACIONA MATEMATICA. Cilindro (aula ministrada pelo professor
Paulo Pereira). Disponivel em: <https://www.youtube com/watch?v=
L rpbFsCa’/D4E&t=246s>. Acesso em: 8 fev. 2018 (video do YouTube).

J
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O cilindro é caracterizado como um solido de revolucao. Veja a
definicao a seguir: "Superficie cilindrica de rotacdo € uma superficie
gerada pela rotacao (ou revolucdo) de uma reta t em torno de uma
reta s (eixo) fixa, sendo a reta t paralela e distinta da reta s” (DOLCE;
POMPEO, 2013, p. 216).

Para entendermos essa definicdo, vamos utilizar a Figura 3.3.

A partir de um eixo (s), vamos construir um retangulo
(Figura 3.3a). Se rotacionarmos um pouco esse retangulo em torno
do eixo na direcdo da esquerda para a direita, teremos a constru¢ao
da Figura 3.3b. Se continuarmos rotacionando o retangulo em
torno do eixo na mesma dire¢do, teremos as Figuras 3.3c e d, na
gual a ultima representa uma rotacdo completa de 360°, e, como
consequéncia, podemos observar que o resultado € um cilindro
reto, que também pode ser chamado de cilindro de revolucao.

A superficie cilindrica de revolucao de eixo s, geratriz teraio rée o
lugar geométrico dos pontos que estdo a uma distancia dada (r) de
uma reta dada (s) (Figuras 3.3e e f).

Figura 3.3 | Superficie cilindrica de revolugédo

s

a) : C s b) C: c)
1

it

Fonte: elaborada pelo autor.
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- OGB Reflita

Apresentada essa definicdo sobre cilindro, vocé ja € capaz de distingui-
lo de um prisma? Existern similaridades entre eles? Quais as principais
diferencas?

Para ajuda-lo nesse processo de reflexdo, utilize o software Geogebra
para a construgdo desses solidos. Os (inks a seguir trazem orientagdes
em relagéo aos procedimentos:

TAMBURINI, Ricardo. Construcédo do prisma com o uso do Geogebra 3D.
Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=Yn4ezcGFsbg>.
Acesso em: 8 fev. 2018

Construcédo do cilindro usando o Geogebra 3D. Disponivel
em: <https://www.youtube.com/watch?v=mVmSXxIFkZ4>. Acesso em:
L 8 fev. 2018

J

Seccdo meridiana

Conforme a representacdo da Figura 34, define-se como
seccdo meridiana de um cilindro a intersecao deste com um
plano que contém o eixo. Em outras palavras, poderiamos dizer,
informalmente, que a seccdo meridiana seria um “corte” (seccdo)
exatamente ao meio do cilindro (Figura 34a/b), de modo que esse
corte divide as duas bases em semicircunferéncias (Figura 3.4c).
E importante ressaltar que a seccdo meridiana de um cilindro
obliquo é um paralelogramo. Ja a seccao meridiana de um cilindro
reto € um retangulo.

Figura 3.4 | Representacédo de uma secdo meridiana em cilindro reto

a) b). | . ‘

Fonte: elaborada pelo autor.

U3 - Cilindros, cones e esferas 109



110

‘t"’ Assimile

Area lateral do cilindro

Para compreender os conceitos a seguir, € importante que vocé
conheca perfeitamente a estrutura da planificacdo de um cilindro.

Figura 3.5 | Planificagdo de um cilindro

Fonte: elaborada pelo autor.

Como observado na Figura 3.5, a superficie lateral do cilindro tem o
formato de um retangulo de altura h (naturalmente, a mesma do
cilindro) e base com comprimento igual ao tamanho do perimetro da
base circular. Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia
qualquer ¢ dado pela formula:

C =2xar

Lembre-se, também, de que a area de um retdngulo € determinada
pela formula:

A.=b-h
Portanto, a area da superficie lateral de um cilindro é:

A, =2xr-h

Figura 3.6 | Representacdo da superficie lateral de um cilindro

27r }
Fonte: elaborada pelo autor.
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Area da base de um cilindro

Reportando-nos mais uma vez a Figura 3.6 e tambem a definicdo sobre
cilindro apresentada ha pouco, devemos nos lembrar de que todo
cilindro possul duas bases circulares. Da geometria plana, sabemos
tambeém que a area de um circulo € determinada pela formula:

_ 2
A, =mr
Logo, a area das bases de um cilindro € dada por essa mesma formula:
_ 2
A, =mr

Para fins de calculo da area total naturalmente, devemos considerar
ambas as bases do cilindro. Dessa forma, basta multiplicar a area da base
por 2, ja que, seqgundo a defini¢do de cilindro, sdo iguais (Figura 3.7).

Figura 3.7 | Representacdo em destaque das bases de um cilindro

Fonte: elaborada pelo autor.
Area total

Dessa forma, a area total de um cilindro € dada pela soma da area da
superficie lateral com a area da base:

A=A +A, = A =2rrh+ 21" = |A =2zr (h+7)

Volume do cilindro

Considere um cilindro com bases Ae A’e um prisma hexagonal de bases
Be B’ tendo os dois solidos bases e alturas congruentes; o principio de
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Cavalieri é valido para o célculo do volume. Qualquer secéo paralela a
base também sera congruente, portanto o volume do cilindro pode ser
calculado conforme demonstrado para os prismas (Figura 3.8).

V=A,xh|ou|V=nr’xh

Figura 3.8 | Principio de Cavalieri para cilindro

Altura

A=B=A'=B'=S=S'

Fonte: elaborada pelo autor.

g J

e vz| Exemplificando

Depois da apresentacdo das formulas, dos conceitos e dos elementos
de um cilindro, vamos resolver este exercicio para assimliar melhor as
informacgoes.

Determine a drea da base, a drea lateral, a area total e o volume de um
cilindro circular reto, cujo raio da base mede 5 m e a altura, 3 m.

Observagao: ndo se esqueca de representar corretamente a unidade de
medida de cada item.

Resposta:
LA =7nr2. A = 527 S A, =257 m?
. A, =27rxh . A =21x5x3 .. A =301 m

. A =2xA, +A, - A =2x257+307 .. A = 80r m?

V. V=A xh. V=25rx3. .V =75tm°
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U9 Pesquise mais

Para aprofundar os conhecimentos adquiridos nesta secdo e preparar-
-se para as proximas, assista a videoaula indicada a seguir:

VESTIBULANDIA.COM. Geometria espacial métrica — Cilindros — Parte
1. Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=ICagHJ5BvOc>.
Acesso em: 8 fev. 2018

Se possivel, pesquise outros materiais didaticos, a fim de explorar o
conteudo estudado (cilindros).

Sem medo de errar

Caro aluno, acabamos de conhecer os principais conceitos
e elementos de um cilindro e, agora, vocé ja tem condicdes de
elaborar o documento para a Packing-Design sobre as embalagens
que possuirdo esse formato.

Para a elaboracdo e a organizacdo de seus documentos, as
sugestdes de softwares apresentadas na unidade anterior (vide
topico "Sem medo de errar’, da primeira secao da Unidade 2)
também sdo validas aqui. Muito embora vocé esteja tratando de um
solido geomeétrico diferente daquela ocasidao, o desenvolvimento
e O objetivo do trabalho sdo similares, alem da compreensao das
empresas contratantes sobre 0s principais conceitos dos solidos em
questao.

Escolhido o software para o trabalho, vocé deve definir o conceito
sobre cilindros, apresentando seus principais elementos. Utilize uma
imagem similar a Figura 3.9 para apresentar os elementos.

Figura 3.9 | Exemplo para apresentacdo dos elementos

eixo

Fonte: elaborada pelo autor.
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Como vocé esta apresentando o projeto para ‘leigos” sobre o
assunto, em sua explanag¢ao podera anexar exemplos desses solidos
em nosso cotidiano (obviamente, por ser nosso objeto principal),
mostrando produtos alimenticios que sao armazenados em
recipientes que tenham esse formato (Figura 3.10).

Figura 3.10 | Exemplos de embalagens em formato cilindrico

Fonte: adaptada de: <http://www.publicdomainpictures.net/view-image.php?image=34228&picture=
&jazyk=PT>; <https://pixabay.com/pt/estanho-pode-png-metal-cont%C3%AAiner-2549235/> e <https://
pixabay.com/pt/tee-embalagem-ch%C3%Al-de-ervas-629229/>. Acesso em: 8 fev. 2018.

Por fim, vocé deve a seu modo apresentar aos seus interlocutores
como se calcula o volume de um cilindro, ja que este ¢é justamente
O ponto que verdadeiramente lhes interessa. Apresente alguns
exemplos comparando o tamanho de uma embalagem com a
capacidade em quilogramas que ela suportaria. Eles precisam pensar
quais quantidades de sorvete (volume) havera em cada recipiente,
qual o tamanho do pote, calculos sobre empilhamento de caixas
para estoque e transporte do produto. Lembre-se de que quanto
mais detalhadas forem suas hipoteses e conjecturas abordando os
conceitos sobre cilindros, mais vocé contribuira, significativamente,
CoMm essa empresa.

Avancando na pratica
Empilhamento de caixas para transporte e armazenamento

Descricao da situagcao-problema

Uma empresa de logistica recebeu uma encomenda de potes
cilindricos que armazenavam 500 mlL de determinado produto.
Ela, entdo, decidiu empacotar os potes, agrupando-os de 8 em 8,
em caixas de papeldo, de modo que fossem formados 4 pares de
potes, ficando cada pote do par sobre o outro. A seguir, observe
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uma ilustracao sobre a visao da parte frontal da caixa, apos os pares
estarem empilhados (Figura 3.11).

Figura 3.11 | Ilustracdo das caixas de sorvetes empilhadas

~
7
16,4 cm

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que os lados da caixa medem 16,4 cm, qual € a altura
dessa caixa? (Considere m=3)

Resoluc¢do da situagdo-problema

Se o lado da caixa estocada mede 16,4 cm, entao o diametro das
tampas dos potes cilindricos mede 8,2 cm e, por consequéncia, seu
raio mede 4,1 cm.

Lembrando gque a formula do calculo é:
V=A xh
500 =4,1x4,1x3x h
54,43h =500
h~9,92 cm
Se a altura do pote cilindrico é de 9,92 cm, entdo a altura da caixa

sera o dobro desse valor, ja que um pote esta sobre o outro. Logo,
a altura da caixa € de, aproximadamente, 19,84 cm.

Faca valer a pena

1. Na parte tedrica desta secdo, foram apresentadas, de maneira intuitiva, as
formulas da area total (area da superficie lateral adicionada a area da base) e
do volume de um cilindro. Neste primeiro problema, € exigida uma analise
com base nesses conceitos para verificacao de um contexto pratico.
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" Uma empresa vende tanques de combustiveis de formato

cilindrico, em trés tamanhos, com medidas indicadas [na

Figura 3.12]. O preco do tanque é diretamente proporcional

a medida da drea da superficie lateral do tanque. O dono de

um posto de combustivel deseja encomendar um tanque

com menor custo por metro cubico de capacidade de
armazenamento (ENEM, 2010, p. 24).

Figura 3.12 | Modelos de tanques

4m 4m 6m
—> —>
6m 8m —
8m
)] an (1)

Fonte: adaptada de ENEM (2010, p. 24).

Qual dos tanques devera ser escolhido pelo dono do posto? (Considere
7= 3.) (ENEM, 2010, p. 24)

1
a) |, pela relacéo area/capacidade de armazenamento de —.

4
b) I, pela relacdo area/capacidade de armazenamento de §
. . : 3
c) Il, pela relagdo area/capacidade de armazenamento de Z
. ) 2
d) Ill, pela relacdo area/capacidade de armazenamento de 5

e) Ill, pela relagéo area/capacidade de armazenamento de —2

2. O volume de um cilindro é um importante conceito matematico que
apresenta diversas aplicacdes em nosso cotidiano. Como ja sabemos,
volume é uma medida de capacidade. O problema a seguir apresenta uma
situacdo pratica para a construcdo de uma cisterna cilindrica que visa ao
aumento do abastecimento de agua.

Para resolver o problema de abastecimento de agua, foi decidida, numa
reuniao de condominio, a construcdo de uma nova cisterna. A cisterna
atual tem formato cilindrico, com 3 m de altura e 2 m de diametro, e
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estimou-se que a nova cisterna deverd comportar 81 m* de 4gua, mantendo
o formato cilindrico e a altura da atual. Apds a inauguracao da nova
cisterna, a antiga sera desativada. Utilize 3,0 como aproximacdo para .
(ENEM, 2015, p. 21)

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cisterna para atingir o
volume desejado?

a) 0,5.

3. O semicilindro é uma figura que representa um cilindro seccionado
ao meio. A parte superior de um bebedouro (como o apresentado neste
exercicio) representa bem a seccao meridional estudada nesta secao.
O conhecimento sobre planificacdo de um cilindro também sera recordado
agora. (Figura 3.13).

Alguns testes de preferéncia por bebedouros de agua ,,
foram realizados com bovinos, envolvendo trés tipos

de bebedouros, de formatos e tamanhos diferentes. Os
bebedouros 1 e 2 tém a forma de um tronco de cone circular
reto, de alturaiguala 60 cm, e diametro da base superior igual
a 120 cm e 60 cm, respectivamente. O bebedouro 3 é um
semicilindro, com 30 cm de altura, 100 cm de comprimento
e 60 cm de largura (ENEM, 2010, p. 20).

Figura 3.13 | Os trés recipientes

> 120 cm i 60 cm

€ »|

(]

‘ 60 cm 80 cm
Bebedouro 1 Bebedouro 2
60 cm
100 cm 30 om
\

Interbits®

Fonte: ENEM (2010, p. 20)
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Escolha a opcao que representa a planificacdao para o bebedouro 3,
sabendo que nenhum dos recipientes possui tampa:

a) 100 cm
@‘feom
>
60 cm
b) 100cm
ISO cm
<) 1é 100 cm "

IBO cm

60 cm
d) le—>1
100 cm
60 cm
e)
A
100 cm

—_

60 cm
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Secao 3.2

Cones

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a mais uma secao de estudos do
nosso curso de Geometria espaciall Desta vez, com foco naaquisicao
de conhecimento sobre cones. A aprendizagem a ser desenvolvida
a partir de agora lhe dard condi¢des para continuar exercendo com
brilhantismo e competéncia as missdes confiadas a vocé. Por falar
nisso, a empresa Packing-Design conseguiu consagrar seu trabalho
naguela promissora industria de sorvetes que apresentamos na
secao anterior. Naquele momento, a industria havia anunciado que
comecaria a comercializar sorvetes em potes cilindricos. Pois bem,
a boa aceitacdo do publico fez com que a empresa prosseguisse
com seu projeto inicial, sendo o proximo passo o lancamento de
sorvetes na sua forma mais tradicional, o sorvete de “casquinha’l

A massa do sorvete tera um volume de 75 mL, mas na embalagem
constara o peso de 81 gramas, ja que a casquinha em formato
de cone é comestivel. Mais uma vez pensando na estocagem, a
Packing-Design sugere que as casquinhas sejam estocadas em
caixas com bases retangulares.

Sabendo que o diametro da casquinha € de 5 cm e em cada
Caixa caberdo 12 casquinhas, determine a altura da casquinha de
sorvete. Para resolver essa situacao, considere = = 3.

Apos solucionar esse desafio, vocé pode sugerir outros tamanhos
de casquinha para a Packing-Design, bem como outros formatos de
embalagem. Lembre-se de que ¢ também sua funcdo tornar essa
comercializacdo de sorvetes cada vez mais rentavel.

A fim de que vocé apresente uma ideia consistente a empresa
para a qual esta prestando servicos, € mais do que necessario o
dominio do conteudo envolvendo cones. Vamos iniciar, portanto,
a parte tedrica desta unidade, gque apresenta os conceitos sobre
esse solido. Esperamos que essa explanacao contribua para o bom
desenvolvimento do seu trabalho na Packing-Design. Bons estudos!
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Nao pode faltar

Dando continuidade ao estudo sobre corpos redondos,
analisaremos agora toda a parte tedrica que abrange o conceito
sobre cones. Como tem sido até o momento, iniciaremos Nossos
estudos com a formalizacdo dos conceitos.

Definicdo: considere o plano a e um circulo contido nesse
plano. Sendo P um ponto ndo pertencente ao plano «, chama-se
cone a regido delimitada pelos infinitos segmentos de reta, com
extremos no circulo e no ponto P dado (Figura 3.14).

Figura 3.14 | Cone segundo sua definicdo

a) b)
P
P
” B
i
«
«
PZaePep BaseCo,P¢

Fonte: elaborada pelo autor.

Elementos de um cone

Vamos agora conhecer os elementos que compdem 0s CoNnes.
Dois desses elementos ficam evidentes na propria definicao. Sao
eles: a base circular e um ponto que nao pertenca ao plano da base,
gue € o vértice do cone. Além desses dois elementos, fazem parte
do cone as geratrizes, que sdo 0s segmentos com extremidades No
ponto P e nos pontos da circunferéncia, e a altura, que ¢ a distancia
entre o vértice (ponto P) e o plano da base. Lembre-se de que a altura
de qualguer solido é o segmento que forma um angulo reto com o
plano da base. Veja tais elementos representados na Figura 3.15.

Figura 3.15 | Elementos de um cone

=]
Geratriz
Altura

Fonte: elaborada pelo autor.
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o(b Reflita

Depois de apresentada a definicdo matematica sobre cone, vocé ja é
capaz de distingui-lo de uma piramide? Existem similaridades entre
eles? Quais sdo as principais diferencas?

Mais uma vez, sugerimos o software Geogebra para ajuda-lo nessa
reflexéo, que pode ser pautada na construcédo de cada um desses
solidos. Os links a seguir dao orientacdes quanto aos procedimentos:

TAMBURINI, Ricardo. Construcéo da piramide com o uso do Geogebra
3D. Disponivelem: <https://www.youtube.com/watch?v=bfFPGZrfD8Y>.
Acesso em: 9 fev. 2018

Construcdo do cone usando o Geogebra 3D. Disponivel
em: <https://www.youtube com/watch?v=43J_PzdDIGk>. Acesso em:
9 fev. 2018

Classificacdo dos cones

Assim como os poliedros vistos até o momento, os cones podem
ser retos ou obliquos. Tal classificacdo depende do angulo que o
eixo central faz com a base do cone (Figura 3.16).

Figura 3.16 | Classificacdo dos cones

Cone reto Cone obliquo I

Fonte: elaborada pelo autor.

Se 0 eixo do cone for obliqguo em relacao ao plano da base, sera
classificado como cone obliquo. Entretanto, sendo o eixo perpendicular
ao plano da base, a classificacao passa a ser de cone reto.

Ao observar a Figura 3.16, perceba que, diferentemente do que
ocorria no cilindro, quando o cone € reto, a altura e a geratriz desse
corpo redondo ndo podem ser iguais, dadas as naturezas e as formas
distintas desses solidos. A geratriz de um cone sempre sera obliqua.
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‘O cone circular reto é também chamado cone de revolucao, pois
€ gerado pela rotagcdo de um triangulo retangulo em torno de um eixo
que contém um de seus catetos” (DOLCE; POMPEU, 2013, p. 237).

Veja, na Figura 3.17, que se girarmos o triangulo OPQ em torno
do eixo central, o solido resultante serd um cilindro reto.

Figura 3.17 | Cone de revolugéo

Fonte: elaborada pelo autor.

Seccdo meridiana

Seccdo meridiana do cone é definida pela interseccao de um
plano com o seu eixo. Em outras palavras, tal interseccdo passa
pelo vértice do cone e, simultaneamente, pelo centro de sua base
circular, dividindo o cone em dois solidos congruentes (Figura 3.18).

Figura 3.18 | Representacdo de uma secgdo meridiana

Fonte: elaborada pelo autor.

A secgdo meridiana de um cone reto € um triangulo isosceles
(Figura 3.19a). Se a seccdo meridiana de um cone for um triangulo
equilatero, poderemos chamar esse solido de “cone equilatero’
(Figura 3.19b). No cone equilatero, a altura do cone pode ser
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calculada por: h =r+/3, além disso a geratriz (g) tem como medida
duas vezes o raio da base (g = 21).

Figura 3.19 | Triangulos da secgdo meridiana

a) b)

2r

Fonte: elaborada pelo autor.

Area lateral do cone

Apresentaremos agora 0s principais conceitos algébricos sobre
cone. No entanto, para vocé ter condicdes de desenvolver a plena
compreensao dos temas a seguir, faz-se necessario o conhecimento
da estrutura da planificacao desse solido.

Figura 3.20 | Planificacdo de um cone

o Qe

Como observado na Figura 3.20, a base do cone corresponde a
um circulo de raio r. A superficie lateral de um cone circular reto de
raio da base (r) e geratriz g corresponde a area de um setor circular
de raio g e comprimento do arco de 2xnr (Figura 3.21).

Superficie lateral

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 3.21 | Superficie total de uma circunferéncia e superficie de um cone (setor
circular)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Logo, a éarea da superficie lateral de um cone pode ser
encontrada por meio de uma ‘regra de trés” simples, ja que a area
do setor circular e o comprimento do arco sdo, entre si, grandezas
diretamente proporcionais. Antes do calculo propriamente dito,
consideremos:

e Dada uma circunferéncia com raio g (Figura 3.21), sua area ¢é
dada por 7g2

« O comprimento dessa clrcunferéncia comralo g € 2« g.

e Se tomarmos um arco nessa circunferéncia usando o raio r da
base de um cone, esse arco da superficie lateral tera comprimento
27 r,jaque rcorresponde ao raio da base do cone.

Assim, concluimos que a area da superficie lateral de um cone
(A)e:

Area Comprimento
2
el 2rg
A, 2nr
2rr x mg?
A =SXT9
' 2ng

Area da base de um cone

Observando novamente a Figura 3.20 e resgatando a definicao
sobre cones apresentada ha pouco, devemos nos lembrar de que
todo cone possui apenas uma base de formato circular.

Logo, a érea da base de um cone € dada pela mesma formula da
area de um circulo:

A, =mnr
Area total

A area total de um cone € dada pela soma da area da superficie
lateral (setor circular) com a area da base:

A=A+A ~A=rrg+ar’ - |A=nr(g+r)
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Volume do cone

Pelo Principio de Cavalieri, o volume do cone serd igual ao
volume da piramide. Portanto:

Ve = 1Ab xh| ou |V, = 17rr2><h
3 3

Volume, area lateral e area total do tronco de um cone

Tomando uma secc¢ao transversal de um cone paralela a base,
obtém-se dois novos solidos: um novo cone, com raio da base
inferior ao original, e © chamado tronco de cone (gerado atraves da
seccao transversal) (Figura 3.22).

Figura 3.22 | Ilustracdo de um tronco de cone obtido da seccdo transversal

Fonte: elaborada pelo autor.

O tronco de cone possuira uma nova geratriz (g), altura (h) e
duas bases paralelas entre si, a maior de raio (R) e a menor de raio (1)
(Figura 3.23). Dessa forma, podemos concluir que:

« A &rea da base menor de um tronco de cone é A, = rr’,

« A drea da base maior de um tronco de cone é A; = 7R

Figura 3.23 | Elementos do tronco

Fonte: elaborada pelo autor.
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A area lateral do tronco de um cone e equivalente a area de um
trapézio, sendo a base menor (b) igual a 27r e a base maior (B) igual
a 27R. A altura desse trapézio € a geratriz (g) do tronco. Logo:

B+b
trapézio — [T]h
A = 27R + 277!’]
2
27Rg + 2nrg
AT

sl

Logo, a area lateral € dada por: |A, = mg(r + R)|.

Concluimos, entdo, que a area total do tronco de cone € a soma
das areas das bases (maior e menor) com a area lateral. Assim:

A=A +A+A]

Por fim, para calcular o volume do tronco, devemos subtrair do
volume do cone original o volume do cone menor, formado a partir
da seccdo transversal (Figura 3.24).

Figura 3.24 | Volume do tronco

=V,

cone — Y cone_menor

v. ~lirexn Viowo V.

cone 3

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que o cone maior possui raio R e altura H e o cone
menor tem raio r e altura h, podemos calcular o volume do tronco

do seguinte modo: |V, = %(F\’2 +Rr +r?)|.
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‘t"’ Assimile
Demonstracéo:

Para demonstrar a formula do volume do tronco do cone, partimos da
semelhanca de triangulos, usando os elementos da Figura 3.24:

H+h R

h r
(H+h)r=hR
Hr +hr = hR
Hr = hR — hr
Hr =h(R—-h)

Hr
h= 1
R—r

O volume do tronco de cone é encontrado pela diferenca entre o
volume do cone maior e 0 menor:

V,=V_. -V

maior — ¥ menor

mzlﬁ#w+m—%w%

3
K:%ﬂWH+R%—FM
V, = %w(R2H+h(R2 —r?))

Substituindo 1 em 2, tem-se:

1 Hr
V. = —x|R?H +
7[R

3 —r

(R* - r2>]

717r 2 Hr
Ms[RH+B%7Qb4ﬂR+H

w:%ﬂWH+MR+mﬂ

1
Logo: V, = §7rH (R2 +rR+ rz), como queriamos demonstrar.
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v=| Exemplificando

Depois de apresentadas as formulas, os conceitos e os elementos de
um cone e de tronco de um cone, vamos resolver este exercicio para
assimilar melhor as informacoes.

a. Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cone circular
reto, cujo raio da base mede 6 m e a geratriz, 10 m.

Obs.: relembramos a importancia de representar corretamente a
unidade de medida de cada item.

Resposta:
| A =7rg. .. A =7nx6x10 . A =601 m
Il A=A +A, - A =601 +367 ... A =961 m?

Il Por ser um cone reto, recordando a ideia de seccao
meridiana, a altura pode ser calculada da seguinte forma:

g2=r2+h?
102 — 62+ h?
hz —100 — 36
h? — 64
h=8m
v V:%WXGZXS,',V:36X8W,',V:967T m

b. Considere que o raio da base menor e o raio da base maior de um
tronco de cone mecam 5 m e 8 m, respectivamente. Sabendo que a
altura referente a esse tronco é de 9 m, determine seu volume.

Resposta:
V= 7%9(82 +5248.5)

V = 3m.(64 + 25 + 40)
V =3877 cm®

D9 Pesquise mais

Para ampliar os conceitos explorados nesta secdo, assista a seguinte
videoaula. Lembre-se de pesquisar outros materiais didaticos sobre }
cones, a fim de aprofundar os seus conhecimentos.
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VESTIBULANDIA.COM. Geometria espacial métrica — Cones — Parte 1.
Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=g5GMIQYKQV4&t
=434s>. Acesso em: 9 fev. 2018

Sem medo de errar

Chegou o momento de resolver o desafio da Packing-Design
destinado a vocé. Vocé se lembra do problema das casquinhas
proposto no inicio da secao? Diante de todo aprendizado até aqui
adquirido, vamos resolvé-(o!

Sendo o diametro da casquinha igual a 5 cm, entdo o raio sera
igual a metade desse valor, ou seja, igual a 2,5 cm. Na Figura 3.25, ha
uma ilustracao do fato apresentado no problema.

Figura 3.25 | llustracdo da caixa de sorvetes

~
20 cm
N M
S E—
15 cm

Fonte: elaborada pelo autor.

Para resolver essa situagao, devemos nos lembrar de que 1 mL
€ equivalente a 1 cm, portanto o volume da casquinha de 75 mL é
equivalente a 75 cm. Tendo consciéncia dessas informacdes, basta
recorrermos a formula do volume de um cone.

Logo:
V= 17rr2h
3

2,5%.3.h
3

18,75h = 225

h=12cm

75 =
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Como atividade complementar, sugerimos no enunciado
gue vocé ofereca, a0 menos, mais uma sugestao de tamanho de
casquinha, ou mesmo de caixas para estocagem do produto. Como
as caixas tém formato de prismas, vocé tem condicdes de propor
tamanhos distintos, utilizando-se dos conceitos ja estudados.

Siga a mesma dinamica para a construcao de sua proposta
utilizada na se¢do anterior. Dessa maneira, vocé esta livre para usar
diferentes softwares para elaborar seu documento, que deve ser
sucinto e esclarecedor.

Avancando na pratica
Xicara de café
Descricao da situagcao-problema

Depois da apresentacao e do estudo dos conceitos sobre cones,
vocé deve estar imaginando o quanto esse solido é recorrente em
nosso cotidiano. Pois bem, imagine a seguinte situacao:

Uma empresa de cosmeéticos fara uma reuniao com seus 12
distribuidores. Uma funcionaria do servico de cozinha ficou
encarregada de servir uma xicara de café para cada um dos
integrantes da reunido. Sabe-se que o café, apos ser coado, rende
uma porcao de 800 mL. Se a cozinha dispde de 12 xicaras, em
formato de tronco de cone, iguais as do desenho a sequir, quantas
vezes a funcionaria precisara coar o cafée para servir todo mundo ao
menos uma vez? (Considere 7 =3))

Figura 3.26 | llustracdo com dimensdes para o calculo

7cm

5cm

—_—
3cm

Fonte: adaptada de: <https://www.tutorbrasil.com.br/forum/download/file.php?id=5917>. Acesso em: 9 fev. 2018.
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Resolucédo da situacdo-problema

Como comentado no enunciado da situacao-problema e
comprovado na ilustracdo da Figura 3.26, notamos que a xicara é
um tronco de cone. Dessa maneira, para resolver tal situacao, vamos
recorrer a formula do volume do tronco de cone. Mas, antes disso,
identificaremos os elementos do tronco em questao:

e Railo da base maior (R) € igual a 3,5 cm, ja que o didmetro
superior da xicara e 7 cm.

e Railo da base menor (r) € igual a 1.5 cm, ja que o didmetro
inferior da xicara € 3 cm.

« A altura (h) da xicara € iguala 5 cm.
Portanto:

V= TURe 44 Rr)

Vv ?(3,52+1,52+3,5.1,5)

V =5.(12,25+ 2,25+ 5,25)
V =5.19,75
V =98,75 mL

Ao dividir o total de café coado (800 mL) pelo volume da xicara,
concluimos que a funcionaria da cozinha precisara coar o café ao
menos duas vezes. Observe que uma coada encheria 8 xicaras;
duas coadas, 16. Como precisamos de pelo menos 12 xicaras cheias
para servir os distribuidores, a funcionaria do café precisara coa-lo,
no minimo, 2 vezes.

Faca valer a pena

1. O formato cdnico esta presente em diversas circunstancias do nosso
cotidiano. Na questdo a sequir, € explorado por meio de uma nova
tendéncia no mercado alimenticio, as embalagens conicas de batata frita.
Para resolvermos essa questao, precisamos nos recordar do conceito de
volume de um cone, aprendido nesta sec¢ao.

O consumo de batata frita no Brasil sempre teve numeros expressivos.
O alimento é bem aceito pelo brasileiro e combina com diversas refeicdes,
seja com hamburgueres, pratos executivos ou mesmo sozinha, vendida
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como opcao das chamadas “porcdes” em bares e restaurantes. Para
diversificar e deixar o produto ainda mais atrativo, alguns comerciantes de
batata estdo optando pela venda em cones de papeldo, embalagens que ja
sdo tradicionais na venda de pipocas, por exemplo. Com um semicirculo de
papeldo decorado com diametro de 48 cm, um comerciante faz suas proprias
embalagens, em formato de cone circular reto, para a venda da batata frita.
Qual é o volume aproximado dessas embalagens? (Considere m = 3.)

a) 2.550 cm®. d) 2.950 cm®.
b) 2.780 cm®. e) 2.989 cm®.
c) 2.830 cm®.

2. Depois de diversos exemplos sobre os cones em nosso cotidiano,
apresentamos novamente o seu formato presente em um alimento. Desta
vez, em um doce muito consumido por criangas, o guarda-chuva de
chocolate. Embora bastante pequeno, é plenamente possivel calcularmos
o seu volume.

Joana € professora de Matematica, e uma das guloseimas que mais
marcaram sua infancia foram os pequenos guarda-chuvas de chocolate.
Um dia no supermercado, Joana se deparou com esse chocolate e
resolveu comprar uma caixa com 45 unidades. Sabendo que cada guarda-
chuva tem 8 cm de altura e 4 cm de raio, qual foi a quantidade total, em
volume de chocolate, que Joana comprou? (Considere m = 3.)

a) 128 cm®. d) 6.250 cm®.
b) 4.260 cm®. e) 6.600 cm®.
) 5.760 cm®.

3. A questdo a sequir traz a representacao de uma figura que é uma jungao
dos dois corpos redondos estudados até agora (cilindro e cone). Trata-
se de um equipamento denominado silo, que serve para estocar variados
tipos de grdos. O seu volume é facilmente calculado, se considerarmos as
figuras de forma separada e, em seguida, somarmos os resultados.

" Em regides agricolas, € comum a presenca de silos para
armazenamento e secagem da producdo de graos, no
formato de um cilindro reto, sobreposto por um cone, e
dimensdes indicadas na figura. O silo fica cheio e o
transporte dos grdos é feito em caminhdes de carga cuja
capacidade é de 20 m®. Uma regiao possui um silo cheio e
apenas um caminhao para transportar os graos para a usina

de beneficiamento (ENEM, 2016, p. 30)
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Figura 3.27 | Modelo de silos para armazenamento

i e e

of
1

12m

Fonte: Enem (2016, p. 30).

Utilize 3 como aproximacgao para 7. O numero minimo de viagens que o
caminhdo precisara fazer para transportar todo o volume de graos
armazenados no silo é:

a) 6.

b) 16.

c) 17.

d) 18.

e) 21.
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Secao 3.3

Esferas

Dialogo aberto

Caro aluno, esta secao finaliza o estudo sobre corpos redondos.
Aprendemos até o momento sobre o cilindro e o cone, suas
superficies, seus elementos, suas classificacdes, bem como 0s
calculos de suas areas e seus volumes. Nesta terceira fase nos
dedicaremos ao estudo das esferas, a fim de que vocé conclua o
seu ultimo trabalho para a Packing-Design.

Esse ultimo trabalho a ser concluido para a Packing-Design
consiste em desenvolver uma embalagem esférica para armazenar
bombons que possuem a forma de um cubo. O cliente solicitou
trés tamanhos de esferas, uma para armazenar 100 g de bombons,
outra para 250 g e a ultima para 400 g. Entdo, seu trabalho
€ determinar os tamanhos corretos para cada embalagem.
E importante destacar que o tamanho dos bombons ndo deve se
alterar, apenas a quantidade necessaria para cada embalagem, cuja
aresta mede 2 cm.

Para concluir seu trabalho nesta secdo, vocé conhecera os
elementos da esfera e aprendera a calcular a area e o volume dela.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Nesta unidade do nosso curso de Geometria espacial,
estudaremos os conceitos e as definicdes abrangidas sobre o ultimo
corpo redondo a ser apresentado: a esfera.

Definicdo: dados um ponto P (centro da esfera) e um ponto A
quaisquer no espaco, chama-se esfera a unidao de todos os pontos
No espaco cuja distancia até P é menor que ou igual ao segmento
PA, denominado, em nosso exemplo, raio da esfera (Figura 3.28).
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Figura 3.28 | Esfera segundo sua definicdo

Fonte: elaborada pelo autor.

Segundo Dolce e Pompeu (2013, p. 250), podemos igualmente
pensar que: “A esfera € também o solido de revolucdo gerado pela
rotacado de um semicirculo em torno de um eixo que contéem o
diametro” (Figura 3.29). Dados um ponto Pno espaco e um segmento
de reta r, 0 conjunto de todos os demais pontos NO espago, com
a mesma distancia r, denomina-se superficie esférica. O ponto P é
chamado de centro da esfera e o segmento r, raio.

Figura 3.29 | Solido de revolugao

eixo eixo eixo

Fonte: elaborada pelo autor.
Seccgédo

Pensemos agora na relacdo pitagorica existente na esfera, mas,
antes disso, devemos nos lembrar de que uma esfera, assim como
os demais solidos, pode ser interceptada por um plano secante,
criando uma seccdo que na esfera sempre serd um circulo. Se essa
seccdo passasse pelo centro da esfera, teriamos um circulo de
raio maximo equivalente ao raio da propria esfera. Na Figura 3.30,
apresentamos uma esfera de raio R, sendo d a distancia do plano
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secante ao centro e r, o raio da seccdo. Logo, a sequinte sentenca
e valida:

r2:R2—d2

Figura 3.30 | Sec¢do da esfera

R*=d*+r*
Fonte: elaborada pelo autor.
Elementos da esfera

Vamos agora conhecer os elementos que compdem a esfera.
Conforme a representacdo da Figura 3.31, a esfera possui 0s
seguintes elementos:

» Polos: sdo os pontos resultantes das intersecdes entre o eixo e
a superficie esférica.

e Equador: é a circunferéncia de ralo maximo, gerado por uma
seccdo que passa pelo centro da esfera.

e Paralelo: qualquer circunferéncia gerada pela seccdo na
superficie esférica que seja paralela aoc equador.

» Meridiano: € uma sec¢do na superficie esférica cujo plano passa
pelo eixo da esfera.

Figura 3.31 | Elementos da esfera

\ > Paralelo

Equador

Meridiano

Fonte: elaborada pelo autor.
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Definidos os elementos da esfera, veremos o que significa a
distancia polar. Se tomarmos um ponto P em um paralelo qualquer,
a distancia entre o ponto P e cada um dos polos sera chamada de
distdncia polar. Na Figura 3.32, temos a representacdo dessa
distdncia, como consequéncia da definicao de polos; para cada
ponto escolhido no paralelo, existem duas distancias (d,,d,).

Figura 3.32 | Distancia polar

Fonte: elaborada pelo autor.

Para calcular tais distancias, podemos recorrer ao uso das
relagdes trigonometricas. O triangulo AP,PP, pode ser dividido em
dois novos triangulos: APPP' e AP'PP,, dos quais obtemos as
relacoes:

d? =(R+dy +x?

d> =(R—dy +x* (1)

Por meio de relacdes trigonometricas, também podemos
escrever X Como:

R?* = d* + x?

x> =R*—-d* (2)

Substituindo (2) em (1), resulta:

d?=(R+dy +R*—d?

d? =(R—-dP?+R*—d*

Logo, calculamos as disténcias polares por: |d12 :2R(R+d)| e

|d22 =2R(R - d)|, quando o ponto estiver localizado abaixo do centro

da circunferéncia (abaixo do ponto de origem O), e |d12 =2R(R— d)|

e |d22 :2R(R+d)|, guando o ponto estiver localizado acima do

centro da circunferéncia.
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- @ Reflita

Nesta secdo e, de forma geral nesta unidade, deparamo-nos diversas
vezes com as figuras: circulo, circunferéncia e, mais recentemente, com
a esfera. Elas possuem algo em comum? Vocé € capaz de diferencia-
las, imaginando ao menos um exemplo correlato para cada uma delas?

Que tal se utilizar o software Geogebra para representa-las e confirmar
suas convicgdes matematicas acerca do assunto?

Area da superficie esférica:

De maneira intuitiva, vamos deduzir a area da superficie esférica.
Com base na Figura 3.33, imaginemos infinitas piramides com base
na superficie da esfera e altura igual ao raio dela

Figura 3.33 | Ilustracdo de uma piramide de base quadrada inscrita em uma esfera

Fonte: elaborada pelo autor.

Dessa forma, podemos concluir gue a soma de todos os volumes
de todas as piramides inscritas na esfera € igual ao volume da esfera.
Assim:

Ar Ar Ar+ Ar

Vv = , portanto:

esfera 3 3 3 p

4 3 AL A LA . A1 A
—7r + 24324 .| Note que: r +—+ 24—
3" 373 3 73 i 33 3

corresponde exatamente a area da superficie esferlca (Ag). Logo:

irn—r —r_ _S = B/As:4'/T2

3 ;f ;{
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Area do fuso esférico

Como nos lembram Dolce e Pompeu (2013, p. 254), fuso esférico
"é aintersecdo da superficie de uma esfera com um diedro (ou setor
diedral) cuja aresta contém um didametro dessa superficie esférica”.

A Figura 3.34 apresenta os principais elementos a serem
considerados no fuso esférico. Perceba que o angulo a é medido
na seccao equatorial e reforca a ideia de que o fuso esférico
corresponde a uma parte da area da superficie esférica.

Figura 3.34 | llustracdo de fuso esférico

Fuso esférico

Arco equatorial

Fonte: elaborada pelo autor.

Na area da superficie lateral de uma esfera, o angulo
correspondente a area total € o de 360°. Portanto, podemos calcular
a medida do fuso da seguinte forma:

Angulo.........cccccooiiine. Area
360° 4rr?
a A,
2
A, .360°= 4nria - |A, =2
90°
Caso o angulo « esteja em radianos, utilizamos:
27 47r?
« A,
A, = 2ria

Volume da esfera

A formula mais importante desta secdo sera demonstrada, mais
uma vez, por meio do conceito do Principio de Cavalieri. Para
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desenvolvermos nosso raciocinio, considere os seguintes solidos
apresentados na Figura 3.35. Dado um cilindro equilatero, o solido
formado a partir das bases desse cilindro, com vértices no ponto
medio da altura do cilindro, € chamado de clepsidra. Veja que o
resultado sdo dois cones congruentes. Considerando o mesmo
cilindro, quando excluirmos os dois cones (clepsidra), teremos um
novo solido chamado anticlepsidra.

Figura 3.35 | Esfera, clepsidra e anticlepsidra

esfera clepsidra anticlepsidra

Fonte: elaborada pelo autor.

Considere, agora, um plano 3 que secciona uma clepsidra
inscrita em um cilindro equilatero com base de raio R e secciona
tambéem uma esfera de mesmo raio R. Na Figura 3.36, observe que
a seccao no cilindro gera uma coroa circular, enquanto na esfera
gera um circulo.

Figura 3.36 | Seccdo de um plano 8 em uma esfera e um cilindro

Coroa circular gerada Circunferéncia
pela secgao pela secgdo

Fonte: elaborada pelo autor.
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Por definicdo, a area da seccdo na esfera (circulo) é: mr?, mas,
como visto na Figura 3.24, existe uma relacao entre o raio da
circunferéncia gerada pela seccao (r ), o raio da esfera (R) e a
distancia entre o plano da seccado e o centro da esfera (d), portanto,
pela relacdo pitagorica, temos r? = R? —d?. Substituindo o raio rna
area da seccado na esfera, o calculo pode ser efetuado da seguinte
forma: m(R? — d?).

Jé a area da seccdo no cilindro (coroa circular) pode ser
determinada pela diferenca entre as areas da circunferéncia do
cilindro e do cone, ambas geradas pela seccdo. O segmento AP se
refere ao raio do cilindro, que € o mesmo raio da esfera, o triangulo
formado pela seccado e pelo cone € isosceles, pois OA=de AB=d.
Logo, temos como raios R para a circunferéncia externa e d para a
circunferéncia interna. Concluimos que podemos escrever a area
da coroa circular como: 7R? — d? = 7(R* — d?).

Conforme fazemos essa diferenca (drea do cilindro — area do
cone), ao longo de todo o solido, o que resulta € exatamente a area
da anticlepsidra. Sendo as areas das duas seccdes iguais, entao, pelo
Principio de Cavalieri, seus volumes também sdo. Dessa forma,
podemos sistematizar a sequinte relacao: V. =V

esfera anticlepsidra

No entanto, devemos analisar que:

Vanticlepsidra = Vcilindro - 2Vcone
anticlepsidra 7TR2 2R 2. [% 7TR2 RJ
2 2 3
Vanticlepsidra =7mR*.2R — g'/TR

TR?

anticlepsidra g

Entdo, obtemos:
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Volume da cunha esférica

Mais uma vez, reportamo-nos a Dolce e Pompeu (2013, p. 255),
para definir cunha esférica, que € “a intersecao de uma esfera com
um diedro (ou setor diedral) cuja aresta contém o diametro da
esfera”. A Figura 3.37 apresenta os principais elementos a serem
considerados na cunha esférica. O angulo a é medido na secg¢ao
equatorial e reforca a ideia de que o fuso esférico corresponde a
uma parte da area da superficie esférica.

Figura 3.37 | llustracdo de cunha esférica

Fonte: elaborada pelo autor.

No volume de uma esfera, o angulo correspondente ao volume
total, naturalmente, € o de 360°. Portanto, podemos calcular a
medida da cunha da seguinte forma:

Angulo.............covvueeiil. Volume
3
360° Arr
3
@ V.,
3 3
v, .3600= 4T -y, =TT
3 270°

Usando o angulo a em radianos, tem-se:

3
o 4nr
3
« V.,
v, - 2ria
3
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0"’ Assimile

Sintetizando, podemos obter os valores referentes a uma esfera
aplicando as seguintes formulas:

Area da superficie esférica: .

Volume da esfera: V.o = %wR3 .
2

Area do fuso esférico: _mra
° 90°

3
Volume da cunha esférica: |4 = ™|
° 270°

v=| Exemplificando

Como ja conhecemos as principais formulas sobre esfera e superficie
esférica, vamos observar alguns exemplos:

a. Uma esfera tem 56 cm de diametro. Determine a drea da superficie
esférica e o volume:
A =4rr? - A =4r.28% - A =3136r cm’.
4 4 87808
I Ve = 57‘{'/'3 ,‘,Ve :5_7'('_283 '.‘Ve — Tﬂ Cm3_

b. Uma esfera possui 4w cm? de superficie. Qual é a drea de um fuso
de 30° pertencente a essa esfera?
ria .12.30° T 5
fe:_'.' fe:—'.'Afe:_Cm'
90° 90° 3

EL(II Pesquise mais

Para ampliar os conceitos explorados nesta sec¢do, assista a videoaula
Indicada a seguir:

VESTIBULANDIACOM. Geometria espacial métrica — Esferas e
partes - Parte 1 Disponivel em: <https://wwwyoutube.com/
watch?v=x90jr/NBCkO>. Acesso em: 12 fev. 2018

Como de costume, recomendamaos que vocé pesquise outros materiais
didaticos que abordem o tema esferas, a fim de assimilar mais sobre tal
conteudo.
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Sem medo de errar

Solicitaram-lhe determinar o tamanho de trés embalagens
esféricas para armazenar bombons que apresentam a forma de um
cubo com aresta de 2 cm. A diferenca entre as embalagens esta
exclusivamente no tamanho, pois uma deverd armazenar 100 g,
outra, 250 g e a terceira com capacidade para 400 g. A Figura 3.38
representa o esquema para as embalagens.

Figura 3.38 | Esquema para embalagens de bombons

Fonte: elaborada pelo autor.

Como o bombom apresenta aresta de 2 c¢m, cada um ocupara o
espaco de 8 cm® (volume). Considerando a unidade g/cm?®,
adotaremos que cada bombom possui 8 g portanto para a
embalagem com 100 g, precisariamos de 12,5 bombons. Como isso
nao € possivel, o gerente determinou que poderiam ser usados 13
bombons. Para a embalagem de 250 g, o gerente determinou que
poderiam ser usados 32 bombons, e para 400 g, 50 bombons.

Pelo Principio de Cavalieri, aprendemos que O volume esta
associado a quantidade, e nao a forma, portanto podemos
considerar os bombons dentro da embalagem como se fossem um
unico cubo (Figura 3.39), no qual o volume corresponderia a soma
do volume de cada cubo menor.

Figura 3.39 | Principio de Cavalieri para os bombons

Fonte: elaborada pelo autor.
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Apos aplicar o Principio de Cavalieri, teremos uma esfera para
a embalagem, conforme a Figura 340, na qual a diagonal do cubo
equivale ao diametro da esfera (D). Com base nessa informacdo, é
possivel realizar os calculos.

Figura 3.40 | Esquema para embalagem apds o Principio de Cavalieri

D:a\/§:>raio:

)
s[Z,

Fonte: elaborada pelo autor.

« Embalagem de 100 g = 13 bombons:
Para essa quantidade de bombons, temos o volume de 104 cm?®.
Logo, a aresta desse cubo € 3104 = 4,7 cm. A partir da aresta do

cubo, calculamos o raio da esfera: r:#:#:éw. Por
fim, o volume da embalagem sera:
v, =—mr®
3
v, = i7r4,073
3
v, =282,5 cm®

» Embalagem de 250 g = 32 bombons:
Para essa quantidade de bombons, temos o volume de
256 cm®. Logo, a aresta desse cubo ¢ 3256 = 6,3 cm. A partir da

arestadocubo, calculamosoraiodaesfera: r = § = @ =5,45.

Por fim, o volume da embalagem sera:

v, =—mr’

2 377

v, =i7T5,453
3

v, =678 cm®
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» Embalagem de 400 g = 50 bombons:

Para essa quantidade de bombons, temos o volume de
400 cm®. Logo, a aresta desse cubo ¢ /400 = 7,4 cm . A partir da

arestadocubo, calculamosoraiodaesfera: r = ? = % =6,41.
Por fim, o volume da embalagem sera:
3
vV, =—mr
23
v, = i776,413
3

v, =1103 cm®

Avancando na pratica
Bolinhas de gude
Descricao da situagcao-problema

Depois da apresentacao e do estudo dos conceitos sobre esferas,
vocé deve estar imaginando o quanto esse solido é recorrente em
nosso cotidiano. Pois bem, imagine a seguinte situacao:

As bolinhas de gude durante decadas fizeram parte da infancia
das criancas brasileiras. Em geral, eram vendidas em saquinhos em
costura de nailon.

Suponhamos que um garoto tenha comprado dois saquinhos de
bolinhas de gude. Embora as bolinhas em cada saquinho tivessem
desenhos diferentes, possuiam exatamente o mesmo tamanho. Em
um dos saquinhos, havia 30 bolinhas de raio de 1 ¢m e o outro
saquinho continha 15 bolinhas de raio de 2 cm. Quando juntos, qual
€ 0 peso total dos saquinhos com as bolinhas? (Considere 7= 3))

Resolucdo da situagcdo-problema

Saquinho 1. V= %sz V= %.3.13 ~V=4cm® Agora,

recordemos que: 1em®* =1mL=1g. Logo, ao fazermos essas
conversdes, obtemos: V=4mL -V =4g¢g.

Cada bolinha pesa, entao, 4 g; portanto, um saquinho de 30
bolinhas pesa 120 g, uma vez que 4x30=120 g.
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Saquinho 2:
V= gwRa sV= %.3.23 V=32cm® V=0032L..V=32g.
Cada bolinha pesa, entao, 32 g, portanto, um saquinho de 15
bolinhas pesa 480 g, uma vez que 32x15=480 g.

Concluimos que os dois saquinhos pesam juntos 600 g.

Faca valer a pena

1. Hogenboom (2016) escreveu um artigo para a rede BBC no qual apresenta
um questionamento de um norte-americano sobre a forma da Terra: plana
ou redonda? Esse questionamento fez parte da histéria da evolugdo do ser
humano. No livro Sobre o céu, Aristoteles desmistificou o fato de a Terra ser
plana, afirmando ainda que ela é um circulo ndo muito grande.

Explorando o tamanho de duas esferas, qual é o raio de uma esfera mil
vezes maior, em volume, do que uma esfera de raio 1 cm?

a) 1cm. d) 1.000 cm.
b) 10 cm. e) 10.000 cm.
c) 100 cm.

2. As esferas de aco oferecem inumeras funcionalidades nas industrias.
Devido ao seu formato, as embalagens para transporte dessas esferas
necessitam de calculos precisos em relacdo aos seus recipientes.
O exercicio a seguir traz um exemplo dessa situacao.

“Uma empresa que fabrica esferas de aco, de 6 cm de raio, utiliza caixas
de madeira, na forma de um cubo, para transporta-las. Sabendo que a
capacidade da caixa ¢ de 13.824 cm’, entdo o nUmero maximo de esferas
que podem ser transportadas em uma caixa € igual a” (ENEM, 2009, p. 24):

a) 4. d) 24.
b) 8. e) 32.
c) 16.

3. Podemos observar os corpos redondos em diferentes objetos uteis no
nosso dia a dia como as tagas. Quando compreendemos o significado
do volume na geometria espacial, tornamo-nos capazes de comparar
diferentes produtos e até mesmo saber se o que uma embalagem diz € o
que realmente consta dentro dela.

Em um casamento, os donos da festa serviam champanhe aos seus
convidados em tagcas com formato de um hemisfério (Figura 1), porém
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um acidente na cozinha culminou na quebra de grande parte desses
recipientes. Para substituir as tacas quebradas, utilizou-se outro tipo com
formato de cone (Figura 2). No entanto, os noivos solicitaram que o volume
de champanhe nos dois tipos de tagas fosse igual.

Figuras 1 e 2 | Formato das tacas de champanhe

Figura 1

Considere: V... =—%7zR3 e V.=

Fonte: Enem (2010, p. 28).

Sabendo que a taga com o formato de hemisfério € servida completamente
cheia, a altura do volume de champanhe que deve ser colocado na outra
taca, em centimetros, € de:

a) 1,33.

b) 6,00.

c) 12,00.

d) 56,52.

e) 113,04
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Unidade 4

Inscricao, circunscricao e
superficies de revolucao

Convite ao estudo
Prezado(a) estudante,

Bem-vindo(a) a nossa ultima unidade do curso de
Geometria Espacial. Estudaremos a partir de agora mais um
importante assunto do campo geomeétrico: as inscricdes e
circunscricoes de solidos geomeétricos.

Nas trés primeiras unidades do Nnosso curso, investimos
na aprendizagem dos solidos geometricos. Analisamos suas
propriedades e peculiaridades, bem como aprendemos
a deduzir suas formulas de calculo de area e volume.
Nessa nova etapa de estudos, que encerrara NOSSO CUrso,
investiremos nos estudos envolvendo dois solidos de forma
simultanea. Esse campo da Geometria Espacial recebe o
nome de ‘inscricac” (quando o solido esta inserido dentro
de outro) e “circunscricao” (quando determinado solido tem
outro inserido dentro de si).

Todo o conteudo estudado nessas secdes lhe dara suporte
para resolver situacdes confiadas a vocé pela Packing-
-Design. Essa empresa cresceu muito com a sua ajuda e,
agora, vem expandindo seus contratos de prestacao de
servicos. As embalagens produzidas para aguela multinacional
de sorvetes, que foram desenvolvidas na unidade anterior,
lhe deram uma visibilidade extraordinaria no mercado. Os
desafios aumentam a cada dial No entanto, mais uma vez,
VOCEé tera o embasamento tedrico necessario para vencé-los.

Na primeira secao, vocé aprendera sobre as areas e
volumes determinados por inscricao e circunscricao de
esferas, cones e cilindros. Na segunda secao, estenderemaos



0OS conceitos e voceé vera areas e volumes determinados por
inscricdo e circunscricao de poliedros e finalizaremos Nosso
livro estudando as superficies e solidos de revolugao.

Desejamos-lhe um excelente trabalho nesta unidade que
consolidara seus conhecimentos em Geometria Espacial.

Bons estudos!



Secao 4.1

Areas e volumes determinados por inscricdo e
circunscricao de esferas, cones e cilindros

Dialogo aberto

Caro estudante, ja vimos varios exemplos que ligam a geometria
espacial ao nosso cotidiano e nesta secao nao sera diferente.
Qualquer produto que vocé compre, seja alimento, roupa,
equipamento, entre outros, vem dentro de uma embalagem, nao é?
Esses sao exemplos classicos de elementos inscritos e circunscritos,
e a geometria espacial fornece as ferramentas necessarias para
estabelecer: quantidade, tamanho, area e volume.

Apds desenvolver um otimo trabalho na Packing-Design na
unidade anterior, vocé foi convidado a dar continuidade ao seu
trabalho na empresa. Dessa vez, seu cliente € uma empresa de
materiais esportivos infantis e deseja produzir embalagens para
bolas de futebol (Figura 4.1). Portanto, seu trabalho é criar modelos
de embalagens que sirvam para essa finalidade.

Figura 4.1 | Modelo de embalagem que a empresa deseja

Fonte: <http://wholesaler.alibaba.com/w/wholesale-football-packaging-box.html> Acesso em: 19 jan. 2018

A bola estara sobre uma base que possui 2 cm de altura para lhe
dar sustentacdo. Para que a embalagem fique simétrica, devera ter
uma distancia de 2 cm entre cada face da caixa e a superficie da
bola. Sabendo que a bola de futebol comercializada possui 11 cm de
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raio, qual deve ser o volume dessa embalagem, que tera o formato
de um cubo? A caixa serd confeccionada em material reciclado;
portanto, € necessario conhecer a quantidade necessaria para cada
embalagem. Ndo se esqueca de apresentar o comparativo entre a
area e o volume do brinquedo e a embalagem.

Para realizar seu trabalho, vocé aprendera nesta secdo a
determinar a area e o volume de certos solidos geomeétricos
iINSCritos e circunscritos. Apresentaremaos a inscricao e Circunscricao
de esferas, cones e cilindros, explorando varias combinacdes entre
esses solidos.

Parabéns pelo seu trabalho até o momento e bons estudos!

Nao pode faltar

Iniciaremos, agora, 0s estudos envolvendo inscricdo e
circunscricdo dos solidos geomeétricos estudados nas secdes
anteriores.

Esfera, cubo e octaedro

Iniciamos a abordagem envolvendo 0s principais conceitos
do tema desta secdo, estudando as principais situacdes possiveis
para inscricbes e circunscricdes envolvendo esses trés solidos
geometricos.

Esfera inscrita no cubo

Se a esfera esta inscrita no cubo, significa que esta “dentro” do
cubo. Dessa forma, considere a esfera de raio rda Figura 4.2, inscrita
num cubo ABCDJIHG de aresta a.

Figura 4.2 | Esfera inscrita num cubo

G

o

Fonte: elaborada pelo autor.
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Seccionando transversalmente o cubo, notaremos, como
indicado na Figura 4.3, que a esfera o tangencia, sendo o centro O
da esfera exatamente o mesmo do cubo.

Figura 4.3 | Visdo do cubo seccionado transversalmente
H |

Fonte: elaborada pelo autor.

Notemos na Figura 4.3 que o circulo obtido com a sec¢ao possuli
diametro igual a aresta do cubo. Logo, obtemos a seguinte relacao
matematica:

digmetro=2r = 2r=a .. |r =

a
o

Portanto, podemos construir uma circunferéncia inscrita em um
cubo a partir da medida da aresta. Conseguentemente, podemaos
calcular a area da superficie esférica e o volume da esfera inscrita no
cubo em funcdo da aresta da seguinte forma:

a
2
Asfesfera =4rr° =r= E
2
As_esfera =ma
a
V., =—ari=r=2=
esfera 3 2
3
4 (a
esfera gﬂ' E
1 3
Vesfera = g’ﬂ'a

Esfera circunscrita ao cubo

Se a esfera esta circunscrita ao cubo, significa que o cubo esta
‘dentro” da esfera. A Figura 44 apresenta uma esfera de raio r,
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circunscrita a um cubo ABCDJGHI de aresta a. Note que cada
vértice do cubo toca em um unico ponto da esfera, ou seja, esses
vértices tangenciam a esfera.

Figura 4.4 | Esfera circunscrita ao cubo

G

Fonte: elaborada pelo autor.

Ao tomarmos uma seccdo pela diagonal do cubo, deparamo-
-nos com um solido que contém tanto a diagonal da face da base
do cubo quanto a diagonal do cubo. Por exemplo, na Figura 4.5(a),
se tomarmos uma seccao pela diagonal GD do cubo, obteremos a
diagonal da face da base BD, que, pela relagdo pitagorica, possui
medida BD =av?2 e diagonal do cubo com medida GD = a3
(Figura 4.5(b)).

Figura 4.5 | Esfera circunscrita ao cubo e a imagem de sua seccio

a) b)

Cc

Fonte: elaborada pelo autor.

Como o cubo esta circunscrito pela esfera, existe uma relacdo de
equivaléncia entre a medida da diagonal do cubo com o diametro
da esfera (2r): Diagonal do cubo = Diametro da esfera, logo:

2r:a\/§.', rzﬁ.
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A partir dessa relacdo, podemos deduzir a drea e o volume da
esfera em relagao a aresta do cubo, ou, entdo, a area e o volume do
cubo em fung¢ao do raio.

«z» Assimile

Area e volume do cubo
inscrito na esfera a partir
do raio da esfera:

Area e volume da esfera circunscrita ao
cubo a partir da aresta do cubo:

Aesfera = 4mr? ACUbO =a
5 2
a3 A |2 V3
Aesfera =4r|— cubo 3
2
Ao =57
3
Vesfera = %7_[.,.3 chbo = 33
3
8 2ry3
ARENE v =[]
1 VR V3
Vesfera = Ewaa\/g cubo 9

Esfera circunscrita ao octaedro regular

Dada uma esfera com raio r circunscrita a um octaedro reqular
de aresta a, a diagonal do octaedro equivale a duas vezes o raio da
esfera. Considerando a nomenclatura adotada na Figura 4.6, a
diagonal EF do octaedro equivale a 2r. Estabelecendo relacdes
pitagoricas, podemaos escrever o raio da esfera em func¢ao da aresta
do cubo. Podemos calcular a diagonal d do poligono ABCD de
arestas a, obtendo d = a2. Com esse resultado, podemos calcular
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a diagonal EF, que vale o dobro do cateto EO do triangulo EOB, que

também por Pitagoras obtém-se ﬂ, logo:

2
or — 32
2
av2
r=--=
2

Figura 4.6 | Esfera circunscrita ao octaedro regular

E a
D

a

A
E
B
a
Oa\/§ B

2

Fonte: elaborada pelo autor.

ApoOs obter o raio da esfera circunscrita a partir da aresta do
octaedro regular, podemos estabelecer a area e o volume da esfera
também em fung¢ao da aresta do octaedro:

Aesfera = 47”- ?
2
Aesfera = 471' [ﬂ]
2
Aesfera - 271-62
Vesfera = iﬂ-r3
3
4 [(av2 ’
esfera — o V| T
3 2

Vesfera = %ﬂ-as \/5
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Esfera inscrita ao octaedro reqular

Considerando uma esfera de raio r inscrita em um octaedro
regular de aresta a, para escrevermos o raio da esfera em funcdo da
aresta, temos que estabelecer algumas relagcdes trigonomeétricas.
Considere a nomenclatura adotada na Figura 4.7: o segmento EF &
av2.
-

metade da diagonal do octaedro e vale por Pitagoras,

a3

calculamos a hipotenusa do triangulo EOM e encontramos o

Por fim, considerando como base do triangulo EOM o segmento
EM e como raio r a altura desse triangulo, podemos usar outra
relacdo métrica para definir o raio em funcdo da aresta: (hipotenusa
x altura = produto dos catetos), logo:

a3 _a
2 2
a2 2

4 a\/g

a2
2

Figura 4.7 | Esfera inscrita ao octaedro regular

E

Fonte: elaborada pelo autor.

Apos obter o raio da esfera inscrita a partir da aresta do octaedro
regular, podemos estabelecer a drea e o volume da esfera tambem
em fung¢ao da aresta do octaedro:
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2

Aesfera = 47Tr
2
Aesfera =4n ﬁ
6
esfera — gﬂ-az
3
Vesfera =7r :
3
3
4 (a6

Esfera, cilindro e cone

Nesse momento, veremos as situacdes possiveis para inscricoes
e circunscricdes envolvendo esses trés solidos geometricos.

Esfera inscrita no cilindro reto

A Figura 4.8 apresenta uma esfera de raio R, inscrita num cilindro
de raio re altura h.

Figura 4.8 | Esfera inscrita no cilindro

Fonte: elaborada pelo autor.

Perceba que a base do cilindro e a esfera possuem © mesmo raio r.
Logo: r = R. Sendo a altura do cilindro o dobro do raio da esfera,

temos a seguinte relagdo matematica: .
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Segundo Dolce e Pompeu (2013, p. 318), concluimos que
‘o cilindro circunscrito a uma esfera € um cilindro equilatero cujo
raio da base € igual ao raio da esfera”.

A area total de um cilindro pode ser calculada em funcao do raio
da esfera da seguinte forma:

Aiingro = 21r(h+1)
Aci/indm =2mr(2r +r)
Aiingro = 671 :

O volume do cilindro também pode ser calculado em funcdo
do raio:

)
Vci/indro =mnrth
_ 2
Vcilindro =mnr 2r
2nr®

cilindro ——

Cilindro reto inscrito numa esfera

Sendo h a altura e r o raio da base de um cilindro inscrito em
uma esfera de raio R, ao seccionarmos o cilindro por um plano
gue contém seu eixo, logramos um retangulo ABCD conforme
exposto na Figura 4.9. Dali, podemos, mais uma vez, inferir uma
relagao matematica pitagorica nos triangulos obtidos pelo diametro
da esfera.

Figura 4.9 | Cilindro inscrito numa esfera

Fonte: elaborada pelo autor.
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Sendo assim, teriamos como hipotenusa (AD) o valor 2R e os
catetos sendo: AB = 2r e BD = h. Dessa forma, concluimos que:

2
(2RY = (2ry +h* -.|R=|r? —|—hZ :

A area total e o volume de uma esfera circunscrita num cilindro
podem ser calculados a partir do raio da base e da altura do cilindro
da sequinte forma:

A

sfora =47R? - A =4x|,|r°+—1 .. = 47r? + th?

- * ‘esfera

3
4 4 ’ h?
Vesfera = §7TR3 Vesfera = §7T r2 +Z

A

esfera

@ Reflita

Tente descobrir as relagdes existentes entre a area lateral do cilindro
equilatero e a superficie esférica, quando ha inscricdo e circunscricao
simultaneamente.

E sobre o volume desses solidos, ha alguma generalizagdo?

Esfera circunscrita a um cone reto

Considerando um cone que possui altura h e raio da base r,
inscrito em uma esfera de raio R, ao seccionarmos a esfera por
um plano que contenha o eixo do cone, deparamo-nos com um
triangulo isosceles (ABV) de altura correspondente a altura do cone.

Figura 4.10 | Esfera circunscrita a um cone e representacio da sec¢do por um
plano que contenha o eixo do cone

\% \'A

Fonte: elaborada pelo autor.
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O triangulo pontilhado apresentado na Figura 4.10 € retangulo,
portanto inferimos  a sequinte relacado matematica:

R*=r?+(h—R)|

Prisma e cilindro

Prisma inscrito em um cilindro reto

Na Figura 4.11, temos um prisma de base hexagonal, inscrito
num cilindro. Como suas alturas sao iguais, dedicaremos atencao a
base gerada pela inscri¢do.

Figura 4.11 | Prisma inscrito em cilindro e visdo da base do sélido

Fonte: elaborada pelo autor.

e vz| Exemplificando

Determine a razdo entre o volume de um prisma de base quadrada,
com aresta a = 4 cm, inscrito em um cilindro com raio da base r e altura

h=4cm
Volume,,.. _ a’h

)

Volume

cilindro

Figura 4.12 | Prisma quadrangular inscrito no cilindro

N | O
.

Fonte: elaborada pelo autor.
- J
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Irzz[i]: izér—i;‘f—%ﬁ \

2 2
Volume,.. 424
Volume gy, 7r(2\/_) 4
Volume,,.. 2
VOI umecilindro - ;
- J

Logo, ‘o raio da base do cilindro € o raio da circunferéncia
circunscrita a base do prisma” (DOLCE e POMPEU, 2013, p. 310).
Essa relacdo € valida independentemente da base que tenha o
prisma e que este seja regular.

Cilindro inscrito em prisma

Na Figura 4.13, temos algo semelhante a Figura 4.11, mas na
situagcdao inversa, ou seja, dessa vez € o cilindro que se encontra
inscrito no prisma.

Figura 4.13 | Cilindro inscrito em prisma e visdo da base do sélido

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, "o raio da base do cilindro € o raio da circunferéncia inscrita
na base do prisma” (DOLCE e POMPEU, 2013, p. 310).

Piramide e cone

Piramide de base quadrada inscrita num cilindro

Na Figura 4.14, temos uma piramide, inscrita num cilindro. Como
suas alturas sdo iguais, dedicaremos atencdo a base gerada pela
inscricao.
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Figura 4.14 | Piramide de base quadrada inscrita num cilindro e visdo da base

do sélido

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, ‘o raio da base do cone € o raio da circunferéncia
circunscrita a base da piramide” (DOLCE e POMPEU, 2013, p. 312).
Essa relacdo ¢é valida independentemente da base que tenha a
piramide e que esta seja regular.

Cone inscrito numa piramide

Na Figura 4.15, temos algo semelhante a Figura 4.11, mas na
situacao inversa, ou seja, dessa vez € O cone que esta inscrito na
piramide.

Figura 4.15 | Cone inscrito numa piramide de base quadrada e visdo da base do

soélido

Apo6tema = raio da base

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, ‘o raio da base do cone € o apotema da base da piramide.
A geratriz do cone é o apodtema da piramide” (DOLCE e POMPEU,
2013, p. 312).
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ELC} Pesquise mais

Para ampliar os conceitos explorados nesta secdo, assista a essas
videoaulas disponiveis no YouTube que abordam mais situacdes
de inscricdo e circunscricdo de solidos geometricos. Mais uma vez,
recomendamos que VOcéeé pesquise outros materiais didaticos que
abordem o tema em questao:

» Dois cilindros e um prisma — Disponivel em: <https://www.youtube.
com/watch?v=-cmT14ymErg&list=PL-7DL7BmpgH-AvgklJKyM9OGR
_1fIBREKw&iINndex=12>. Acesso em: 6 fev. 2018 (video do YouTube).

« Esfera inscrita no cone — Disponivel em: <https://www.youtube.
com/watch?v=RwGZNOOdENM&t=148s>. Acesso em: 6 fev. 2018
(video do YouTube).

» Cilindro inscrito no cone — Disponivel em: <https://www.youtube.
com/watch?v=IV-VxS3T7kw&t=246s> Acesso em: 6 fev. 2018
(video do YouTube).

Sem medo de errar

Agora que ja sabemos estabelecer diversas relagcdes de inscricao
e circunscricao entre esferas, cones e cilindros, podemos concluir
mais um trabalho para a Packing-Desing. Foi solicitado a vocé criar
modelos de embalagens para um produto infantil cujas medidas
e esquemas estdo especificados na Figura 4.16. A embalagem
guardara uma bola que possui diametro de 22 cm e estard a uma
distancia de 2 cm de cada borda da caixa.

Figura 4.16 | Ilustracdo da vista frontal da bola de futebol dentro da embalagem

2cm

Fonte: elaborada pelo autor.
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Para calcularmos a medida da embalagem, precisamos somar o
didmetro da bola com os espagos de seguranca, portanto a caixa com
forma cubica tera arestas de 26 cm. A partir desse valor, podemaos
calcular varias medidas para 0 modelo da caixa e o do brinquedo.

Para estimar a quantidade de material reciclado necessario para
A, =6a’

cada embalagem, devemos calcular a area da caixa: A, = 6-26°
A, = 4056 cm’
Portanto, para cada embalagem, sera utilizado 0,41 m?.

Vemb = aS
A caixa terd um volume de: V,,, = 26°
V., =17576 cm’

emb

Para determinar a quantidade de material necessario para
confeccionar a bola, devemos calcular a area da superficie esférica,
portanto:

A, =4nrr?
A, =4m1 T
A,.. =484 cm®

bola

Ao compararmos a area da superficie da bola com a da caixa,
) S . 1 .
concluimos que a primeira gastara cerca de 3 do material que a
embalagem gastara:

A, = 4056
A,,, = 484r
Ay 1521 _ oo
A, 4056

emb

Ja o volume que a bola ocupara sera:

4
V, —7r®
bola 3 T
4
vV, =—m7
bola 3 m
v 5324~ I
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Ao compararmos o volume da bola com o volume da caixa,
. o . 1
concluimos que a primeira ocupara cerca de 3 do espaco que a
segunda ocupara:

Vv, , =17576
53247
Vbola = 3
Vw5575
V.. 17576

Sabendo que ovalordo materialque serd usado paraaembalagem
e RS 2,00 o metro quadrado e o valor do material para a bola é
RS 1,00 o metro quadrado, complete seu trabalho apresentando o
valor de custo do produto.

Ndo se esqueca de sistematizar o seu trabalho em uma
apresentacao de slides para apresentar a seu gerente.

Avancando na pratica
Bolinhas de ténis
Descricao da situagcao-problema

Uma empresa de materiais esportivos comercializara bolinhas de
ténis. Para economizar no preco do produto, ela compra um grande
numero de unidades de seu distribuidor, que as entrega soltas em
caixas de papeldo. No entanto, essa empresa deseja entregar um
produto de melhor qualidade para seu consumidor e resolveu
comprar embalagens cilindricas de modo que caibam 4 bolinhas
(uma sobre a outra) em cada uma delas. Sabendo que as bolinhas
possuem 3,25 cm de raio, quais devem ser as dimensdes minimas
dessa embalagem?

Resolucdo da situacdo-problema

Como as bolinhas possuem 3,25 cm de raio, seu diametro sera
igual a 6,5 cm. Para que as bolinhas caibam perfeitamente dentro
da embalagem, a altura do cilindro (h) devera, entdo, ser superior a
4 vezes esse valor, logo h > 26 cm.
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Ja o raio desse cilindro devera ser superior ao raio da bolinha.
Portanto:

A, >7r? - A, >10,567

O cilindro pedido devera ter um pouco mais de 26 cm de altura
e rea da base também um pouco maior que 10,567 m?, para que
as bolinhas caibam perfeitamente dentro da embalagem.

Faca valer a pena

1. Dois ou mais solidos geométricos podem estar inscritos ou circunscritos
e por meio de relacdes métricas é possivel calcular a area de um solido
com base nas informacdes do outro. Esse recurso é importante a medida
que se deseja calcular a area e o volume e ndo se tem todas as informacdes
disponiveis.

“Ao se perfurar um pogo no chao, na forma de um cilindro ,,
circular reto, toda a terra retirada € amontoada na forma
de um cone circular reto, cujo raio da base é o triplo do
raio do pogo e a altura é 2,4 metros. Sabe-se que o volume
desse cone de terra é 20% maior do que o volume do pogo
cilindrico, pois a terra fica mais fofa apos ser escavada. Qual é
a profundidade, em metros, desse poco?” (ENEM, 2015, p. 30).

a) 1,44. c) 7,20. e) 36,00.
b) 6,00. d) 8,64.

2. No caso de cubos inscritos em esferas, existe uma relacdo direta entre
a diagonal do cubo e o diametro da esfera. A diagonal do cubo pode ser
calculada mediante uma relagao pitagorica usando a face da base do cubo
e, com base nesse resultado, pode ser calculada por meio de outra relagao
pitagorica.

Sabendo que um cubo de aresta igual a 6 cm esta inscrito numa esfera,
determine a razdo entre a area da esfera e o cubo:

a) T d) Z
2 T
b) L. e 2
3 3
c) 3—7T
>
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3. Um octaedro pode ser construido a partir de uma base quadrangular e
duas piramides congruentes com vértices V e -V. A diagonal do octaedro
(distancia entre os dois vértices) equivale ao didmetro da esfera que o
circunscreve, portanto por meio do valor da diagonal do octaedro é possivel
determinar o tamanho do raio necessario para uma esfera circunscreveé-lo.

Determine o valor da aresta de um octaedro regular inscrito numa esfera
de volume igual a 367 cm®:

a) 242 cm.
b) x/icm.

o) 24/3 cm.
d) 3v2cm.
e) 5v2cm.
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Secao 4.2

Areas e volumes determinados por inscricdo e
circunscricao de poliedros

Dialogo aberto

Caro estudante, bem-vindo a mais uma secao na qual daremaos
continuidade ao estudo de solidos geométricos inscritos e
circunscritos. Na secdo anterior, vimos algumas combinacdes de
inscricao e circunscricao envolvendo esferas, cones e cilindros.
Agora, exploraremos outros elementos geometricos.

Dando continuidade ao seu trabalho na Packing-Design, seu novo
desafioé modelarduasembalagens paraumaempresade chocolates.
A maior caracteristica dos chocolates dessa empresa € o formato
de prisma triangular (Figura 4.17[al). O fabricante encomendou
dois modelos para as embalagens: o primeiro em formato de
prisma hexagonal € 0 segundo seria a metade dessa embalagem,
gue resulta em um prisma de base trapezoidal (Figura 4.17[b]).

Figura 4.17 | Formato dos chocolates (a) - Modelos para embalagens (b)

a) b)

Fonte: elaborada pelo autor.

O chocolate serd modelado por um prisma triangular, no qual as
arestas medem 2,0 cm, e determinou-se que cada barra devera ter
15 g, sendo 1g/cm® Seu trabalho é criar uma apresentacdo em
slides contendo todas as informacdes pertinentes ao produto e as
embalagens que lhe foram designados. E preciso mensurar o
chocolate, determinar a quantidade em cada embalagem, para,
posteriormente, estabelecer as medidas para cada embalagem.
Acrescente em sua apresentacdo duas previsdes de peso para as
embalagens (pois dependera da quantidade de chocolates que vocé
especificar para cada uma).
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Para realizar seu trabalho, vocé aprendera nesta secao a
determinar a area e o volume de certos solidos geometricos inscritos
Ou circunscritos. Apresentaremaos a Inscricao e a circunscricao de
poliedros, explorando varias combinacdes entre esses solidos.

Nao pode faltar

Nesta secao, as inscricdes e circunscricdes que realizaremos
serao pautadas nos poliedros. Comecemos nosso estudo explorando
a inscricao de um octaedro em um tetraedro.

Na Figura 4.18, apresentamos um octaedro regular inscrito em um
tetraedro regular. Veja que os vértices (HIJGE) da base do octaedro
tangenciam os segmentos BC, CA, AD, DB. Além disso, os vértices D e
C tangenciam os segmentos CD, AB. Chamando a aresta do tetraedro
de (a) e a aresta do octaedro inscrito de (x), percebemos que a aresta
do octaedro equivale exatamente a metade da aresta do tetraedro.

Figura 4.18 | Octaedro regular inscrito em um tetraedro regular

D

Fonte: elaborada pelo autor.

Considerando a face ACD do tetraedro, obtemos um triangulo
equildtero, que se divide em outros quatro tridngulos equilateros
(CJIF; JAG; FGJ; FGD), quando consideramos as arestas do octaedro
como vimos anteriormente. Dessa forma, percebemos que:

e ¢ o ponto meédio de CD:

e Jé o ponto médio de AC;

» G € o ponto medio AD.

Como os triangulos sao equilateros, FG=CJ; logo, concluimos
a

ue | X = —|.
. 2
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Portanto, de acordo com essa relacdo, podemos calcular a area
e o0 volume de um octaedro inscrito em um tetraedro. Observe:

Area do octaedro inscrito no tetraedro

A ctaedro = 2x2/3. Sendo x = g, por consequéncia:

=2.

octaedro

2
A :ﬂ

octaedro 2

Volume do octaedro inscrito no tetraedro

V. ctaedro = %xax/i. Sendo x = g, por consequéncia:

1 (a)
Voctaedro = 5[5] \/E

a3
Voctaedro = ﬂ \/E

Octaedro inscrito em um cubo

Na Figura 4.19, apresentamos um octaedro regular inscrito em
um cubo. Vamos considerar mais uma vez (a), correspondendo a
aresta do cubo e (x), a aresta do octaedro. Além disso, cada vértice
do octaedro toca o centro de cada face do cubo. Com essa figura,
construiremos um triangulo retangulo. Observe:

Figura 4.19 | Octaedro inscrito em um cubo

Fonte: elaborada pelo autor.
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Repare que os catetos desse tridngulo equivalem a metade da
aresta do cubo, ja que partem do centro da face do cubo e tocam
a aresta do cubo. Ja a hipotenusa do triangulo em questao mede
exatamente o mesmo valor da aresta do octaedro. Isso posto, vamaos

utilizar o teorema de Pitagoras para relacionar as figuras:
2

a2
2

X

Portanto, de acordo com essa relacao, podemos calcular a area
e o0 volume de um octaedro inscrito emum cubo. Observe:

Area do octaedro inscrito no cubo

A oo = 2X%3/3. Sendo x = %, por consequéncia:

—2. ﬂ] V3

octaedro

2

.2
Aoctaedm =a \/5

Volume do octaedro inscrito no cubo

2 .
Voctaedro = %Xa\/i' Sendo x = % por COHSGQUéHQa:

a’ 82
' 8

.

octaedro 3

V =

Wl =

3

é‘

Q

octaedro ~

octaedro ~

W[l W=
Q
w
H 00

[N
Q

octaedro
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*z" Assimile

Dado um octaedro inscrito em um cubo, cujas vértices tangenciam as
faces do cubo, podemos estabelecer as seguintes relacdes:

Area e volume do octaedro a | Area e volume do octaedro a
partir da aresta do tetraedro partir da aresta do cubo

2

a’\3 3
Asssoso =

3

a _1 3

Voctaedro = ﬂ \/E Voctaedro - ga

Cubo inscrito em um octaedro

Agora vamos considerar a situacdo oposta, ou seja, 0 octaedro
circunscrito ao cubo. Na Figura 4.20, chamamos de (a) a aresta do
octaedro e de (x) a aresta do cubo. Repare, também, que os oito
vértices do cubo tocam o baricentro das oitos faces triangulares
do octaedro, pois as faces de um octaedro regular sao triangulos
equilateros.

Figura 4.20 | Cubo inscrito em um octaedro

Fonte: elaborada pelo autor.

Para enterdermos melhor a relacdo que apresentaremos agora,
vamos considerar apenas uma parte do octaedro, conforme a
Figura 4.21. A partir dai, vamos desenhar um triangulo com dois vertices
nos pontos médios de duas arestas quaisquer e o outro veértice sendo
comum ao vertice do octaedro, formando o triangulo AMN. Vamos
desenhar, também, um segundo triangulo com dois vertices sendo os
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baricentros dos triangulos das faces do octaedro e outro vertice sendo
o veértice do octaedro formando o triangulo ABC.

Figura 4.21 | Construgdo de um tridngulo a partir do baricentro da face
triangular do octaedro

A

Fonte: elaborada pelo autor.

Sendo M e N os pontos medios das arestas, por meio da
relacao pitagorica, podemos concluir gue o segmento MN equivale

a &2

2

Vamos relembrar que a distdncia do baricentro até o ponto
medio da base do triangulo equilatero (face do octaedro) equivale a
3 da altura desse triangulo e que a distancia do baricentro até o

vértice do triangulo equivale a % da altura, conforme ilustrado na

Figura 4.21. Logo, por semelhanca de triangulos e sabendo que MN
e BC sao paralelos, temos:

2

3

)
SHP

X ==X

3
av2

3

2 a2
2

Portanto, a partir dessa relacao, podemos calcular a area e o
volume de um cubo inscrito em um octaedro. Observe:
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Area do cubo inscrito em um octaedro:

Ao = 6x%. Sendo x = %, por consequéncia:

a2|

A, =6.
cubo 3
4
A, =—a
cubo 3

Volume do cubo inscrito em um octaedro

a2 .
Voo = x*. Sendo x = ===, por consequéncia:
3

a2\

@ Reflita

Asrelacdes matematicas vistas até agora se manteriam caso os poliedros
envolvidos nas inscrigdes e circunscricdes ndo fossem regulares?

Tetraedro inscrito no cubo

Na Figura 4.22, apresentamos um tetraedro reqular de aresta
(x) inscrito em um cubo de aresta (a). Repare que os vértices do
octaedro tocam exatamente 4 vertices do cubo. Observe tambéem
que se considerarmos uma aresta qualquer do tetraedro, esta
passara exatamente pela diagonal de uma das faces do cubo.

Figura 4.22 | Tetraedro inscrito em um cubo
H

G F G

A B C

Fonte: elaborada pelo autor.
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Dessa forma, podemos estabelecer a seguinte relacdo

matematica:
x=a’+a’ . [x=aV2]

Portanto, de acordo com a relacao, podemos calcular a area e o
volume de um tetraedro inscrito em um cubo. Observe:

Area do tetraedro inscrito no cubo:

A = x?\/3. Sendo x = av2, por consequéncia:

tetraedro

Atrasdro = (a\/E)z ‘/§

|Atetraedro - 232\/§|

Volume do tetraedro inscrito no cubo:

x3\2
2

tetraedro

.Sendo x = av/2, por consequéncia:

(av2) V2

V —

tetraedro 12
_a’B.42
tetraedro 1 2

_a’\16

Vtetraedro - 12

4a°
tetraedro 12
3

a
Vtetraedro =5
3

v=| Exemplificando
Dado um tetraedro, que possul 8 cm de aresta e esta inscrito em um
cubo, determine a raz&o entre a aresta do cubo e a do tetraedro,
Resolucao

Sabendo que a aresta do tetraedro equivale & medida da diagonal do
cubo, podemos, dessa forma, identificar quanto vale a aresta do cubo.
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8
Logo, 8 = a2 a=—_-a=4J2cm
V2
Logo:
af:ubo _ 4\/5 . acubo o ﬂ
atetraedro 8 . atetraedro 2 )

Octaedro inscrito na piramide

Vamos estabelecer uma relacdo matematica entre uma piramide
regular quadrangular circunscrita a um octaedro regular. Dada uma
piramide de base quadrangular ABCD, com arestas da base medindo
a e arestas laterais medindo b, ao tomar os pontos medios das
arestas, obtém-se dois triangulos semelhantes (Figura 4.23):
AABV ~AEFV. Como os pontos E e F sdo pontos meédios, o
segmento EF vale metade da aresta da base da piramide.

Figura 4.23 | Octaedro inscrito na piramide

A

Fonte: elaborada pelo autor.

Vamos construir a base do octaedro usando o quadrilatero regular
formado pelos pontos médios das arestas da piramide, portanto
precisamos construir um octaedro com arestas medindo a/2. Para
isso, devemos calcular a distancia (h) entre a base do octaedro e a
do seu veértice, conforme ilustrado na Figura 4.24.

Figura 4.24 | Octaedro inscrito na piramide

Fonte: elaborada pelo autor.

U4 - Inscrigéo, circunscrigéo e superficies de revolugao 179



Comecamos calculando a metade da diagonal da base (d):

2

Agora podemos escrever a altura (h) em funcao da aresta da base
da piramide:

2
a

:h2+
2

2
=>h=%\/5

a\/—
—A/2
4

Portanto, podemos construir um octaedro regular com arestas
al? inscrito em uma piramide regular quadrangular, com arestas
da base medindo a, a partir do quadrildtero formado pelos pontos
medios das arestas laterais da piramide.

Prisma inscrito na piramide

De forma analoga as demais inscricdes e circunscricdes entre
solidos geométricos, ao considerar um prisma inscrito em uma
piramide, podemos extrair diversas relacdes trigonomeéetricas. Vamos
considerar um paralelepipedo inscrito em uma piramide regular
quadrangular, conforme ilustra a Figura 4.25.

Figura 4.25 | Prisma inscrito na piramide

Fonte: elaborada pelo autor.

Ao dividirmos os solidos em triangulos, podemos escrever as
semelhangas:
a) AAMV ~AE'NV
AABV ~ E'F'V
AAQOV ~ E'PV
b) AAOV ~ AEE'
AE'PV ~ AEE'
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@ Reflita

Sabendo que a aresta da base da piramide na Figura 4.25 vale (a), quais
serlam as implicacdes caso os pontos EFGH' fossem o ponto medio
da aresta lateral da piramide?

|:L|Q Pesquise mais

Depois da explanagdo desse conteudo, deixamos o link de um
exercicio pratico sobre inscricdo de um octaedro em um cubo, para
explorar melhor o assunto. Assista ao video e faca o exercicio proposto.
Disponivel em: <https://www.youtube com/watch?v=Sxt1_941QR8>.
Acesso em: 1 fev. 2018.

Sem medo de errar

Agora gue vocé entende a inscricao e a circunscricao entre
poliedros regulares, pode concluir o trabalho que lhe foi designado
pela Packing-Design. Foi solicitada a modelagem de duas embalagens
para chocolates, uma em forma de um prisma hexagonal e outra
com a forma da metade da primeira embalagem, conforme ilustrado
na Figura 4.17(b). Outra informacé&o que lhe foi dada é que o chocolate
possui a forma de um prisma triangular, com arestas medindo 2cm e
cada barra tem o peso de 15 gramas, sendo1g /cm®.

O primeiro passo e determinar a altura de cada barra de chocolate.
Podemos calcular usando o volume da barra:

Vbarra = Abase h
2

15= 2 ‘/g-h
4

h=5J3 cm

Para a embalagem em forma de prisma hexagonal, vocé pode
propor utilizar 6 barras de chocolate conforme ilustrado na Figura 4.26.

Figura 4.26 | Visdo plana da embalagem hexagonal

Fonte: elaborada pelo autor.
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Sabendo que a aresta de cada chocolate € 2 cm, o hexagono
regular da base do prisma precisara ter aresta um pouco maior que a
do chocolate, portanto vocé pode propor um hexagono com 2,1cm
de arestas.

Como essa medida, a area da base da embalagem tera:

2
Abase - 3a \/5
2
2
Abase = 3 2,1 \/g
2
A =1146 cm?

base

Sabendo que a altura do chocolate é 543, a embalagem podera
ser 5,1\/5, portanto o volume dela sera:

Vemb1 = Abase : h
V. . =1146.51/3
v, . =10123 cm®

emb1

A embalagem em forma de prisma hexagonal devera apresentar
a informacgao que contém 90 gramas de chocolate.

A partir de agora, vocé deve realizar os calculos pertinentes a
embalagem em forma de prisma trapezoidal. Na Figura 4.27, esta
ilustrada a embalagem com os chocolates.

Figura 4.27 | Visdo plana da embalagem trapezoidal

Apos todos os calculos, organize os dados em uma apresentagao
de slides.

Fonte: elaborada pelo autor.

Avancando na pratica
Calculando moveis pré-moldados
Descricao da situagcao-problema

Um escritorio de arquitetura foi contratado para elaborar o
projeto a um cliente que gostaria de criar uma sala com uma estante
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pre-moldada conforme a Figura 4.28. Vocé foi contratado para
calcular as dimensdes necessarias para inserir uma lareira e uma TV,
pois esses objetos possuem formas geometricas e como se trata de
uma peca pré-moldada, nao pode haver erros de dimensionamento.

Umdesignerdeinteriores afirmaque a parede deve ter, no minimo,
um volume trés vezes maior que a soma dos volumes da lareira e da
TV para que, além de tudo, o ambiente fique esteticamente bonito.
Sabendo que a TV possui a forma de um prisma retangular com
medidas 1033 x685x 90 mm e a lareira possui dimensdes de 50 x 85 x
x 60 cm, qual sera o volume minimo dessa parede?

Figura 4.28 | Ilustracdo da estante pré-moldada

Fonte: <https://casaeconstrucao.org/decoracao/sala-com-lareira/> Acesso em: 31 jan. 2018.
Resolucgdo da situagdo-problema

Paraa TV, fazendo a conversao de mm para cm, temaos o seguinte
calculo:

V, =103,3x68,5x9 .V, = 63.684,45 cm®
Para a lareira, temos o seguinte volume:

Vi = 50x85x60 .V, = 255.000 cm®

areira

Dessa forma, o volume minimo da parede, sequndo estabelecido
no enunciado, sera:

3.V, +V,,..) = 3.(63.684,45 + 255.000) = 956.053,35 cm’
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Faca valer a pena

1. Tendo dois solidos geométricos inscritos ou circunscritos entre si,
consegue-se, por meio das medidas de um deles, determinar as do outro.
Dessa forma, € possivel também, a partir de suas relacdes, determinar seus
respectivos volumes.

' ' “Considere um cubo cuja aresta mede 10 cm. O sélido, cujos
vértices sao os centros das faces do cubo, € um octaedro
regular cujas faces sdo triangulos equilateros congruentes.
Calcule o comprimento da aresta desse octaedro regular e

o volume dele” (UNICAMP, 2003, p. 3).

500
a) \/Ecm e Tcms, respectivamente.
b) 55cm e 585cm?®, respectivamente.

) 5J3cm e %Cm3, respectivamente.
d) 5v2cm e %Cms, respectivamente.

e) 5v/2cm e %Cms, respectivamente.

2. Tendo dois solidos geométricos inscritos ou circunscritos entre si,
consegue-se, por meio das medidas de um deles, determinar as do outro.
Dessa forma, é possivel também, a partir de suas relacdes, determinar suas
respectivas areas.

Um tetraedro que possui 6 cm de aresta esta inscrito em um cubo. Qual é
a area desse cubo?

a) 98 cm?. d) 102 cm?.
b) 54 cm?. e) 128 cm?.
c) 108 cm?.

3. Por meio da inscricdo e circunscricdo de solidos geométricos,
consegue-se identificar inumeros padrdes matematicos entre as figuras e,
com isso, deduzir matematicamente diversas generalizacdes matematicas,
isto &, validas para o caso em questdo, independentemente das medidas
dos solidos.
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Dado um cubo inscrito em um octaedro regular, determine a razao entre
o volume do cubo e o volume do octaedro:

a) g
9
o) 2.
2
c) 1
9
a2,
7
e) 2
5
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Secao 4.3

Superficies e sélidos de revolucao
Dialogo aberto

Caro estudante, bem-vindo a Ultima secdo do livro de Geometria
espacial. Tivemos uma longa caminhada até aqui, aprendendo varios
elementos dessa area do conhecimento. Nas duas ultimas secdes,
dedicamo-nos a estudar a inscricao e circunscricao de figuras
geomeétricas. Nesse Ultimo passo nos dedicaremos ao estudo dos
solidos de revolugéo.

Finalizaremos o trabalho na Packing-Design com um projeto que
visa a produgdo de canecas decorativas, segmento que vem
ganhando muito espagco no mercado brasileiro. Como de costume,
vocé elaborara uma apresentacao de slides contendo todos os
detalhes sobre o investimento, com o objetivo de se analisar a
rentabilidade do novo negodcio. Nessa apresentagdo, vocé podera
sugerir opcdes de como as imagens serao gravadas No objeto em
questdo. Em sua apresentacdo, vocé deve também explicar,
teoricamente, o processo de construcdo dessa caneca por meio da
revolugdo de um determinado poligono. Para a construcéo tedrica,
a alca pode ser desconsiderada e vamos considerar = = 3,14.

Em uma pesquisa de mercado realizada de antemdo pela
empresa, apontou-se que os consumidores preferem as canecas
gue possuem volume em torno de 500 ml; portanto, esse sera o
volume adotado para o projeto.

As sugestdes de altura para as canecas sao de 9 cm e 10 cm.
Entdo, em sua apresentacao, indique o raio que as canecas terao,
levando em consideracao essas medidas.

Para finalizar a missdo, veremos a definicao de superficie de
revolugdo, bem como a area e o volume de cilindro, cone, tronco
de cone e esfera de revolucao.

Bons estudos!
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Nao pode faltar

Finalizando o nosso curso de Geometria Espacial, estudaremos a
partir de agora os conceitos e definicdes abrangidos sobre 0s corpos
redondos, também conhecidos como superficies de revolucao ou
solidos de revolugao.

Definicdo: define-se como superficie de revolucdo a superficie
gerada pela rotacdo de uma curva plana em torno de um eixo que se
situa No mesmo plano da curva. Na Figura 4.29, podemos observar
alguns exemplos desse fenbmeno.

Figura 4.29 | Algumas superficies de revolugio

. 0

Eixo da revolugédo %)

S>>
S
S>>

Fonte: adaptada <https://goo.gl/Q1IMfm8>. Acesso em: 26 jan. 2018.

A area e o volume de solidos podem ser calculados a partir da
rotacao de uma regido. Veja na Figura 4.30(a), dada uma regido
Nno espaco, ao rotacionarmos em torno do eixo y, obtém-se a
Figura 4.30(b).

Figura 4.30 | Rotagcdo de uma regido em torno do eixo y

y y
y=38
Ay
x=0—
y=x
ou
x =4y
0 x
<>
@ (b)

Fonte: Stewart (2010, p. 392).
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O calculo da 3rea e do volume do solido gerado a partir da
rotacdo de uma regido no espaco nos remete ao calculo
diferencial e integral. Dado um solido em uma regido no espaco,
para calcular sua area, podemos particionar esse solido em N
figuras planas, calcular a area de cada uma dessas partes e, ao
somar as areas, tem-se a area do objeto. De forma analoga,
podemos calcular o volume do solido particionando em N solidos
com medidas Ax e Ay e a soma do volume de cada parte
resultara no volume total.

A area da superficie de qualquer solido de revolucao pode ser

b
calculada por: A, = f27rf(x)«/1+[f'(x)]2dx. Veja que existem tanto

derivada (f'(x)) quanto integral no calculo.

D9 Pesquise mais

Assista a uma videoaula sobre o calculo da area da superficie de
revolucéo disponivel em: <https://www.youtube com/watch?v=_jWZc
VYdduA> Acesso em: 6 fev. 2018.

Vamos calcular o volume do solido da Figura 4.30(b). Para isso,
devemos nos atentar que a altura minima do solido € 0 e a maxima
é 8 (variacdo no eixo y). Como o solido foi gerado a partir da rotagcao
de uma regido em torno do eixo y, € conveniente ‘corta-lo” em
torno do mesmo eixo de origem da rotagcao. Ao fazermos o corte
paralelo ao eixo x, obtemos uma area circular de raio x. O raio da
area circular varia conforme “subimos” ou “descemos” no eixo das
ordenadas, pois o solido foi gerado a partir da rotacdo da funcao

y:x3<:>x:€/;. Sabemos que para calcular a éarea circular,

utilizamos 7r?, logo a area da secdo transversal em y serd
2

Aly)= W(W) = wy%A Para calcular o volume de um solido, vimos

gue basta multiplicarmos a area da base pela altura, portanto o
volume de cada disco originado pelo "corte” sera V(y)= wy%Ay.
Como o solido tem altura variando entre O e 8, devemos somar o
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volume de todos os discos intermediarios; como o objeto €

8
continuo, devemos utilizar uma integral: V = fwy%dy. Para resolver
0

uma integral definida, existem técnicas especificas. Vamos utilizar a
n+1
1+C. Aplicaremos a regra e

: " X
sequinte regra: fx dax =
n+

efetuaremos a diferenca entre os limites superiores e inferiores:

8

V= | ny”dy
/
8
V:7r§y5/3
57
V=nr [ég%]_[go%]
5 5
96
V=—m
5

‘tz" Assimile

Para calcularmos a area e o volume de um solido de revolucéo, gerado
a partir de uma regiao resultante de uma funcao, devemaos recorrer ao
célculo diferencial e integral. Por meio das técnicas de integracdo, €
possivel calcular a area e o volume de qualquer solido.

Vamos, agora, analisar outro solido de revolugao. Observe a
Figura 4.31(a). Ao rotacionar a regido em torno de um eixo vertical y,
obtém-se o solido da Figura 4.31(b). Vimos que para calcular a area e
o volume, basta particionarmos o solido em figuras planas e outros
solidos geométricos e utilizarmos o calculo diferencial e integral.
Entretanto, ao particionarmos o solido da Figura 4.31(b), notamos que
o raio da regido circular nao se altera ao longo do eixo y (Figura 4.32).
Para esse caso, para calcular a area e o volume, basta utilizarmos os
conceitos ja aprendidos. A drea da superficie esférica sera
A, =2ra(b+a) e para obter o volume, multiplicamos a area da base
pelaaltura: V = ma’b. Nesse caso, njo foi preciso recorrer as integrais.
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Isso se deve ao fato de o solido da Figura 4.32 ter sido gerado a partir
da rotagdo de um retangulo.

Figura 4.31 | Superficie cilindrica de revolugéo

y
a) g b) y
o G .
1

it

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 4.32 | Figura plana gerada a partir de um sélido de revolugio

Fonte: elaborada pelo autor.

o(';) Reflita

Qualquer figura plana pode gerar um solido de revolucéo? Que tal
utilizar o Geogebra para buscar uma resposta a essa pergunta?

Area e volume do cone de revolucdo

Os cones sdo gerados a partir de uma figura plana também
conhecida: o triangulo retangulo. Dado um triangulo retangulo com
base medindo r e altura h, ao rotacionar o retangulo em torno de
um eixo e, o resultado serd um solido de revolucao em forma de
cone (Figura 4.33).
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Podemos calcular a area da superficie conica de revolucao
usando os célculos aprendidos neste livro: A =mr(g+r).
O volume, como ja vimos, € calculado de forma analoga ao da

cone

piramide: V.= %wrth.

Figura 4.33 | Superficie conica de revolugdo

€

a)

Fonte: elaborada pelo autor.

v=| Exemplificando

Vamos calcular o volume de solido de revolucdo gerado a partir de
um triangulo retangulo com catetos medindo 4. Como os catetos sédo
congruentes, o volume do solido sera:

V:17r42><4
3
V:gﬂ'
3

Vamos verificar esse resultado recorrendo ao calculo diferencial
e integral. Consideremos a funcgao f(x) = ax + b, coma=1eb =0,
cujo grafico esta representado na Figura 4.34.

Figura 4.34 | Grafico da funcio linear f(x) = x

y
f(x) = x

Fonte: elaborada pelo autor.
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Vamos estabelecer como dominio e imagem da fung¢do o limite
[0,4]. Rotacionando a funcdo f(x) em torno do eixo y, obtém-se
um cone conforme a Figura 4.35. O raio da base (valor no eixo x)
e a altura maxima (valor no eixo y) do cone valem 4, porém, ao
tomarmos uma secao paralela a base, o raio varia conforme a altura.
Nesse caso, utilizamos a integral para calcular o volume.

Figura 4.35 | Cone gerado a partir da fungdo f(x)

y

Fonte: elaborada pelo autor.

Usando a mesma técnica de integracao apresentada
anteriormente, tem-se:

4
V = [ ny’dy
I
34
V:7Ty—
31
3 3
V=m Ll
3 3
64
V=—m
3

Com o resultado obtido, demonstramos que podemos usar as
formulas ja conhecidas para efetuar calculos com os solidos de
revolugao.

Area e volume do tronco de cone de revolucdo

Se em vez de considerar todo o cone, nos tomarmos apenas
uma parte entre a base e a altura? Estamos falando do tronco do
cone, cujo solido é formado pela rotacao de um trapézio em torno
de um eixo. Dado um trapézio com bases de raio R e r, altura H e
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geratriz g (Figura 4.36lal), rotacionando 360° em torno do eixo y,

obtém-se o solido da Figura 4.36(c).

Figura 4.36 | Superficie de um tronco de cone gerado pela revolugdo de um
trapézio retangulo
1Y

a) c)

g

S

h

R

Fonte: elaborada pelo autor.

Para calcular a area da superficie de revolucao, temos que usar as
areas das duas bases somadas a drea da superficie lateral, portanto:

A =7’ + TR* + 7g(r +R)
A =7(r’ +R*)+7g(r +R)
A =m(r* +R*)+9(r—R)|

Vimos na Unidade 3 que para calcular o volume do tronco de
um cone, temos que conhecer o cone por completo, pois devemos
subtrair do volume do cone maior o volume do menor (Figura 4.37).
Ao realizar a subtragao do volume de ambos os volumes, obtemos a
seguinte formula para calcular o volume do tronco a partir da altura

do tronco e dos raios das bases:
1
V. = —7H(R?> + IR +r?
t 3 ( >

Figura 4.37 | Cone para embasar o calculo do volume do tronco

Cone menor

Fonte: elaborada pelo autor.
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Area e volume da esfera de revolucdo

Dadaumaregiaonoespacodelimitadaporumasemicircunferéncia
deraio r,arotacao de tal regido resultara em uma esfera de revolucao
(Figura 4.38), cuja area da superficie pode ser calculada por

A, =4rr?e o volume é calculado por V., . = %wrs.

Figura 4.38 | Superficie esférica de revolucido

eixo
a) b)

eixo

Fonte: elaborada pelo autor.

s D9 Pesquise mais

Para aprofundar os conhecimentos adquiridos nesta sec¢do, assista a
essas videoaulas disponiveis no YouTube e, se possivel, pesquise outros
materiais didaticos sobre 0 assunto para explorar ainda mais o conteudo
sobre Solidos de Revolugéo. No link descrito, ha suporte para trabalhar
esses conceitos utilizando o software Geogebra.

GeoGebra: forma de revolucdo a partir de funcdes. Disponivel em:
<https://www.youtube com/watch?v=x7XuwkzlEOM >. Acesso em: 30
jan. 2018 (video do YouTube).

GeoGebra: forma de revolucao a partir de poligonos — Disponivel em:
<https://wwwyoutube com/watch?v=Apd-xOo-jQs.>. Acesso em: 30
L jan. 2018 (video do YouTube)

J

Com a superficie esférica de revolucao, encerramos Nosso
estudo de Geometria espacial. Muitos conceitos foram aprendidos
no decorrer das quatro unidades e estamos felizes em ter contribuido
com sua formacgdo. Continue com perseveranca para que possa
realizar um excelente trabalho em sua vida profissional.
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Sem medo de errar

Agora que vocé ja aprendeu o que sao os solidos de revolugao,
bem como sua construcao e o calculo da area e do volume, € hora
de finalizar o projeto na Packing-Design. Foi lhe solicitado modelar
duas canecas, além de fazer uma previsdo sobre a rentabilidade do
negocio. Foram fornecidas as sequintes informacdes: (I) o volume
da caneca deverd ter 500 ml; (Il) uma caneca devera ter 9 cm de
altura e a outra, 10 cm.

O primeiro passo e determinar qual sera a regido do espaco
que, rotacionando, gerara o modelo desejado. Seu gerente sugeriu
utilizar uma regido retangular e, consequentemente, a caneca tera
formato cilindrico.

|. Modelo I: caneca com altura de 9 cm
Figura 4.39 | Revolucdo do retangulo que resultara num cilindro de altura 9 cm

eixo
1

Q:

9cm

Fonte: elaborada pelo autor.

O volume do cilindro de revolugao é encontrado com a mesma
formula ja estudada neste curso. Ou seja:

%

cilindro

obtemos:

=7r?.h, como 500 ml equivalem também a 500 cm?,

500 = 3,14.r2.9

e 500
28,26

r’ =17,69

r=417,96

r~4,21cm
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Para estimar o custo com a producao dessa caneca, € preciso
conhecer a area da superficie, pois a quantidade de produto que
sera gasta para confeccionar depende desse valor. Portanto, a area
da superficie sera:

A =2rr(h+r)
A =2r-4,21(13,21)
A, =349 cm?

Para estimar o valor de custo de uma caneca, apresente a
seguinte expressao: Custo = 360 *valor, em que 360 € a area da
superficie com um acréscimo de possivel perda nas bordas e o valor
depende da matéria-prima a ser utilizada.

Agora que vocé conhece 0S passos para a producdo do
modelo, complete sua apresentacdo com os detalhes do modelo 2,
efetuando os calculos para a caneca com altura de 10 cm.

A sugestdo da regido retangular veio do seu chefe. Que tal
impressiona-lo e também apresentar a modelagem de uma
caneca formada por uma regido criada pela funcdo f(x)= x?,
tendo como dominio o intervalo [0,4] e como imagem [0,8], sendo
rotacionada em torno do eixo y, conforme ilustra a regido
sombreada na Figura 4.40.

Figura 4.40 | Grafico da funcédo quadratica f(x) = x2

4

Fonte: elaborada pelo autor.

Lembre-se de ter um comportamento ativo na profissao, pois tal
atitude pode trazer bons resultados a vocé. Ateé a proximal
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Avancando na pratica
Brinquedo com formato de um sélido de revolugdo
Descricao da situagao-problema

Uma fabrica que produz objetos de madeira recebeu uma
encomenda para fabricar um lote de um brinquedo similar a um
piao. A fabrica, entdo, apresentou ao cliente o projeto de
um brinquedo que poderia atender ao pedido do cliente. Esse
brinquedo seria confeccionado a partir da rotacdo de 360° em
torno da hipotenusa de um triangulo retangulo que possuia catetos
del2cmel5cm.

Dessa forma, qual € o volume do material a ser utilizado para
produzir tal brinquedo?

Resolucdo da situacdo-problema

Com base no enunciado, podemos representar um esbog¢o do
brinquedo que tem formato de dois cones com bases comuns,
sendo a soma de suas alturas (h, +h,)a hipotenusa do triangulo
anteriormente citado.

Figura 4.40 | [lustracdo do brinquedo apds a rotacido de 360°

I

I
e

Fonte: elaborada pelo autor.

| Vamos considerar que x = h, +h,. Sendo x a hipotenusa do
triangulo retangulo, temos:

x2 =122 1152 - x? =144 + 225 -. x> = 369 . x = 3J41 cm
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Il Utilizando as relagdes metricas do triangulo retangulo,
obtemos:

180 _ 60V41
341 41

Y] PRI P

3V41r =15.12 - 3J41r =180 -.r =

cm

. V=—m —.T.
3 41 3 41

2
1 (60441
V= ; 3600 3J41v = 3600‘/_ -V =562,19cm?®

Portanto, o volume a ser utilizado na producao do brinquedo
é de 562,19 cm3.

Faca valer a pena

1. A revolugdo de 360° de uma figura plana gera um solido geométrico
que possui superficie, ou seja, um corpo redondo. No caso dos quadrados,
retangulos, losangos e paralelogramos, os solidos gerados tém formato
cilindrico. Portanto, para calcular sua area e seu volume, basta reportarmos
as formulas do cilindro.

" “Considere o losango cujos lados medem 6 cm e um dos

angulos internos mede 60°. A rotagcdo desse losango em

torno de um de seus lados gera um soélido cujo volume, em
centimetros cubicos, é..." (FATEC, 2006, p. 9).

Escolha a opcdo que corresponde ao volume do solido:

) 146+/37 cm?. d) 1787 cm®
b) 1627 cm? e) 17837 cm?®
) 16237 cm?

2. Se com a rotacdo de um retangulo em torno de um de seus lados
obtém-se um solido no formato de um cilindro, se imaginarmos a situacao
inversa, ou seja, com a planificacao desse corpo redondo, teremos a
sua superficie com formato retangular e um de seus lados representara
justamente a base do cilindro.
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“Uma empresa que organiza eventos de formatura confecciona canudos
de diplomas com folhas de papel quadradas. Para que todos os canudos
figuem idénticos, cada folha é enrolada em torno de um cilindro de
madeira de diametro d em centimetros, sem folga, dando-se 5 voltas
completas em torno de tal cilindro. Ao final, amarra-se um cordao no meio
do diploma, bem ajustado, para que ndo ocorra o desenrolamento, como
ilustrado na Figura 4.41:

Figura 4.41 | Sélido de revolugdo

Fonte: Enem (2014, p. 19).

Em sequida, retira-se o cilindro de madeira do meio do papel enrolado,
finalizando a confec¢do do diploma. Considere que a espessura da folha
de papel original é desprezivel. Qual é a medida, em centimetros, do lado
da folha de papel usado na confeccdo do diploma?” (ENEM, 2014, p. 19):

a) wd cm.

b) 2wd cm.
c) 4nd cm.
d) 57d cm.
e) 10md cm.

3. No dia a dia, sdo inumeros os exemplos de superficies de revolugdo.
Basta olhar ao redor que veremos diversos objetos e todos podem ser
analisados do ponto de vista geomeétrico. Um agrimensor, por exemplo,
necessita de formulas especificas para mensurar um terreno irregular, que
normalmente estdo implementadas em algum programa de computador,
no qual alguém teve que aplicar a teoria para solucionar.

O volume do solido gerado pela rotacdo, em torno do eixo da abscissa, da
regido do plano limitada pelo tridangulo com vértices nos pontos (6,0), (8,0)
e (8,9) éigual a:

a) 72w u.v.
b) 81w u.v.
c) 54w u.v.
d) 64w u.v.

e) nenhuma das alternativas.
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