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Palavras do autor

Caro aluno!

Atualmente, € indiscutivel a importancia das representacdes
graficas, as quais sao observadas nas mais diversas situacoes
em nosso cotidiano. O uso de conceitos da geometria tem sido
intensificado, de acordo com diferentes objetivos. Na Matematica,
além dos estudos desenvolvidos nos campos da geometria plana
e espacial, outra drea fundamental € a geometria analitica, na qual
podemos associar conceitos da geometria com os da algebra.
Neste livro didatico, abordaremos alguns dos principais conceitos
estudados na geometria analitica, como a estruturacao do sistema
cartesiano, o estudo de retas, planos, curvas conicas e quadricas,
observando as relacdes que podem ser estabelecidas entre estes
conceitos e sua aplicabilidade em determinadas situacdes praticas.

Com o objetivo de organizar esses conteudos, dividimos o livro
didatico em quatro unidades:

Na Unidade 1, serdo iniciados os estudos a respeito do sistema
cartesiano, com base no qual outros conceitos podem ser avaliados.
Em relacao aos planos, as diferentes formas de determinacao, bem
como o estudo das posicdes relativas e distancias, também serao
abordadas nessa unidade.

Considerando a caracterizacdo do sistema cartesiano e oS
conceitos estudados anteriormente, na Unidade 2, o foco serdo as
retas, com a explicacdo das possiveis representacdes, a avaliacdo
das intersecdes e das posicdes relativas, analisando-se, tambem, a
associacao entre retas e planos.

As curvas cdnicas serdo estudadas na Unidade 3, caracterizadas
COmMO curvas planas. Por isso, € necessario associa-las aos planos,
tema tratado na Unidade 1. Nessa unidade, serdo investigadas as
diferentes curvas conicas, incluindo seus principais elementos.

Por fim, na Unidade 4, o tema central consiste nas quadricas, que
correspondem a superficies que podem ser associadas as curvas
conicas, abordadas na Unidade 3. Serdo destacados os elementos e
as representacdes geometricas das principais quadricas.



Para que ocorra um aprendizado significativo em relacao aos
conteudos tratados na disciplina, € imprescindivel o desenvolvimento
de uma rotina de estudos. Lembre-se de que € preciso organizar
seus estudos, esclarecendo as duvidas que possam surgir ao longo
do processo, evitando que se acumulem.

Vamos, entdo, iniciar este novo desafio, investigando a
importancia da geometria analitica e a aplicabilidade de seus
conceitos em diferentes situacdes do cotidiano.



Unidade 1

Sistema cartesiano ortogonal
e o estudo dos planos

Convite ao estudo

Ao longo desta unidade, serdo discutidos conceitos
importantes dageometria analitica, associados, principalmente,
ao estudo do sistema cartesiano e dos planos. Estes temas
continuam sendo empregados no desenvolvimento da
Matematica, além de serem aplicados em outros campos,
como € o caso da Engenharia Civil e de areas afins. Vocé
podera investigar algumas situacdes praticas dessas areas nas
quais os conceitos da geometria analitica sdo importantes.

E fundamental que os profissionais da Matematica
conhecam algumas das aplicagbes dos conceitos
desta ciéncia, além dos conhecimentos tedricos e sua
fundamentacdo. Vocé ja observou que as estruturas de
determinadas construcdes sao baseadas em planos, dispostos
em diferentes posicdes? Esse € apenas um dos exemplos
da aplicacdo dos planos na constru¢cao civil. Assim, nesta
unidade, vocé devera investigar determinadas aplicagdes dos
planos nessa area.

Desta forma, suponha que vocé atua como professor em
uma instituicdo que presta servico ofertando aulas de apoio
para alunos da Educacdo Basica e do Ensino Superior. Dois
alunos, um da area de Arquitetura e Urbanismo e outro da
Engenharia Civil, procuraram essa instituicdo solicitando
aulas complementares da area de Matematica, a fim de que
possam desenvolver um projeto de Iniciacao Cientifica do
qual participam.

Vocé foi designado pela instituicao para auxilia-los com
suas duvidas a respeito do sistema cartesiano e dos planos. Ao
longo desta unidade, vocé sera colocado diante de diferentes



situacdes nas quais devera orientar os alunos em relacao a
alguns conceitos envolvendo o estudo do sistema cartesiano
e dos planos, auxiliando-os em algumas etapas do projeto
que precisam desenvolver. De que forma vocé pode orienta-
-los nesse trabalho? Dé sequéncia a leitura da unidade e veja
O primeiro problema a ser solucionado.



Secaoll

O sistema cartesiano e alguns elementos
Dialogo aberto

Considerando a aplicabilidade dos conceitos da geometria
analitica na construcao civil e a sua responsabilidade como professor
de Matematica na instituicdo que oferece aulas particulares, no
contexto envolvendo os alunos apresentados, uma das etapas a
serem desenvolvidas em seu projeto corresponde a elaboragao de
uma logomarca para uma empresa de Engenharia Civil. A logomarca
deve ter um formato triangular, sendo necessario tambeém a
construcao de segmentos de reta que unam os veértices do triangulo
ao ponto de encontro de suas medianas.

Os alunos precisam elaborar o projeto dessa logomarca,
representando-a conforme o sistema cartesiano ortogonal,
bidimensional, indicando as medidas dos seus lados e as coordenadas
dos principais pontos que irdo compor a figura.

Sabendo que, ao ser representado no sistema cartesiano, o
trianqulo que caracteriza a logomarca deve ter vértices com
coordenadas A(—1, 1), B(2, 5) e C(4, 0), como deve ser elaborado
o projeto dessa logomarca? Para que vocé possa orientar os alunos
nessa tarefa, construa a representacao da logomarca no plano
cartesiano utilizando as informacdes dadas, destacando o passo a
pPasso e 0s conceitos necessarios para tal construcao.

Nao pode faltar

Sistema cartesiano ortogonal

Para resolver as situacdes propostas nesta secao, € preciso
identificar os principais elementos que caracterizam o sistema
cartesiano ortogonal bidimensional, ou seja, o plano cartesiano.

Por meio da construcao de duas retas orientadas x e v,
perpendiculares entre si, com ponto de intersecdo dado pela
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origem O, é possivel determinar um sistema de eixos ortogonais
no plano, de modo que a reta x € chamada de eixo x ou eixo das
abscissas, enquanto y € denominado eixo y ou eixo das ordenadas.
As retas x e y dividem o plano em quatro partes, também chamadas
de quadrantes.

Com base no sistema apresentado, associamos cada ponto
pertencente ao plano a um par ordenado de numeros reais.
Assim, os pontos do plano podem ser determinados por meio
de suas coordenadas cartesianas ou coordenadas retangulares.
Exemplo:

P(a,b),

em que a € a abscissa do ponto P, e b € a ordenada de P, sendo
representado conforme a Figura 1.1. Alem disso, dado qualquer par
ordenado de numeros reais, existe um unico ponto P no sistema
cartesiano associado a ele.

Figura 1.1 | Representacdo de pontos no sistema cartesiano ortogonal

ylk
bt--------- ¢ P(a,b)
|
|
|
|
|
|
[9) a X

Fonte: elaborada pela autora (2017)

O ponto de intersecdo entre 0s eixos x e y corresponde a origem
do sistema cartesiano, sendo representado por O(0,0).

! Atencao

Podemos adotar sistemas cartesianos nao ortogonais, Nos quais 0s
eixos x e y nao correspondem a retas perpendiculares entre si. Porem,
nos estudos que envolvem o sistema cartesiano, ao longo deste livro,
vocé deve considerar o sistema cartesiano ortogonal, a menos que
seja especificado outro sistema.
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Por exemplo, o ponto A(3,1) possui abscissa 3 e ordenada 1,
sendo representado geometricamente no sistema cartesiano como o
ponto de intersecdo das retas x =3 e ¥y =1, conforme a Figura 1.2.

Figura 1.2 | Representagdo do ponto A(3,1) no sistema cartesiano

ya
3
2
P JAGY
|
! >
(0] 2 3 'X

Fonte: elaborada pela autora (2017).

o(b Reflita

A estrutura do sistema cartesiano apresentado diz respeito a um
sistema bidimensional, o qual possibilita a representacdo de elementos
com, no maximo, duas dimensdes. E, para a representacao de objetos
tridimensionais, quais adaptacdes seriam necessarias nesse sistema?

|:L|Q Pesquise mais

Alem da representacdo de pontos, também ¢é possivel representar
vetores no sistema cartesiano. Para contribuir com os estudos a
respeito desse tema, acesse o sequinte site:

GEOGEBRA. Vetores no plano (representacdo algébrica). Disponivel
em: <https://www.geogebra.org/m/MnHay3em>. Acesso em: 5 jan.
2018.

Esse site apresenta algumas informacdes sobre a representacao de
vetores no plano, em associacao com um aplicativo do GeoGebra,
que pode ser manipulado para investigar o tema em questdo.

Distancia entre dois pontos

Por meio dos estudos a respeito do sistema cartesiano, além
das representacdes, € possivel calcular as distancias entre pontos,
partindo de suas coordenadas.
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Elg Lembre-se

Na Figura 1.3, observamos um triangulo retangulo ABC, com angulo
reto em B, o qual possui hipotenusa com medida a e catetos cujas
medidas sdo b e c¢. Tomando como base o Teorema de Pitagoras,
podemos concluir que:

a’ =b?*+c?

Figura 1.3 | Triangulo ABC

Fonte: elaborada pela autora (2017).

Sejam os pontos P(X,,Y,) € P,(X,,¥,) Utilizando estes pontos em
conjunto com A(X,,y,). podemos construir um triangulo retangulo
com angulo reto localizado no vértice A, conforme a Figura 14.

Figura 1.4 | Distancia entre pontos

%
Y i3}
< V2=V,
12 F‘. e
X=X,
0 x‘ Y, %

Fonte: elaborada pela autora (2017)

Pelo Teorema de Pitagoras, aplicado ao triangulo de vértices A,
P, e P,, temos:

d? :(Xz _)(1)2 +(y2 _y1)2r

ou seja,

d =06, =X+, -y, ).

12 U1 - Sistema cartesiano ortogonal e o estudo dos planos



Logo, conhecendo os pontos P(x,,y,) € Py(x,,y,), podemos
determinar a distancia entre estes por meio de suas coordenadas de
forma algébrica.

@ Exemplificando
Determine a distancia entre os pontos P(2,—1) e Q(3,1).

Considerando (x,,y,)=(2,—1) e (x,,¥,) = (3,1), seque que:

d =327 +(1-(-1y
= d=JPf+22=1+4=15

Portanto, a distancia entre os pontos Pe Q ¢ igual a J5.

Ponto que divide um segmento em uma razdo dada

Seja 0 segmento de extremos P(x,,y,) € Py(X,,y,). Desejamos
determinar as coordenadas do ponto P(x,y) que divide o segmento
PP, na razdo k, partindo das coordenadas de P, e P,, como
demonstrado na Figura 1.5.

Figura 1.5 | Representacdo do segmento PP, contendo o ponto P

Y
v, )
y P
=]
.V| ! . i
0 % X, X

Fonte: elaborada pela autora (2017).
Por semelhanca de triangulos, pela Figura 1.5, observamos que:

X=X :y_y1 —k
X, — X Y,=y

O gue implica:

X=X ke YT g
X2—X yz_y
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Isolando as variaveis x € y nas equacdes apresentadas, obtemos:

1+ k 1+ k

_ Xtk Vit kY,

v=| Exemplificando

Determine as coordenadas dos pontos A e B que dividem o segmento de
extremos C(1,—2) e D(7,4) em trés segmentos, com comprimentos
iguais.

Como CD deve ser dividido em trés partes iguais, devemos determinar
0s pontos A e B, tais que os segmentos CB, BA e AD sejam de mesmo
comprimento, conforme a Figura 1.6.

Figura 1.6 | Particdo do segmento CD
C B A

Fonte: elaborada pela autora (2017)

A razdo deve ser k = 2, porque:

C_—A:2e£:2
AD CB
Assim, para o ponto A, segue que:
1+2.7 1+14 15
X, = = X,=—7" = X,=—=25
142 3 3
(—2)+2-4 (—2)+8 6
= ———n—_—e = —m---- :—:2
Ya 112 = Ya 3 = Ya 3
De modo analogo, para B, temos:
7+2-1 742 9
Xg=——"" = Xg=—7 = Xz=—=3
1+2 3 3
442.(-2 4+ (—4 0

5 1+2 5 3 3

Portanto, os pontos C(1,—2), B(3,0), A(5,2) e D(7,4) dividem o
segmento CD em trés partes de mesmo comprimento.
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No caso particular em que k =1, o ponto P divide o segmento
PP, em seu ponto medio, sendo que P(x,,,y,,) tem coordenadas
dadas por:

X1+X2 y1+y2
= — e = —
M > Yu >

&z& Assimile

O ponto médio Pde um segmento de reta PP, tem sua abscissa dada
pela média aritmética simples das abscissas dos pontos P, e P,,
bem como a ordenada de P, a qual é calculada pela média aritmética
simples das ordenadas dos pontos P, e P,

o
4 Facavocé mesmo

Determine as coordenadas do ponto medio do segmento MN, sabendo
que M(4,—-2) e N(-3,2).

Baricentro de um triangulo

No estudo dos triangulos, podemos conhecer 0s segmentos
denominados cevianas. Uma ceviana € caracterizada como um
segmento de reta que liga um vértice do triangulo a um ponto
qualguer da reta suporte do lado oposto. Dentre as cevianas notaveis,
destacamos a altura, a bissetriz, a mediatriz e a mediana, associadas
a cada vértice dos triangulos. Por meio das cevianas notaveis,
estudamos também os pontos de intersecao entre os segmentos
relativos aos trés vértices dos triangulos, isto €, o ortocentro, o
incentro, o circuncentro e o baricentro.

EL?' Pesquise mais

Vocé pode obter mais informacdes a respeito dos pontos de intersecao
das cevianas notaveis de um triangulo no artigo indicado a seguir:

MORGADO, Augusto C. Coordenadas para os centros do triangulo.
Revista do Professor de Matematica, Rio de Janeiro, n. 43, p. 26-
-30, 2000. Disponivel em: <http://www.educadores.diaadia.pr.gov.
br/arquivos/File/2010/veiculos_de_comunicacao/RPM/RPM43/
RPM43_05.PDF>. Acesso em: 4 jan. 2018.
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Quando sdo construidas as medianas relativas aos trés vértices
de um triangulo, verificamos que esses segmentos possuem um
ponto de interse¢cdo, denominado baricentro do triangulo, podendo
ser associado, inclusive, ao centro de massa da figura.

Figura 1.7 | Baricentro de um triangulo

Fonte: elaborada pela autora (2017).

o@ Reflita

Considere G o baricentro de um triangulo de veértices A, B e C. Quais
condi¢cdes devem ser satisfeitas para que G coincida com o incentro e
com o ortocentro do triangulo ABC?

Para determinar as coordenadas do baricentro G de um triangulo
ABC, suponha que as coordenadas dos vértices de ABC sejam dadas
por A(X,.Y.) B(xgys) € C(Xs,Ys). Além disso, sabemos que o
baricentro G divide a mediana AM na razdo 2, conforme a Figura 1.8.

Figura 1.8 | Relagdo do baricentro com as medianas

Fonte: elaborada pela autora (2017).
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Nessas condigdes, admitindo G(xg,Ys). segue pela expressdo da
divisdo de um segmento em uma razao dada, com k=2, que a
abscissa x; satisfaz a relagao:

X, +2x,
¢ 3
E sabendo que M ¢é o ponto médio do segmento BC, entao:
_ XB + XC
Y 2
Substituindo a relagdo para x,, na expressao de Xz, temos:

X, + Xg + X;
T

De forma analoga, para a ordenada y,, segue que:

_YatYet¥e

Ye 3

é?»Mﬁmm

O baricentro G de um triangulo ABC tem sua abscissa dada pela média
aritmética simples das abscissas dos vértices A, B e C, bem como a
ordenada de G, a qual é calculada pela média aritmética simples das
ordenadas dos vertices A, Be C.

vz| Exemplificando

Determine as coordenadas do baricentro do triangulo de veértices

A(1,—1), B(5,3) e C(—3,4).
As coordenadas do baricentro do triangulo ABC sdo dadas por:

_1454+(3) _ , _3

e 3 G—§:1e
—1)+3+4 6

Portanto, o baricentro tem coordenadas G(1,2).
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J
4 Facavocé mesmo

Determine as coordenadas do veértice C do triangulo ABC, sabendo
que os outros dois vértices tém coordenadas A(4,0) e B(—3,1), e o

baricentro de ABC possui coordenadas G(3,—1).

Sem medo de errar

A logomarca a ser elaborada pelos alunos, conforme descrito no
inicio desta secao, deve ter o formato de um triangulo com vértices
A(—1,1), B(2, 5) e C(4, 0). Assim, os vertices do triangulo possuem
as seguintes caracteristicas: A(—1, 1) € o ponto de abscissa x = —1e
ordenada y = 1; B(2, 5) tem abscissa x = 2 e ordenada y = 5; C(4, 0)
possui abscissa x = 4 e ordenada y = 0. Inicialmente, € necessario
orienta-los na representagcao das abscissas e das ordenadas desses
pontos no sistema cartesiano, conforme a Figura 1.9.

Figura 1.9 | Representacdo do tridngulo de vértices A, Be C

Loas
1
1

© IS 9

N

R -
o

Fonte: elaborada pela autora (2017)

Na sequéncia, os alunos precisam calcular o comprimento dos
lados do tridngulo. Para isso, eles devem ser orientados a calcular a
distancia entre os pontos, de acordo com 0s seguintes itens:

AB=d(AB)=(2— (1))} +(5-17 =32 +4% =/9+16 = /25 =5,

AC =d(AC)=(4— (1)} +(0—12 =5 + (-1 =+25+1=+26 ~51¢

BC=d(B.C)=+/(4—2) +(0—5) =22 +(-5) =+/4+25 =+/29 ~54.

Logo, o triangulo que caracteriza a logomarca tem lados de
medidas dadas, aproximadamente, por 5, 51 e 54 unidades de
comprimento.
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Além disso, nessa figura, devem ser destacados os segmentos de
reta que unem os vertices do triangulo ao ponto de encontro de suas
medianas, © qual corresponde ao baricentro. Por isso, na proxima
etapa, € necessario orientar os alunos na determinag¢do do baricentro
do triangulo de vértices A(—1, 1), B(2, 5) e C(4, 0), como segue:

(=N+2+4 1+5+0J_ 5 6) (5
3 ’ 3 37 3) (3

Logo, o baricentro do triangulo tem coordenadas G[%,Z]. Alem

disso, 0s alunos precisam calcular o comprimento dos segmentos
AG, BG e CG, por serem informacdes solicitadas para a construcao
do projeto da logomarca. Essa etapa envolve 0s seguintes calculos:

E:d(A,G):\/[g—(—n] +(@2-1 = /%4+ :\/7;3%2,85,
B_G:d(B,G)z\/[g—z] +(2-5) :,/%—i-g:\/%%&OZe
c%:d(c,e)z\/[g—4] +(2-0) = /%—1—4:\/%%3,07.

Esses calculos concluem os dados necessarios para a
identificacao da logomarca.

Com base nas informacdes obtidas, na ultima etapa, os alunos
precisardo construir o triangulo no sistema cartesiano, indicando os
pontos A, B, C e G, cujas coordenadas sao conhecidas, além dos
segmentos AB, AC, BC, AG, BG e CG, conforme a Figura 1.10.

Figura 1.10 | Representacdo da logomarca

Fonte: elaborada pela autora (2017).
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Desta forma, na tarefa a ser desenvolvida pelos alunos, vocé devera
orienta-los a realizar os procedimentos indicados anteriormente,
iniciando pela representacdo dos pontos no sistema  cartesiano,
seguindo para a elaboracao do triangulo, o calculo dos comprimentos
dos lados, a determinacdo das coordenadas do baricentro, o calculo
dos comprimentos dos segmentos que unem o baricentro aos vertices
e, por fim, a construcao da figura, com base nas informacdes obtidas.

Avancando na pratica

Baricentro e o centro de massa
Descricao da situagcao-problema

Apos a resolugao da tarefa proposta, ainda no contexto de
orientacdo aos alunos da Engenharia Civil e da Arquitetura e
Urbanismo, suponha que eles queiram analisar uma lamina que
possui formato triangular, a fim de identificar seu centro de massa,
0 qual corresponde ao ponto no qual se pode admitir que a massa
esteja concentrada. Sabemos que a lamina tem o formato de um
tridngulo retdngulo cujos vértices, ao serem representados nNo
sistema cartesiano, coincidem com a origem, com um ponto sobre
O eixo X, de abscissa 4, e outro ponto sobre o eixo y, de ordenada
3. Considerando que a lamina possa ser aproximada a uma figura
bidimensional devido a sua espessura, se 0 centro de massa coincide
com o baricentro no caso do triangulo, gquais sao as coordenadas do
centro de massa dessa lamina?

Resolucdo da situacdo-problema

Um dos vértices do triangulo retangulo que representa a lamina
coincide com a origem, assim, esse ponto pode ser indicado por
0(0,0). Se o segundo vértice coincide com um ponto sobre o eixo X,
de abscissa 4, entdo temos P(x,y), sendo x=4 e y =0, ou seja,
P(4,0). O terceiro vértice coincide com um ponto sobre o eixo y, de
ordenada 3. Logo, temos o ponto Q(x,y), noqual x=0 e y =3, ou
seja, Q(0,3). Portanto, a lamina pode ser representada pelo triangulo
OPQ no sistema cartesiano, sendo 0O(0,0), P(4,0) e Q(0,3).

Para determinar as coordenadas do baricentro, seque que:
0+4+0 0+0+3J 4 3] 4 1}
31

3 3 3’3
Portanto, o centro de massa da lamina tem coordenadas G[% 1].
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Faca valer a pena

1. Sejam os pontos A e B representados no sistema cartesiano, conforme
a Figura 1.11:

Figura 1.11
|
‘ y B
5 °
4
3
A
° 2
1
X
S HBH H o | HH i H e S
-1

Fonte: elaborada pela autora (2017).

Considerando as posicdes ocupadas pelos pontos na figura anterior,
sabemos que A e B sdo vértices opostos de determinado quadrado.

Com base nas informagdes apresentadas, assinale a alternativa que
corresponde a area do quadrado em questdo:

a) 10. d) 27.
b) 17. e) 34.
c) 25.

2. Considere um triangulo de vértices A(1,—1), B(3,4) e C(7,1), de
acordo com a representacao dada pela Figura 1.12:

Figura 1.12

-1 0

-1

Fonte: elaborada pela autora (2017).
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Com base nessas informacdes, podemos construir as medianas relativas
a cada um dos vértices, partindo das coordenadas dos vertices A, B e C.

Assinale a alternativa que indica corretamente o comprimento da mediana
do triangulo ABC relativa ao vértice B:

a) \T. d) V7.
b) 5. e) V29

c) 8.

3. Considere o triangulo de vértices A, B e C. Em relagao a esse triangulo,
sjdo conhecidas as coordenadas dos vértices A(1,1) e C(3,5), além das
coordenadas do ponto médio M(4,2) do segmento AB.

Com base nas informagdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
corretamente as coordenadas do baricentro G do triangulo ABC:

) G[gﬁ]. d G[%,Z].
0 G(~12). 8 6[1,2].
0 G(7,3).
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Secao 1.2

Equacao geral do plano, equacao segmentaria do
plano e vetor normal

Dialogo aberto

Vocé trabalha para uma instituicao que oferta aulas particulares
e foi encarregado de auxiliar dois alunos das areas de Arquitetura e
Urbanismo e de Engenharia Civil no desenvolvimento de um
projeto de iniciacdo cientifica. A segunda etapa do trabalho a ser
desenvolvido pelos estudantes consiste na elaboracdo do projeto de
algumas faces do telhado de uma casa, utilizando a representacao
no sistema cartesiano ortogonal tridimensional. As faces do telhado
serdao posteriormente reproduzidas em um software, com base nas
informacgdes obtidas pelos estudantes, para a geracdo por meio de
uma impressora 3D e a posterior confeccdo de maquetes.

Supondo que as faces do telhado sdo superficies planas e
considerando asrespectivas representacdes graficas, séo conhecidas
as sequintes informacodes:

e A primeira face do telhado contém os pontos A(1 2, 1),
B(—1, 4, 1) e C(2, 6, 0).

e A segunda face do telhado contém o ponto D(-2, 1, 3) e
possui como vetor ortogonal n = (6, 4,—2).

« A terceira face do telhado € paralela ao vetor \7:(3, 1,-95),
contém o ponto E(2, 0, 2), além de intersectar o eixo x no ponto
CUja abscissa é x =3.

Considerando as informacdes apresentadas, como os estudantes
podem representar algebricamente as trés faces do telhado descritas
anteriormente?

Lembre-se de que eles devem ser capazes de construir
corretamente as representacdes graficas das faces do telhado no
sistema cartesiano ortogonal tridimensional a partir das expressoes
algébricas construidas. Assim, nesse sentido, como vocé pode
auxilia-los?
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Nao pode faltar

Os planos sao objetos bidimensionais, sendo suas representacdes

graficas construidas no espaco. Assim, para o estudo deste tema,
devemos considerar uma extensao do sistema cartesiano construido
Nna secao anterior, tomando trés eixos ortogonais entre si, conforme
a Figura 1.13, de modo a construir o sistema cartesiano ortogonal
tridimensional, que pode ser denominado de espaco cartesiano.

Figura 1.13 | Sistema cartesiano ortogonal tridimensional

ZA

c

/
-
o)
P
o
=
&

Fonte: elaborada pelo autor (2017)

Os pontos sdo representados no espaco cartesiano na forma

P(x,y,z), com trés coordenadas.

Aléem da caracterizacdo do espaco cartesiano, o estudo dos

vetores também € essencial para a determinacdao dos planos e de
suas representacdes algebricas.

|'_'|9 Pesquise mais

Para auxiliar na retomada de conceitos importantes sobre vetores —
tema essencial para o estudo dos planos, consulte o seguinte material:

MIRANDA, D.; GRISI, R.; LODOVICI, S. Geometria Analitica e
Vetorial. Santo André: UFABC, 2015. (versdo 9). Disponivel em:
http://gradmat.ufabc.edu.br/disciplinas/listas/ga/notasdeaulas/
geometriaanaliticaevetorial-SGD.pdf. Acesso em: 4 jan. 2018.

Vocé tambem pode utilizar a seguinte obra como referéncia para seus
estudos a respeito da Geometria:

VENTURI, J. J. Algebra Vetorial e Geometria Analitica. 10. ed. Curitiba:
Livrarias Curitiba, 2015. Disponivel em: https://docs.ufpr.br/~jcvb/
online/geo-1.pdf. Acesso em: 4 jan. 2018.
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Equacao geral do plano

Considere A(X,,¥,,2,) um ponto pertencente a um plano T,

além de um vetor ﬁ:(a,b,c) normal (ortogonal) a . O plano =«
pode ser definido como o conjunto de todos os pontos P(x,y,Zz)

do espaco cartesiano, tais que o vetor AP seja ortogonala n. Assim,
P pertence ao plano se, e somente se,

n-AP =0,
isto €, se o produto escalar entre os vetores n e AP for nulo. A partir
das expressdes que foram apresentadas anteriormente, seque que:

nAP=0 = (a,b,c)- (X—Xy, Yy —¥y,Z2—2,)=0
= a(x—x,)+bly—y,)+c(z—2)=0
= ax+by+cz+d=0.

sendo esta ultima expressao a equacao geral do plano, na qual
d = —ax, — by, —cz,.

0&" Assimile

Aequagdo geral do plano T que contém o ponto A(X,,Y,,Z,) € possui
como vetor normal n = (a,b,¢) pode ser determinada como segue:

a(X*Xo)+b(y*yo)+C(zfzo):O

v=| Exemplificando

Determine a equagdo geral do plano 7 que contem o ponto
D(—1, 2, 3) etem n=(2,—1, 2) como vetor normala T .

A equacdo geral do plano descrito € determinada da seguinte forma:
2x—(—1))+(-Ny—-2)+2(z—3)=0
= 2X+2-y+2+4+22-6=0 = 2x—-y+2z—-2=0
Logo, o plano tem equacgdo geral 2x —y +2z—2=0.

o
4 Facavocé mesmo

Determine a equagao geral do plano 7™ que contém o ponto
P(2, 0,—1) etem n = (-3, 2,—5) como o vetor normala 7 .
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Determinacdo de um plano

Alem da possibilidade de determinar um plano a partir de um de
seus pontos e de um vetor normal a ele, existem outras situacoes
com as quais podemos nos deparar no momento de identificar uma
representacao algebrica para um plano.

Para isso, um conceito essencial da algebra vetorial € a
definicdo de produto vetorial, a qual possibilita a caracterizacao de
determinados vetores normais aos planos.

@ Lembre-se

Sejam dois vetores U =(X,,¥,,2,) € V= (Xz,yz,z ). tomados nessa

ordem. O produto vetorial dos vetores u e v denotado por u><v
corresponde ao vetor

i J Kk
UxV =X, ¥y Z|=(V1Z, = Z)Y5 —XiZ, +Z X5 XiY, = YiX,).
X, Yo %,

@ Reflita

Com base nas caracteristicas do vetor oriundo do produto vetonal
que relacao pode ser estabelecida entre os vetores u V e u X v7

Um dos casos possiveis € a definicdo de um plano m, dados trés
de seus pontos, A, B e C, 0s quais ndao sdo colineares entre si,
conforme a Figura 1.14.

Figura 1.14 | Plano definido por trés pontos
Tn

A — B
AB *

i c

Fonte: elaborada pelo autor (2017)

Neste caso, é necessario identificar o vetor normal ao plano por
meio do produto vetorial de dois vetores construidos a partir dos trés
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pontos indicados (como AB e AC. por exemplo), os quais sdao
paralelos ao plano e ndo colineares entre si. Podemos considerar
nessa situacao, por exemplo, o vetor normal dado por n = ABx AC.

vz| Exemplificando

Determine a equacéo geral do plano que contém os pontos M(2, 1, 0),
N(-1, 5, 2) e R(5, 3, 2).

A partir dos pontos M, N e R, podemos determinar os vetores
MN = (-3, 4, 2) e MR =(3, 2, 2) e, consequentemente, o vetor
normal ao plano pode ser determinado como segue:

- - —

i J ok
Nn=MNxMR=|-3 4 2|=4i+12j 18k = (4, 12,—18),
3 2 2

pois i =(1,0,0), j =(0,10) e k = (0,0,1).

Logo, a equagdo geral do plano, considerando ym dos pontos —
M(2, 1, 0), por exemplo — e o vetor normal n= (4, 12,—18), ¢
dada por:
Ax—=2)+12(y —1)+(-18)(z—0)=0
= 4x+12y—-18z—-20=0 = 2x+6y—-9z—-10=0

Portanto, o plano tem equacéo geral 2x +6y —9z2—-10=0
Um plano 7 também pode ser determinado a partir de dois de

seus pontos, A e B, e um vetor v paralelo ao plano e nao colinear
com AB, conforme a Figura 1.15.

Figura 1.15 | Plano determinado por dois pontos e um vetor paralelo ao plano

n
v
Aév_,,s

AB

Fonte: elaborada pelo autor (2017)

Nesse caso, construindo o vetor AB e determinando o produto
vetorial n = TB&V € possivel identificar o vetor n normal ao plano,
o qual, em conjunto com um dos pontos conhecidos (A ou B),
fornece a equacao geral de m.
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v=| Exemplificando

Determine a equacao geral do plano que contém os pontos P(1, 0,—1),
Q(2, 2,-2),etem v =(1,—1, 3) como vetor paralelo ao plano.

A partir dos pontos Pe Q, podemos determinar o vetor PQ = (1, 2,—1)

e, em conjunto com V =(1,—1, 3), identificar o vetor normal ao
plano, como:

n=PQAxv =(5-4,-3).
Logo, a partir de ﬁ e P, a equacgao geral do plano é dada por:
S(x =1+ (=4)Ny —0)+(-3)(z—(-1)=0
= bx—4y—-3z-8=0

Portanto, o plano tem equacéo geral 5x —4y —3z—-8=0.

Outrasituacdo comaqualpodemos nos deparar € adeterminacao

de um plano 7 a partir de dois vetores u e v paralelos ao plano e
nao colineares entre si, em conjunto com um ponto A pertencente
ao plano, conforme a Figura 1.16.

Figura 1.16 | Plano determinado por um ponto e dois vetores paralelos ao plano

Fonte: elaborada pelo autor (2017)

Sendo assim, a equacao geral de 7™ € obtida a partir do ponto A

-

e do produto vetorial entre u e v, pois o vetor normal ao plano «
pode ser determinado como n=uxVv.

v=| Exemplificando

Determine a equacdo geral do plano 7™ que contém o ponto
A(2,—3, 1), sendo paralelo aos vetores v = (2, 1, 1) e w =(0,—2, 1).
Para determinar o vetor normal ao plano, podemos calcular:

n=vxw=(3,-2-4).
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Logo, considerando H e A a equacao geral do plano é dada por:
3(x —=2)+(=2)(y = (=3)) +(-4)(z-1)=0
= 3x—-2y—4z-8=0.

Portanto, o plano tem equacado geral 3x —2y —4z—-8 =0.

&z’) Assimile

Em sintese, podemos determinar a equac¢ao geral de um plano a
partir de diferentes elementos, porém, em todos os casos, devemos
determinar um ponto pertencente ao plano, além de um vetor normal
a ele, que, na maioria dos casos, € obtido por meio do produto vetorial
entre dois vetores paralelos ao plano e nao colineares entre si.

o
4 Facavocé mesmo

Determine a equacdo geral do plano que contém os pontos P(1, 2,—1)
e Q(3, 1, 1), sendo paralelo ao vetor v = (5, 2,—3).

Intersecaodeplanoscomoseixoscoordenados

oéb Reflita

Quais sdo as caracteristicas dos pontos gue pertencem aos eixos
coordenados: eixo X, eixo y e eixo z?

Seja um plano m de equacdo geral ax-+by+cz+d=0.
Podemos identificar as intersecdes desse plano com 0s eixos
coordenados, caso existam, conforme a Figura 1.17.

Figura 1.17 | Intersecédo de plano com os eixos coordenados

1

Fonte: elaborada pelo autor (2017).
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Para a intersecao com o eixo x, O eixo das abscissas, devemos
determinar os pontos na forma A(a,0,0), ou seja, tomamos na
equacao geral do plano as variaveis ye znulas (y =z =0).

No caso do eixo y, o eixo das ordenadas, as intersecdes sdo da
forma B(0,b,0), que podem ser determinadas assumindo-se, na
equacao geral do plano, as variaveis xe znulas (x =z =0).

Por fim, as intersecdes com o eixo z, ou eixo das cotas, sdo da
forma C(0,0,c¢), determinadas a partir da equacao geral do plano,
tomando as variaveis x e ynulas (x = y =0).

v=| Exemplificando

Determine as intersecbes do plano 7T de equacdo geral
3x—2y+z+1=0 com os eixos coordenados.

Como os pontos que pertencem ao eixo x sdo da forma A(a,0,0),
seqgue da equacao geral de T 3 seguinte igualdade:

Acm = 3-a—2-0+0+1=0.

— 1 . . .
o que implica @ = —5 . Logo, aintersecdo de ™ com O eixo x resulta

no ponto A[—%, 0, 0].

De modo analogo, para as intersecdes com 0s eixos y e z, teremos 0s
pontos B(0,b,0) e C(0,0,c), de modo que:

Ber = 3.0-2b+0+1=0 = b:%

Cenm = 3.0-2.0+c+1=0 = c=-1
Portanto, as intersecdes do plano ™ com os eixos y e z sao dadas,

respectivamente, por B[O, %, 0] e C(0, 0,—1).
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Equacgado segmentaria do plano

Suponha que o plano 7 de equacgéo geral ax+by +cz+d =0
intersecta os eixos coordenados x, y e z respectivamente, nos
pontos P, Qe R, originando segmentos de reta OP, OQ e OR com
comprimentos dados, respectivamente, por p, g e r, conforme a
Figura 1.18.

Figura 1.18 | Intersecdo de plano com eixos e determinagdo dos pontos P, Q e R

Fonte: elaborada pelo autor (2017)

Desta forma, os pontos P(p,0,0), Q(0,q,0) e R(0,0,r) satisfazem
a equacao geral de . Logo,

Pen = ap+b-0+c-0+d=0 = p:_g,
a

Rer = a0+b0+crid=0 = r=-9
c
Considerando d = 0, segue da equacado geral do plano que
ax+by+cz+d=0 = ax+by+cz=-d =
ax by cz
N
—-d —-d -d
e tomando a,b,c =0, tem-se:

X L 2 g
_d _d _d/
Yo % %
Das relacdes avaliadas anteriormente, segue que:
X z
XLy
p q T
que corresponde a equacao segmentaria do plano 7.

=
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v=| Exemplificando

Determine a equacao segmentaria do plano ™ de equacao geral dada
por 6Xx+4y —-3z—-12=0.

Podemos reescrever a equagao geral do plano como
6x+4y —3z=12 ou, ainda,

£x+iy—32=1 - XX 2

127 7127 12 1% 1% 71%:

Logo, a equagao segmentaria de ™ ¢ dada por:
X y z
—F+-+—=1
2 3 -4

1.

~J
4 Facavocé mesmo

Determine a equagdo segmentaria do plano 7 determinado pelos
pontos M(2, 0, 1), N(1, 2,—1) e Q(3,—1, 1).

ﬂ9 Pesquise mais

Para auxiliar nos estudos a respeito dos planos, consulte o seguinte
material:

SANTOS, Fabiano José dos; FERREIRA, Silvimar Fabio. Geometria
Analitica. Porto Alegre: Bookman, 2009. Disponivel em Minha
Biblioteca. Veja a partir da pagina 184.

Reflita sobre as estratégias que podem ser empregadas na identificacdo
dos planos, aléem dos diferentes formatos de equacdes que podem ser
utilizados para a representacao desses objetos matematicos.

Sem medo de errar

Como professor da instituicao que atua no ramo de aulas
particulares, vocé precisa auxiliar os alunos de Arquitetura e
Urbanismo e de Engenharia Civil em seu projeto.

Para essa etapa, 0s alunos precisam descrever algebricamente
as faces de um telhado, considerando-as como superficies planas.
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Logo, é necessario construir equagdes de planos que representem
cada uma das faces de acordo com suas principais caracteristicas.

Sabe-se que a primeira face do telhado contém os pontos
A(1, 2, 1), B(—1, 4, 1) e C(2, 6, 0). Desta forma, vocé deve orientar
0s alunos a construirem a equacao de um plano, sendo conhecidos
trés de seus pontos.

Como os pontos A, B e C nao sao colineares, precisamos
determinar um vetor normal ao plano a partir destes. Para isso, €
preciso construir dois vetores paralelos ao plano, como € o caso de

AB=(-14,1-(1 2 1)=(-2 2 0) e

AC=(2,6,0)—(1,2 1=, 4-1),
e, a partir destes, determinar o vetor normal por meio do produto
vetorial, como seque:
k
0|=-2/—2j—10k = (-2,—2,—10),

S|
Il
>
@
X
>
O
I
\
N
I N

-1

pois i = (1,0,0), j =(0,10) e k = (0,0,1).

Para determinar a equac¢ao do plam_c? que caracteriza a primeira
face, consideramos o vetor normal n=(-2,—2,—-10) e um dos
pontos do plano (por exemplo, o ponto A(1, 2, 1)). Sendo assim,

(—2)(x =N+ (-2)y —2)+(—10)(z—1)=0 >
= -2Xx+2-2y+4-10z+10=0
= -2x—-2y—-10z+16=0 = x+y+5z-8=0

Logo, o plano que caracteriza a primeira face do telhado tem
equacdo geral x+y +5z—8=0.

Para a sequnda face dotelhado,_que contém o ponto D(-2, 1, 3)
e possui como vetor ortogonal n = (6, 4,—2), seque a equacao
geral do plano:
6(x+2)+4y—-N+(-2)(z—-3)=0 =
= 6x+12+4y—-4-22+6=0
= 6x+4y—-2z+14=0 = 3x+2y—-z+7=0
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Desta forma, a segunda face do telhado é caracterizada pelo
plano de equagao geral dada por 3x+2y —z+7 =0. Logo, para a
segunda face do telhado, € necessario orientar os alunos na
construcao da equacao geral de um plano definido por um ponto e
um vetor normal ao plano.

Aterceira face do telhado é paralela ao vetor V= (3, 1,—5) contém
oponto E(2, 0, 2), além de intersectar o eixo x N0 ponto cuja abscissa
é x=3. Como os pontos que pertencem ao eixo x sdo da forma
(x,0,0), entéo a intersecdo do telhado com o eixo x, conforme as
informacdes apresentadas, corresponde ao ponto F(3,0,0).

Para determinar o vetor normal ao plano, nessa terceira situacao,
precisamos determinar inicialmente dois vetores paralelos ao plano.
Nesse caso, temos o vetor v = (3, 1,—5) e podemos considerar

—

EF =(3,0,0)—(2, 0, 2)=(1 0,—2).

Pelo produto vetorial, podemos determinar o vetor ortogonal,
sabendo que

i j ok
N=vxEF=|3 1 —5/=—-2i+j—k=(-2 1-1).
10 -2

Sendo assim, a equacao geral do plano que contém o ponto
E(2, 0, 2) e tem vetor normal n=(-2, 1,—1) é dada por:

(-2)(x=2)+Uy -0)+(—1)(z—-2)=0 = —-2x+4+y—2z+2=0
= —-2X+y-z+46=0 = 2x—-y+z-6=0.

Logo, a terceira face do telhado é caracterizada pelo plano de
equacdo 2x—y+z—-6=0.

Portanto, nessa tarefa, vocé deve orientar os alunos a estudarem
a equacdo geral do plano analisando os principais elementos
envolvidos, para que possam identificar de que forma cada uma das
faces do telhado — ou seja, os planos — estdo definidas, buscando
em cada situacdo a caracterizacdo dos planos a partir de um ponto
e de um vetor normal para a construcdao das equacdes gerais
correspondentes, conforme os calculos apresentados anteriormente.
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Avanc¢ando na pratica

Investigacao a respeito de problemas com o telhado
Descricao da situagao-problema

Considerando ainda o trabalho a ser desenvolvido pelos
estudantes, suponha que houve um problema com uma das faces
do telhado a qual, devido ao seu posicionamento, precisou ser
substituida por outra face, para que fosse possivel escoar a agua
proveniente das chuvas.

Devido a esse problema, € necessario determinar uma expressao
algebrica que represente essa nova face do telhado a ser produzida
pela impressora 3D.

Sabendo que essa face pode ser aproximada pelo plano que
contém o ponto A(—1 2, 1) e possui vetores 52(1, 0,-2) e
;:(3, 2, 1) paralelos ao plano, qual é a equacdo geral do plano
que caracteriza a nova face do telhado?

Resolucdo da situagcdo-problema

Para essa situacao, precisamos determinar a equacao de um
plano definido por um de seus pontos e por dois vetores paralelos a
ele, ndo colineares entre si.

Na determinacao do vetor normal ao plano que representa a face
do telhado, podemos empregar o produto vetorial como seque:

—

F
n=uxv=1 0 —2/=4i-7]j+2k=(4,-7, 2)
32 1

A equacdo geral do plano que contém o ponto A(—1, 2, 1) e
tem vetor normal dado por n=(4,—7, 2) pode ser obtida da
seguinte forma:

4x—(—M+(-7)N\y—-2)+2(z—1)=0 = 4x—-T7y+2z+16=0

Portanto, a nova face do telnado pode ser representada pelo
plano de equacdo geral 4x—7y +2z+16=0.
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Faca valer a pena

1. Uma empresa produz chapas metalicas para a utilizagdo em obras da
construgao civil. Para que seja possivel a producdo dessas chapas, faz-se
necessario elaborar projetos, de modo a identificar o formato de cada
produto, para que as maquinas possam realizar os cortes corretamente,
conforme as necessidades dos clientes atendidos pela empresa.

Suponha que uma das chapas metalicas possa ser aproximada por um
plano que contémos pontos P(1,—2, 5) e Q(2, 2, 1),tendo v = (1, 0,—1)
como vetor paralelo ao plano.

Assinale a alternativa que indica a equacao geral do plano que caracteriza
a chapa metalica descrita:

a) Xx—2y+5z+5=0 d 2x+2y+z—-1=0
b) 4x+3y +4z—-18=0 e) X+y+z+9=0
c x—z+1=0

2. Considere os planos cujas equagdes gerais sdo dadas por
m: 3x=5y+2z-3=0
T, X+2y—z+12=0
7,1 2X—3y—4z+6=0
A respeito desses planos, analise as afirmac¢des apresentadas a seguir:

I. A'intersecdo do plano 7y com o eixo das abscissas corresponde ao
ponto P(1,0,0).

II. Alintersecao do plano T, com o eixo das ordenadas corresponde ao
ponto Q(0,6,0).

IIl. A intersecdo do plano T3 com o eixo das cotas corresponde ao

ponto R[O,O,E].
2

Em relacao as afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta:
a) Apenas a afirmacdo Il esta correta.

b) Apenas a afirmacao Il esta correta.

c) Apenas as afirmacgdes | e |l estdo corretas.

d
e) Apenas as afirmacdes Il e |l estdo corretas.

Apenas as afirmacdes | e Il estdo corretas.

)
)
)
)

3. Para resolver um problema envolvendo a representacao de superficies
planas no espac¢o, um estudante precisa determinar uma representacao
algébrica adequada para o plano 7, sabendo que ele contém o ponto
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A(—1, 0, 4) e o ponto de intersecdo do plano de equacdo geral
2x -3y +2z—-5=0 com o eixo das cotas. Além disso, T € paralelo ao
vetor descrito por V= (-2, 1, 0).

Com base nas informacdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
corretamente a equacgéo geral que representa o plano m:

a) —2x+y—-2=0 d x—y—-z+3=0

b) x—4z+1=0 e) 2x—-3y+z+3=0

c) X+2y—z+5=0
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Secao l.3

Posicdes relativas, distancias e angulos entre planos
Dialogo aberto

Nesta secado, discutiremos a respeito das posicoes relativas entre
planos e das distancias que podem ser estudadas a partir destes
objetos matematicos. Para isso, € necessario considerar os estudos
iniciados na secao anterior em relacao aos planos.

Como profissionaldesignado pela instituicao de aulas particulares,
vocé devera dar continuidade as orientacdes aos alunos de
Arquitetura e Urbanismo e de Engenharia Civil, para que eles possam
concluir o trabalho associado ao seu projeto de Iniciacao Cientifica.
Nessa etapa, os estudantes precisam analisar alguns elementos da
estrutura de sustentacdo do telhado de uma residéncia. Sendo assim,
vocé devera orienta-los a respeito dos conceitos da Geometria
Analitica necessarios para o desenvolvimento desses estudos.

Os estudantes precisam avaliar o posicionamento de uma viga
de sustentacdo que devera ser construida com base nas faces do
telhado representadas pelos seguintes planos de equagdes:

m3x—2y—z—4=0¢
T, . —6x+4y +2z-7=0.

Qual a relacao existente entre as posicdes das faces do telhado?
Qual deve ser o comprimento aproximado da viga de sustentacao,
sabendo que ela unira as faces representadas por m, e ,, além do
fato de seu comprimento ser o menor possivel?

Alem disso, em relacdo as faces descritas pelos planos dados
pelas equacdes,

myi2X—y+4z-3=0¢
m,3X+y—-2z4+5=0,
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qual a relagdo existente entre elas? Qual a medida do angulo
formado entre essas faces? Qual a distancia entre o ponto de
coordenadas P(2, 3, 1) e a face descrita pelo plano m5?

Como vocé pode auxiliar os estudantes na investigagdo e na
resolucao desses problemas?

Nao pode faltar
Casos particulares da equagédo geral do plano

Considere um plano 7 de equacao geral ax+by +cz+d =0.
De acordo com os valores assumidos pelas constantes a, b, c e d,
podemos investigar alguns casos particulares da equacao do plano,
conforme seu posicionamento No espaco.

Quando d=0, a equacao do plano assume a forma
ax+ by +cz =0, de modo que a origem 0O(0,0,0) satisfaz a essa
equacao. Sendo assim, no caso em que d =0, temos que o plano
contém a origem O do sistema.

o@) Reflita

Que condi¢des dois vetores U e V devem satisfazer para que sejam
classificados como perpendiculares ou ortogonais?

Em relacdo as constantes a, b e ¢, temos as seguintes situacdes:

e No caso em que a=0, entdo o plano de equacao
by +cz+d =0 ¢ paralelo ao eixo x, pois ﬁ:(O,b,c) é um vetor
normal (ortogonal) a esse plano e perpendicular ao eixo x, 0 qual,
por sua vez, tem direcao dada pelo vetor = (1,0,0). Essa situacéo
pode ser observada na Figura 1.17 (a).

e Quando b=0, o plano de equacao ax+cz+d =0 ¢ paralelo
ao eixo y, de modo que o vetor B:(a,O,c) € normal ao plano e
perpendicular ao eixo y, o qual tem direcdo dada pelo vetor
7: (0,1,0). Esse caso ¢ ilustrado na Figura 1.17 (b).

« Se ¢ =0, entdo o plano de equacdo ax + by +d =0 ¢ paralelo
ao eixo z, sendo o vetor na forma n=(a,h,0) normal ao plano e
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perpendicular ao eixo z, de direcdo dada por k = (0,0,1). Esse caso
é representado na Figura 1.19 (c).

Figura 1.19 | Planos paralelos aos eixos coordenados

2, Z,

(a) (c)

Fonte: elaborada pelo autor (2017)

vz| Exemplificando

Determine a equacao geral do plano T que contéem os pontos
A(1, 0,—1) e B(2, 1, 0), paralelo ao eixo z.

Como 7 & paralelo ao eixo z entdo o vetor k= (0,0,1) é paralelo ao
plano. Sabendo que AB = (1, 1, 1) também ¢ paralelo a T, podemos
determinar o vetor ortogonal ao plano por meio do produto vetorial

n=ABxk=(1-1 0).

Considerando o vetor n = (1,—1, 0) e um dos pontos pertencentes a T,
como, por exemplo, A(1, 0,—1), da equacéo geral do plano, segue que

1(x=1)+(-1)(y—0)+0(z+1)=0
= X-1-y=0 = x—-y—-1=0.

Portanto, a equacdo geral de ™ ¢ dadapor x—y —1=0.

Quando combinamaos as situacdes apresentadas para a, be ccom
a caracterizacdo para d, podemos avaliar ainda as seguintes situacdes:

e Se a=d =0, entdo o plano contém o eixo x, sendo dado por
by +¢cz=0.

e Se b=d =0, o plano contém o eixo y, tendo equacado geral
ax+cz=0.

e Se c=d =0, entdo o plano contém o eixo z e sera dado por
ax+by =0.
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‘tz" Assimile

A partir da equacdo geral do plano, temos que 0 mesmo € sempre
paralelo ao eixo da coordenada ausente.

No caso em que o vetor normal ao plano possui duas
componentes nulas, podemos comparar a posicao assumida pelo
plano em relagdo aos trés planos coordenados (xy, xz e yz), da
seguinte forma:

* Se tivermos a=b=0, podemos concluir que o plano ¢
paralelo ao plano xy, sendo dado pela equacao geral cz+d =0,
situacdo ilustrada na Figura 1.18 (a).

e Se a=c¢ =0, o plano em questao sera paralelo ao plano xz,
possuindo equacdo geral na forma by +d = 0, fato apresentado na
Figura 1.18 (b).

» Quando b=c =0, oplano em estudo sera paralelo ao plano yz,
com equacao geral ax +d =0, situacdo destacada na Figura 1.20 (c).

Figura 1.20 | Planos paralelos aos planos coordenados

Z 2,

X

(@
Fonte: elaborada pelo autor (2017).

vz| Exemplificando
Determine a equacéo geral do plano ™ que contém o ponto P(0,1,2),
paralelo ao plano xy.

Se m ¢é paralelo ao plano xy, entdo admite o vetor normal k= (0,0,1),
no qual a primeira e a segunda componentes sdo nulas. Alem disso,
como T contém o ponto P(0,1,2), sua equacdo geral sera dada por

O(x—0)+0(y —10+1z-2)=0 = z-2=0.

Portanto, a equacdo geral do plano T € dada por z—2=0.
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‘tz” Assimile

Se o vetor normal a um plano possui duas componentes nulas, a
equacdo associada representaréa um plano paralelo ao plano das
variaveis gue ndo sao indicadas na equacao geral.

N
4 Facavocé mesmo
Determine a equacdo geral dos seguintes planos:
o T, contém a origem e o ponto A(1,0,3), sendo paralelo ao eixo x;

« T, contém o ponto T(2,1,1). sendo paralelo ao plano yz.

ﬂ9 Pesquise mais

Para auxiliar nos estudos a respeito dos planos e as posicdes relativas
associadas, estude a se¢do 10.2 do livro indicado a sequir:

SANTOS, F. J.; FERREIRA, S. F. Geometria Analitica. Porto Alegre:
Bookman, 2009.

Posicdes relativas entre planos

De acordo com a posicao ocupada No espaco, podemaos comparar
diferentes planos entre si por meio do estudo das posicdes relativas
entre eles.

Sejam os planos descritos por
m . ax+by+cz+d =0e
T, @x+by+c,z+d, =0,
cﬁujos vetores rLormais sao dados, respectivamente, por
n,=(a, b, ¢,) e n,=(a, b,, c,). Para avaliar as posi¢des relativas

entre m; e T,, precisamosanalisar osvetores normais correspondentes
e as relacdes que podem ser estabelecidas entre eles.

Dizemos que os planos 7, e T, sdo paralelos entre si, conforme
a situagdo ilustrada na Figura 1.21 (a), quando os vetores normais
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correspondentes também forem paralelos entre si. Neste caso,
podemos determinar k € R, tal que n, = kn,, ou, ainda,

Figura 1.21 | Planos paralelos

(a) (b)
Fonte: elaborada pelo autor (2017)

Como caso particular, temos os planos coincidentes, de acordo
com a Figura 1.21 (b), nos quais € valida a relacao
k& _b_¢ _d
aZ b2 CZ d2
Podemos, ainda, estudar a situacao na qual a interseccao entre
os planos € ndo vazia. Neste caso, € possivel identificar quando os
planos sao ortogonais entre si.

Os planos m e ™, sdo ortogonais entre si, conforme a Figura 1.22,
NO Caso em gue 0s vetores normais correspondentes também forem
ortogonais entre si, relacdo que pode ser avaliada por meio do
produto escalar dado por njn_z' =0, ou, ainda, a,a, +bb, +c,c, =0.

Figura 1.22 | Planos ortogonais

Fonte: elaborada pelo autor (2017)
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e v=| Exemplificando

Estude a posicao relativa entre os planos
m:2x-3y+z-8=0¢
T, 4x -6y +2z+1=0.
Observe que n_; =(2,-3,1)e nj = (4,—6, 2) sdo os vetores normais
aos planos Ty e T,, respectivamente. A partir desses vetores, podemos
verificar a sequinte relacdo:
n, = (4,6, 2)=2(2,-3, 1) = 2n,
Como os vetores E e h, sao paralelos entre si, entdo, os planos Ty
d
e T, s3o paralelos entre si. Além disso, como —2 = 2, podemos

1
concluir que T e T, sdo planos paralelos ndo coincidentes.

\- J

!; Faca vocé mesmo
Considerando

m:2x+3y+z+3=0¢e

T, X—2y+4z—-7=0,

0 que podemos concluir a respeito da posicdo relativa entre T, e m,?

Angulo entre planos concorrentes

Considere os planos dados pelas seguintes equacdes gerais:
max+by+cz+d =0e
T, . @8X+by+c,z+d, =0,

cujos vetores normais sao dados, respectivamente, por

—

n =(a, b, c,) e n,=(a, b, c,). conforme a Figura 1.23.

Figura 1.23 | Angulo entre planos

Fonte: elaborada pelo autor (2017).
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Denominamos o angulo entre os planos m, € m, COmo O menor
angulo formado entre os vetores normais dos dois planos. Se
representarmos este angulo por 8, pelo produto escalar segue que

‘n1-n2 -
cos(f)=i———, 0<O<—,
n4||Nz 2
ou, de forma equivalente,
aa,+bb,+cc
cos(f) = [, +bib, +cic,| Og&g%.

JaZ +b? +c?\a? + b? +c2

63& Assimile

Para avaliar o angulo entre planos, devemos determinar o menor
angulo formado entre os vetores normais aos planos.

vz| Exemplificando
Determine o angulo formado entre os planos
m i X=2y+2z-5=0¢e
T, 3X—4z+2=0.

Note que n, =(1,—2, 2) e n, =(3, 0,—4) sdo vetores normais a 7
e T,, respectivamente. Sendo assim,

cos(f) = 18+(2-0+2(-4) :ﬂzl
JE (-2 +22/32+0% + (-4 35 3

Portanto, 6 ~ 70,5°.

Distancia de ponto a plano

o(;) Reflita

O que sdo as projecdes ortogonais? Como podemos determinar a
projecao ortogonal envolvendo vetores no espago?
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Podemos avaliar as distancias entre pontos e planos por meio do
estudo das projecdes.

Considere o plano 7 de equacdo geral ax+by +cz+d =0 eo
ponto P(X,,¥,.2,) ndo pertencente a . De acordo com a Figura
1.24, o ponto Q é caracterizado como a projecao ortogonal de P
sobre o plano 7. Para determinar a distancia entre m e o ponto P,
precisamos calcular a distancia entre os pontos Pe Q, ou, ainda, o
maodulo do vetor PQ.

Figura 1.24 | Distancia entre ponto e plano

Fonte: elaborada pelo autor (2017).

Das informacdes apresentadas, podemos identificar o vetor
n=(a,b,c) normala m e um ponto A(x1,y1,z1) € 7. Como o ponto

Qe constrwdo de tal forma que o vetor PQ corresponda a projec¢ao
ortogonal de AP sobre o vetor normal n, seque que

AP. n‘

d(P,x) ‘PQ‘ ‘prokAP‘ ‘n‘

Sabendo que AP = (X, — X,,Yo — Y12, — ;). €Ntdo

d(P,ﬂ-): APn‘ _ |a(X0 _X1)+b(yo _y1)+C(ZO —21)|.

‘3‘ Ja? 4+ b? +¢?

Se A(x,y,z,)Em, entdo ax,+by,+cz,+d=0, ou seja,
d = —ax, — by, —cz,. A partir dessa relagdo, segue que a distancia
entre o plano ™ e o ponto P € calculada como segue:

lax, + by, + ¢z, +d|
Ja? + b? +¢?

d(P,m) =
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Distancia de plano a plano

A distancia entre dois planos € definida quando eles sao paralelos
entre si. Neste caso, a distancia entre os planos 7, e 7, € avaliada a
partir da equacao geral de um dos planos e de um ponto do segundo
plano, tomando por base as distancias avaliadas no topico anterior.

Assim, considerando os planos definidos por
T ax+by+cz+d =0ce
m, . ax+by+c,z+d, =0,

a distancia entre m; e m, pode ser avaliada de acordo com uma das
seguintes expressodes:

« Sendo conhecidas as coordenadas de um ponto P € mr,, entao
d(71'1,7r2) = d(P,7r2).

« Sendo conhecidas as coordenadas de um ponto Q € 7, entao
d(m,m,)=d(Qm).

‘tz" Assimile

As distancias entre planos sao avaliadas a partir do calculo da distancia
entre ponto e plano, considerando um dos planos e um ponto
pertencente ao segundo plano.

vz| Exemplificando
Qual a distancia entre os planos dados pelas equacdes a seguir?
miX—y+2z-3=0
m,:3x—3y +6z+7=0

Como os planos descritos sdo paralelos entre si, para avaliar a distancia
entre eles, é necessario identificar um ponto de um dos planos e
determinar sua distancia ao outro plano.

Veja que P(1, 0, 1) € m,, pois, da equagéo geral de 7, temos que

1-0+2.1-3=0. <
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Para calcular a distancia entre os planos, podemos determinar
4 d(r,m,)=d(Pm,) Sendo assim,

3:14(=3)-0+6-1+7
d(P,wz):| +2( ) er j |:8\/6z2,18_
V3 +(-3) +6 9

Portanto, a distancia entre m; e T, é de, aproximadamente, 2,18 u.c.

o
4 Facavocé mesmo

Determine a distanciaentre o ponto P(1, 0,—2) e oplano caracterizado
pela sequinte equagao geral:

m:3Xx—2y+z—-2=0.
Sem medo de errar

No desenvolvimento da terceira etapa de seu trabalho, os

estudantes precisam analisar o posicionamento de faces do telhado

e de determinadas vigas de sustentacao, sendo vocé o responsavel
por orienta-los nesse processo.

Inicialmente, os estudantes precisam avaliar e comparar as

posicdes assumidas pelas faces do telhado representadas pelos
planos de equagdes

m:3x—2y—z—4=0¢
M. —6x+4y +2z-7=0.

Nessa parte, vocé deve orienta-los, inicialmente, a identificar
vetores normais a cada um dos planos, pois € a partir destes que
podemos analisar as posicdes relativas entre planos. Note que

E:(3,—2,—1) é um vetor normal a 7, enquanto Fzz(—6, 4, 2) é
um vetor normal a m,. Além disso, temos que

n, = (-6, 4, 2)=-2(3,-2,-1)=-2n,,

ou seja, n, € n, sao paralelos entre si. Logo, os planos m, e 7, sdo
paralelos entre si.
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Para avaliar o comprimento da viga de sustentacdo que unira as
faces representadas por m, e m,, 0Ss alunos devem ser orientados a

o . , . d
calcular a distancia entre os dois planos. Aléem disso, como —2 = —2,

1
m, e T, Sao planos paralelos distintos.

Note que A

1,0,%] € um ponto pertencente a m,, pPOiIs

(f®4+40+2§§77:o

E sendo n, =(3,—2,—1) um vetor normal a m,;, como verificado
anteriormente, a distancia entre os planos pode ser determinada da
seguinte forma:

3.1-2.0- 12 _4
2

15
_l 2| 1514,
JFa2p (-1 V14 28

d(m,m,)=d(Am)=

Logo, a viga de sustentacdo deve ter, aproximadamente, um
comprimento de 2 u.c.

Para o estudo das faces descritas pelos seguintes planos
my:2X—y+4z-3=0¢
m,3X+y—-2z+5=0,

0s alunos devem ser orientados a realizar um estudo analogo ao
que foi realizado para m, e ,.

Observe que nj, =(2,—1, 4) é um vetor normal a m,;, enquanto
E:(B, 1,—2) é um vetor normal a m,. Além disso, é possivel
verificar que E = ka para qualquer k € R . Logo, T3 e T, Ndo Sao
paralelos entre si. Tambem temos que niﬁ =0, portanto, m; e ,
também ndo sdo ortogonais entre si.

Para determinar o angulo formado entre as faces, os alunos devem
ser orientados a determinar o angulo formado entre m3 e Ty,
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que pode ser calculado a partir dos vetores normais correspondentes
n, =(2,—1 4) e n, =(3, 1,-2), da seguinte maneira:

ISP B o o o o) B
|-, 22 (1 4737 P (—2)
-3
_ 8 VB 478
V21414 14
= 0~79,9°.

Desta forma, o angulo formado entre w3 e 7, ¢é de,
aproximadamente, 79,9°.

Por fim, para concluir a tarefa, os alunos devem ser orientados a
calcular a distancia entre o ponto de coordenadas P(2, 3, 1) e a
face descrita pelo plano m,;. Das informacdes apresentadas
anteriormente, temos que

22-3+41-3 2 221

d(P,Ws): \/22+(71)2+42 \/Z 21

~ 0,44.

Logo, a distancia entre Pe o plano 73 €, aproximadamente, 0,44 u.c.

Para que os alunos concluam a tarefa proposta, € fundamental
orienta-los em cada etapa dos trabalhos, investigando os principais
conceitos associados ao estudo dos planos, como as posi¢coes
relativas, os angulos e as distancias, com base nas informacdes
apresentadas e nos procedimentos descritos anteriormente.

Avancando na pratica

Posicdes relativas entre planos
Descri¢cdo da situacao-problema

Para contribuir com os estudos a serem desenvolvidos pelos
estudantes em seu projeto de Iniciacdo Cientifica, principalmente
em relacdo as posicoes relativas entre planos, foi proposta a seguinte
situacao:
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Suponha que trés faces de um telhado possam ser representadas
pelos planos cujas equacdes sao:

7 i X—2y+3z-3=0,
T, 1 2X—5y—4z+1=0¢
T, :2X—4y+62z+7=0.
Como podemos estudar as posicoes relativas entre os planos 7,
T, € Ty?
Resolucdo da situagcdo-problema

Para estudar as posicdes relativas entre os planos, precisamos
identificar as relagcdes existentes entre os vetores normais associados
a cada um dos planos.

Note que n, =(14-2, 3), n, =(2-5-4) e n, =(2,—4, 6) sio
vetores normais aos planos m, T, € T5, respectivamente.

Temos que os vetores nj e E s30 paralelos entre si, pois
n, = (2,4, 6) =2(1,-2, 3)=2n,.
Logo, os planos 7w, e m; sao paralelos entre si. Além disso, como

7 . . . L
oy =2, entdo m e m,; sao planos paralelos ndo coincidentes.

Além disso, observe que
n-n,=(1-2 3)-(2-5-4)=2+10-12=0 e
n,-n,=(2,~4, 6)-(2,-5-4)=4+20-24=0,

ou seja, os vetores n, e n, sdo ortogonais entre si, bem como os
vetores n, e n,. Portanto, os planos m e T, sao ortogonais entre
Si, assim como m, e T3 também sdo ortogonais entre si.

Faca valer a pena

1. Considere, no espaco cartesiano, os planos cujas equagdes sao dadas por:
m,:3Xx—6y+12z+3=0¢e
T, :2Xx—4y +8z-5=0.
Ao analisar as equacdes apresentadas, um estudante escreveu as seguintes
afirmacdes, propondo uma relacdo entre elas:
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I. Os planos m; e m, podem ser classificados como paralelos entre si.
PORQUE

II. O vetor v = (1,—2, 4) é caracterizado como um vetor n&o nulo
ortogonal aos planos 7y e T,.

Considerando as afirmacdes apresentadas pelo estudante, assinale a
alternativa correta:
a) As afirmacdes | e Il sdo verdadeiras e a Il € uma justificativa correta para a .
b) As afirmacdes | e Il sdo verdadeiras, mas a Il ndo é uma justificativa
correta para a .
c) A afirmacgdo | é verdadeira e a ll, falsa.
d) A afirmacgdo | é falsa e a ll, verdadeira.
e) As afirmacdes | e Il sdo falsas.

2. Um estudante precisa determinar a equagao de um plano conhecendo
dois de seus pontos e sabendo da relagdo existente entre ele e um dos
eixos coordenados.

Considere que o plano ™ em estudo contém os pontos cujas coordenadas
séo dadas por P(—1, 2, 1) e Q(3, 1, 0), além de ser paralelo ao eixo y.

A partir das informacdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
corretamente a equacgdo geral do plano 7:

a) 4x—z+5=0. d 3x+y—-z+4=0.

b) 4x—y—-z+3=0. e) Xx+4z-3=0.

c) 2x4+3y+z=0.

3. Duas chapas metalicas, presentes em uma peca automotiva, precisam
ser conectadas por meio de um cabo de ac¢o, instalado de modo a possuir
0 menor comprimento possivel.

Sabe-se que estas chapas podem ser aproximadas pelos planos descritos
pelas seguintes equacdes:

m:3X—y+5z+12=0¢e
M, :9x -3y +15z2-2=0.

Sabendo que o comprimento do cabo de aco deve serigual a distancia entre
as chapas metalicas, assinale a alternativa que indica, aproximadamente, o
comprimento do cabo de ago a ser instalado na peca em questao:

a) 1,05. d) 2,14.
b) 1,32. e) 2,56.
c) 1.77.
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Unidade 2

Equacdes de retas no espaco

Convite ao estudo

Na primeira unidade do livro, vimos a respeito das
caracteristicas principais do plano e do espaco cartesianos,
destacando as contribuicbes destes sistemas nas
representacdes graficas associadas aos conceitos da Geometria
Analitica. Foi possivel tambeém investigar algumas das aplicacdes
do estudo analitico dos planos na construcao civil.

Ainda considerando este setor, na Unidade 2, vocé devera
estudar outro conceito importante para a Geometria Analitica: a
reta. Paraisso, imagine que vocé foi contratado para trabalharem
uma empresa de Engenharia que atua no ramo da construgao
civi, a qual possui como diferencial © emprego de estruturas
metalicas na construcao de edificios que, posteriormente, serao
direcionados a atividades comerciais ou industriais.

A funcao de sua equipe, composta principalmente por
matematicos, engenheiros civis e projetistas, € a elaboracao dos
projetos e o estudo dos calculos estruturais associados as obras
sob responsabilidade da empresa. Assim, neste setor, vocé e
SUa equipe sao responsaveis por analisar os projetos, realizar
calculos estruturais, construir as representacoes bidimensionais
e tridimensionais, além de obter outras informagdes necessarias
para que o setor responsavel pela construgao possa executa-la
em conformidade com o projeto elaborado.

Considerando as fun¢des designadas a vocé e sua equipe,
no decorrer desta unidade, vocé sera o encarregado de
desempenhar algumas tarefas que irdo auxiliar na elaboragao
de alguns projetos que estao sob responsabilidade da empresa.

E agora? Qual € a importancia da Geometria Analitica
nessa situagao? Vamos dar sequéncia aos estudos e verificar
O primeiro problema a ser resolvido.



Secao 2.1

Equacdes vetoriais, paramétricas e simétricas de
retas e o calculo de distancias

Dialogo aberto

Considerando sua fungcao na empresa de Engenharia Civil, como
integrante da equipe responsavel pela elaboracdo dos projetos, em
Sua primeira tarefa vocé precisara determinar expressoes algébricas
que descrevem as posicdes ocupadas por certas vigas metalicas, as
quais sdo elementos que fardo parte do projeto de um edificio de
quatro andares que sediara um shopping.

Alguns funcionarios de sua equipe jainiciaram os estudos a respeito
deste projeto e identificaram as sequintes informacoes relacionadas
a representacao grafica das estruturas citadas no espaco cartesiano:

« A primeira viga pode ser representada pela reta r, a qual contém
o ponto A(—1, 3, 2) e tem direcdo dada pelo vetor v = (4,-8, 6).

* Asegunda viga pode ser representada pela reta s, a qual contém
os pontos C(1,—2, 2) e D(—1, 2,-1).

Com base nas informacdes apresentadas, vocé seria capaz de
determinar as expressdes algébricas que caracterizam cada uma
das duas vigas? Quais tipos de equacdes podem ser empregados Na
representacao das vigas descritas anteriormente?

Alem disso, qual é a distancia entre a primeira viga e o vértice
P(—2,—1, 0) de uma terceira estrutura que compde o projeto?
E qual € a distancia entre as duas vigas citadas inicialmente e
representadas pelas retas re s, sabendo que estas retas sao paralelas
distintas?

Organize as informacdes apresentadas e identifique as
representacdes algeébricas que descrevem corretamente as duas
vigas destacadas, respondendo as questdes propostas.
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Nao pode faltar

Equacdo vetorial da reta

Além do estudo geométrico, podemos analisar as retas no espaco
por meio de suas representacdes algebricas. Para isso, € necessario
determinar elementos que caracterizam estes objetos matematicos.

Considere uma reta r que contém o ponto A(X,,Y,.2,) € tem
direcdo dada por um vetor ndo nulo v = (a,b,c), conforme a Figura
2.1. Dizemos que um ponto P(x,y,z) pertence a reta r se, e somente
se, os vetores AP e v forem paralelos, ou seja, € possivel identificar
te R, talque AP = tv, ou, ainda, pela definicao de vetor determinado
por dois pontos: P = A+ t\7, teR.

Figura 2.1 | Representacdo da reta r no espaco

Fonte: elaborada pela autora

Levando em conta as coordenadas dos pontos A e P, além das
componentes de v, seque que:

(x,y.2) = (X, ¥0.2,) + t(ab,c), teR.

A Ultima expressdo corresponde a equacao vetorial da reta r.
O vetor v ¢ denominado vetor diretor de r, enquanto teR ¢ o
parametro da reta. A cada parametro t existe um unico ponto P
associado, relacao que possibilita a identificacao de todos os pontos
da reta, quando tvaria de —oco a oo.

&ﬁ& Assimile

A reta que contém o ponto A(Xo,yo,zo) e tem vetor diretor ndo nulo
dado por v =(a,b,c) tem seus pontos P(X,y,z) descritos pela
equacao vetorial:

(x%,y.2) = (X, ¥,.2,) + t(ab,c), teR.
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! Atencao

Se uma reta r for definida por dois de seus pontos, como A(Xo,yo,zo)
e B(X1,y1,z1), podemos identificar o vetor diretor v de r da sequinte
forma:

—_—

V=AB=B—A=(X,— X0,V — Y0,z — Z,).

o(b Reflita

Levando em conta a representacdo das retas a partir de ponto e vetor
diretor, podemos afirmar que existe um unico vetor diretor associado
a cada reta?

vz| Exemplificando

Determine a equacao vetorial da reta s que contem 0s pontos

M(1, 0,—1) e N(2,—3, 1).
Um vetor diretor de s pode ser obtido da seguinte forma:
v=MN=(2-31)-(1 0,-1)=(1-3, 2).

Qualquer vetor paralelo a v também pode ser adotado como vetor
diretor de s, pois as direcdes indicadas serdo as mesmas.

Considerando o vetor v = (1,—3, 2) e um dos pontos pertencente a s
(como o ponto M(1, 0,—1), por exemplo), seque que a equacdo
vetorial de s sera dada por (x,y,z) = (1, 0,71) + t(1,73, 2), teR.

Equacoes paramétricas e simétricas da reta

Podemos também representar uma reta por meio de suas
equacoes parametricas e simétricas.

Da equagéo vetorial (X,y,z) = (X,.¥,.2,) +t(a,b,c), t e R, dareta
r, que contém o ponto A(Xy,¥s.Z,) e tem direcio dada pelo vetor
diretor v = (a,b,c), segue que:

(x,y,2)=(x, +at, y, + bt, Z, +ct).
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Pela condi¢ao de igualdade, obtém-se:

X =X, +at
y=y,+bt, teR,
z=2z,+ct

que correspondem as equacdes parametricas da reta r, assumindo
o parametro teR .

Sabendo que a,b,c =0, podemos reescrever as equacdes
parametricas da seguinte forma:

X=x,+at = x—x,=at =» 220 _¢
a

Y=Yotbt = y-y,=bt = y_by"_t

z=z,+ct = z-z,=ct = L
c

Tendo em vista que a cada ponto P(x,y,z) exista um unico
parametro tassociado, igualando as expressdes anteriores por meio
de t segue que:

a b ¢
A ultima expressao obtida corresponde as equacdes simetricas
da reta r, a qual contém o ponto A(X,,¥,,2,) € esta associada ao
vetor diretor v = (a,b.c).

&z” Assimile

Podemos representar a reta r, que contém o ponto A(Xo,yo,zo) etem
vetor diretor v =(a,b,¢c), com a,b,c =0, partindo das seguintes
equacdes:

« Equacao vetorial: (X,y,Z) = (Xo,yo,zo) + t(a,b,c), teR.

X = X, +at
« Equacdes paramétricas: 1y =y, +bt , teR.
z=2,+ct
« Equacdes simétricas: X=X Y=Y _2-%
a b c
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! Atencao

Podemos nos deparar com situagbes nas quais nem todas as
coordenadas do vetor diretor v = (a,b,c) sao nao nulas. Para estes
Casos, precisamos realizar adequacdes nas equacdes simetricas da reta.

Por exemplo, se uma reta r contém um ponto da forma A(Xy,¥,,2,)

e tem vetor diretor v = (a,b,O), com a,b =0, o qual ¢ paralelo ao
plano xy, entdo suas equagdes simetricas serao dadas por:

X — X, —
o Yo,
a b
porgue a terceira coordenada do vetor diretor € nula.

vz| Exemplificando

Determine as equacdes vetorial, parameétricas e simetricas para a reta ¢
que contém o ponto A(1, 1, 3) e cujo vetor diretor é dado por

v=(3 1-4).
Podemos representar a reta t partindo das seguintes equacdes:

« Equacdo vetorial: (x,y,z)=(1, 1, 3)+k(3, 1—4), keR.

x =143k
« Equagdes paramétricas: { y =14+k , keR.
z=3-4k

« Equacdes simétricas: x_1_y-1_2z-3

3 1 —4

&
4 Facavocé mesmo

Determine as equacdes vetorial, parameétricas e simetricas para a reta ¢
que contém os pontos P(—1, 2, 2) e Q(2,—1, 3).

o(b Reflita

Ao compararmos os trés tipos de equacdes de reta, quais semelhancas
e diferencas podem ser identificadas?
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U9 Pesquise mais

Para auxiliar nos estudos sobre as retas e suas representacdes
algébricas, vocé pode consultar a Unidade 2 do livro indicado a seguir:

SANTOS, N. M. Vetores e matrizes: uma introducado a algebra linear.
4. ed. S3o Paulo: Thomson Learning, 2007.

Outro material que pode contribuir com os estudos a respeito das
retas € a Secao 10.1 do livro indicado:

FERREIRA, S. F. Geometria Analitica. Porto Alegre: Bookman, 2009.

Distancia entre pontos e retas

o@;& Reflita

Quais sdo as interpretagcdes geomeétricas para o modulo do produto
vetorial e o modulo do produto misto envolvendo vetores no espaco?

Conhecendo as possiveis representacdes algebricas para as retas
NO espaco, NOSSO pProximo objetivo € o de estudar a distancia entre
pontos e retas no sistema cartesiano tridimensional.

Considere uma reta r que tem ;:(a,b,c) por vetor diretor e
contem o ponto A(xo,yo,zo). Alem disso, considere um ponto
P(x,,¥:,2,) ndo pertencente a r, conforme a Figura 2.2.

Figura 2.2 | Distancia entre ponto e reta

Fonte: elaborada pela autora

Com base na Figura 2.2, precisamos determinar d, que
corresponde ao comprimento do segmento de reta gque une os
pontos Pe H, sendo este ultimo a projecao ortogonal de P sobre r.
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Note que os vetores v e AP determinam um paralelogramo no
qual a altura corresponde a distancia d entre o ponto P e a reta r.
Sabe-se que a area do paralelogramo € dada pelo produto do
comprimento da base pela altura (A:Md), podendo ser
determinada também pelo modulo do produto vetorial entre Ve
AP (A = ‘\7><A_P'D. Assim, podemos concluir das duas igualdades

apresentadas que a distancia d entre o ponto P e a reta r pode ser
calculada da seguinte forma:

2P

g

d(P,r)=

Q Exemplificando

Determine a distancia entre o ponto T(1, 0,—1) e a reta s dada pela
equacao vetorial (x,y,z)=(2, 2-1)+k(5, 3, 2), keR.

Pela equacio vetorial de s, podemos verificar que V = (5, 3, 2) éum

dos vetores diretores da reta. Além disso, o ponto R(2, 2,—1) pertence
a s (ponto obtido quando tomamos o parametro k = 0).

Dos pontos R e T, podemos determinar o vetor RT = (—1,—2, 0)
que, em conjunto com v = (5, 3, 2), determinam:

— — —

i ] k
VxRT =[5 3 2/=4i-2j-Tk=(4-2-7).
-1 -20

Além disso,
M =5°1+32+22 =38

‘Gxﬁ‘ = 4 + (=2 +(-7) =/69.

Portanto, a distancia entre T e a reta s é dada por:

vxRT
d(T,s)—‘ — ‘—%— /%ml%u.o.

q
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Distancia entre retas

No estudo da distancia entre retas, precisamos avalia-las e
compara-las conforme suas disposicdes espaciais, para que as
diferentes situacdes possam ser avaliadas.

Quando duas retas re s possuem um ponto em comum, ou seja,
s&o concorrentes ou coincidentes, conforme as figuras 2.3(a) e 2.3(b),
respectivamente, temos que a distancia sera dada por d(r,s)=0.

Figura 2.3 | Distancia entre retas com pontos em comum

(a) Retas concorrentes (b) Retas coincidentes

Fonte: elaborada pela autora

Podemos ainda trabalhar com retas paralelas distintas, ou seja,
retas que ndo possuem nenhum ponto em comum, mas que
pertencem a um mesmo plano (coplanares), conforme a Figura 24.

Figura 2.4 | Distancia entre retas paralelas distintas

Fonte: elaborada pela autora

No caso ilustrado na Figura 24, para determinar a distancia d
entre as retas re s, podemos calcular a distancia do ponto Per a
reta s, ou, ainda, calcular a distancia do ponto Q € s areta r, isto &,
d(r,s)=d(P,s)=d(Q,r).
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(tz” Assimile

Para calcular a distancia entre duas retas, podemos identificar um ponto
pertencente a uma das retas e determinar sua distancia a segunda reta.

Podemos ainda nos deparar com retas que Ndo possuem pontos
em comum e que nNao podem ser representadas em um mesmo
plano, as quais sao classificadas como retas reversas, conforme
apresenta a Figura 2.5.

Figura 2.5 | Distancia entre retas reversas

4

Fonte: elaborada pela autora

Tendo em vista a situacdo apresentada na Figura 2.5, sejam duas
retas r e s reversas, de tal forma que r seja descrita pelo ponto
P(X,.Y,.2,) € vetor diretor v, = (a,,b,,C, ), enquanto s seja descrita

pelo ponto Q(x,,¥,,z,) e vetor diretor v, = (a,b,,c,).

Os vetores v,, v, e PQ=(X,— Xy, Y, —¥q.2, —Z,) determinam

um paralelepipedo cuja base ¢ definida pelos vetores 7, e Z
enquanto a altura corresponde a distancia d entre re s. O volume do
paralelepipedo € dado pelo produto da area da base pela altura

V=
produto misto entre Z Z e PQ (V = ‘(W,Z,m)‘) Logo, das duas

igualdades apresentadas, a distancia d entre as retas r e s pode ser
calculada da seguinte forma:

V, XV,

d), podendo ser determinado tambéem pelo modulo do

779

V, XV,

d(r,s)=
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v=| Exemplificando

Determine a distancia entre as retas:

X=—1+t x=k
r:iy=3-2t, teR s:iy=-3+k, keR,
z=1-t z=1-k

sabendo que re ssdo reversas.
Nesse caso, note que:

« r_contétm o ponto P(-=1 3, 1) e tem a direcdo dada por
v _(1 —2,— 1)

« scontém o ponto Q(0,—3, 1) e tem a direc3o dada por vt =(11-1)

Podemos construir o vetor PQ = (1,—86, 0) partindo dos pontos P e
Q Ate’m disso, do produto vetorial entre V. e Vg, temos

V ><V =(3, 0, 3). Pelo produto misto entre V V e PQ, obtemos:

1 -2 —1
(v,vePd)=ft 1 —1=3
1 -6 0

Portanto, a distancia entre as retas re s € dada por:

s I
J3F 102432 32

d(r,s)=

—

V, XV,

S
4 Facavocé mesmo

Determine a distancia entre as retas reversas r e s, cujas equacdes
parametricas sao apresentadas a sequir:

XxX=2—t xX=k
r:iy=3+t, teR S:iy=—-1-3k, keR
z=1-2t z=2k
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U9I' Pesquise mais

Para mais informacdes a respeito do produto vetorial e do produto
misto, consulte a se¢ao 3.5 do livro indicado a seguir:

ANTON, H.: RORRES, C. Algebra Linear com aplicacdes. Porto Alegre:
Bookman, 2012.

Outra sugestdo de material complementar sdo os topicos 17 a 19 do
capitulo 5 do seguinte livro:

VENTURI, Jacir J. Algebra Vetorial e Geometria Analitica. 10 ed.
Curitiba: Livrarias Curitiba, 2015. Disponivel no link: <http://www.
geometriaanalitica.com.br/livros/av.pdf>. Acesso em: 25 jan. 2018.

Sem medo de errar

Assumindo sua funcdo na empresa de Engenharia Civil para a
elaboracao do projeto do edificio de quatro andares que sediara o
shopping, vocé deve investigar as representacdes algebricas para
determinadas vigas, as quais podem ser aproximadas por meio
de retas no espaco, além de calcular distancias com base nas
informacdes apresentadas.

Sua primeira tarefa é determinar expressdes algebricas que
caracterizam a primeira viga, a qual contém o ponto A(—1, 3, 2) e

possui direcao dada pelo vetor \7:(4,—8, 6). Essa primeira viga
pode ser representada pela reta r de equacao vetorial:

ri(x.y,z)=(-1 3, 2)+t(4,-8,6), teR.

Partindo da equacao vetorial de r, podemos determinar as
equacoes parametricas da seguinte forma:

(x,y,2)= (=1 3, 2)+t(4,-8, 6) = (—1+4t, 3—8t, 2+6t),

isto é,
X =—1+4t
r:{y=3-8t, teR.
zZ=2+6t
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Alem disso, as equacdes simeétricas que representam a primeira
viga, ou seja, a reta r, podem ser dadas por meio das equacdes
parametricas, isolando o parametro te comparando as trés equacdes
em relacao a ele, do que se conclui:

X+1 y-3 z-2
4 -8 6

Em seqguida, para representar algebricamente a sequnda viga, a
qual contém os pontos C(1,—2, 2) e D(—1, 2,—1), € necessario
identificar inicialmente o vetor diretor a reta s que representa essa
viga. Uma das possibilidades ¢ adotar, por exemplo, o vetor diretor:

r

v,=CD=(-12-1)-(1-2 2)=(-2 4,-3).

Com base nesses elementos, € possivel determinar a equacao
vetorial da reta s. Conhecendo o ponto C(1,—2, 2) e o vetor diretor
v, =(—2, 4,-3), a equagao vetorial de s sera dada por:

s:(xy,z)=(1-2 2)+ k(-2 4,-3), keR.

Consequentemente, a reta s pode ser representada pelas
seguintes equacdes parametricas:

(x,y,2) = (1-2, 2)+k(=2, 4,—3) = (1—2k,—2 + 4k, 2—3k),

ou seja,
x=1-2k
S:iy=-2+4k, keR.
z=2-3k

Ou, ainda, a segunda viga, caracterizada por s, pode ser descrita
pelas equacdes simétricas, obtidas pela comparacao entre as
equacdes parametricas por meio do parametro k, e assim,

s_x—1_y+2_z—2
2 4 -3

Para calcular a distancia entre a primeira viga, representada pela
reta . e o ponto P(—2,—1, 0), vértice de uma das estruturas,
precisamos determinar inicialmente um vetor a partir dos pontos
A(—1, 3, 2)er e P, o qual pode ser identificado da seguinte forma:

AP =(-2,—1,0)— (=1, 3, 2) = (-1,—4,-2).
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Considerando os vetores Xﬁ:(—1,—4,—2) e v=(4,-8 6), o
vetor diretor de r, podemos obter:

— — —

i ] Kk
VxAP=|4 -8 6|=40i+2j 24k =(40, 2,-24).
-1 -4 -2

Com base nessas informac¢des, podemos calcular a distancia
entre a primeira viga, representada pela reta r, e o ponto P(—2,—1, 0),
por meio da seguinte expressao:
poe| o w o m
T Jercore i

Logo, a distancia entre a primeira viga e o ponto P é de,
aproximadamente, 4,34 u.c.

d(P,r)=

Por fim, para avaliar a distancia entre as duas vigas, € necessario
calcular a distancia entre as retas r e s. Para isso, note que as retas r
e s sdo paralelas distintas. Logo, para calcular a distancia entre elas,
podemos calcular a distancia entre um ponto de uma das retas a outra.

Uma das possibilidades € calcular a distancia de C(1,—2, 2) € sa
reta r.Neste caso, partindode A(—1, 3, 2) e r e C, podemos determinar
o vetor AC =(2,-5, 0) e, em conjunto com o vetor v = (4,—-8, 6),
calcular vxAC = (30, 12,—4). Com base nessas informagdes,
podemos calcular a distancia entre as duas vigas, como segue:
‘VXAC‘ \/302 +122 4 (-4 1060

— = - = ~ 3,02

T e e

Portanto, a distancia entre a primeira e a segunda viga € de,
aproximadamente, 3,02 u.c.

d(r,s)=d(C,r)=

Avancando na pratica

Instalagdo hidraulica de um edificio
Descri¢cdo da situacao-problema

Tendo em vista ainda a elaboracdo do projeto do edificio que
sediara o shopping, o gerente solicitou a vocé o projeto hidraulico
para dar andamento a obra.
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Um dos funcionarios de sua equipe esta com dificuldades para
representar algebricamente o trajeto percorrido por um dos canos
presentes na parte hidraulica do prédio. Com base nos estudos
desenvolvidos, sabe-se que 0 cano em questao pode ser representado
por uma reta p, a qual contém os pontos M(—1, 2, 3) e N(2, 2,—1).

Tendo em vista essas informacdes, determine as equacdes
vetorial, paramétricas e simétricas para a reta p.

Resolucédo da situacdo-problema

Na situacao apresentada, precisamos determinar as expressdes
algébricas que representem o cano descrito pela reta p, que contém
os pontos M(—1, 2, 3) e N(2, 2,-1).

Podemos determinar o vetor MN = (3, 0,—4) que representa a
direcao de p.

Partindo do vetor diretor MN = (3, 0,—4) e de um dos pontos de
o (como N(2, 2,—1), por exemplo), a equacao vetorial de p sera
dada por:

(x,y,z)=(2, 2-1)+k(3,0,-4), keR.

Da equacao vetorial, podemos obter as seguintes equacdes
parametricas:

x =243k
y=2 , keR
z=-1-4k

Para determinar as equag¢des simetricas, veja que a segunda
componente do vetor diretor € nula, logo, ndo podemos trabalhar
com a divisdo por zero.

Por isso, neste caso, podemos isolar o parametro k na primeira e
terceira equacdes, comparando-as por meio dele, mas mantendo,
nas equacgdes simétricas, a segunda equacao parametrica, conforme
a seguinte descrigao:

x—2 z41, _5
3 VA

U2 - Equagdes de retas no espaco 69



Faca valer a pena

1. Considere um ponto A(X,,¥,,2,) € um vetor V= (a,b,c). O conjunto
composto por todos os pontos P(X,y,z) do espaco, tais que o vetor AP
é paralelo a \7 constitui, no espaco cartesiano, uma reta, a qual também
pode ser definida partindo de dois de seus pontos.

Seja uma reta r definida a partir dos pontos D(3,—1, 4) e E(4,-3,—1).
Com base nas informagdes apresentadas, qual deve ser o valor assumido
por m € R, para que o ponto P(m, 1, 9) pertenca a reta r?

wmzz. mng.

2 2
b) m=1. e) m=2.
c) m=-1.

2. Atualmente, a determinagdo de distancias entre duas localidades é
fundamental para diversas situacdes reais, como é o caso do transporte
rodoviario, por exemplo. Dentre as ferramentas disponiveis para nos auxiliar
nesses estudos, temos o GPS (Sistema de Posicionamento Global), por
meio do qual é possivel avaliar a localizagcao de pontos sobre a superficie
do planeta, possibilitando a avaliagcdo de distancias e tendo como base os
conceitos da Geometria Analitica.

Considere a reta r de equacdes paramétricas dadas por:
x=1-2t
y=2t , teR.
z=2-t

Levando em conta as informacdes apresentadas, qual € a distancia entre o
ponto A(1, 2, 3) e a reta r descrita anteriormente?

a) d(A,r)=0u.c. d) d(A,r)=5u.c.
b) d(A;r)=2uc. e) d(A,r)=9 u.c
c) d(Ar)=3uc.

3. Para dar sustentacdo a um edificio em construcdo, uma empresa
decidiu instalar cabos de agco em posi¢cdes especificas, visando dar
maior segurancga aos funcionarios que trabalham nesta obra. Para isso, o
engenheiro responsavel precisa elaborar um projeto para identificar quais
sao os melhores pontos para a instalacdo dos cabos e qual deve ser seu
comprimento, evitando, assim, perda de material.
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Em seus estudos, o engenheiro observou que um cabo deve ser instalado
ligando as estruturas representadas pelas sequintes retas:
x=2-3k
r: y=1 , keR
z=-2—k

s x—1 _ y—4 _ z+4
-5 —4 4

as quais sao classificadas como reversas e cujas dimensdes sao dadas em
metros.

Com base nas informacdes apresentadas, qual deve ser o comprimento do
cabo de aco que unira as retas r e s, sabendo que este deve ter o menor
comprimento possivel?

a) O cabo de aco deve ter um comprimento de, aproximadamente, 1,27 m.
b) O cabo de aco deve ter um comprimento de, aproximadamente, 1,46 m.
c) O cabo de aco deve ter um comprimento de, aproximadamente, 1,88 m.
d) O cabo de aco deve ter um comprimento de, aproximadamente, 2,32 m.
e) O cabo de aco deve ter um comprimento de, aproximadamente, 2,65 m.
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Secao 2.2

Equacodes reduzidas, intersecdes e posicoes
relativas de retas

Dialogo aberto

Dando continuidade ao estudo das retas, nesta secao discutiremos
a respeito das equacdes reduzidas, as quais também podem ser
empregadas para descrever algebricamente as retas no espago
cartesiano. Também estudaremos as posicdes relativas entre retas,
observando quando podemos classificar duas retas, por exemplo,
como ortogonais ou paralelas, e, no caso de serem concorrentes,
ainda avaliaremos suas intersecoes.

Assumindo sua funcao como funcionario da empresa que atua
Nno ramo da construcao civil, paralelamente ao projeto da sede de um
shopping, outro trabalho em andamento refere-se ao planejamento
da estrutura solicitada por um supermercado de grande porte para
uma de suas filiais.

Analisando a estrutura metalica que ira compor © projeto
do supermercado, existemm vigas metalicas que precisam ser
associadas entre si, para adeguar 0s acessos ao estacionamento do
supermercado, 0 que sera construido no subsolo do predio.

Desta estrutura, podem ser destacadas as vigas metalicas
representadas pelas seguintes expressdes:

e A (xy,z)=(2,14)+ X3, 0, 1), N\ eR;

e B (xy,2)=3,-1-1N+X\(4-2-4), \,eR.

Assim, nesta segunda tarefa, vocé deve, inicialmente, determinar

qual é a intersecdo entre as vigas A e B, cujas representacdes foram
dadas anteriormente.

Sabendo que a reta que caracteriza uma terceira viga V contém

a intersecdo entre as vigas A e Be tem direcao dada por U= 0, 2,—1),
determine a expressao que caracteriza a viga V.
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Analisando as expressdes que caracterizam as vigas A, B e V,
0 que podemos concluir por meio de suas disposicdes espaciais?
Como podemos comparar as trés vigas, segundo as posicoes
relativas entre retas?

Ainda a respeito da viga V. determinada anteriormente, é
necessario identificar qual a posi¢do relativa entre ela e uma quarta
viga C, cuja representacao algebrica e dada por:

(x,y,2)=(—2,—1, 0)+ X\, (0,—4, 2), )\, € R.

Assim, para concluir essa tarefa, vocé precisara também descrever
que relacao pode ser estabelecida entre as vigas C e V, tendo em
vista as posi¢cdes assumidas por cada uma no espaco cartesiano.

Nao pode faltar
Equacédo reduzida da reta

Alem das equacdes vetoriais, parametricas e simétricas para as
retas no espago cartesiano, € possivel identificar suas equacdes
reduzidas. Para isso, considere a reta r cujas equagdes simétricas
X=X Y=Y _27%  pary abe=0. Na

b
identificacdo das equacdes reduzidas, representando as variaveis y e
z em fungao de x, por exemplo, podemos empregar Os seguintes
procedimentos:

sao dadas por

o Para expressar y em funcao de x:

X — X — b
o Y=V aly—y,)=b(x—x,) = y—Yy,=—(x—x)

a b a

b

= YV Yo=m=—X—=X, = Y=—X+ ——x0+y0]
b b -
Sabendo que m=— e n=-——X,+Y, obtemos a equacao

y=mx-+n. a a

» Para expressar zem funcdo de x:
X=X, Z-2,
a c

= a(z—z,)=c(x—x,) = zfzozg(xfxo)
a

c_ ¢ c
= Z-Zy=—X——X, = Z=—X+
a a

CX+Z
a P 0|
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Adotando p = ¢ eq= —ExO + z,, obtemos a equagdo z = px +q.
a a

Portanto, as equacdes reduzidas da reta r sao dadas por:
y=mx+n
Z=px+q

(:3” Assimile

As equagdes reduzidas de uma reta r ndo dependem diretamente de
um parametro real, o que as diferencia das equacdes parametricas, por
exemplo, apesar de relacionarem diretamente as variaveis x, y e zentre si.

v=| Exemplificando

Quais sdo as equacdes reduzidas da reta s que contem o ponto
A(1, 0,—1), cuja direcdo ¢ dada pelo vetor u = (2, 3,—1)?

Podemos construir as equac¢des simetricas de s da sequinte forma:

x—1 y-0 z+41 N x=1_y z+1
2 3 -1 2 3 -1

Escrevendo as equacdes reduzidas em funcao de y, seque que:

x—1 y 2 2
i 4 3(x—1)=2 x—1=2% x=2y+1
; —3 = S N= = 3V T XT3rT
%zZ—JT = 3(z+l)=-y = z+1=—y =
= z——ly—1
3

Portanto, as equacdes reduzidas de s sao dadas por:

2 1
3y 3y

! Atencao

Podemos escrever as equacdes reduzidas de uma reta em funcdo de
qualquer uma das trés variaveis (x, y ou z), desde que as duas equagoes
sejam representadas em funcdo de uma unica variavel.
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Posicdes relativas entre retas

Conhecendo suas respectivas representacoes algebricas, as retas
podem ser comparadas entre si de acordo com as posicdes que
ocupam No espaco cartesiano, sendo este estudo desenvolvido por
meio dos vetores diretores que as caracterizam e das coordenadas
de seus pontos.

Figura 2.6 | Posicdes relativas entre retas

Fonte: elaborada pela autora.

De acordo com o esquema apresentado na Figura 2.6, as retas
podem ser coplanares ou nao, sendo possivel avaliar subcategorias
pelas suas posicodes especificas. Nos proximos topicos, serdao
avaliadas algumas destas categorias e suas respectivas condicdes.

o@} Reflita

Qual a interpretacdo geometrica para o produto misto entre trés vetores
ser igual a zero?

Condicdes de coplanaridade e paralelismo de retas

Considere duas retas r e s, cujas equacdes vetoriais sao dadas a
seqguir:

ri(xy.z)=(x,y.z)+t(a,b,c,), teR
S:1(X%y.2)=(X,.¥,2,) +k(ayb,,c,), KER.
Assim, a reta r contém o ponto P(x,, y,, z,) e tem direcdo dada
por v, =(a,, b, ¢,), enquanto scontém Q(X,, ¥,, z,) e tem direcéo

indicada por v, = (a,, b,, ¢,).
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Para investigar se re s sdo coplanares, ou seja, se existe um Unico
plano que as contenha, € necessario que os vetores z =(a, b, ¢,).
V. =(a by C,) € PQ=(X,—X, ¥, — Y0 2,—2,) — sendo este
ultimo construido a partir de um ponto pertencente a cada uma das
retas — tambeém sejam coplanares, conforme a Figura 2.7, fato
investigado por meio do produto misto:

a, b, c,
a, b, c, |=0.
X=Xy Ya= V1 2,4
Se o produto misto entre os vetores v,, v, e PQ for nulo,

podemos concluir que as retas re s sao coplanares. Caso contrario,
podemos classifica-las como reversas.

Figura 2.7 | Retas coplanares

Fonte: elaborada pela autora

‘t‘% Assimile

Se duas retas nao sao coplanares, elas sao classificadas como reversas,
as quais ainda podem ser ortogonais entre si. Por outro lado, quando
duas retas sao coplanares, podem ser paralelas ou concorrentes, e,
neste segundo caso, ainda podem ser classificadas como ortogonais
(ou perpendiculares).

Sabendo que as retas r e s sao coplanares, podemos investigar
se sao paralelas entre si. Para isso, precisamos analisar as relacdes
existentes entre seus vetores diretores.

Para as retas cujas equacdes vetoriais foram apresentadas
anteriormente, r tem diregdo dada por v, =(a,, b, ¢;), enquanto s
tem direcdo descrita por v, =(a,, b,, ¢,). Logo, podemos concluir
que as retas r e s serdo paralelas, conforme a Figura 2.8, quando
seus vetores forem paralelos entre si, ou seja, quando for possivel
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determinar k€ R, tal que v, =kv_, ou, ainda, sabendo que

r S

a,,b,,c, =0,

Figura 2.8 | Retas paralelas

Fonte: elaborada pela autora.

! Atencao

Duas retas r e s paralelas podem ser distintas, quando ndo possuem
pontos em comum, ou coincidentes, quando todos os pontos sdo
comuns as duas retas em estudo.

Condicéo de ortogonalidade de retas

Outra situacdo possivel envolvendo a posicdo relativa entre retas
corresponde a ortogonalidade.

Nesse caso, podemos avaliar a condi¢cdo de ortogonalidade
entre as retas, ou seja, a condicao que deve ser satisfeita para que
as retas sejam ortogonais entre si, conforme a situacao apresentada
na Figura 2.9.

Figura 2.9 | Retas ortogonais

Fonte: elaborada pela autora.

Dizemos que duas retas sao ortogonais entre si quando seus
vetores diretores também satisfizerem a essa condicao, fato que
pode ser avaliado pelo produto escalar.
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Para as retas descritas anteriormente, sabendo que rtem direcao
dada por v, = (a, b, ¢,). e que s tem diregdo descrita por
v, =(a, b,, C,), as retas r e s serdo classificadas como ortogonais
guando o produto escalar entre os vetores diretores for nulo, ou
seja, No caso em que:

Z'Z:(a11 b1’ C1)'(az’ b2= 02)26132 +b1b2 +¢,C, =0

"‘” Assimile

Alguns autores consideram que duas retas r e s serdo ortogonais
se formarem entre si um angulo reto, enquanto as retas r e s serdo
perpendiculares quando, além de ortogonais, forem concorrentes, ou
seja, possuirem interse¢do nao vazia.

vz| Exemplificando

Estude a posicao relativa das retas r e s, sabendo que suas equacdes
simétricas sao dadas por:

r'X_3 z+1 y—3
8 -6 7
3 5 4

Inicialmente, vamos verificar se as retas sdo coplanares. Para isso, temos
osvetores diretores de re sdados, respectivamente, por v, = (8, 0,—6)

e 78:(3, 5, 4). Aém disso, tomando P(3,3,—-1)er e

Q(0,—1, 3)€s, teremos o vetor ﬁ:(—3,-4, 4). Assim, pelo
produto misto,

8 0 -6
(v v.PQ)=|3 5 4|=270
3 4 4

Como o produto misto € nao nulo, podemos concluir que as retas re
$ 530 reversas. Alem disso, pelo produto escalar, temos que:

v,-v,=(8,0-6)(3,5 4)=83+0-5+(-6)-4=0,
OuU se€ja, re ssao ortogonais.

Portanto, podemos concluir que re s sao reversas e ortogonais.
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o
4 Facavocé mesmo

Qual é a posicdo relativa entre as retas p e g, cujas equagdes
paramétricas sao apresentadas a seguir?

x=-3+8t x=-5—-4k
p:iy=4—-6t, tecR e q:{y=5+3k, keR
z=2+2t z=-4—k

Intersecao de duas retas

Quando duas retas r e s sdao coplanares e possuem um
unico ponto em comum, isto €, possuem intersecdo nao vazia,
podemos classifica-las como retas concorrentes. Conhecendo
as representacOes algébricas das retas, podemos identificar as
coordenadas dos pontos de interse¢do, caso existam.

Sejam as retas re s, cujas equacoes vetoriais sdo dadas a sequir:
ri(xy.z)=(x,y,z)+t(a.b,c), teR
s:(xy.2)=(X,.¥,.2,) + k(a,,b,,C,), KER.

Considere que, pelo estudo dessas retas, seja possivel representa-
-las por meio de suas equacdes reduzidas da seguinte forma:

r_{y:m1x+n1
lz=px+q,

s.{y=m2)<+n2
| Z=px+4q,

Deseja-se determinar as coordenadas (X,, ¥,, Z,) do ponto de
intersecao das retas, isto €, do ponto que pertence as duas retas
simultaneamente. Assim, as coordenadas (X,, ¥, Z,) correspondem

a solucao do sistema composto pelas equacdes reduzidas das retas
res, ouseja,

y=mXx-+n,
zZ=pXx+q,
y=mx+n,
Z=p,Xx+4q,
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Note que o objetivo é resolver um sistema com quatro equacdes
e trés incognitas (x, y e 2).

ég'MﬂmM

Para determinar a intersecdo entre duas retas, precisamos resolver o
sistema de equacdes lineares formado pelas equacdes reduzidas das
duas retas consideradas.

vz| Exemplificando

Determine o ponto de intersecao entre as retas k e t, cujas equacdes
reduzidas sdo apresentadas a seguir:

k: 3 3
2 4
Z=—X——

3 3

y =2x+1

t 1.3
Z=—Xx——

2 2

Para determinar o ponto de intersecdo entre as retas k e t, precisamos
resolver o seguinte sistema de equacdes lineares para as variaveis x, y e z.

373
2 4
Z=—X——
3 3
y =2x+1
1 3
Z=—X——
2 2

lgualando a primeira a terceira equacao por meio da variavel y, segue
que:

5 2 5 2
—X+—=2Xx+1 = —Xx-2x=1-=- =
3 +3 * 3 3

1 1
= ——X=—- = x=-1

3 3
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Substituindo X = —1 na terceira equacdo, por exemplo, obtemos
< y=2-(-N)+1=-2+1=—1
e substituindo esse mesmo valor na quarta equacao, por exemplo,
segue que
oy 3o 13,
2 2

Portanto, o ponto de intersecdo entre as retas ke te P(—1,—1,—2).

o
4 Facavocé mesmo

Quiais sdo as coordenadas do ponto de intersecdo entre asretas re s
representadas a sequir?
X y+1 z+1 S_x—1_z+2

ri— e S:
1 2 -1 2 1

,y=1

D9 Pesquise mais

Para o estudo das retas no espaco, principalmente em relagdo
as posicdes relativas e intersecao entre retas, leia a Unidade 2 do
livro indicado a seguir, que pode ser empregado como material
complementar e esta disponivel na nossa Biblioteca Virtual

BORIN JUNIOR, A. M. S. Geometria Analitica. Sdo Paulo: Pearson, 2014.

Sem medo de errar

No desenvolvimento do projeto da nova filial do supermercado,
solicitado a empresa na qual vocé atua, sua funcao € estudar algumas
vigas metalicas que compdem o projeto, identificando as intersecdes
e posicdes relativas, elementos fundamentais para a composi¢ao do
projeto.

Sua primeira tarefa consiste em determinar a intersecao entre as
vigas A e B, cujas representacdes algebricas sao, respectivamente,
(xy,2)=(2,1,4)+ 1B, 0, 1), R, e
(x,y,2)=(3,-1,—=1)+ ), (4,—2,—4), )\, € R. Podemos representar as
vigas A e B da seguinte forma:

X-2 _ 274, y—1 B: Xx=3_y+1_ z+1.

A: :
3 1 4 -2 —4
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Note que precisamos representar a viga A, nas equacdes
simétricas, considerando também a expressdo y =1, porque a
segunda coordenada do vetor diretor € nula, pois ele € paralelo ao
plano xz, impossibilitando a descricao da variavel y em conjunto
com as demais.

Para determinar as equacgdes reduzidas que caracterizam as vigas
A e B, precisamos avaliar as sequintes expressoes:

e Para aviga A

x-2_z-4 = 3(z-4)=x-2 = z—4=1(x—2)
3 1 3
= Z—1X—2+4 = z—1x+E
37 3 373
Logo, as equacdes reduzidas que representam a viga A sdo:
y=1
2=y 410
3" 3

» Para a viga B:

Representando a varidvel y em func¢ao de x, seque que:

XT3 _YVET 4y i) =(-2)(x-3) = yi1=—2(x-3)

4 2 4

= +1——1x+§ = ——1x+§—1 = ——1x+1
yri=mpxTy 7 Ve y==3*7%

E representando a varidvel zem funcao de x, obtemos:

X4‘3:Z__T = A(z4N)=(-4)(x-3) = z+1:%4(x—3)

= Z4+1=—-x4+3 = z=—-x+3-1 = z=—-x+2.

Assim, as equacdes reduzidas que representam a viga B sdo:
I
2 2

Z=—Xx+2
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Para determinar a intersecdo entre as vigas A e B, precisamos
resolver o sistema composto pelas equacdes reduzidas que
representam as duas vigas, ou seja, resolver:

y=1
z=1x 10
3 3
yzflx+1
2 2
Z=—X+2

Sabemos que y =1 da primeira equagao. Substituindo esse valor
na terceira equacao, obtemos x = —1. Partindo da segunda ou
quarta equacdes, considerando o valor assumido por x, concluimos
que z = 3. Portanto, a intersecdo entre as retas que representam as
vigas A e B corresponde ao ponto M(—1, 1, 3).

A segunda parte de sua tarefa consiste em determinar uma
representacao algébrica para a viga V. sabendo que ela pode ser
descrita pela reta que contém o ponto de intersecao entre as retas
que caracterizam as vigas A e B, isto €, o ponto M(—1, 1, 3), e tem
direcdo dada por ZI:(O, 2,—1). Com base nessas informacdes, a
viga V pode ser descrita pela equacao vetorial:

(x,y,2)=(—-11 3)+ (0, 2-1), A\ €R.

A terceira parte dos trabalhos envolve a comparacao das retas
que representam as vigas A, Be V por meio do estudo das posicoes
relativas. Pelas equacdes vetoriais das retas, note que:

« A contém o ponto P,(2, 1 4) e tem direcdo dada por
v,=(301);

« B: contém o ponto P(3,-1—1) e tem direcdo dada por
Ve =(4,-2,-4);

« V. contém o ponto M(-11 3) e tem direcdo dada por

u=(0, 2,—-1).

Como jad observado anteriormente, podemos verificar que as
retas que caracterizam as vigas A B e V possuem um ponto em
comum (o ponto M(—1, 1, 3)), ou seja, tém intersecdo nao vazia.
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Logo, podemos caracterizaé-las como retas concorrentes e, portanto,
coplanares. Pelo produto escalar, temos:

VoyVy=(301)-(4-2-4)=3.4+40-(-2)+1(-4)=12-4=8

—

V,-u=(3,01-(0,2-1)=30+0-241(-1)=—1

VpU=(4,-2-4)-(0, 2-1)=4.0+(-2)-24(—4)-(-1)=—4+4=0.

Como os dois primeiros produtos escalares resultaram em
valores ndo nulos, podemos concluir que as retas que caracterizam
as vigas A e B sdo concorrentes nao perpendiculares, bem como
as retas que representam A e V. Porém, o terceiro produto escalar
resultando em zero implica que as retas que caracterizam as vigas B
e V'sdo concorrentes perpendiculares.

Por fim, precisamos comparar as vigas C e V., sabendo que a reta
gue representa C contém o ponto Q(—2,—1, 0) e tem direcdo dada
por v, = (0,—4, 2), ou seja, é dada pela equagdo vetorial
(x,y,z)=(—=2,—1,0)+X\,(0,—4, 2), \, eR.

Para avaliar se as retas em questdao sao coplanares, podemos
calcular o produto misto envolvendo os vetores ZI:(O, 2,—1),
Ve = (04, 2) e QW:(1, 2, 3), o qual é determinado a partir do
ponto M(—1, 1, 3) da reta que representa a viga Ve de Q(-2,—1, 0)
da reta que descreve a viga C. Veja que:

0 2 -1
(D,Q,QT/I):O 4 2|=(0+4+0)—(4+0+0)=0.
1 2 3

Como o produto misto é nulo, podemaos concluir que as retas
que representam as vigas C e V' sdao coplanares. Com base nessa
informacdo, podemos verificar se as retas sao paralelas entre si.
Para isso, observe que Vv, = (0,4, 2)=(-2)(0, 2-1) = (—2)u.
Logo, sabendo que os vetores ue Z sao multiplos, sendo valida
a relacao Z:(—Z)L_), podemos concluir que eles sdo paralelos
entre si. Portanto, as retas que caracterizam as vigas C e V sdo
paralelas entre si, concluindo, desta forma, o estudo das vigas
apresentadas, as quais irao compor a estrutura metalica da nova
filial do supermercado.
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Avancando na pratica
As posicoes relativas de retas na construcao civil
Descricao da situagao-problema

O setor responsavel pela realizacdo das obras na empresa onde
vocé trabalha solicitou ao setor no qual vocé atua a modificacao
de um dos projetos, pois houve a necessidade de alterar o
posicionamento de uma das paredes de um barracao comercial.

ApoOs os estudos desenvolvidos pela equipe responsavel, foi
identificado no projeto qual seria a posicao aproximada da viga a
ser instalada. Alguns funcionarios do setor de projetos observaram
que essa nova viga poderia ser representada pela reta vde equacdes
parameétricas:

X =—2-—2kt
y=1+6kt , teR
z=7+12t

em que ke€R. Sabendo que v é paralela a reta r de equacdes
simetricas:

2 -6 4
gual deve ser o valor assumido por k na representacao algébrica
da reta v?

Resolucdo da situagdo-problema

Duas retas sao classificadas como paralelas quando seus vetores
diretores sédo paralelos entre si. Neste caso, u = (—2k, 6k, 12), k € R,

¢ um vetor diretor & v, enquanto w = (2,—86, 4) é um vetor diretor a r.
Estes vetores serdo paralelos se for possivel identificar uma constante
A€ R, detal forma que U=\w. Assim, seque que:

—2k =2\
(~2k, 6k, 12) = \(2,—6, 4) = {6k = —6X
12 = 4)
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Da terceira equacao, podemos concluir que A= 3. Assim, o
sistema pode ser reescrito como:

—2k=06
6k =—-18

Ao resolver o sistema, podemos concluir que, para que as retas v
e rsejam paralelas, devemos ter k = —3.

Faca valer a pena

1. Podemos comparar diferentes retas por meio das posicdes ocupadas por
elas no espaco cartesiano, propiciando o estudo das chamadas posi¢cdes
relativas entre retas. Uma das posicdes possiveis de serem avaliadas € a
ortogonalidade entre retas.

Sejam as retas r e s dadas pelas seguintes equacdes:

x=-3+4+2mt
r:{ y=1+43t , teR
y = —4t

g X1 y_z-4
2 1 -1
Com base nas informacdes apresentadas, qual deve ser o valor assumido
por m para que as retas r e s sejam classificadas como ortogonais?

a)m:—l. d)m:Z.
4
b)m:—z. e) m=3.
4
4
cm=—
3

2. Analise as retas descritas pelas seguintes equacdes:
. Xx-=3 _y+5_ z-2

2 1 -1

x=3-4k
s:ly=-1-2k, keR

z=8+2k

t:(xy.z)=(-112)+h(0,3 3), heR
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A respeito das retas apresentadas, analise as seguintes afirmagdes,
classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):

() Asretas r e s sdo coplanares e perpendiculares entre si.
() Asretasretsdo reversas e paralelas entre si.
() Asretas s e t sdo reversas e ortogonais entre si.

Com base nas afirmagdes anteriores, assinale a alternativa que indica todas
as classificagGes corretamente, tendo em vista a ordem na qual foram
apresentadas:

a)V-V-F dF-V-F
b)V-F-V. e)F-V-V
cF-F-V

3. Na elaboragdao de um projeto hidraulico, um engenheiro precisa
conectar dois encanamentos em um ponto para equilibrar a vazao de agua
de uma residéncia.

Considere que, na elaboracdo do projeto, os dois canos que precisam
ser conectados podem ser descritos pelas retas s e t representadas pelas
seguintes expressdes:

S_X—ZZZ:Z—5
2 3 4
X=5+A
t:iy=2-X, AeR
z=T7-2)\

Sabe-se que no projeto a conexao a ser instalada nos canos corresponde
ao ponto de intersecdo das retas s e t.

Com base nas informag¢des apresentadas, quais sdo as coordenadas do
ponto no qual os dois canos serdo conectados?

a) A5, 2,-1). d A2, 2,-3).
b) A2 3, 4) e) A4, 3, 9).
) A(—4, 7, 0).
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Secao 2.3

Paralelismo, intersecoes de retas e planos,
distancias e angulos

Dialogo aberto

Prosseguindo com o estudo das retas, nesta secao discutiremos
a respeito das intersecdes entre retas e planos; da possibilidade de
identificar retas por meio da intersecao entre planos; do estudo das
posicoes relativas e dos angulos definidos, quando comparamos
retas a planos; e dos angulos construidos entre retas.

Para isso, ainda considerando sua participacdo como integrante
da equipe responsavel pela elaboracdo de projetos e pelos calculos
estruturais das obras desenvolvidas pela empresa de construcao
civil, outro trabalho que também esta sendo desenvolvido pela
empresa na qual vocé trabalha, mais especificamente no setor de
projetos, diz respeito a um hotel de alto padrao que sera construido
na regido central de uma cidade.

Dentre as diversas etapas associadas a elaboracao do projeto
deste hotel, vocé foi designado, em conjunto com um projetista,
para estudar a entrada do edificio.

Além da entrada do hotel estar ligada diretamente a recepcdo e
aos apartamentos, ela tera uma conexao com uma area comercial
que sera construida no interior do hotel. Para o acesso a essa area,
serd instalada uma escada rolante, sendo necessaria a inclusao
deste elemento no projeto do hotel.

Sabendo que uma das vigas de sustentagcdo necessaria para a
instalacao da escada rolante possa ser representada por:

r:(x.y,z)=(2, 0; 0,58)+a(2,67; 0; 1,54), a€R,

determine qual € a intersecdo desta com o piso do primeiro
pavimento do edificio, que pode ser representado, no espaco
cartesiano, pelo plano xy.
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Alem disso, identifique a intersecdo da viga em questao com o
plano de equacao:

100x + 273y —100z-373 =0,

bem como sua inclinacao aproximada em relacao ao piso do
primeiro pavimento.

Como esses problemas podem ser solucionados?

Nao pode faltar
Intersecao de reta e plano

Considere uma reta r e um plano 7 representados no espaco
cartesiano e descritos pelas sequintes expressoes:

;- y=mx+n
lz=px+gq
m:ax+by+cz+d=0.

Para determinar a intersecdo entre re m, precisamaos identificar
um ponto I(X,y,z), cujas coordenadas verifiqguem as equacdes do
sistema linear formado pelas equacdes de re m:

y=mx+n
Z=px+q
ax+by+cz+d=0

No exemplo a seguir, podemos verificar o procedimento que
pode ser empregado na determinacao dos pontos de intersecdo de
retas e planos.

vz| Exemplificando

Determine o ponto de intersecdo da reta rcom o plano 7, sabendo que:

x=t
r:iy=3+4+2t , teR
z=-443t

>

m:3X+5y—2z—-9=0.
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Inicialmente, podemos representar a reta r pelas suas equacdes
reduzidas da seguinte forma:

|ly=2x+3
lz=3x-4

Para determinar a intersecdo entre a reta r e 0 plano T, precisamos
identificar o ponto I(X,y,Z), cujas coordenadas satisfagam o sistema:

y=2x+3
z=3x—-4
3x+5y—-2z-9=0

Assim, substituindo a primeira e a segunda equacao na terceira,
teremos:

3x+5(2x+3)—2(3x—4)-9=0
= 3x+10x+15-6x+8-9=0
= Ix+14=0 = 7x=-14 = x=-2

Substituindo X = —2 nas duas primeiras equacdes do sistema, segue
que:

y=2(-2)+3 = y=-443 = y=-1
z=3:(-2)-4 = z=-6-4 = z=-10.

Portanto, a intersecdo entre a reta re o plano T corresponde ao ponto

1(~2,~1,-10).

@ Reflita

No estudo de retas e planos, a intersecdo sempre sera caracterizada
por um unico ponto ou podemos nos deparar com outros tipos de
situacdes?

Reta determinada pela intersecdo de planos

A intersecao de dois planos ndo paralelos,
miax+by+cz+d =0
m,la,Xx+by+c,z+d, =0,
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corresponde a uma reta r, cuja representacdo algébrica pode ser
determinada conforme as seguintes estratégias:

e Resolver o sistema linear composto pelas equacdes dos planos
m, e 7, de modo a determinar as equacdes reduzidas de r; ou

« identificar um ponto e um vetor diretor que caracterizem r.

O emprego desses procedimentos € ilustrado nos exemplos
apresentados a seguir.
v=| Exemplificando

Determine as equacdes reduzidas da reta r obtida pela intersecdo dos
planos T, e T,, cujas equacdes gerais sao dadas por:

T 3X—-y+2z+3=0
T, 2X+y+z2+2=0

Para determinar as equacdes reduzidas de r, precisamos resolver o
seguinte sistema linear:

3x—y+2z+3=0
2Xx+y+z+2=0

Multiplicando a segunda equacdo do sistema por —2 e adicionando-a
a primeira, obtemos:

3x—y+2z4+3=0 3x—y+2z4+3=0
2x+y+z+2=0 —4x—-2y—2z-4=0
1 1
= —x-3y-1=0 = 3y=-—x-1 = y:_§x_§'

Novamente pelo sistema, adicionando as duas equacdes, tem-se:

_ 2 —
{3)( y+2z+3=0 = 5x+3z+5=0

2x+y+2z4+2=0

= 3z=-5x-5 = z:f§x7§.
3 3
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Portanto, a reta r pode ser descrita pelas equag¢des reduzidas:

<

_ 1.1
Y="3%73
5 5
Z=——X——
37 3

v=| Exemplificando

Determine as equacdes parametricas da reta r obtida pela intersecdo
dos planos T; e T,, cujas equacdes gerais sao dadas por:

miX+y+2z-3=0
M, 2x—3y—z+6=0.

Para determinar as equacdes parametricas, ou mesmo a vetorial ou as
simeétricas, precisamos identificar um ponto e um vetor diretor para .

Vamos determinar um dos pontos pertencentes a r, considerando, por
exemplo, o ponto de abscissa nula, isto & P(0,y,z). Desta forma,
precisamos resolver o sistema:

y+2z-3=0
-3y-z+6=0

Adicionando as duas equacdes, multiplicando previamente a sequnda
por 2, obtemos:

y+2z-3=0 N y+2z-3=0
-3y—-z+6=0 —6y—2z+12=0

= —-5y+9=0 = y:%

9
Substituindo y:g em uma das duas equacdes (na segunda, por

exemplo), segue que:
9 3 3
-3.=2—-7z46=0 == —z4+—-=0 = z=-=.
5 5 5
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4 Llogo, o ponto P

93 .

0,—,— pertence a reta r, por ser um ponto
55

pertencente a intersecdo dos planos T e T,.

Para determinar o vetor diretor de r, precisamos identificar um vetor que
seja  simultaneamente  ortogonal aos  vetores n_; = (1, 1, 2) e
E = (2,—3,— 1), que correspondem aos vetores normais aos planos 7y e
T, respectivamente. Para isso, basta calcular v = nj x nj =(5, 5-5).

93
Portanto, a reta r contém o ponto P[O,E,EJ e tem direcao dada por

V= (5, 5,75), podendo ser representada como:

X =5t
9
r:iy=—=+5t teR.
5
z:éf&
5

&z” Assimile

Para identificar a representacdo algebrica da reta r que corresponde a
intersecdo entre os planos 7, e m,, podemos resolver o sistema linear
composto pelas equacdes gerais do plano ou identificar um ponto e
um vetor diretor que a caracterizem.

s
4 Facavocé mesmo
Como podemos representar algebricamente a reta s obtida pela
intersegdo entre os seguintes planos?
miX+2y+z-1=0
T, 2X+y—z+7=0

Condigdes de paralelismo e ortogonalidade de reta e plano

Podemos estudar posicdes relativas comparando retas e planos
entre si, sendo estas relacdes estabelecidas com base nos vetores
que definem cada um destes objetos.
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Para esse estudo, seja a reta r de vetor diretor Vv e o plano 7
com vetor normal n. Observe que:

e se 0s vetores v e n forem ortogonais entre si, podemos

concluir que a reta re o plano 7 serao paralelos entre si, conforme
a Figura 2.10 (a);

e NO caso de os vetores v e N serem paralelos entre si, a reta r

e o0 plano ™ serdo perpendiculares entre si, de acordo com a
situagdo ilustrada na Figura 2.10 (b).

Figura 2.10 | Posicdes relativas entre reta e plano

v r

(@) (b)

Fonte: elaborada pela autora
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v=| Exemplificando

Qual relacdo podemos estabelecer entre a reta re o plano 7, dados
pelas seguintes expressdes algébricas?

x=4+2k
r:ly=—-1-3k, keR
z=3+k

m:9Xx+2y—4z+2=0

Podemos identificar o vetor \7:(2,—3, 1) diretor de r e o vetor
=(5, 2—4), normal ao plano 7w  Observe  que
n= 2.54(—3)-2+1-(—4) =0, ou seja, o produto escalar entre

v e n ¢ nulo, ou seja, estes vetores sdo ortogonais entre si. Portanto,
podemos concluir que a reta re o plano 7 sdo paralelos.

n
1’4
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o
4 Facavocé mesmo

Estude a posicao relativa entre o plano T e a reta r, descritos por:

m:4x—-6y+2z+1=0

x=3-2k
r:iy=4+43k, keR
z=-5—-k

Angulo entre retas

Seja a reta r,, que contém o ponto A, (x,,y,.z,) e tem direcdo
dada por ﬁ:(a1,b1,c1), e r, que contém o ponto A,(x,,¥,.2,) €
tem direcdo descrita pelo vetor v, = (a,,b,,¢,), de acordo com a
Figura 2.11.

Figura 2.11 | Angulo entre retas

Fonte: elaborada pela autora

O menor angulo formado entre um vetor diretor de r, e um
vetor diretor de r, € denominado angulo de duas retas r, e r,. Se
representarmos esse anqulo por #, podemos determina-lo por meio
da seguinte expressao:
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Qu, ainda,

la,a, + bib, +c.c,|
JaZ +b? +c?\Ja? +b? +c2

cos(f) =

e @ Exemplificando
Determine o angulo entre as retas descritas por:
r:(xy.z)=(-1-2 3)+t(11-2),teR

x—1 y+3 z

2 11
Os vetores diretores_que definem as retas r e s sdo dados,
respectivamente, por v, = (1, 1,-2) e v =(-211).
Calculando o dngulo @ entre as retas re s, obtemos:
[1-(=2)+1-1+(-2)-1 -8 1

Vet e er VBB 2

cos () =

Consequentemente, 0 = % ou 6 =60°
g _J

Angulo entre reta e plano

Podemos determinar o angulo formado entre retas e planos
por meio de seus vetores caracteristicos. Para |sso seja a reta rde
vetor diretor V e o plano ™ com vetor normal n, de acordo com
a Figura 2.12:

Figura 2.12 | Angulo entre reta e plano

Fonte: elaborada pela autora.
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Note que o angulo 6 da reta r com o plano 7 corresponde ao
complemento do angulo « formado entre a reta re uma reta normal

. - - m
ao plano, ou, ainda, entre os vetores ve n. Logo, a+0 = PY O que
implica cos(a) = sen(f). Pelo angulo formado entre os vetores ve

n, em conjunto com a igualdade apresentada, obtemos a seguinte
expressao:

<!
S

sen(f) =

<1
S|
NS

v=| Exemplificando
Determine o0 angulo entre a reta s e o plano 7, conforme as seguintes
representacdes algebricas:
s:i(xy,z2)=(3 7-1)+t(212), teR
m:X+y—-5=0

Sabemos  que ;:<2, 1, 2) e 32(1, 1 0) correspondem,
respectivamente, ao vetor diretor da reta s e ao vetor normal ao plano 7.
Logo,

B [2:1+1-1+2-0| A

N N e N N R

sen(6)

Portanto, 6 = % ou 0 =45°.

ﬂ_lQ Pesquise mais
Para contribuir com os estudos de retas e planos, pode ser consultado
O capitulo 2 do seguinte livro de referéncia:

SANTOS, N. M. Vetores e matrizes: uma introduco a Algebra Linear. 4.
ed. Sdo Paulo: Thomson Learning, 2007.

Outra sugestao:

VENTURI, J. J. Algebra Vetorial e Geometria Analitica. 10. ed. Curitiba:
Livrarias Curitiba, 2015. Disponivel em: <http://www.geometriaanalitica.
com.br/livros/av.pdf>. Acesso em: 25 jan. 2018.
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Sem medo de errar

Na elaboracdo do projeto para a construcdo do edificio que
sediara o hotel, precisamos empregar 0s conhecimentos sobre retas
para estudar as intersecdes e 0s angulos envolvendo retas e planos.

Seja a viga representada pela reta r descrita como:
r:(x,y,z)=(2 0; 0,58)+a(2,67; 0; 1,54), a€R.

Podemos reescrever as equacdes da reta rna forma parameétrica:

X=2+4+2,67ca
r:iy=0 , aeR.
z=0,58 +154«
Isolando o pardmetro a na primeira equacao a:);—;?] e

substituindo na terceira, obtemos:

7-058+ 154/ X =2

= z=058+0577x-1154 =

y

= z=0,577x-0,574.

Assim, a reta r pode ser descrita pelas seguintes equacdes
reduzidas:

r. y:O
"1z=0,577x—0,574"

O plano 7, que representa o piso do primeiro pavimento, tem
equacao z =0, pois corresponde ao plano xy. Para determinar a
intersecao entre re m;, devemaos resolver o sistema:

y=0
z=0,577x—-0,574 .
z=0

Da segunda e da terceira equacao, obtemos:
0=0,577x-0,574 = 0,577x=0,574 = x=~0,995.
Logo, a intersecdo entre r e m corresponde ao ponto
I(0,995; 0; 0).
Alem disso, precisamos determinar a intersecao da viga
representada pela reta rcom o plano m, de equacao:
100x + 273y —100z - 373 =0.
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Levando em conta a representagao de r segundo suas equagoes
reduzidas, como avaliado anteriormente, no estudo da intersecao
precisamos identificar o ponto cujas coordenadas satisfazem ao
sistema linear:

y=0
z=0,577x—-0,574
100x + 273y —100z—-373 =0
Substituindo a primeira e a segunda equacao na terceira,
obtemos:
100x+273~0—100(0,577X—O,574) -373=0 =
= 100x—-57,7x+57,4—-373=0
= 42,3x-3156=0 = 423x=3156 = x=~7,46

Ao substituir x =7,46 na segunda equacdo, temos:

z=0,577-7,46-0574 = z=43-0574 = z~3,73.

Logo, a intersecdo entre r e m, corresponde ao ponto

J(7.46; 0; 3,73)

Na determinacdo da inclinacdo da viga em relagcao ao primeiro
pavimento, precisamos determinar o angulo formado entre a reta r
e o plano . ldentificando o vetor v = (2,67; 0; 1,54) diretor de re
ovetor n=(0, 0, 1) normal a m, segue que:
|2,67-0—|—O-O+1,54-1| B |1,54|

= = ~0,5.
J2,672 102 1154202 107+ /9,50051

Portanto, o angulo formado entre a reta r e o plano m é de,

sen(6)

aproximadamente, 30° ou %

Avancando na pratica

Investigando as posi¢des relativas entre retas e planos
Descricao da situagao-problema

Devido a necessidade de comparar algebricamente retas e planos
entre si para a elaboracao dos projetos da empresa de construcao
civil, foi proposta a sua equipe um problema da Geometria Analitica
para contribuir com os estudos a respeito do tema.
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Considere a reta r que contém os pontos A(1,—1, 0) e B(k, 1, 2),
emque ke R eoplano ™ de equagao geral e 2x -3y +z—-2=0.

Para que a reta r seja paralela ao plano 7, qual deve ser o valor
assumido pela constante k?

Resolucdo da situacdo-problema

Sabemos que uma reta e um plano séo paralelos entre si quando
o vetor diretor da reta for ortogonal ao vetor normal associado ao
plano. Desta forma, com base nos dados apresentados, podemos
identificar o vetor:

AB=(k 1, 2)—(1-10)= (k-1 2 2),
diretor da reta r. além do vetor n = (2,-3, 1), normala 7.

Como os vetores apresentados devem ser ortogonais entre si,
devemos ter o produto escalar entre eles igual a zero. Assim:

0=AB-n=(k—1)-2+2-(-3)+2-1
— 2(k-1)-6+2=0 = 2k—-2-6+2=0
= 2k-6=0 = 2k=6 = k=3

Portanto, para que r seja paralela a 7, devemos ter k = 3.

Faca valer a pena

1. Considere as retas e os planos cujas representacOes algébricas sao
dadas a sequir:

x=1-2t
r:iy =3t , teR
X=-5+t

TiX+2y—4z+1=0
A:4x+2y—-4z+5=0
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A respeito dessas retas e planos, analise as seguintes afirmacgdes,
classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):

I.( )Aretaseoplano A sdo perpendiculares entre si.
I.( )Aretareoplano A sdo perpendiculares entre si.
. ( )Aretaseoplano ™ sdo paralelos entre si.

IV.( )Aretareoplano T sdo paralelos entre si.

Com relagdo as afirmagdes anteriores, assinale a alternativa que indica
todas as classificagbes corretamente, considerando a ordem na qual
foram apresentadas:

aV-F-V-F dF-V-F-F

b)V-F-F-F e)F-F-V-V.

cAV-F-F-VWV

2. Um projetista precisa construir, por meio das ferramentas do desenho
técnico, a representacdo da parte superior de uma maquina para,
posteriormente, elaborar o projeto tridimensional empregando um
software adequado.

Para isso, dentre os diversos elementos que precisam ser identificados,
podemos destacar as arestas e os vértices que caracterizam o solido em
questao.

Considere que duas arestas presentes na estrutura da maquina podem ser
descritas pelas seguintes retas:

Xx=3+t
r:iy=2-t, teR
z=1+4t
XxX=2+k
s:iy=-3+2k, keR
z=1+2k

Com base nas informacdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
as coordenadas do vértice que se localiza na intersecdo entre as arestas
representadas porres:

al 1(2,1,3). d) 1(4,15).
b) 1(3,~1,3). e) 1(0,0,1).
o) 1(5,0,9).
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3. Para a resolucdo de um problema, um aluno precisa determinar um
dos angulos internos de um triangulo, sabendo que os lados adjacentes
podem ser descritos pelas retas de equacdes:

x=1
r:iy=1+k, keR
z=9—k

s:(xy,z)=(0,—1 4)+t(110), teR

Tendo em vista as informacdes apresentadas, assinale a alternativa que
indica a medida aproximada, em radianos, para o angulo formado entre
asretasres:

s ™
) I a T
% 4
b) . e I
12 3
27
c) —.
3
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Unidade 3

Equacdes de cbnicas no plano

Convite ao estudo

Nas unidades anteriores, foram apresentados conceitos
fundamentais para a Geometria Analitica, entre os quais
destacamos as retas e os planos. Porem, alem destes, o
estudo das curvas conicas tambem € importante, pois estas
podem ser empregadas na representacao de determinados
fendmenos presentes em nosso cotidiano.

O estudo das curvas conicas € iniciado na Educacao
Basica, estando presente, por exemplo, no estudo das
funcdes quadraticas, cujos graficos sao representados por
meio de parabolas. Devido a sua aplicabilidade, as curvas
conicas podem ser associadas ao estudo de conceitos de
outros campos do conhecimento, como € o caso da Optica
e da Astronomia, areas de estudo da Fisica.

Para um professor de Matematica, uma das habilidades
fundamentais € a capacidade de estabelecer relacdes entre
conceitos de diferentes campos do conhecimento, de modo
interdisciplinar. Considerando esse fato, imagine que a escola
de Educacao Basica na qual vocé atua como professor de
Matematica, com as turmas do Ensino Medio, esta
desenvolvendo projetos com o objetivo de demonstrar aos
alunos algumas das relacdes existentes entre conceitos de
diferentes campos de conhecimento, propondo a realizagcao
de atividades interdisciplinares.

Considerando essa estratégia, vocé ficou encarregado
pela supervisao de trés grupos de alunos do terceiro ano
do Ensino Médio, em associagao com o professor de Fisica,
desenvolvendo estudos a respeito das aplicacdes das curvas
conicas no estudo de conceitos da Fisica, principalmente



da Optica e da Astronomia, desenvolvendo trabalhos que
posteriormente serdo apresentados na feira cultural da escola.

Cada grupo € responsavel pelo estudo de uma curva
conica especifica, destacando suas principais caracteristicas
e observando sua aplicabilidade no estudo de determinados
fenbmenos associados a disciplina de Fisica no Ensino Médio.

Assim, sua tarefa serd a de acompanhar cada grupo
em seus estudos, auxiliando-os no desenvolvimento das
propostas. Quais temas deverao ser estudados por vocé, em
conjunto com os alunos? Na sequéncia, verifique o primeiro
problema a ser resolvido.



Secao 3.1

Estudo da circunferéncia e da elipse
Dialogo aberto

Considerando a proposta de articulacao entre Matematica e
Fisica, um dos grupos de alunos do terceiro ano é responsavel por
elaborar um trabalho que envolva a apresentacao geral das conicas,
alem do estudo das circunferéncias e elipses.

Para isso, inicialmente, eles devem estudar e classificar as conicas
dadas pelas sequintes expressoes:

o I 5x* +6xy +5y° —4x+4y—4=0
eIl X*—2xy +y*+2x -4y +3=0
o Il 3x* +18xy +3y* +24x—-11=0

Como vocé pode orienta-los na classificagdo das coénicas
citadas?

Em seguida, esses alunos deverdo construir uma representacao
simplificada do Sistema Solar, considerando apenas o Sol e a
Terra. Devido a estudos realizados com o professor de Fisica, ja foi
verificado que a trajetoria da Terra ao redor do Sol assume formato
eliptico. Assim, nessa tarefa, os alunos devem ilustrar, em uma
representacao no plano cartesiano, a trajetoria da Terra ao redor do
Sol, considerando, no desenho, as seguintes informagdes:

» A distancia focal da elipse que representa a trajetoria da Terra €
igual a 10 centimetros.

A elipse esta centrada na origem.
» O eixo maior pertence ao eixo x.
» A excentricidade da elipse € igual a O,1.

Com base nessas informacdes, qual é a equacao que representa
essa elipse? Que informacdes sao necessarias para a representacao
dessa curva no plano cartesiano?
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Desta forma, nessa situacao, vocé devera desenvolver as tarefas
propostas aos alunos de modo a construir um roteiro para melhor
orienta-los na realizacdo dos trabalhos.

Nao pode faltar
Equacao geral das conicas

As curvas conicas sao estudadas desde a Antiguidade. O principal
matematico que contribuiu para o estudo desse tema foi 0 gebmetra
grego Apoldnio (262 a.C.-194 a.C.), que escreveu uma obra completa
a respeito desse tema, influenciando outros matematicos, como
Ptolomeu (90 d.C.-168 d.C)), Johannes Kepler (1571-1630) e Galileu
Galilei (1564-1642), por exemplo.

Para a construcdo das curvas conicas, precisamos tomar
por base uma superficie conica, construida da seguinte forma:
considere duas retas r e g chamadas, respectivamente, de eixo da
superficie e da reta geratriz, sendo ambas concorrentes em O e nao
perpendiculares entre si; mantendo r fixa, giramos a reta g 360° em
torno de r, mantendo constante o angulo entre as duas retas. Com
esse procedimento, obtemos uma superficie conica circular infinita,
com duas folhas, conforme a Figura 3.1, a partir da qual podem ser
construidas as curvas conicas.

Figura 3.1 | Superficie conica

«\\\Ilh d

W
i

Fonte: elaborada pela autora

Uma curva conica, ou simplesmente conica, corresponde ao
conjunto de pontos obtidos pela interseccdo de um plano com a
superficie conica.

108 U3 - Equagdes de conicas no plano



‘tz” Assimile

Uma curva conica corresponde a uma curva plana, sendo representada
no plano cartesiano bidimensional. Logo, no estudo das cénicas,
empregaremaos a representacao de pontos e curvas no plano cartesiano.

Quando o plano ndo passa pelo ponto O de interseccao entre
as retas r e g, podemos obter uma das seguintes conicas: elipse,
circunferéncia, parabola ou hipérbole, conforme a Figura 3.2. Quando
o plano de interseccao contiver o ponto O, podemos obter cénicas
degeneradas: uma reta, um ponto ou duas retas. Para nosso estudo,
consideraremos apenas as conicas ndo degeneradas, ou seja, aguelas
obtidas quando o plano de interseccao nao contém o ponto O.

Figura 3.2 | Conicas ndo degeneradas

VV
a 2

(a) Circunferéncia (b) Elipse (c) Parébola (d) Hipérbole

Fonte: adaptada de Santos e Ferreira (2009, p. 59)

Algebricamente, as coénicas correspondem ao conjunto de
pontos do plano cujas coordenadas cartesianas satisfazem a uma
equacao do 2¢ grau com duas variaveis. Em sua forma geral, € dada
por Ax? 4+ Bxy 4+ Cy® 4+ Dx + Ey + F = 0. Conhecendo essa equacao,
podemos classificar as conicas de acordo com o valor assumido
pelo discriminante A = B> —4AC. Neste caso,

« quando A =B?—-4AC <0, a equacdo geral descreve uma
elipse;

« quando A =B?-4AC =0, a equacdo geral descreve uma
parabola;

« quando A =B?—-4AC >0, a equacdo geral descreve uma
hiperbole.

Esse procedimento € empregado quando a equacao geral
descreve uma das trés conicas ndo degeneradas.
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|:|_C|1 Pesquise mais

Para a avaliacdo dos critérios empregados na identificacao das conicas
degeneradas em fung¢ao de suas equacdes gerais, estude a Sec¢do 6.2
do livro cuja referéncia é indicada por:

FERNANDES, L. F. D. Geometria Analitica. Curitiba: InterSaberes, 2016.

v=| Exemplificando
Classifique as seguintes conicas com base no discriminante:
« ConicaA: 5x* —4xy +8y? +70x —64y +281=0.
« Conica B 4x* —4xy +y® —24x -8y +56=0.
Calculando o discriminante, obtemos:
A, =B>—-4AC =(-4yY —-4-5-8=-144<0
A, =B>—4AC =(-4yY —-4-4.1=0.

Como o discriminante associado a conica A assume um valor negativo,
podemos concluir que essa conica € uma elipse.

Por outro lado, sendo o discriminante associado a conica B igual a
zero, podemos concluir que ela representa uma parabola.

Estudo da elipse

Quando intersectamos a superficie conica por um plano que
nao contéem o vertice, nao perpendicular ao eixo, Nnao paralelo a
geratriz, e que intercepta uma unica folha dessa superficie, obtemos
a conica denominada elipse, conforme a Figura 3.2b. Podemos
definir a elipse como o lugar geométrico dos pontos de um plano
cuja soma das distancias a dois pontos fixos desse plano é constante,
conforme a Figura 3.3.

Figura 3.3 | Elipse

Fonte: elaborada pela autora
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Sejam dois pontos distintos F, e F, do plano, de modo que
d(F,F,)=2c, além de um numero real a, tal que 2a>2c, o
conjunto formado por todos os pontos P do plano que satisfazem
d(P,F,)+d(P,F,)=2a, ou ‘P_E"—F‘ITFZ‘ = 2a, ¢ denominado elipse.
Podemos identificar diversos elementos que caracterizam uma
elipse, de acordo com a Figura 34.

Figura 3.4 | Elipse e seus principais elementos

i PSR-

A
Yosususse

Fonte: elaborada pela autora
Da Figura 34, podemos destacar os sequintes elementos:

 Focos: correspondem aos pontos F, e F,.
« Distancia focal: € a distancia 2¢ entre os focos.

« Centro: € o ponto medio C do segmento FF,, com extremos,
sendo os focos da elipse.

« Eixo maior: € ao segmento A /A, de comprimento 2a, o qual
contém os focos da elipse.

« Eixo menor: refere-se ao segmento B,B, de comprimento 2b,
perpendicular ao eixo maior e de tal forma que AA, e BB, se
interceptam em seus pontos medios.

« Vertices: sao os pontos A, A, B, e B, pontos extremos da
elipse em relacao ao eixo maior e ao eixo menor, respectivamente.

Por meio das medidas indicadas anteriormente, podemos
determinar também a excentricidade da elipse, que corresponde ao
numero dado por e = ¢/a, e como ¢ < a, 0 < e < 1. Aexcentricidade
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é responsavel pela forma da elipse, de modo que se e esta muito
proximo de O, entdo a elipse se aproxima de uma circunferéncia.

Além disso, em qualquer elipse ¢ vélida a relacdo a® = b* +c?,
sendo obtida a partir da aplicacdo do Teorema de Pitagoras ao
triangulo de vertices B,, C e F,, por exemplo, conforme a Figura 34.

oé} Reflita

Como calculamos a distancia entre pontos no plano cartesiano a partir
de suas coordenadas?

Equacado da elipse

A equacao da elipse pode ser construida com base na definicao,
a qual é estruturada a partir da distancia entre pontos no plano
cartesiano. Nesse processo, consideraremos dois casos, ambos
ilustrados na Figura 3.5.

Figura 3.5 | Elipse centrada na origem

Y
A
- A
y
A
~(0,c
B2 p (x,y) a p 2( )
Bz>x
A
| Fi(0.-¢)
}
—
B, = :
A
(a) Eixo maior contido no eixo x (b) Eixo maior contido no eixo y

Fonte: elaborada pela autora

Caso 1. Elipse centrada na origem com eixo maior contido no
eixo X

Nesse caso, considere P(x,y) um ponto qualguer sobre a elipse,
a qual possui focos F,(—¢,0) e F,(c¢,0), conforme a Figura 3.5a. Pela
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definicdo, sabemos que d(P,F,)+d(P,F,)=2a. Assim sendo, ao
empregar as coordenadas dos pontos conhecidos, obtemos

JxX= (=) +(y —0f +(x—¢c) +(y—0) =2a

= X +y?+2cx+c? =2a—x* +y?—2cx+c?.

Elevando ambos os membros ao quadrado, tem-se:

= xX*+y’+2cx+c” =

=48 —4a\x* + y? —2cx+¢® + x> +y® — 20X +

= 4ayx® +y? —2cx+c? =4a’ —4ox.

Dividindo ambos os membros por 4 e elevando-os ao quadrado,
obtemos:

= a’(x*+y*—2cx+c¢’)=a' —2a%cx +c*x*

Aplicando a propriedade distributiva e somando os termos
comuns, segue que

= (a2 —02)x2 +a’y? zaz(a2 —cz).

Como a®> =b? +¢? entdo a®> —c®> = b? e, assim,

= (8-’ )X’ +a’y*=a’(a’—c’) = b'X +a’y’=a’h’

Dividindo ambos os membros da equacao anterior pelo produto
2 2

X
a’b’ tem-se S+ y
a

e =1, que corresponde a equacdo reduzida da

elipse centrada na origem e de eixo maior contido no eixo x.

Caso 2. Elipse centrada na origem com eixo maior contido no
eixo y

Empregando um procedimento analogo ao do caso 1, obtemos
2 2

Y
a2
eixo maior contido no eixo y, conforme a Figura 3.5b.

. X . .
a equagao reduzida F+ =1 da elipse centrada na origem, com
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v=| Exemplificando

Determine a equacado da elipse centrada na origem cujo eixo maior,
contido no eixo y, tenha comprimento igual a 10 unidades e o eixo
menor, contido No eixo x, possua comprimento igual a 6 unidades.

Neste caso, sabemos que 2a=10, ou a=5, e que 2b=6, ou

b=3.
Sendo a* = b? + ¢?, seque que
52=34+¢> = ¢*=25-9=16 = c=4

Desta forma, a equacao reduzida da elipse € dada por

2 2 2 2
Xy L
—t==1 = —+==1
32 5 9 25
Além disso, os focos dessa elipse correspondem aos pontos F,(0,—4)
e F,(0,4), situagao ilustrada na Figura 3.6.

2 2

. ) . Xy
Figura 3.6 | Elipse de equacéo — +=—=1
g | Elip quacdo ~-+ 52
Y-
Py

A >

h

Fonte: elaborada pela autora.

Observe também que a excentricidade dessa elipse ¢ dada por @ = 4/5.
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~J
4 Facavocé mesmo

Qual é a equacgdo da elipse centrada na origem de eixo maior, contido
no eixo x, com comprimento igual a 20 unidades, e eixo menor,
contido no eixo y, de comprimento igual a 12 unidades? Quais sdo as
coordenadas de seus focos?

o(b Reflita

No estudo da elipse, o que ocorreria se os focos F, e F, fossem
pontos coincidentes? Isto €, em vez de tomar dois focos distintos,
considerassemos apenas um ponto como foco?

Estudo da circunferéncia

Quando nos deparamos com uma elipse na qual os focos sdo
coincidentes, ou seja, correspondem a um mesmo ponto, temaos a
curva codnica chamada de circunferéncia.

A circunferéncia pode ser definida como o lugar geométrico dos
pontos de um plano cuja distancia a um ponto fixo é constante,
conforme apresentado na Figura 3.7. O ponto fixo C é chamado de
centro da circunferéncia, enquanto a distancia r entre o centro e os
pontos da circunferéncia corresponde ao seu raio.

Figura 3.7 | Circunferéncia

Fonte: elaborada pela autora

Sendo P(x,y) um ponto da circunferéncia e C(a,b) o seu
centro, se o raio tem medida r, tem-se:

d(CP)=r = \(x—af +(y—bf =r = (x—a) +(y—b) =r"
a qual corresponde a equacao da circunferéncia.
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6") Assimile

Para uma circunferéncia centrada na origem do sistema cartesiano, ou
seja, no ponto O(0,0), sua equacio sera dada por x* + y? =r?.

v=| Exemplificando
Qual é a equagdo da circunferéncia centrada no ponto A(—1,2) com

raio de medida igual a 3 unidades?

A equacdo da circunferéncia ilustrada na Figura 3.8 € dada por

(x—(=D)’+(y-27=3 = (x+0'+(y-2=9

Figura 3.8 | Circunferéncia de equagéo (x -&-1)2 +(y —2)2 =9
)

Fonte: elaborada pela autora

ELC} Pesquise mais
No estudo das curvas conicas, principalmente em relagcao a elipse,
pode ser consultado o seguinte livro:

VENTURI, J. J. Conicas e quadricas. 5. ed. Curitiba: Unificado, 2003.
Disponivel no link: <http://www.geometriaanalitica.com.br/livros/cq.
pdf>. Acesso em: 7/ fev. 2018.

Tambem pode ser consultado o capitulo 4 do livro indicado a sequir:

SANTOS, F. J.; FERREIRA, S. F. Geometria Analitica. Porto Alegre:
Bookman, 2009.
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Sem medo de errar

Para orientar o primeiro grupo de alunos no desenvolvimento
do projeto envolvendo a articulacao entre Matematica e Fisica,
a primeira tarefa a ser desenvolvida consiste na classificacao das
conicas, com base nas seguintes equacdes gerais:

o I 5x* +6xy +5y° —4x+4y—4=0
eIl x*=2xy +y? +2x -4y +3=0

o lIl: 3x* +18xy + 3y +24x—-11=0

Nesse sentido, vocé devera orienta-los a, inicialmente, calcular o
discriminante associado a cada coénica, classificando-as de acordo
com seu sinal, conforme as seguintes informacgdes:

e Para a conica |, de equacdo geral
5x° +6xy +5y° —4x+4y —4=0:

temos que A=5, B=6 e C=5 Logo,
A, =6*-4.5-5=36-100=-64 <0. Como A, <0, a conica |
representa uma elipse.

» Para a conica Il, de equacao geral
x> —2xy +y* +2x—4y +3=0:

note que A=1  B=-2 e C=1  Sendo assim,
A, =(-2-411=4-4-0

E sendo A, =0, entdo a conica Il pode ser classificada como
uma parabola.

e Para a conica lll, de equagao geral
3x* +18xy +3y* +24x-11=0:

sabendo que A=3, B=18 e C=3, temos
A, =182-4.3.3=324-36=288>0. Sendo assim, como
A, >0, a conica lll corresponde a uma hiperbole.

Na proxima tarefa, os alunos precisam construir a representacao,
no plano cartesiano, da trajetoria da Terra ao redor do Sol, sabendo
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que é eliptica. Assim, em sintese, os alunos precisarao construir uma
elipse com base nas seguintes informacdes:

» A distancia focal da elipse que representa a trajetoria da Terra €
igual a 10 centimetros.

» A elipse esta centrada na origem.
» O eixo maior pertence ao eixo x.

» A excentricidade da elipse € iguala O,1.

Para orienta-los na constru¢cao da equacao dessa elipse e sua
representacao no plano, vocé devera destacar os elementos que
constituem essa conica, relacionando-os com as informacoes
apresentadas.

Como a elipse esta centrada na origem e seu eixo maior pertence
2 2

ao eixo x, entdo sua equacado reduzida assume a forma — + Z—Z =1,
a
de modo que 2a representa 0 comprimento do eixo maior, 2b, o

comprimento do eixo menor, sendo valida a relacdo a* = b® +¢>.

Sabendo que a distancia focal da elipse € de 10 centimetros,
entdo 2¢ =10 e, portanto, ¢ =5.

A excentricidade da elipse é dada por e =c/a, e como e=0,1 ¢
¢ =5, seque que

01=2
a

= a:i = a=>50.
0,1

Além disso, se a=50 e ¢ =5,

a’=b*+c¢* = 50°=b*+5" = b>=2500-25=2475 =
= b=+2475

Sendo assim, a equacao da elipse € dada por

X_Z —}/2 =1 = x* + y2

507 2 2500 " 2475
J2475
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possuindo focos F(—5,0) e F, (5,0). A representacao dessa conica
€ dada conforme a Figura 3.9.

Figura 3.9 | Elipse que descreve a trajetdria da Terra em torno do Sol

Fonte: elaborada pela autora.

Assim, para que os alunos possam desenvolver a segunda parte
da proposta, vocé devera orienta-los inicialmente a identificar, com
base na excentricidade (e) e na distancia focal (2¢), os comprimentos
dos eixos maior (2a) e menor (2b), pois € com base nesses dados
que podemos identificar a equacao reduzida da elipse.

Em seguida, de posse da equagao reduzida e considerando todas
as informacdes destacadas, em conjunto com as coordenadas dos
focos da elipse, os alunos podem utilizar algum software, como o
GeoGebra, para auxiliar na construcdo da sua representacao grafica.

No caso da elipse em estudo, como a excentricidade € muito
proxima de zero, podemos observar graficamente que sua
representacdo se aproxima da de uma circunferéncia, porém, ainda
assim, corresponde a uma elipse, centrada na origem e com focos
F(-5,0) e F, (5,0).
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Avancando na pratica
Aplicacdes da elipse na Odontologia
Descricao da situagcao-problema

Como exemplo de aplicagdo da elipse, temos os espelhos
empregados em determinados dispositivos de iluminacgao, utilizados
em consultorios odontologicos.

Suponha que, na elaboracao do projeto de um desses
equipamentos, a elipse que representa o espelho pode ser descrita
pela equacdo 16x* +25y% = 400.

Considerando essas informacdes, qual € a equacao reduzida
da elipse em questao? Qual € sua distancia focal? Quais sao
0s comprimentos de seus eixos maior e menor? Quais sao as
coordenadas de seus focos e vertices?

Resolucgdo da situagcdo-problema

Como a elipse em estudo € dada pela equacdo 16x* 4+ 25y? = 400,
podemos dividir ambos os membros da equacao por 400 e obter

16x2+25y27400 N x? N y: Xyt
400 400 400 400/16 =~ 400/25 25 16
X2 y2
Logo, a equacdo reduzida da elipse € dada por £+E:1'

Assim, temos uma elipse centrada na origem, com eixo maior
contido no eixo x.

Da equacdo reduzida, temos que a=5 e b=4, e como
32:b2+C2,
52=4°t+¢* = 25=16+c¢° = ¢*=25-16=9 = c=3.

Sendo assim, a distancia focal da elipse € 2¢c = 6, o comprimento
do eixo maior € 2a =10 e o comprimento do eixo menor ¢ 2b = 8.

Os focos da elipse tém coordenadas F,(—3,0) e F,(3,0),
enquanto A (—5,0), A,(5,0),B,(0,—4) e B,(0,4) sdo os vértices da
elipse em guestao.
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Faca valer a pena

1. Considere as cbnicas nao degeneradas descritas pelas seguintes
expressoes:

Coénica A: x> —=3y? —12x +24y =0
CoénicaB: y? +18x —12y +27=0
Cénica C: 5x* +4y* —20x —16y —44 =0
Analisando as coénicas indicadas, complete as lacunas das seguintes
afirmacgdes, tornando-as informagdes corretas:
I. A cdnica A pode ser classificada como
II. A cbnica B pode ser classificada como
[Il. A cdnica C pode ser classificada como

Assinale a alternativa que indica os termos que completam corretamente
as lacunas das afirmacdes apresentadas:

a) | — elipse; Il — paradbola; lll - hipérbole.

b) | — parabola; Il — hipérbole; Il — parabola.
c) | — hipérbole; Il — elipse; Il — elipse.

d) | — hipérbole; Il — parabola; lll — elipse.

e) | — parabola; Il — elipse; lll — hipérbole.

2. A respeito das elipses, analise as afirmacdes apresentadas a seguir,
classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):

I. A elipse descrita por 25x* +4y? =100 tem como focos os pontos
F1(0,—2) e F, (0,2).

Il. A elipse descrita por 9x* +5y? —45 =0 apresenta comprimento

do eixo igual ou superior a 6 unidades.
2 2

y

Il. A elipse descrita por — + =— =1 apresenta distancia focal igual a
21 unidades. 25 4

Assinale a alternativa que indica todas as classificagdes corretamente,

considerando a ordem na qual as afirmac¢des foram apresentadas:

a)V-F-V

b)V-V-F
AV-F-F
dF-V-F
e F-F-V.
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3. Considere as equacdes reduzidas de elipses indicadas a seguir:

X2 y2
A2+ L =1
25 ' 50
X2 y2
B. —+2L =1
16 7
X2 y2
c.Z+2 =1
3 12

Sejam também os elementos descritos pelos seguintes itens:

|. Focos F,(—3,0) e F,(3,0), com vértices A (—4,0) e A,(4,0).

II. Focos F,(0,—3) e F,(0,3), com excentricidade g

lll. Focos F,(0,—5) e F,(0,5), com eixo menor de comprimento igual
a 10 unidades.

Associe as elipses (denotadas por A, B e C) com os respectivos elementos
(descritos em |, 1l e 1l1).

Assinale a alternativa que indica todas as associacdes corretamente:
a) l—A Il -C; Il -B.
b) I —B; Il —A; lll - C.

)
c)I=B; Il -C; Il - A
d) I =C; Il = A; Il -B.
e) I -=C; Il -B; Ill - A
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Secao 3.2

Estudo da parabola

Dialogo aberto

Conforme estudado na secao anterior, podemos analisar as
intersecdes de uma superficie cdnica com planos para obter
as chamadas curvas conicas, entre as quais temos as elipses, as
parabolas e as hipérboles.

Nesta secdo, daremos continuidade ao estudo das curvas conicas,
para identificarmos 0s principais elementos que caracterizam as
parabolas, que possuem diversas aplicacdes na propria Matematica,
como a representacao grafica de funcdes polinomiais de 22 grau,
bem como em outros campos, cComo € o caso do emprego dessa
curva codnica como base na fabricacao das antenas parabolicas.

Para isso, partindo do contexto no qual vocé deve ter por fungao
orientar alunos de uma turma do terceiro ano do Ensino Médio,
Nna escola em que vocé atua, no estudo das aplicacdes das curvas
conicas na Fisica, o segundo grupo de alunos possui como tema
de estudo as parabolas e precisam investigar as propriedades dessa
curva, importantes na fabricacao dos farois dos automoveis.

Ao observar a secao de um farol, € possivel verificar que sua
representacao pode ser aproximada por uma parabola, sendo esse
formato adotado devido as propriedades reflexivas associadas.

Assim, na elaboracao do material para a apresentagcao na feira
cultural da escola, de modo a explicar as principais propriedades
das parabolas associadas a fabricacdo de um farol automotivo, esse
grupo de alunos precisa construir uma representacao grafica de
uma parabola, ilustrando a secdo de um farol.

Para essa representagdo, os alunos devem considerar as
sequintes informagodes:

» O eixo da parabola coincide com o eixo x.
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» O foco da parabola pertence ao eixo x e dista 5 centimetros da
origem do sistema, na dire¢ao positiva adotada para O eixo x.

» A distancia entre o foco e o vértice da parabola € igual a
3 centimetros.

Com base nesses dados, que elementos sdo necessarios para a
representacao grafica da parabola em questao?

Sua tarefa sera construir a parabola citada, destacando seus
principais elementos, como sua representacdo algébrica, por
exemplo, para que possa orientar esse grupo de alunos no
desenvolvimento da proposta. Para isso, estudaremos a definicao
de parabola como lugar geomeétrico, identificaremos seus principais
elementos e suas representacdes algebrica e geométrica, para
construir um referencial tedrico que Nnos permita construir a parabola
segundo as informacdes descritas anteriormente.

Nao pode faltar
Estudo da parabola

Considere uma superficie conica, conforme a Figura 3.1
apresentada na secao anterior.

A curva conica chamada de parabola pode ser obtida quando
intersectamos a superficie codnica por um plano paralelo a sua
geratriz, conforme a Figura 3.2¢c destacada na secao anterior.

As parabolas possuem diversas aplicacdes na Matematica, como
a representacao dos graficos das funcdes polinomiais de 22 grau,
por exemplo, e também em outras areas, como o lancamento de
projéeteis, fendbmeno investigado pela Fisica.

o(;} Reflita

Quais seriam outros exemplos da aplicacao das parabolas em outros
campos do conhecimento?

Podemos definir a parabola como o lugar geomeétrico dos
pontos de um plano equidistantes de um ponto fixo, denominado
foco, e de uma reta fixa, denominada diretriz, ou seja, € 0 conjunto
dos pontos do plano que estdo a uma mesma distancia de dois

124 U3 - Equagdes de conicas no plano



referenciais fixados: um ponto e uma reta. Essa curva € ilustrada
pela Figura 3.10.

Figura 3.10 | Parabola

Fonte: elaborada pela autora.

Considerando a reta d como a diretriz da parabola e F seu foco,
entdo podemos definir a parabola como o conjunto de todos os
pontos P do plano, tais que

d(P,F)=d(P,d).

Assim como no caso da elipse, podemos identificar diversos
elementos que podem auxiliar na caracterizacao da parabola.

Elementos da parabola

Considere a parabola representada na Figura 3.11.

Figura 3.11 | Elementos da parabola

. / Eixo da parabola
I
I

!
d T Diretriz
1
Fonte: elaborada pela autora

Com base na ilustracdo presente na Figura 3.11, podemos
identificar os seguintes elementos:

e Foco: corresponde ao ponto F;
o Diretriz: refere-se a reta d.
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o Eixo: reta que passa por F e e perpendicular a diretriz d,

» Veértice: corresponde ao ponto V de intersecdo da parabola
Com seu eixo.

(tz” Assimile

A parabola é caracterizada como uma curva aberta, sendo simétrica
em relacdo ao seu eixo.

Alem disso, se P corresponde ao ponto de intersec¢ao da diretriz com
O eixo da parabola, entdo o vertice V corresponde ao ponto medio
do segmento de extremos Pe F, isto €, a distancia entre o vértice e a
diretriz é igual a distancia entre o vértice e o foco da parabola.

Ao assumir que d(F,d) = 2p, temos que a constante p serd chamada
de parametro da parabola e representara a distancia entre o foco e o
vertice da parabola.

O parametro p é fundamental para a representacao algeébrica da
parabola, assunto que sera tratado no topico a seguir.
Equacao da parabola

Considere a parabola com vértice coincidindo com a origem do
sistema cartesiano, ou seja, V(0,0), de modo que o eixo da parabola
coincida com o eixo x, conforme a Figura 3.12.

Figura 3.12 | Parabola de vértice V(0,0) com eixo coincidindo com eixo x

A

d y Y d

v(0.0) F(PO) 2. F(=p.0) V(0.0) x

(a) Concavidade voltada para a direita (b) Concavidade voltada para a esquerda

Fonte: elaborada pela autora
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Na Figura 3.12, nos nos deparamos com duas possibilidades:
parabola com concavidade voltada para a direita — Figura 3.12a — ou
parabola com concavidade voltada para a esquerda — Figura 3.12b.
Essa diferenciacdo se deve as localizagdes do foco e da diretriz. Para
a deducdo da equacao reduzida, consideraremos o caso ilustrado
na Figura 3.12a. Um estudo analogo pode ser desenvolvido para o
caso da Figura 3.12b.

Desta forma, considere F(p,0) o foco da parabola e a diretriz d
de equacao X = —p.

Se o ponto P(x,y) pertence a parabola, entdo suas coordenadas
atendem a igualdade
d(P,F) = d(P,d)_
Pelas formulas de distancia entre pontos e entre ponto e reta,
temos:

\/(x—p)z +(y -0y =|x—(-p) = (x=p) +y? =|x+p|

Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado,
obtemos:

(x=p) +y*=(x+pf = x>-2xp+p*+y*=x*+2xp+p* =
= y®>=4px

a qual corresponde a equacao reduzida da parabola ilustrada na
Figura 3.12a.

Observacao: se p >0, a pardbola terd a concavidade voltada
para a direita e, quando p <0, a concavidade estara voltada para a
esquerda.

vz| Exemplificando

Identifique a equacéo reduzida da parabola de vertice V(0,0) e o foco
localizado no ponto F(3,0), tendo seu eixo coincidindo com o eixo x
do sistema cartesiano.

Se a parabola tem foco F(3,0) e vértice V(0,0), e seu eixo coincide
com o eixo x, o valor do parémetro ¢ dado por p=3.
Consequentemente, sua diretriz tem equacdo dada por x = —3. ’
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Sabendo que p =3, a equacdo reduzida da pardbola & dada por
4 y2 =12x, sendo sua representacdo grafica dada conforme a Figura 3.13.

Figura 3.13 | Parabola de equacéo reduzida y? =12x
y

Fonte: elaborada pela autora

Podemos ainda construir parabolas cujo eixo coincide com o
eixo y, as quais podem ter concavidade voltada para baixo ou para
cima, conforme a Figura 3.14.

Figura 3.14 | Parabola de vértice V(0,0) com eixo coincidindo com eixo y

y y
y=p
TA
|
|
V(0,0), | X
F(0,p) i
F(0.—p)
y=-p
(a) Concavidade voltada para cima (b) Concavidade voltada para baixo

Fonte: elaborada pela autora

No caso da Figura 3.14a, a parabola tem foco de coordenadas
F(0,p) e diretriz de equagcao y =—p. A equacdo reduzida da
parabola com essas caracteristicas sera dada por

x* =4py.
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Observacao: se p >0, a parabola tera concavidade voltada para
cima e, quando p <0, a concavidade estara voltada para baixo.

Por exemplo, no caso de a parabola possuir vértice coincidindo
com a origem e de concavidade voltada para cima, sua equagao
reduzida assumira a forma x* =4py, e sabendo que o ponto
P(—2,4) pertence a parabola, seque que

(—2 =4p(4) = 4=16p = p:%.

Sendo assim, pode ser descrita pela equacdo x* :4[% y, ou

seja, x> =y.

‘tz" Assimile

Para determinar a equacdo reduzida da parabola centrada na origem,
precisamos identificar o parametro p associado, que pode ser
identificado a partir das coordenadas de seu foco ou da equacao de
sua reta diretriz.

v=| Exemplificando

Determine o foco e a equacao da diretriz da parabola x? = —16y.

Considerando a forma geral x? = 4py para a equacao reduzida da
parabola, seque que

4p=-16 = p=-4

Portanto, a parédbola tem foco F(0,—4) e diretriz y = 4.

o
4 Facavocé mesmo

Quais sao as coordenadas do foco e a equacgao da diretriz da parabola
descrita pela equacio reduzida y? = 24x?

c@ Reflita

Que alteracdes podem ser identificadas na equacao reduzida da
parabola cujo vértice nao coincide com a origem do sistema cartesiano?
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Outras formas de equacao da parabola

No caso em que o vértice da parabola ndo coincide com a
origem do sistema, precisamos considerar modificacdes em sua
equacao reduzida em fungao da translacdo de eixos. Nessas
situacdes, construimos um novo sistema x'O'y" pela translacdo do
sistema xQy para um sistema em que a origem O' coincida com o
vértice V da parabola.

Considere uma parabola cujo vértice tem coordenadas V(a,b)
nao nulas.

Quando, por exemplo, o eixo da parabola € paralelo ao eixo y, a
equacdo da parabola serad dada por (x —h)* = 4p(y —k), de modo
que se p>0, a parabola terd concavidade voltada para cima e,
quando p < 0, a concavidade estara voltada para baixo. A Figura 3.15a
ilustra a situacao em que p é positivo.

Por outro lado, se o eixo da parabola é paralelo ao eixo x, a
equacdo da parabola serd dada por (y —k)*> =4p(x —h), de tal
forma que se p >0, a parabola tera concavidade voltada para a
direita e, no caso de p <0, a concavidade estard voltada para
a esquerda. A Figura 3.15b representa o caso em que p € positivo.

Figura 3.15 | Parabola com vértice V(h,k) = (0,0)

y
y SN
k
! X
ol i
1
h l
1
1
(a) Concavidade voltada para cima (b) Concavidade voltada para a direita

Fonte: elaborada pela autora
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v=| Exemplificando

Determine a equac¢ao da parabola cujo vértice tem coordenadas
V(2,—1), seu eixo ¢ paralelo ao eixo y e 0 parametro assume valor
p=2

Sendo o eixo da paradbola paralelo ao eixo y, teremos a seguinte
equacdao:

(x—h)* =4p(y — k).
Considerando V(2,—1) e p =2, segue que
(x—2f=4-2-(y—(-1).
Isto e,
(x =27 =8(y +1),
a qual ainda pode ser reescrita como
x> —4x—8y—4=0.

sendo denominada equacgdo geral da parabola.

&ﬁ& Assimile
A equacdo geral da parabola € uma equacdo na forma
Ax*+Bx+Cy+D=0 ou Ay?>’+Bx+Cy+D=0,
na qual AB,C,D e R.

D9 Pesquise mais
No estudo das curvas conicas, pode ser consultado o seguinte livro:

VENTURI, J. J. Cbnicas e quadricas. 5. ed. Curitiba: Unificado, 2003.
Disponivel no link:  <http://www.geometriaanalitica.com.br/livros/
cq.pdf>. Acesso em: 7 fev. 2018.

Também pode ser consultada a Secdo 4.4 do livro indicado a seguir:
SANTOS, F. J.; FERREIRA, S. F. Geometria Analitica. Porto Alegre:
Bookman, 2009.
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Sem medo de errar

Na orientacdo do sequndo grupo de alunos no desenvolvimento
do projeto envolvendo a articulacdo entre Matematica e Fisica, a
tarefa que precisa ser desenvolvida corresponde a elaboracdo do
material para a apresentacao a respeito das principais propriedades
das parabolas associadas a fabricacdo de um farol automotivo,
sendo necessaria a construcdo de uma parabola que possua as
seguintes caracteristicas:

» O eixo da parabola coincide com o eixo x.

» O foco da parabola pertence ao eixo x e dista 5 centimetros da
origem do sistema, na direcao positiva adotada para o eixo x.

» A distancia entre o foco e o vértice da parabola € igual a
3 centimetros.

Da segunda informacao apresentada, podemos identificar o foco
da parabola como sendo o ponto F(5,0).

Como o eixo da parabola coincide com o eixo x, entdo temos
que o vértice da parabola pertence a esse eixo, assumindo a forma
V(a,0). Alem disso, a equagao da parabola assume a forma

(y —k)* =4p(x—h).

Sabendo que a distancia entre o foco e o vértice da parabola ¢ de
3 centimetros, podemos considerar duas situacdes distintas:

(a) O vertice tem coordenadas V,(2,0); ou

(b) O vértice tem coordenadas V,(8,0).
Essas situacdes estao ilustradas na Figura 3.16.

Figura 3.16 | Identificacdo do vértice da parabola

5 Y 5 y
4 4
3 3
2 2
1 1
V1 F % F V2 |y
-1 0 5 ) 2 3 4 5 6 4 8 9 -1 0 1) 2 3 4 5 6 7 8 9
=1 =1
-2 -2
(a) Vértice V,(2,0) (b) Vértice V,(8,0)

Fonte: elaborada pela autora
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Considerando a situagao na qual o vertice € dado por V,(2,0),
temos que a diretriz terd equagao x = —1, conforme a Figura 3.173, ja
que a distancia entre a diretriz e o vértice € igual a distancia entre o
vértice e o foco. Por outro lado, considerando o caso em que o
vértice é dado por V,(8,0), temos que a diretriz terd equagdo x =11,
conforme a Figura 3.17b.

Figura 3.17 | Identificacdo da diretriz da parabola

y ¥
5 5
4 4
3 3
2: 2
1 1)
V1 Frif F V2

=21 3T 0 1 2 3 4 5 6 =110 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
A -1
2 -2

(a) Vértice V;(2,0) e diretriz x = —1 (b) Véttice V,(8,0) e diretriz x =11

Fonte: elaborada pela autora

Na situacao na qual F(5,0) e V,(2,0), a diretriz € dada por x = —1;
temos que o parametro assume valor p=3. Considerando essas
informacodes, teremos a equacao

(y—0P=4-3-(x-2) = y*=12(x—2) = y*=12x—-24,
cujo grafico € dado na Figura 3.18a.

Por outro lado, quando F(5,0)e V,(8,0), a diretriz € dada por
x =11; temos que o parametro assume valor p = —3. Considerando
essas informacdes, teremos a equacao
(y—0PF=4-(-3)(x—8) = y*’=-12(x—-8) = y*>=-12x+96,
cujo grafico € apresentado na Figura 3.18b.

Figura 3.18 | Parabolas que representam o problema

d| y y d|

8 8
6 6
4 4
2 2
X

3 10 1 0 1 S 10 U
2 -2
-4 -4
-6 -6

(a) Parabola de equagéo y? = 12x —24 (b) Parabola de equag&o y* = —12x +96

Fonte: elaborada pela autora

U3 - Equagdes de conicas no plano 133



Assim, para esse trabalho, vocé devera orientar os alunos a
estudarem as duas possibilidades apresentadas, identificando os
elementos que caracterizam as parabolas em cada situacao, para
construirem corretamente a equacao reduzida que descreve a curva
conica em questao.

Avancando na pratica

Aplicagdo das parabolas nas antenas parabdlicas
Descricao da situagcao-problema

Uma empresa fabrica antenas parabolicas e, para isso, um
grupo de projetistas € responsavel pela identificacdo de todos
0s elementos que precisarao compor seu projeto, de modo que
todas as informacdes sejam transmitidas corretamente ao setor
responsavel pela producao.

Na elaboracao do projeto de um dos modelos de antena
parabolica, uma parte do projeto consiste na constru¢cdo de uma
parabola que, em funcdo dos eixos x e y que representam o plano
cartesiano, tem vértice V(2,1) e foco F(2,5). Qual é a equacao
reduzida que caracteriza a parabola em questao?

Resolugdo da situagcdo-problema

Sendo conhecidos os pontos V(2,1) e F(2,5), temos uma
parabola com eixo paralelo ao eixo y, de concavidade voltada para
cima. A equacao que representa esse tipo de conica € dada por

(X —hY = 4p(y — k).

A partir da distancia entre o foco e o vértice, podemos identificar
que p =4. Assim, considerando V(2,1) e p =4, temos

(x=2%=4-4-(y-1) = (x-2F=16(y -1 =
= (x—2)Y =16y —16.
Logo, a equacao reduzida da parabola € dada por
(x—2)" =16y —16
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€ sua equacdo geral € caracterizada como
x* —4x-16y +20=0
sendo representada pela Figura 3.19.

Figura 3.19 | Parabola de equacio x? —4x—16y +20=0
y

6

3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6

EEENENEEENEREN PR NN EENENES

Fonte: elaborada pela autora

Faca valer a pena

1. Um estudante pretende construir a representacdo algébrica de uma
parabola para que, empregando um software adequado, possa construir
sua representacao grafica.

As informacdes disponiveis a respeito da parabola em estudo sdo dadas a
sequir:

e A parabola tem seu eixo coincidente com o eixo x.

» A parabola possui concavidade voltada para a esquerda.

e A parabola tem vértice na origem.

o A parabola tem diretriz descrita pela equacdo x = 3.

Com base nas informagdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
corretamente a equacao da parabola em estudo:

a) x> =-12y.
b) x> =12y.

o y*=-12x.

d) y* =12x.
)

e) y? =—-12x+12.
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2. Sejam as parabolas descritas pelas seguintes equagdes:

A y?—8x=0

B. x>-8y =0

C. y’+8x=0

Considere também os elementos indicados nos itens a seguir:
|. Foco F(—2,0) e parametro p =—2.

IIl. Foco F(2,0) e diretriz x+2=0.
Il. Foco F(O,Z) e parametro p = 2.

Associe as parabolas denotadas por A, B e C com seus respectivos
elementos descritos por |, Il e lll.

Assinale a alternativa que indica todas as associagdes corretamente:

a) - A; Il -C; lll -B.

b) I -B; Il - C; Ill —A.

c)l-B; Il -Alll -C.

d) I =C; Il - A Il -B.

e) I -C; Il -B;Ill - A

3. Considere as afirmacdes apresentadas a seguir a respeito das parabolas,
suas representacdes algébricas e seus principais elementos:

I.A parabola descrita por X*—4x—y+4=0 tem vértice de

coordenadas V/(2,0) e parametro p = %

Il.A parabola descrita por x*+4x+8y+12=0 tem foco de
coordenadas F(2,0) e vértice dado por V(2,1).

LA pardbola descrita por y?—4x+4+6y+5=0tem foco de
coordenadas F(0,—3) e parametro p=1.

IV. A parabola descrita por y2 —X—4y =0 tem foco de coordenadas
N . . 1
F(—4, 2) e diretriz descrita pela equacéo y = 7

Em relacdo as afirmacdes apresentadas, assinale a alternativa correta:
a) Apenas as afirmacdes | e |l estdo corretas.
b) Apenas as afirmacdes | e Il estdo corretas.
c) Apenas as afirmacdes Il e lll estdo corretas.
d) Apenas as afirmacdes Il e IV estdo corretas.
e) Apenas as afirmacdes |, Il e IV estao corretas.

)
)
)
)
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Secao 3.3

Estudo da hipérbole

Dialogo aberto

Dando continuidade ao estudo das curvas conicas, nesta secao,
O objetivo é investigar as hipérboles, identificando seus principais
elementos e representando-as algebricamente.

Para isso, no contexto de orientacdo dos alunos do terceiro ano
do Ensino Médio, na escola em que vocé atua, o terceiro grupo de
alunos sob sua supervisao estudara as propriedades das hipérboles,
associando-as com determinados tipos de telescopios, como € o
caso dos telescopios refletores. Nesses telescopios, observa-se a
presenca de um espelho em formato de hipérbole, o qual possibilita
ao observador analisar as imagens obtidas devido a posicdo dos
focos da hipérbole gue representa o espelho.

Em sua apresentacdo, os alunos precisarao explicar a respeito
da propriedade das hipérboles, associada a reflexao. Para isso, terao
de construir uma representacao grafica de uma hipérbole no plano
cartesiano, com base nas sequintes informacoes:

» Os focos da hipérbole pertencem ao eixo V.

A distancia focal da hipérbole € de 12 unidades.

A hipérbole esta centrada na origem.

A excentricidade da hipérbole ¢ igual a 1,2.

Para que vocé possa orientar 0s alunos nessa proposta, a sua
tarefa € construir as representacdes algebrica e geométrica da
hipérbole em questdo, com base nas informacdes apresentadas,
elaborando um roteiro com a indicacdo dos principais passos
necessarios para o desenvolvimento da tarefa proposta. Prossiga em
seus estudos, consultando os temas abordados no topico seguinte,
para cumprir adequadamente a proposta desta secao.

U3 - Equagdes de conicas no plano 137



Nao pode faltar
Estudo da hipérbole

Seja uma superficie cobnica, conforme a representacao
indicada na Figura 3.1. Quando intersectamos as duas folhas dessa
superficie por um plano paralelo ao seu eixo, obtemos uma curva
conica denominada hipérbole. Assim, entre as curvas conicas
nao degeneradas estudadas, apenas a hipérbole & construida
da intersecdo de plano com as duas folhas da superficie conica,
as demais consideram uma unica folha. Desta forma, podemos
identificar que essa curva € composta de duas partes, cada qual
derivada de uma das folhas da superficie conica.

Podemos definir a hipérbole como o lugar geomeétrico dos
pontos de um plano cujo valor absoluto (ou modulo) da diferenca
entre a distancia a dois pontos fixos desse plano é constante, de
acordo com a ilustragao apresentada na Figura 3.20.

Figura 3.20 | Hipérbole

Fonte: elaborada pela autora

Considerando o conceito de distancia entre pontos, estudada
anteriormente, sejam dois pontos distintos F, e F, do plano, de
modo que d(F,F,)=2c, além de um numero real a que satisfaz
2a < 2c¢. O conjunto formado por todos os pontos P do plano que
satisfazem |d(P,F,)—d(P,F,) = 2a, ou, ainda, HITE f‘P—Fz'
denominado hipérbole.

=2a, ¢
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0"’ Assimile

As hipérboles sao caracterizadas como curvas abertas compostas de
dois ramos, os quais sao derivados das intersecdes do plano com cada
uma das folhas da superficie conica.

Partindo do posicionamento da hipérbole conforme a Figura 3.20,
temos que um ponto P pertencerda a ela no caso de
|d(P,F,)—d(P,F,)|=2a,isto é d(P,F)+d(P,F,)=+2a.Se Pestiver
no ramo da direita, a diferenca entre as distancias sera igual a +2a, e,
no caso de P pertencer ao ramo da esquerda, a diferenca sera
caracterizada por —2a.

o(b Reflita

Que aplicacdes da hipérbole podemos destacar, além da fabricacdo
de espelhos refletores, conforme a indicagdo anterior?
Elementos da hipérbole

Seja a hipérbole ilustrada na Figura 3.21.

Figura 3.21 | Elementos da hipérbole

Eixo imaginario

Fonte: elaborada pela autora

Diversos elementos podem ser identificados na representacao
presente na Figura 3.21, indicados a sequir:

 Focos: correspondem aos pontos F, e F,.
« Distancia focal: ¢ a distancia 2¢ entre os focos.

« Centro: ¢ o ponto medio C do segmento FF,, com extremos
sendo os focos da elipse.

U3 - Equagdes de conicas no plano 139



* Veértices: sao os pontos A, e A, obtidos pela intersecdo da
hipérbole com a reta construida contendo seus focos F, e F,.

« Eixo real ou transverso: corresponde ao segmento AA, de
comprimento 2a.

« Eixo imaginario ou conjugado: refere-se ao segmento B,B, de
comprimento 2b, o qual é perpendicular ao eixo real e de tal forma
que AA, e BB, se interceptam em seus pontos medios.

0&» Assimile
O valor de b é obtido por meio da seguinte relagdo
c®=a’ +b%
identificada considerando-se a aplicagdo do Teorema de Pitagoras, por
exemplo, ao triangulo de vertices C, A, e B, e sabendo que 2¢

corresponde a distancia focal e que 2a refere-se ao comprimento do
eixo real.

Note gue a hipérbole € uma curva simétrica em relacdo a reta
gue contém seu eixo real, a reta que contém seu eixo imaginario e,
também, em relacdo ao seu centro. Pela simetria, € possivel verificar
que d(A,F)=d(A,F,) e em conjunto com a definigdo, justificar
que d(A,A,)=2a.

Sendo conhecidos os valores a € b, podemos construir um
retangulo, chamado de retangulo fundamental, com comprimento
dos lados iguais 2a e 2b, o qual contém os pontos A, A,, B, e B,
assim como € destacado na Figura 3.22.

Figura 3.22 | Retangulo fundamental da hipérbole e assintotas

Assintotas

Fonte: elaborada pela autora
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Podemos construir retas que contenham as diagonais do
retangulo fundamental, obtendo, desta forma, as retas assintotas da
hipérbole, conforme destacado na Figura 3.22.

Por meio das medidas indicadas anteriormente, tambem
podemos identificar a excentricidade da hipérbole, a qual corresponde
ao numero e = c¢/a, e sendo a < ¢, segue que e > 1. Ao realizar um
estudo com base nas representacdes graficas, podemos observar
que a excentricidade esta relacionada com a abertura dos ramos da
hipérbole.

OGB Reflita

Que elementos da hiperbole precisam ser identificados para que
possamos construir suas equacdes reduzidas, oOu seja, suas
representacdes algeébricas?

Equacédo da hipérbole

Na construcdo da equacao da hipérbole, podemos considerar
alguns casos particulares.

Seja a hipérbole construida com centro na origem, de tal forma
gue seu eixo real esteja contido no eixo x, veja a situagao ilustrada
na Figura 3.23.

Figura 3.23 | Hipérbole centrada na origem com eixo real contido no eixo x

Fonte: elaborada pela autora

Considerando P(x,y) um ponto qualquer dessa hipérbole, a
qual possui como focos os pontos F,(—¢,0) e F,(c,0), temos por
definicdo que

d(P,F)+d(P,F,)=+2a
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Ou, ainda, tomando as coordenadas dos pontos envolvidos e a
expressao que fornece a distdncia entre dois pontos,

Jx=(=¢)f +(y=0F —fx—c) +(y—0) = +2a

+ e+ —flx—cf +y7 - 22a

= J(x+e) +y? =+2a+(x—c) +y%.

Elevando ambos os membros ao quadrado e efetuando as
devidas simplificacdes, € possivel verificar que

a’(c*—a’)=x*(c’ —a*)-a’y*

E como b* =c?—a?% seque que a’b* = x*b* —a’y?. Dividindo

ambos os membros da igualdade por a’*b? obtemos
2 2
Y
- =1

b

mN| x

que corresponde a equacao reduzida da hiperbole.
Neste caso, as assintotas sao representadas pelas equacdes

b
Liy=——=—Xx Tr,.y=—Xx.
a a

&z” Assimile

A hipérbole centrada na origem com eixo real contido no eixo x tem

equacdo reduzida dada por
2

N

=1

mN|><
|
=[S

e assintotas de equacdes y = £ —Xx.
a

v=| Exemplificando

=
Determine a equacdo reduzida da elipse centrada na origem cujo

eixo real estd contido no eixo x, possuindo distancia focal igual a
10 unidades e comprimento do eixo real de 8 unidades.
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Considerando o posicionamento da hipérbole em questdo, sabemos
gue sua equagao reduzida assume a forma
X2 y2
a> b’
Das medidas descritas, temos que
« Distancia focal: 2c =10 = c¢=5.
« Comprimento doeixoreal: 2a=8 = a=4.

Alem disso, como a relacdo b?=c?>—a’¢ valida, obtemos
b?=5"_-42=25-16=9 = b=3
Sendo assim, a equac¢ao reduzida da hiperbole € dada por
2 2

Xy

16 9

8
4 Facavocé mesmo

Determine as coordenadas dos focos e dos vértices, bem como as
equacdes das assintotas, da hipérbole de equacado reduzida dada por
2 2

Xy

=1
64 36
Podemos, ainda, construir hipérboles com focos pertencentes
a0 eixo y, de acordo com a situagao ilustrada na Figura 3.24.
Figura 3.24 | Hipérbole centrada na origem com eixo real contido no eixo y

y

i
1
1
1
i\

B SRR

Fonte: elaborada pela autora
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Para a hipérbole de focos F,(0,—c) e F,(0,¢), cujo eixo real esta
contido no eixo y, conforme a Figura 3.24, sua equacao reduzida é
da forma

N

2 2 2
y X X Yy
——-—==1 ou ——=+==1
a® b’ b*  a°
com assintotas de equacdes
r'y——EX' r'y—ix
A R B X

v=| Exemplificando
Determine as coordenadas dos focos e vértices da hipérbole de
equacdo reduzida

2 2

y X

=1
144 81

ldentifigue também as equacdes das assintotas e a excentricidade da
conica.

Da equacdo reduzida, podemos observar gue a hipérbole esta centrada
na origem e seu eixo real esta contido no eixo y. Alem disso, podemos
identificar que

a’=144 = a=12
b>’=81 = b=9

Como a relacdo b® =c? —a® é valida, isto é, ¢® = a® + b?, seque
que

c®=144+81=225 = c=15

Sendo assim, os focos da hipérbole sdo dados por F1(0,—15) e
F,(0,15), enquanto os vértices tém coordenadas A, (0,—12) e
&(0,12).
) ) . 4 4 . .
As assintotas tém equacdes y = —gx ey= gx e a excentricidade €
15 5
e=—=—.
12 4
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~J
4 Facavocé mesmo

Qual é a equagao reduzida da elipse centrada na origem cujo eixo
real estd contido no eixo y, possui distancia focal igual a 10 unidades e
comprimento do eixo real de 6 unidades?

Outras formas da hipérbole

Considere agora uma hipérbole de centro no ponto C(h,k),
diferente da origem (0,0), de modo que os eixos da hipérbole sejam
paralelos aos eixos coordenados.

Se o eixo real for paralelo ao eixo x, conforme a Figura 3.25, a
equacao reduzida sera dada por
2 2
(x=h' -k
a2 b
De modo analogo, no caso de o eixo real ser paralelo ao eixo v,
a equacao reduzida assumira a forma
2 2
Y=k (x=h] _

R, =1

Figura 3.25 | Hipérbole com centro em C(h,k) diferente da origem (0,0)
i

les=ss
3

(0]

Fonte: elaborada pela autora

U9 Pesquise mais

VENTURI, J. J. Cénicas e quadricas. 5. ed. Curitiba: Unificado, 2003.
Disponivel no link: <http://www.geometriaanalitica.com.br/livros/cq. }
pdf>. Acesso em: 7 fev. 2018.
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Também pode ser consultada a Secdo 4.5 do livro indicado a seguir:

4 SANTOS, F. J.; FERREIRA, S. F. Geometria Analitica. Porto Alegre:
Bookman, 2009.

Sem medo de errar

Na orientacao do terceiro grupo de alunos sob sua supervisdo,
O qual estudara as propriedades das hipérboles associadas a
determinados tipos de telescopios, 0s alunos precisardao construir
uma representacao grafica de uma hipérbole no plano cartesiano,
com base nas seguintes informacdes:

» Os focos da hipérbole pertencem ao eixo .

» Adistancia focal da hipérbole € de 12 unidades.
» A hipérbole esta centrada na origem.

» A excentricidade da hipérbole ¢ igual a 1,2.

Da terceira informacao apresentada, podemos identificar o
centro da parabola como sendo o ponto C(0,0).

Como os focos da hipérbole pertencem ao eixo y e a distancia
focal é de 12 unidades, os focos da hipérbole tém coordenadas
F,(0,—6) e F,(0,6), elementos ilustrados na Figura 3.26.

Figura 3.26 | Identificacdo dos focos da hipérbole

y

F2
6@

-6 -4 22 0 2 4 6

F1

Fonte: elaborada pela autora

Alem disso, se a hipérbole esta centrada na origem, com os focos
pertencentes ao eixo y, entdo temos a situacdo de uma hipérbole
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CUjo eixo real esta contido no eixo y, possuindo equacao reduzida

na forma
2 2 2

y? X’y
2

X2t ou XY g
a®> b’ -
Como a excentricidade da hipérbole ¢ igual a 1,2, segue que
e= ¢ = 12= 8 = a=>5.
a a

Além disso, sendo valida a relacdo b? = ¢? —a? obtemos:
b?=36—-25=11 = b=+11
Logo, temos as seguintes informacoes:

« Centro: C(0,0);

Focos: F,(0,—6) e F,(0,6);
Vértices: A (0,—5) e A,(0,5);
«a=5b=V11ec=6;

o Comprimento do eixo real: 2a =10 unidades.

Desta forma, a hipérbole pode ser representada pela seguinte

equacao reduzida
2 2

y X

25 11
e CUja representacao grafica € dada conforme a Figura 3.27.

2 2
Figura 3.27 | Hipérbole de equacéo y o _x _
25 11

y

=2

Fonte: elaborada pela autora
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Assim, para esse trabalho, podemos organizar o seguinte roteiro,
para melhor orientar os alunos na construcao da hipérbole descrita
inicialmente:

« |dentificacdo do posicionamento da hipérbole em relacdo ao
seu eixo real, com base na localizacao de seu centro e foco;

e Determinacdo dos valores assumidos por a, b e ¢, com base na
distancia focal e na excentricidade da hipérbole;

» Construcao da equacao reduzida da hipérbole;

» Emprego de software ou técnicas de desenho geomeétrico
na representacdo grafica da hipérbole, com base em sua equagao
reduzida.

Sendoassim, comesseroteiro, € possivel orientaradequadamente
0s alunos para realizarem as construcdes corretamente, cumprindo,
com éxito, a tarefa proposta.

Avancando na pratica
Investigacao das equacgdes gerais das hipérboles
Descricao da situagcao-problema

Em algumas situacdes, ndo conhecemos as equacdes
reduzidas das hipérboles, mas, sim, suas equac¢des gerais. Para
obter informacdes em relacdo a focos, vértices e distancias focais,
precisamos, inicialmente, converter a equacao em sua forma
reduzida, comparando-a com as expressdes gerais conhecidas.

Seja a hipérbole descrita pela equacao geral

81x* —63y* +5103 =0,
com base nas informacdes apresentadas, identifigue a equacao

reduzida da hipérbole, as coordenadas de seus focos e vértices,
bem como as equacdes de suas assintotas.

Resolucdo da situacdo-problema

Podemos reescrever a equacdo geral 81x* —63y? +5103 =0 da
seguinte forma:

63y —81x* = 5103
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Dividindo ambos os membros por 5103, obtemos:
63y° 81x* _ 5103 N y? x? y: X

5103 5103 5103 5103/63 5103/81 81 63

Sendo assim, temos uma hipéerbole centrada na origem, com eixo
real contido no eixo y. Da equacgao reduzida, podemos identificar
a®=81 = a=9
b> =63 = b=+63
Para identificar a distancia focal, podemos empregar a expressao
b? = ¢® —a? ou sua forma equivalente ¢? = a® + b?, obtendo
c*=81+63=144 = c=12.
Logo, a equacao reduzida da hipérbole é dada por
y2 X2
=1
81 63
Seus focos tém coordenadas F,(0,—12) e F,(0,12) e seus vértices

séo dados por A, (0,-9) e A,(0,9). As equacdes das assintotas sdo
dadas por:

y:—ix = y:—ix = y=—F=Xx = y:—ﬂx
V63 W7 J7 7
y:ix = y:ix = y:ix = y:ﬂx.
J63 37 J7 7

Note que podemos representar as equacdes das conicas nas
formas geral ou reduzida, no entanto, pela forma reduzida, podemaos
identificar varios elementos de forma direta, como o posicionamento,
a localizacao dos vertices, entre outras. Assim, € importante conhecer
as diferentes formas de representacdo, além dos metodos de
conversao entre estas, auxiliando na interpretacdo e compreensao
dos fendbmenos que podem ser descritos a partir das curvas conicas.

Faca valer a pena

1. Um projetista precisa construir a representacdo geométrica de uma
hipérbole, sabendo que € caracterizada pelos seguintes elementos:
* A hipérbole esta centrada na origem.
¢ Os focos da hipérbole pertencem ao eixo x, de modo que a distancia
focal é de 450 unidades.
» A excentricidade da hipérbole assume o valor 1,25.
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Para construir a representagcdo geométrica da cdnica descrita, o projetista
precisa identificar, inicialmente, qual € sua equagao reduzida.

Com base nas informacdes apresentadas, assinale a alternativa que indica
corretamente os valores assumidos pelas constantes a e b que caracterizam
a curva em estudo, as quais estao relacionadas, respectivamente, aos eixos
real e imaginario:

a) a=225 e b=180.

b) a=180 e b=225.
c) a=135 e b=180.
d) a=135 e b=225.
e) a=180 e b=135.

2. Considere a curva cdnica descrita pela seguinte equagao geral:
9y? —4x* -36=0.
Ao analisar essa curva, um estudante classificou-a como uma hipérbole,

devido as suas caracteristicas. Apos esse estudo, a respeito da hipérbole
considerada, o estudante apresentou as seguintes afirmacdes:

I. A distancia focal da hipérbole tem comprimento igual a 10 unidades.

II. Os focos da hipérbole tém coordenadas F,(0,—2) e F,(0,2).

lll. Os vértices da hipérbole tém coordenadas A, (O,—Z) e A, (0,2).
Qual das seguintes alternativas indica corretamente, entre as afirmagdes
apresentadas pelo estudante, apenas a(s) correta(s)?

a) Apenas a afirmacado Il esta correta.

b) Apenas a afirmacéo Il esta correta.

c) Apenas as afirmacdes | e |l estdo corretas.

d) Apenas as afirmacdes | e Il estdo corretas.
e) Apenas as afirmacdes Il e Ill estdo corretas.

3. Analise as afirmacdes apresentadas a seguir, classificando-as em
verdadeiras (V) ou falsas (F):
I. A hipérbole de equacdo geral 16x*> —9y? —144 =0 tem focos
com coordenadas F,(—5,0) e F,(5,0), enquanto seus vértices s&o
dados por A (—3,0) e A,(3,0).

IIl. A hipérbole de equacdo geral 7y? —9x* —252 =0 tem vértices de
coordenadas A, (0,—6) e A,(0,6), enquanto suas assintotas tém

37 37

expressoes y:—7x e y:TX.
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IIl. A hipérbole de equacio geral 13x? —36y? —468 =0 tem focos
com coordenadas F;(0,—6) e F,(0,6), enquanto suas assintotas

tém expressdes y = —ZX ey= ZX
G 6

Assinale a alternativa que indica todas as classificacdes corretamente,
considerando a ordem na qual as afirmacdes foram apresentadas:

aV-F-V
b)V-F-F
cV-V-F
dF-F-V.
e)F-V-F
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Unidade 4

Quadricas

Convite ao estudo

Na Unidade 3, foi discutido a respeito das curvas conicas,
que sao curvas planas obtidas pela intersecao de um cone
reto de duas folhas com planos de diferentes inclinagdes.

Aléem dessas curvas planas, podem ser estudadas
superficies, as quais sdo tridimensionais e podem ser
associadas as conicas. Estas sao chamadas de quadricas
e podem ser empregadas, entre outras situagdes, na
representacao de construcdes e objetos presentes em
nosso cotidiano. Por isso, € importante compreender as
representacdes algébricas das quadricas, de modo que
possamos interpretar adequadamente esse tipo de problema.

Buscando observar a aplicacao das quadricas em grandes
projetos arquitetdnicos para esta unidade, suponha que
vocé foi contratado por um escritorio de Engenharia Civil e
Arquitetura e Urbanismo para assumir a funcao de consultor
com O objetivo de orientar um grupo de estagiarios com
estudos que contribuirdao com a elaboracdo de futuros
projetos arguitetonicos.

O gerente de projetos do escritorio solicitou que vocé
investigasse algumas estruturas em particular, identificando
seus principais elementos e representacdes, para que pudesse
auxiliar o grupo de estagiarios das areas de Engenharia Civil e
de Arquitetura e Urbanismo a compreender as representacoes
tridimensionais dessas estruturas, tendo em vista incentiva-
los no desenvolvimento de novos designs para Os projetos
arquiteténicos pelos quais o escritorio € responsavel.

Desta forma, sua tarefa sera organizada de acordo com o
formato das estruturas em estudo, envolvendo a analise de
determinadas obras arquitetdnicas presentes nas mais diversas



regides do mundo, com o objetivo de associa-las com as
superficies denominadas quadricas. Assim, em cada situacao,
vocé devera analisar as estruturas indicadas, observando seus
elementos principais para possibilitar a construcao de roteiros
de estudos que possam auxiliar os estagiarios.

Quais sdo as principais superficies quadricas? Que tipos
de representacdes podem ser empregados No estudo dessas
figuras tridimensionais? Que relacdes podem ser estabelecidas
entre as diferentes categorias de quadricas? Essas sao
questdes que orientardo os estudos ao longo deste capitulo,
no qual discutiremos a respeito das quadricas e suas principais
categorias — elipsoides, paraboloides e hiperboloides —, bem
Ccomo a respeito das superficies esféricas, cilindricas e conicas.



Secao 4.1

Esferas e elipsoides
Dialogo aberto

Para dar inicio aos estudos a respeito das superficies quadricas,
investigaremos as propriedades, principalmente dos elipsoides e
das superficies esféricas. Nesse sentido, a sua primeira tarefa sera
investigar uma construcao localizada na China, associando-a com os
formatos esférico e elipsoidal. Para as obras indicadas, vocé devera
destacar seus principais elementos, construindo representacdes
algébricas e geomeétricas adequadas.

O National Centre for the Performing Arts (Centro Nacional de
Artes Cénicas ou Grande Teatro Nacional), localizado em Beijing,
na China, possui uma estrutura em formato de elipsoide, de modo
que suas dimensdes aproximadas sdo dadas como: 212 metros na
direcao Leste-Oeste, 144 metros na direcdo Norte-Sul, altura total
de 80 metros (considerando inclusive a parte localizada no subsolo).
Essa estrutura € apresentada na Figura 4.1.

Figura 4.1 | Centro Nacional de Artes Cénicas, Beijing — China

Fonte: Lascar, J. Lascar National Centre for the Performing Arts (The Egg), 2008. Licenciado sob CC BY 2.0,
via Wikimedia Commons. Disponivel em: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Lascar_National_Centre_
for_the_Performing_Arts_(The_Egg)_(4474852849).jpg>. Acesso em: 22 fev. 2018.
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Suponha que, ao posicionar essa superficie no espaco cartesiano,
podemos construi-la centrada na origem. Considerando essas
informacdes, como podemos representar algebricamente essa
superficie?

Assim, para executar essa tarefa, vocé deve construir uma
equacao que represente o elipsoide em questao, considerando as
informacdes apresentadas para possibilitar sua representacdo grafica
No espaco cartesiano. Qual € a intersecdo dessa superficie com os
planos coordenados (xy, xz e yz)? Que diferencas poderiam ser
observadas se, em vez de o formato elipsoidal, o teatro assumisse
um formato esférico?

Proponha solu¢des para as questdes apresentadas, considerando
as principais caracteristicas dos elipsoides e das esferas.

Nao pode faltar
Superficies quadricas

No estudo das superficies quadricas, precisamos considerar as
propriedades do sistema cartesiano ortogonal tridimensional, ou
seja, do espaco cartesiano.

Podemos representar uma superficie quadrica ou simplesmente
quadrica a partir da seguinte equacao geral de 22 grau, em relacao
as variaveis x, ye z.

ax? + by? +cz® + 2dxy +2exz + 2fyz+mx+ny + pz+q =0,
Nna qual ao menos um dos coeficientes a, b, ¢, d, e ou f€ ndo nulo.

Ao intersectarmos uma superficie quadrica pelos planos
coordenados ou planos paralelos a eles, podemos obter como
resultado curvas conicas chamadas de trago da superficie no plano.

Para que possamos analisar as principais categorias de quadricas,
é fundamental analisarmos como sao construidas as superficies de
revolucdo, pelo fato de as principais quadricas serem geradas a
partir desse processo.

Superficie de revolugdo

Uma superficie de revolugao corresponde a superficie gerada
pela rotacdo (completa, de 360°) de uma curva plana denominada
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geratriz, em torno de uma reta, chamada de eixo e localizada no
mesmo plano da curva. Desta forma, o trago da superficie em um
plano perpendicular ao eixo corresponde a uma circunferéncia e
Sua equacao pode ser obtida de acordo com a equacao da geratriz.

Um exemplo de superficie de revolucao corresponde ao solido
7 =2y
x=0

obtido pela rotacao da parabola em torno do eixo v,

conforme ilustrado na Figura 4.2.

Figura 4.2 | Exemplo de superficie de revolucdo

Z

-

P P T )

Fonte: Winterle (2014, p. 224).

o(b Reflita

Quais seriam os formatos das superficies de revolucao construidas,
considerando as curvas conicas como geratrizes e tomando eixos
posicionados convenientemente no plano?

Dentre as principais quadricas, podemos estudar os elipsoides, 0s
hiperboloides, os paraboloides, bem como as superficies esféricas,
conicas e cilindricas.

Elipsoides

Os elipsoides correspondem a  superficies quadricas
caracterizadas pelo fato de que as intersecdes com planos paralelos
aos planos coordenados sao dadas por elipses, pontos ou conjuntos
vazios. Alguns elipsoides podem ser gerados pela rotacao de elipses
em torno de seus eixos.
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v=| Exemplificando

2 2
Seja a elipse de equacdo % + 7 =1 construida no plano yz (x = 0).

Podemos rotacionar essa elipse em torno do eixo y, para obter a
superficie descrita na Figura 4.3.

Figura 4.3 | Elipsoide de revolucdo

Fonte: elaborada pelo autor.

A superficie obtida corresponde ao elipsoide de equagao:

X2 y2 ZZ _

4 16 ' 4

O elipsoide corresponde a superficie representada pela equacao:

x> y? z
S+ +5=1,
b

2 2 2
2 2

Q
(9]

Nna qual a, b e ¢ sao numeros reais positivos e representam as
medidas dos semieixos do elipsoide, conforme a Figura 44. Essa
equacao ¢ denominada forma candnica do elipsoide.

Figura 4.4 | Elipsoide centrado na origem

Fonte: elaborada pelo autor.
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No caso da Figura 44, temos um elipsoide centrado na origem
0(0,0,0) com os semieixos sendo caracterizados pelos segmentos
que unem O centro da superficie aos seus pontos de intersecao
com os eixos coordenados (x, ye 2). Além disso, podemos identificar
tracos conforme as informacdes presentes no Quadro 4.1.

Quadro 4.1 | Tracos de um elipsoide centrado na origem

Interse¢cdo com o Equacédo do trago

plano el Tipo de traco obtido
2 2
X
X —2+Z—2:1; z=0 Elipse
a
X2 2 .
Xz a_2+c_2:1’ y=0 Elipse
2 2
z
v §+_2:17 x=0 Elipse
c

Fonte: elaborado pelo autor.

Podemos identificar também os pontos (+a,0,0), (0,+b,0) e
(0,0,ic), 0S quais sao solucdes da forma candnica do elipsoide.

Observacao: se pelo menos dois dos valores a, b e ¢ sao iguais,
entao o elipsoide € de revoluc¢do, ou seja, € obtido pela rotacao de
elipses em torno de eixos convenientes.

J=| Exemplificando

Seja o elipsoide descrito pela equacao:

X2 N yz N 22 B

25 36 16
A partir da equacao geral apresentada, podemos identificar os seguintes
elementos:

« Centro: C(0,0,0);

« Semieixos: @a=25, b=6 e ¢ =4 (referentes, respectivamente, aos >
eixos x, y e 2);
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[- Tracos: )
Xy

e Em relacdo ao plano xy: elipse — +=—=1;
£A0 90 PN X EIPSE 55T 36
2 Z2
e Emrelacdo ao plano xz: elipse — 4+ — =1;
a0 9P % 25 16
y2 2
e Em relacdo ao plano yz: elipse =—+—=1.
G P Yy p 36 16
A representacao grafica do elipsoide € dada pela Figura 4.5.
XZ y2 ZZ
Fi 4.5 | Elipsoide d Go -4 2 42 =1
igura | Elipsoide de equacdo 25 + 36 +16

X

k Fonte: elaborada pela autora. )

. ~
s 4 Facavocé mesmo

Considere um elipsoide centrado na origem de tal forma que as
seguintes condicdes sejam satisfeitas:

» O traco do elipsoide em relagdo ao plano xy é descrito pela elipse
de eixo maior, com comprimento de 10 unidades e eixo menor de
comprimento de 8 unidades.

» O traco do elipsoide em relagdo ao plano yz é descrito pela elipse
de eixo maior, com comprimento de 10 unidades e eixo menor de
comprimento de 6 unidades.

Qual é a forma candnica que representa o elipsoide em questdo?
Construa um esboco da superficie em questao, indicando os tracos
correspondentes aos planos xy e yz.

g J
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Intersectando um elipsoide por planos x =k, y =k ou z=Kk,
com k constante, ou seja, por planos paralelos aos planos
coordenados, podemos obter elipses, pontos ou conjuntos vazios
como sendo as intersecdes.

6&» Assimile

Assim como podemos nos deparar, no plano, com elipses nao
centradas na origem; este fato tambeém pode ser observado em
relacdo aos elipsoides.

Se um elipsoide possuir um centro coincidindo com um ponto
C(h,k,l) e seus eixos forem paralelos aos eixos coordenados, entdo
sua equagao assumira a forma:
(x=h} (=K' (=1 _
a’ b? c?
obtida pela translacdo de eixos.

1,

o@ Reflita

O que ocorre quando um elipsoide centrado na origem possui as
constantes a, b e ¢ assumindo mesmos valores, isto ¢, a=b =c¢?

Superficie esférica
Quando a= b =c, da forma candnica do elipsoide centrado na
origem, obtemos:
X2+y2+22:az,
que corresponde a equacao caracteristica de uma superficie

esférica, ou esfera, de centro 0(0,0,0) e raio a, conforme mostra a
Figura 4.6.

Figura 4.6 | Esfera centrada na origem de raio a

Fonte: elaborada pela autora
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Podemos, ainda, caracterizar uma esfera como o lugar
geomeétrico dos pontos do espa¢o cartesiano cuja distancia a um
ponto fixo, ou seja, ao centro, é constante.

Assim como observado no estudo dos elipsoides, podemos
construir esferas cujos centros ndo coincidem com a origem do
espaco cartesiano. Se o centro de uma esfera de raio a coincidir
com o ponto C(h,k,/), sua equacgao caracteristica assumira a forma:

(x—h)2 4—(y—k)2 +(z—/)2 =a’

v=| Exemplificando

Determine as equacdes que representam as seguintes superficies
esféricas:

(a) Centro C(0,0,0) eraio r =4.
Da equacao caracteristica em sua forma geral, obtemos:
X4y +22=4* = x*+y*+72°=16.
Note que os pontos A(4,0,0) e B(Z\/E, 2,—2) pertencem a essa

superficie, pois suas coordenadas satisfazem a equagao caracteristica,
conforme evidenciado no que segue:

4% +0% 4 0* =16;
(2\/5)2+22+(—2)2 =8+4+4=16

Arepresentacdo da superficie, com os pontos indicados, € apresentada
na Figura 4.7(a).

(o) Centro C(—1, 0, 2) eraio r =3.
Pela equacao caracteristica em sua forma geral, seque que:
(X=(=D)+(y -0 +(z-2) =3 = (x+1) +y*+(z-2)=09.

Veja que os pontos D(0,2,0) e E(1,2,3) pertencem a superficie em
questao, pois suas coordenadas sao solucdes da equacdo caracteristica,
porque:

(O+12 +22 +(0—27 =1+4+4 =0
A+ +22 +(3-2 =4+4+1=9.
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. - , . : )
Essa superficie, com os pontos indicados, € descrita na Figura 4.7(b).

Figura 4.7 | Superficies esféricas

¥

* Yy

(a) Esfera centrada na origem (b) Esfera centrada em C(-1, 0, 2)

Fonte: elaborada pela autora.

g J

o
4 Fagavocé mesmo

Qual ¢ a equagdo caracteristica da esfera de centroem C(—1, 1, 2) e
raio de comprimento 7 unidades? ldentifique as coordenadas de, ao
menos, trés pontos pertencentes a essa superficie.

e |:|9 Pesquise mais

Como sugestdao de materiais complementares para o estudo das
quadricas, principalmente das superficies esféricas e dos elipsoides,
consulte os capitulos 8 e 9 do livro Conicas e quadricas, de Jacir J.
Venturi, disponivel no link: <http://www.geometriaanalitica.com.br/
livros/cq.pdf>. Acesso em: 22 fev. 2018. Consulte também o capitulo
6 do seguinte livro:

CONDE, A. Geometria Analitica. Sao Paulo: Atlas, 2004. Disponivel em:
<https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/9788522465729/
cfi/0!/4/4@0.00:0.00>. Acesso em: 8 dez. 2017.

- J

Sem medo de errar

A sua primeira tarefa como funcionario do Escritorio de
Engenharia Civil e de Arquitetura e Urbanismo corresponde ao
estudo de uma obra arquitetdbnica com o objetivo de relaciona-la
com superficies conhecidas, como € o caso das quadricas.
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A obra em questao corresponde ao National Centre for the
Performing Arts (Centro Nacional de Artes Cénicas ou Grande
Teatro Nacional), localizado em Beijing, na China, a qual possui uma
estrutura em formato de elipsoide.

Na construcdo das representacOes algebrica e geomeétrica do
elipsoide que representa o teatro, vamos considerar o eixo z para
representar as variagdes em relagao a altura, o eixo xcomo indicagao
da direcdo Leste-Oeste e o eixo y relativo a direcao Norte-Sul.

Sabemos que as dimensdes da obra sdo: 212 metros na direcao
Leste-Oeste, 144 metros na direcdo Norte-Sul, altura total de 80 metros
(considerando inclusive a parte localizada no subsolo). Logo, podemos
identificar os comprimentos dos semieixos da sequinte forma:

» Em relagdo ao eixo x (direcao Leste-Oeste): a = 212 = a=106.

144
— =

e Em relacdo ao eixo y (direcao Norte-Sul): b= b=T72.

e Em relacdo ao eixo z (altura): ¢ = % = ¢ =40.

Desta forma, ao considerar o elipsoide centrado na origem, sera
representado pela equacao:

X +y—2+i—1 = X + v + z =1
1062 722 40° 11236 5184 1600

A representagao geomeétrica desse elipsoide € indicada na Figura 4.8.

Figura 4.8 | Elipsoide que caracteriza o National Centre for the Performing Arts

Fonte: elaborada pelo autor.
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Da forma candnica do elipsoide, podemos identificar os
sequintes tracos, que correspondem as intersecdes da superficie
com os planos coordenados:

2 2
X |V _q
11236 ' 5184

2 ZZ

=1
11236 1600

2 2
S
5184 ' 1600

e Traco em relacdo ao plano xy:

e Traco em relacdo ao plano xz:

e Traco em relacdo ao plano yz:

Se, em vez de assumir o formato elipsoidal, o teatro apresentasse
um formato esférico com, por exemplo, as dimensdes nas direcoes
Leste-Oeste e Norte-Sul, bemm como a altura total, de medidas iguais
a 80 metros, poderiamos representar essa obra por meio de uma
esfera centrada na origem e de raio:

r=@ = r=40.
2

Logo, a representacao algébrica da superficie seria dada por:
x> +y?+2°=40° = x*+y*+2*>=1600.

enquanto sua representacdo geomeétrica coincidiria com a da Figura 4.9.

Figura 4.9 | Superficie esférica de equacio x* 4 y? 4+ z% = 1600

Fonte: elaborada pela autora.
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Assim, para concluir a primeira tarefa, € fundamental identificar as
representacdes algebricas das superficies estudadas, que aproximam
o formato da obra em questdo, empregando-a para analisar as
representacdes geometricas correspondentes No espago cartesiano,
de modo a favorecer a compreensao da estrutura em estudo.

Avancando na pratica

Estudo da superficie esférica
Descricao da situagcao-problema

Podemos analisar as superficies a partir de suas equacdes gerais,
as quais envolvem as variaveis x, y e z, considerando suas poténcias
de expoente, Nno Maximo, iguais a 2.

Considerando esse tema, seja a superficie descrita pela seguinte
equacao geral:

X +y*+2°42x—6y—6=0.

Suponha que um estudante, de posse dessa equacao, precisa
investigar as propriedades da superficie correspondente, para, por
meio de técnicas de desenho, construir esbocos da superficie no
plano.

Sabendo que essa equacao descreve uma superficie esférica,
quais seriam as coordenadas de seu centro? Qual ¢ a medida de
seu raio?

Resolucdo da situagcdo-problema
Considere a superficie descrita pela equacao geral
X +y*4+2°4+2x—-6y—6=0.

Queremos identificar o centro e o raio associados a essa
superficie; para isso, precisamos rescrever essa equacao na forma:

(x=hY +(y—k) +(z-1) =2

identificando C(h,k.l) e a.
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Trabalhando com o completamento de quadrados, segue que:
(O +2x+ )+ (y* —6y +9)+2° +(-6-1-9)=0
= (x+1)2 +(y—3)2 +2* =16
= (x— (=10 +(y-3) +22 =4%
Sendo assim, temos que o centro da esfera corresponde ao

ponto C(—1, 3, 0), enquanto seu raio tem medida a = 4.

De posse dessas medidas, o estudante podera analisar a projecao
da superficie no plano, a qual corresponde a uma circunferéncia,
representando-a adequadamente de acordo com seus objetivos.

O estudo das superficies esféricas, bem como dos elipsoides, &
essencial para arepresentacao e interpretacdo de diversos fendmenos,
por isSO € necessario compreender seus principais elementos e
observar as relacdes que podem ser estabelecidas entre estes.

Faca valer a pena

1. Considere as quadricas descritas pelas seguintes expressdes:

A: x24+y?+22=25
2 2 2
X V4
+ rAn +—==
144 100 81
C: (x—=12+(y =12 +(z+1?—100=0.
Com base nessas superficies, complete corretamente as lacunas das
seguintes afirmagdes, tornando-as verdadeiras:

|. A superficie Acorrespondea__ de centro na origem.
[I. A superficie Bcorrespondea_____ de centro na origem.
Ill. A superficie C corresponde a _— de centro no ponto
K®1, 1,—1).

Assinale a alternativa que indica os termos que completam corretamente
as lacunas das afirmacdes apresentadas:

a) | — uma esfera; Il — um elipsoide; lll — um elipsoide.
b) | — uma esfera; Il — uma esfera; lll — um elipsoide.
c) | — uma esfera; Il — um elipsoide; Il — uma esfera.
d) | — um elipsoide; Il — uma esfera; lll — um elipsoide.
e) | — um elipsoide; Il — um elipsoide; Ill — uma esfera.
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2. Considere os elipsoides descritos pelas seguintes formas candnicas:

X2 y2 Z2

Al —+—F—=
100 81 100
2 2 2

g. X,y .z _
144 81 100
2 2 2

c. X,y .,z
81 144 100

Associe corretamente os elipsoides (denotados por A, B e C) com as
respectivas informacdes a respeito de seus tracos (apresentadas por |, Il
e lll):

[. O traco relativo ao plano xy € a curva plana de equagao geral
9x% +16y? —1296 = 0.

Il. O trago relativo ao plano yz € a curva plana de equacdo geral

25y% +362z° —3600 = 0.
lll. O traco relativo ao plano xz é a curva plana de equacdo geral
x*+2*>-100=0.
Assinale a alternativa que indica todas as associacdes corretamente:
a)l—A Il -C; Il -B. d I -C; 1l =B;Ill - A,
b) I - B; Il - C;lll —A. e) Il -C; Il -=Alll -C.
c) I =Bl -A; Il -C.

3. Analise as seguintes afirmacdes a respeito das esferas e dos elipsoides,
classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas:

I.A  superficie descrita por  45x* +20y? 4362z —180=0

corresponde a um elipsoide centrado na origem com comprimentos
dos semieixos dados por a=4, b=9 e ¢ =5.

A superficie descrita por x24y?+4+2z2—4x+2z—70=0
corresponde a uma esfera centrada na origem com raio de medida
igual a 8 unidades.

. A superficie descrita por 400x* +144y* —2252z° —3600 =0
corresponde a um elipsoide centrado na origem com comprimentos
dos semieixos dadospor a=3, b=5ec=4.

Assinale a alternativa que indica todas as classificacdes corretamente,
considerando a ordem na qual as afirmacdes foram apresentadas:

aV-V-F dF-V-F
b)V-F-F e) F-F-V
AV-F-VWV
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Secao 4.2

Paraboloides e hiperboloides
Dialogo aberto

Nesta secao, dando sequéncia ao estudo das superficies
quadricas, o objetivo é investigar as propriedades de superficies
com formato de paraboloides e hiperboloides. Na secdo anterior,
observamos as principais caracteristicas dos elipsoides e das
superficies esféricas, relacionando os formatos destas com obras
arquitetdnicas particulares. Assim, dando continuidade aos NOSsOs
estudos, investigaremos as propriedades das duas superficies
citadas, relacionando-as também com edificacdes especificas.

Tendo em vista a sua fungdo no escritorio de Engenharia Civil
e Arquitetura e Urbanismo, o gerente de projetos solicitou-lhe um
estudo a respeito da estrutura do Palacio das Exposicdes, localizado
no Conjunto Arquitetédnico do Parque do Ibirapuera, em Sao Paulo,
conforme a Figura 4.10.

Figura 4.10 | Palacio das Exposicdes, Parque do Ibirapuera, em S&o Paulo

o= v - 9 ® QW N

Fonte: Yamanaka (2012, [s.p.]). Disponivel em: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pavilhao_oca_
ibirapuera.jpg>. Acesso em: 28 fev. 2018

Os projetistas do escritorio precisam construir uma maquete
para representar a cupula, sendo esta caracterizada por uma base de
formato circular, com aproximadamente 72 cmde diametro e 18 cm
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de altura. Por isso, vocé devera analisar a estrutura em questao,
observando como fazer as possiveis representacdes algébricas.
Para concluir essa tarefa, vocé devera elaborar um relatorio, o qual
sera entregue, posteriormente, ao gerente de projetos do escritorio,
composto de uma descricao a respeito das principais caracteristicas
da edificacao estudada, relacionando-a com as propriedades dos
paraboloides elipticos. Nesse relatorio € necessario identificar, entre
outras informacdes, uma equacdo que descreva corretamente o
edificio em questao.

Devido ao seu formato, podemos aproximar essa cupula a um
paraboloide eliptico. Neste caso, qual seria a representacdo no
espacgo cartesiano, considerando-a com vértice na origem? Qual
equacao poderia ser empregada em sua representacao? Para isso,
saiba que, ao intersectar a superficie pelos planos xz e yz, obtemos
parabolas com concavidade voltada para baixo, de modo que o
vértice esteja localizado na origem do sistema e que a distancia
entre o foco e o vértice corresponda a altura da estrutura.

No desenvolvimento dessa tarefa, € importante que vocé
analise as possiveis representacdes da construcao citada, levando
em conta a provavel associacdo com o0s paraboloides elipticos e
indicando a representacao algébrica correspondente. Para tanto, dé
continuidade aos seus estudos, investigando essas subcategorias
especificas das superficies quadricas.

Nao pode faltar

Dentre as superficies quadricas, aléem dos elipsoides, podemos
estudar os paraboloides e hiperboloides, 0os quais sao tratados com
mais detalhes nos topicos seguintes.

Paraboloides

Os paraboloides sdo superficies quadricas relacionadas as
parabolas. Podemos obter um paraboloide, por exemplo, a partir da
rotacdo de uma parabola em torno do seu eixo.

De acordo com suas caracteristicas, podemos construir dois
tipos de paraboloides: o eliptico, conforme a Figura 4.11(a), e o
hiperbolico, que assume o formato conforme a Figura 4.11(b).
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Figura 4.11 | Categorias de paraboloides

z

(b) Paraboloide hiperbélico

(a) Paraboloide efiptico

Fonte: elaborada pela autora

@ Reflita

Quais sdo as curvas conicas que podem ser identificadas ao avaliarmos
as intersecdes dos paraboloides com os planos coordenados?

Paraboloide eliptico

Um paraboloide eliptico, ao longo do eixo z, corresponde a uma

2 2

superficie no espago descrita pela equagdo €z=—+ Z—z
a

denominada forma candnica. No caso dos paraboloides elipticos,

ao longo dos eixos x e y, respectivamente, temos ax n

2 2
by:X—2+z—2. Em um paraboloide eliptico, os dois termos de 2
a

grau (identificados em associacdo com as variaveis x, y e z) presentes
na forma candénica devem assumir mesmo sinal.

O paraboloide eliptico, ao longo do eixo z de equacdo z = x* + y?
obtido pela rotacdo da parabola z=y? em torno do eixo z tem
representacdo geometrica dada na Figura 4.12.

Figura 4.12 | Paraboloide eliptico de equacdo z = x* + y2

4

Fonte: elaborada pela autora
U4 - Quadricas 171



2 2

. . _ . X
Seja o paraboloide eliptico de forma candnica CZ=—2+§.

a
Nesse caso, o ponto 0(0,0,0) corresponde ao vértice do paraboloide.
Além disso, segundo essa equacao, podemos analisar duas situacdes:
quando ¢ >0, a superficie esta localizada inteiramente acima do

plano xy; quando ¢ < 0, toda a superficie situa-se abaixo do plano xy.

Outro fato que podemos estudar séo os tragos dessa superficie,
Ou seja, as intersecdes com os planos coordenados e os planos
paralelos a estes, observando os casos descritos no Quadro 4.2.

2 2
Quadro 4.2 | Tragos do paraboloide eliptico de equagdo ¢z = X—Z + 4
a

bZ
Intersecdo com o Equacao do traco Tipo de traco
plano obtido obtido
Xy 0(0,0,0) Ponto
X2
Xz cz:?; y=0 Parabola
y2
)4 CZ:F; x=0 Parabola

Fonte: elaborado pela autora

Os tracos da superficie em relacao a planos de equacdes, na
forma z=k (planos paralelos ao plano xy), sdo elipses que
aumentam gradativamente de tamanho quanto mais distante o
plano estiver da origem. Para essa situacdo, ainda temos o caso
particular no qual os tracos sao circunferéncias quando a = b . Ja os
tracos nos planos x =k e y = k sdo parabolas. Esse tipo de estudo
pode ser realizado quando avaliamos os outros dois casos de
paraboloides elipticos.

v=| Exemplificando

2 2
z
Considere o paraboloide eliptico descrito pela equagao y = —+—,

16 9
Cuja representacao geometrica € dada na Figura 4.13.

>
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) . . . x2 7 b
4 Figura 4.13 | Paraboloide eliptico de equacéo y= % +3
-30+
Fonte: elaborada pela autora.
Temos o0s seguintes tracos: no plano xy, € a parabola
2
X
Y=1° x* =16y, com parametro p=4, foco F(0,4,0) e
diretriz dada por y = —4, z=0; no plano xz, ¢ a origem 0(0,0,0);
2
z
no plano yz, ¢é a pardbola de equacdo y = 3 o7t = 9y, de
. 9 .
parametro p = 9/4, foco F O,Z,O e diretriz dada por y = —9/4,
x* z
x = 0; no plano de equagéo ¥y =1, é a elipse de equagdo ﬁ + 3 =1,
y =1, com focos F1(—\/7,1,0) e F, (\/?,1,0>.
_ J

Paraboloide hiperbdlico

Um paraboloide hiperbolico, ao longo do eixo z, € uma superficie
X2 y2
de forma candnica cz= ——2+b—2. Para os paraboloides
a
hiperbolicos, ao longo dos eixos x e y, respectivamente, temos as
2 2 2 2

N z x°  z
formas canonicas ax=—y—+— e by=-—+—. De modo
a ¢

b*  ¢?
semelhante aos paraboloides  elipticos, nos  paraboloides
hiperbolicos, os dois termos de 22 grau (identificados em associacdo

com as variaveis x, y e z) da forma candnica assumem sinais opostos.
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‘tg’ Assimile

Para identificar um paraboloide eliptico, precisamos observar se apenas
duas das trés variaveis (x, y e 2) assumem poténcias de expoente 2 e
se estas tém o mesmo sinal. No caso do paraboloide hiperbdlico,
precisamos observar se apenas duas das trés variaveis (x, y e z) assumem
poténcias de expoente 2, com os termos de 22 grau com sinais opostos.

A superficie de equacdo x = —y? + 2z descreve um paraboloide
hiperbolico ao longo do eixo x, ilustrado na Figura 4.14.

Figura 4.14 | Paraboloide hiperbdlico de equacédo x = —y2 + 7

Fonte: elaborada pela autora.

Para o paraboloide hiperbolico de forma candnica ¢z = —X—2+ —,
a

0s tracos podem ser identificados no Quadro 4.3.
2 2

Quadro 4.3 | Tragos do paraboloide hiperbolico de equacdo ¢z = —X—Z + Z—z
a
Intersecdo com o plano Equagdo do tragco obtido Tipo de traco obtido
X
4 +—=0;, z=0
b a
Xy X Par de retas
y_X_ 0, z=0
b a
X2
Xz cz:—?; y=0 Parabola
y2
vz cz:b—z; x=0 Parabola

Fonte: elaborado pela autora.
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Os tracos da superficie em relagcao a planos de equacdes, na
forma z = k, sdo hipérboles, tais que: se k > 0, o eixo real é paralelo
ao eixo y; e se k<0, o eixo real € paralelo ao eixo x. Os tragos Nos
planos x =k e y =k sdo parabolas. Para os outros dois casos de
paraboloides hiperbolicos (ao longo dos eixos x e y), temos situacdes
analogas.

o
4 Facavocé mesmo

Determine os tracos do paraboloide hiperbolico de equacao

2 2
X
y= _3 +Z em relacdo aos planos coordenados (xy, xz e yz) e ao
plano y = —1.

Hiperboloides

Os hiperboloides sdo superficies centradas cujas equacdes
caracteristicas apresentam os termos de 29 grau, relativos a x,
y e z com sinais distintos. Devido as diferentes possibilidades
de composicao das equacdes, temos duas categorias distintas:
hiperboloide de uma folha, conforme a Figura 4.15(a), e hiperboloide
de duas folhas, representado pela Figura 4.15(b).

Figura 4.15 | Categorias de hiperboloides

<V

/2N

(a) Hiperboloide de uma folha (b) Hiperboloide de duas folhas

Fonte: elaborada pela autora
Hiperboloide de uma folha

Um hiperboloide de uma folha, ao longo do eixo z, diz respeito a
uma superficie espacial dada por uma equacdao na forma
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a qual é denominada forma candnica do

hiperboloide de uma folha ao longo do eixo z. Os hiperboloides de

uma folha, ao longo dos eixos x e y, sdo dados, respectivamente,
2 2 2 2 2 2
" z X z
pelas formas candnicas: —2—};2 +—==1e ——+Z—2+—:1
a

Os tracos do hiperboloide de uma folha de forma candnica
2 2 2
X z
—+%—— =1, emrelagao aos planos coordenados, sao descritos
a c?

no Quadro 4.4.

2

Quadro 4.4 | Tracos do hiperboloide de uma folha de equacdo — +y—fz—2
a?

=1
b?> ¢

Intersecdo com o plano Equacgao do traco obtido Tipo de traco obtido

x* y® .
Xy a—2+b—2:1 EleSe
x? Z L
XZ a_z_c_2:1 Hipérbole
2 2
vz %-%:1 Hipérbole

Fonte: elaborado pela autora.

Os tracos da superficie, nos planos na forma z = k, sdo elipses,
enguanto os tracos nos planos de equacdes x =k e y =k sao
hiperboles.

@ Exemplificando

2 2 2
V4

O hiperboloide de uma folha de equacéo 7—74—? =1 é dado

conforme a Figura 4.16 e apresenta os seguintes tracos: no plano xy, €
2 y2 y2 Z2

a hipérbole T 7 =1; no plano yz ¢ a hipérbole —=—+4—=1;

4
no plano xz, é a circunferéncia x> + 2> = 4. >
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X2 y2 22 \
4 Figura 4.16 | Hiperboloide de uma folha com equacéo T_T+T =1

X

Fonte: elaborada pela autora

-

Hiperboloide de duas folhas

Um hiperboloide de duas folhas, ao longo do eixo z, corresponde
a uma superficie no espaco descrita pela forma candnica

X2 y2 Z2
——2—F+—2 =1. Os hiperboloides de duas folhas, ao longo dos
a c
2 2 2
eixos x e y, sao dados, respectivamente, por 7—%—2—2:1 e
c
X2 y2 Z2 1
I

Os tracos do hiperboloide de duas folhas de forma candnica

X2 y2 2 . .
————>+—=1 em relacdo aos planos coordenados, sdo
a~ b° ¢
descritos no Quadro 4.5.
) ) X2 yz 22
Quadro 4.5 | Tracos do hiperboloide de duas folhas de equacdo P +—=1
a C
Intersecdo com o plano Equacao do traco obtido Tipo de traco obtido
Xy Nao existe intersecdo | Nao existe intersecao
2 2
xX° z
Xz ——+==1 Hipérbole
aZ CZ p
2 2
z o
vz —Z—2+C—2=1 Hiperbole

Fonte: elaborado pela autora.
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(tz” Assimile

Na identificacao de um hiperboloide de uma folha, devemos observar
se as trés variaveis (x, ye 2) assumem poténcias de expoente 2, nas quais
duas assumem valores positivos e uma negativo. Ja no hiperboloide de
duas folhas, as trés varidveis (x, y e 2) assumem poténcias de expoente 2,
de modo que duas assumem valores negativos e uma, positivo.

&
4 Facavocé mesmo

Determine os tragcos do hiperboloide de duas folhas de equagdo

X2 y2 ZZ
— —— —— =1 emrelacdo aos planos coordenados (xy, xz e yz).
144 64 81 ¢ : yrzer

D9 Pesquise mais

Para complementar o estudo das quadricas, consulte os capitulos 8 e
9 do sequinte livro:

VENTURI, Jacir José. Cénicas e quddricas. 5. ed. Curitiba: Livrarias
Curitiba, 2003. Disponivel em: <http://www.geometriaanalitica.com.
br/livros/cqg.pdf>. Acesso em: 12 mar. 2018.

Consulte também o livro de referéncia:

CONDE, Antonio. Geometria Analitica. Sédo Paulo: Atlas, 2004.
Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/
9788522465729/cfi/01/4/4@0.00:0.00>. Acesso em: 12 mar. 2018.

Sem medo de errar

Conforme apresentado anteriormente, sua tarefa como
funcionario do escritorio de Engenharia Civil e Arquitetura e
Urbanismo é analisar a estrutura do Palacio das Exposicoes,
localizado no Conjunto Arquitetdbnico do Parque do Ibirapuera, em
Séo Paulo, o qual possui formato de acordo com a Figura 4.10. Essa
figura identifica representacdes algébricas adequadas, tendo em
vista a construcao de uma maquete na qual a cupula tem base de
formato circular com 72 cm de diametro, ou 36 cmde raio, € 18 cm
de altura.
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Para aproximar essa superficie de um paraboloide eliptico, sendo

este representado ao longo do eixo z, sua equagao assumira a forma
2 2

x Yy

cz= —2+b—2A Queremos que o vértice da superficie coincida com
a

a origem e 0s tracos nos planos xz e yz sejam parabolas com
concavidade voltada para baixo e vértices na origem (0,0,0), de tal
forma que a distancia entre o foco e o vértice corresponda a altura
da estrutura, ou seja, 18 cm. Para tanto, precisamos determinar a, b
e ¢, de modo que ¢<0.

Na Figura 4.17(a), podemos observar o traco da superficie em
questao no plano xz, e na Figura 4.17(b), o traco em relagcao ao plano yz.

Figura 4.17 | Tracos do paraboloide eliptico

(a) Trago no plano xz (b) Trago no plano yz

Fonte: elaborada pela autora

Note que o traco em relacao ao plano xz corresponde a uma
parabola de equacdo x* = —4pz, com y = 0. Se o foco pertence ao
eixo z e dista 18 m do vértice 0(0,0,0), suas coordenadas sdo
F(0,0,—18), devido ao seu posicionamento em relacdo ao eixo z
(pardbola de concavidade voltada para baixo). Desta forma, o
parametro da parabola € dado por p =18. Assim, o traco no plano
Xz tem equagao:

x*=-T72z e y=0,
2

ou, ainda, —z = X—, com y =0.
72

De modo analogo, podemos avaliar o traco no plano yz, e
sendo a base da cUpula uma circunferéncia de raio 36, a equacao
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da parabola que corresponde ao traco no plano em questdo sera
dada por:

y?=-T2z e x=0,

2

istoé, z= _y_’ com x=0.
72

Combinando as duas equacdes, teremos o paraboloide eliptico
de equagao na forma canoénica:

2 2 2 2

72 72 72 72

Neste caso, a base da superficie, associada ao plano z=—-18,
sera descrita pela equacao:

8=—"--2- = -1296=-x*-y* = x’+y*=36°

Oou seja, corresponde a uma circunferéncia centrada na origem de
raio 36. Assim, temos uma representacao algebrica que descreve as
propriedades da cupula em questdo.

A representacdo geomeétrica para a cupula pode ser observada
na Figura 4.18.

2 2
Figura 4.18 | Paraboloide eliptico de equacdo z = XYy
72 72

Fonte: elaborada pela autora.
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Para concluir essa tarefa, vocé deve construir um relatorio,
levando em conta todas as informacdes coletadas e as analises
realizadas, conforme estudos anteriores. Assim, faca um resumo de
todas as informacdes apresentadas, destacando a representacao
algébrica construida e demais informacdes necessarias a sua
obtencao.

Avancando na pratica

Estudo dos tragos dos paraboloides hiperbdlicos
Descricao da situagao-problema

Os paraboloides hiperbolicos, devido ao seu formato, muitas vezes
sao chamados de “selas’, pela semelhanca com esse tipo de objeto.

Suponha que um aluno precisa estudar uma superficie desse
tipo, analisando seus tracos em relacao a determinados planos.
Considere que a superficie em questao seja descrita pela equacao:

2 2

7= Y
15 12

Com base nessas informacdes, quais sao 0s tragcos da “sela” em
estudo em relacdo aos planos z=1, y=-6 e x =157

Resolucdo da situagcdo-problema

2 2
A superficie de equagao BZZE—% corresponde a um

paraboloide hiperbdlico ao longo do eixo z.

O traco da superficie, em relacao ao plano z =1, é tal que:

2 2 2 2

X y -~ 1 X y

T15 12 T 45 36

ou segja, corresponde a uma hipérbole centrada na origem, cujo €ixo
real esta contido no eixo x. Além disso, € possivel verificar que essa
hiperbole possui eixo real de comprimento:

2a = 2\/45 = 65,
e distancia focal tal que:

c?=45+36 = ¢*=81 = c=09.
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Em relacao ao plano y = —6, o traco da superficie é tal que:

2 2 2
3zzx__§ = 3Z:X——3 = 32+3=X—
15 12 15 15

2 45 2

= 45(z+1)=x> = 4~T(z+1)=x.

Assim, temos uma parabola com eixo coincidindo com o €ixo V,
associada ao parametro p = 454 e de vertice localizado no ponto

V(O,—6,—1).
Para o plano x =15, o traco da superficie € tal que:

2 2 2
_25 YV 3,45V L 3; 15— Y
15 12 12 12

2

= 3(2—5)2—{—2 = 36(z-5)=-y’ = -4.9z-5)=y"

3z

Desta forma, temos uma parabola com eixo coincidindo com o
eixo z, associada ao parametro p=—9 e de vértice localizado no
ponto V(15,0,5).

Faca valer a pena

1. Considere as superficies descritas pelas seguintes equacdes:
l. 9x* +162° +288y =0

Il. 9y* +122z* —108x =0

Il 8x* —122° +192y =0

IV. 6y? —82z° —192x =0
Associe as superficies (de equacdes denotadas por |, II, Il e IV) com suas
respectivas classificacdes (indicadas por A, B, C e D):
A. Paraboloide eliptico ao longo do eixo x.
B. Paraboloide hiperbolico ao longo do eixo x.
C. Paraboloide eliptico ao longo do eixo y.
D. Paraboloide hiperbolico ao longo do eixo y.
Assinale a alternativa que indica todas as associacdes corretamente:
al=-All-C; Il -B;IV-D. dI-Cll-Alll-D;IV-B.
b) I -B; Il -C; Il - A; IV-D. e)l-D;Il-B; Il -C;IV-A
c)l-B;ll-Alll-D;IV-C.
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2. Analise as afirmacdes apresentadas a respeito dos paraboloides e
hiperboloides, classificando-as como verdadeiras (V) ou falsas (F):
2 y2 Z2
I. A superficie descrita pela equacdo — — =— 4+ — =1 corresponde a
“°79 16 25
um hiperboloide de uma folha, cujo traco em relacdo ao plano

X =6 é descrito por uma hipérbole de eixo real contido no eixo z.

2 2
II. A superficie descrita pela equagao z = T + ? corresponde a um

paraboloide eliptico, cujo traco em relacdo ao plano z = 4 é descrito
por uma elipse de eixo maior, com comprimento igual a 8 unidades.
X2 2 2

.~ ; x Yy
. A superficie descrita pela equacdo —— +=——— =1 corresponde
“° 716 25 16
a um hiperboloide de duas folhas, cujo trago em relagdo ao plano

y =10 é descrito por uma parabola, com distancia focal igual a
4/3 unidades.

Assinale a alternativa que indica todas as classificacdes corretamente,
tendo em vista a ordem na qual as afirmacdes foram apresentadas:

a)V-V-F dF-F-V
b)V-F-V. e)F-V-F
cV-F-F

3. Considere as superficies descritas pelas seguintes equagdes:

2 2 2
s XY 2
12 9 16
x2  Z?
S, y=—+—
2- Y =35 " 36
) X2 y2 ZZ
72549 64
2 2
X Y

= —+ "
144 81
Complete corretamente as lacunas das seguintes afirmagdes, tornando-as
informacdes corretas a respeito das superficies descritas:

I. A superficie S, corresponde a um hiperboloide, cujo trago em
relagdo ao plano xz é descrito por

Il. Asuperficie S, corresponde a um paraboloide, cujo trago em relacdo
ao plano xz é descrito por
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ll. A superficie S, corresponde a um hiperboloide, cujo trago em
relacdo ao plano xy é descrito por
IV. Asuperficie S, corresponde a um paraboloide, cujo trago em relagéo
ao plano yz é descrito por
Assinale a alternativa que associa corretamente os termos que completam
as lacunas das afirmagdes anteriores:

a) | — uma parabola; Il — uma circunferéncia; Ill — uma elipse; IV — uma
parabola.

b) | — uma elipse; Il — um ponto; Ill = uma hipérbole; IV — uma hipérbole.
c) I —uma hipérbole; Il — um ponto; Il — uma hipérbole; IV — uma parabola.
d) I —uma parabola; Il — uma elipse; Ill — uma parabola; IV — uma hipérbole.
e) | — uma pardbola; Il — uma hipérbole; Ill — uma parabola; IV — uma elipse.
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Secaon 4.3

Cones e cilindros

Dialogo aberto

Nesta secdo, sua tarefa consiste em concluir estudos a respeito de
edificios especificos, associando seus formatos com determinados
tipos de superficies. Anteriormente, vocé trabalhou com alguns
edificios, relacionando-os aos elipsoides, superficies esféricas,
paraboloides e hiperboloides, observando as caracteristicas que
definem cada um desses tipos de superficies, possibilitando um
estudo a respeito das superficies quadricas e esféricas.

Neste momento, para finalizar o trabalho iniciado com o estudo
das superficies quadricas, na terceira tarefa vocé € responsavel
por analisar obras arquitetdbnicas que possuem formato conico e
cilindrico. Para tanto, vocé deve observar as estruturas e construir
representacdes algeébricas adequadas.

A primeira obra que vocé deve estudar € o edificio “Torres de
Hércules’, do arquiteto Rafael de La-Hoz Castanys, localizado na
Espanha, conforme a Figura 4.19. Cada torre que compde o edificio
possui 25 m de diametro e 100 m de altura.

Figura 4.19 | "Torres de Hércules", Espanha

Fonte: Wikimedia (2009, [s.p.]). Disponivel em: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Torres_de_
hercules_2 jpg>. Acesso em: 12 mar. 2018
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Como pode ser representada algébrica e geometricamente cada
torre do edificio, supondo que sua base coincida com o plano xy
no espaco cartesiano? Quais sao suas intersecdes com os planos
XY, Xz e yz?

A segunda obra que vocé devera analisar € a Catedral Basilica
Menor Nossa Senhora da Gloria, localizada na cidade de Maringa,
no Parana, cuja estrutura esta retratada na Figura 4.20.

Figura 4.20 | Catedral Basilica Menor Nossa Senhora da Gloria, no Parana

Fonte: Ortiz (2007, [s.p.]). Disponivel em: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cathedral_of_
Maring%C3%A1_02_2007_8712.JPG>. Acesso em: 12 mar. 2018

Essa construcdo apresenta formato conico, com 114 m de altura
e base circular com 50 mde diametro. Como pode ser representada
algébrica e geometricamente essa catedral, supondo que seu vértice
coincida com a origem do espago cartesiano?

Como vocé responderia a essas questdes? Quais conceitos estao
envolvidos no estudo dessas obras arguitetdnicas? Dé sequéncia a
seus estudos, analisando as principais caracteristicas das superficies
conicas e cilindricas.

Nao pode faltar

Superficie conica

No estudo das curvas conicas, realizado na secdo anterior,
observamos que esses tipos de curvas sao obtidos pelas intersecdes
de planos com tipos especificos de superficies conicas.

Uma superficie conica corresponde a uma superficie obtida a
partir de uma reta (geratriz) que se movimenta, apoiada em uma
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curva plana (diretriz) qualquer, e que passa por um ponto dado
(vértice) ndo situado no plano que contém essa curva. A superficie,
com seus respectivos elementos, € indicada na Figura 4.21.

Figura 4.21 | Elementos da superficie conica

diretriz

Fonte: elaborada pela autora

A diretriz corresponde a uma curva plana obtida pela intersecao
de duas superficies:

f(xy,z)=0
f,(xy,z)=0

&z” Assimile

Se a diretriz for caracterizada por uma circunferéncia, entdo poderemos
construir uma superficie conica circular. As diretrizes descritas por
parabolas, elipses ou hipérboles podem gerar, respectivamente, superficies
conicas parabolicas, elipticas ou hiperbodlicas. No caso de a diretriz ser
dada por uma reta, a superficie conica converte-se em um plano.

E[9 Pesquise mais

Note que o estudo das superficies conicas, assim como o das superficies
cilindricas, que sera realizado na sequéncia, pode ser associado as
curvas conicas. Por isso, retome 0s conceitos e as caracteristicas das
principais curvas conicas com a sequinte leitura:

VENTURI, Jacir José. Cénicas e quadricas. 5. ed. Curitiba: Livrarias
Curitiba, 2003. Disponivel em: <http://www.geometriaanalitica.com.
br/livros/cq.pdf>. Acesso em: 12 mar. 2018.
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pa

O vértice ¢ um elemento que divide a superficie cdnica em duas
rtes distintas chamadas de folhas e que sao opostas pelo veértice,

assim como retratado na Figura 4.21.

188

c;@ Reflita

O solido conhecido popularmente como cone € estudado desde a
Educacao Basica e esta diretamente associado a uma superficie conica.

Refletindo sobre as propriedades do solido geomeétrico denominado
cone, quais sao as caracteristicas especificas da superficie conica que
gera o cone?

v=| Exemplificando

Seja a reta g de equagdes z=my e x =0, construida no plano yz.

Na rotacdo da reta g em torno do eixo z obtemos uma superficie
conica circular, conforme a Figura 4.22. A equacao dessa superficie
pode ser obtida pela substituicao, na equacdo da reta, de y por

+x* +y? e assim:
z= m(j:\/x2 +y2) = zX = m2<x2 +y2).

Figura 4.22 | Superficie cénica circular de equacdo z? = m? (x2 +y2)

z

Fonte: elaborada pela autora
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Desta forma, g corresponde a geratriz da superficie, a diretriz € descrita
4 por uma circunferéncia e o vértice é dado pelo ponto O que separa as
duas folhas da superficie.

Levando em conta 0 caso mais geral, em que a diretriz € uma
elipse, podemos construir superficies conicas elipticas, as quais tém
sua forma candnica descrita por uma das seguintes equacoes:

2 2

« Superficie ao longo do eixo z: z2 = a—z—s-j;—z.
2 2

« Superficie ao longo do eixo y: y? = %—1—2—2.
2 2

« Superficie ao longo do eixo x: x* = Z—2+%

Tomando o caso em gue temos uma superficie conica eliptica
ao longo do eixo z, o traco dessa superficie no plano xy corresponde
ao ponto 0O(0,0,0), e em relacdo aos planos paralelos de equacdes
Z =k, 0s tracos sdo elipses. Por outro lado, os tracos em relacéo
aos planos da forma x =k ou y =k sdo hipérboles, as quais se
degeneram em duas retas nos casos dos planos xz e yz.

Estudos semelhantes podem ser desenvolvidos no caso das
superficies conicas parabolicas e hiperbolicas.

! Atencao

As equacdes apresentadas foram construidas conforme as superficies
codnicas centradas na origem, ou seja, o vértice coincide com a origem
do sistema. Podemos, ainda, supor superficies com vértice em um
ponto V(h,k,I), realizando modificagdes nas formas candnicas ao
substituir os termos x, y e z, respectivamente, pelas expressdes X — h,
y—kez—|I

Por exemplo, podemos supor uma superficie conica circular de
equacao:
2

z :(x—1)2 + Yy
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Com essa equacdo, notamos que o veértice dessa superficie
corresponde ao ponto P(1,0,0), e ndo a origem do sistema, fato
este que pode ser observado na Figura 4.23.

2

Figura 4.23 | Superficie conica de equacdo z* = (x —1)2 +y

Fonte: elaborada pela autora.

N ~n
s 4 Facavocé mesmo

Estude os tracos da superficie conica de equacao:

2 2
, Xz

y ZE-FE,

em relacdo aos planos coordenados e aos planos das formas x = K,

L y =k e z=Kk, isto & planos paralelos aos planos coordenados.

Superficie cilindrica

Considere uma curva plana C e uma reta r fixa que ndo esteja
contida no plano que contem C.

190 U4 - Quédricas



Partindo desses elementos, podemos caracterizar a superficie
cilindrica como uma superficie gerada a partir de uma reta g que se
movimenta ao longo da curva plana C e que mantém a relagcao de
paralelismo com r, situacao ilustrada na Figura 4.24.

Figura 4.24 | Superficie cilindrica obtida a partirde Cer

yrmm

A curva plana C é chamada de diretriz da superficie cilindrica,
enquanto g é denominada geratriz da superficie.

Fonte: elaborada pela autora

6&» Assimile

Assim como no caso das superficies conicas, as superficies cilindricas
podem ser classificadas em funcao de suas diretrizes. Superficies
cilindricas chamadas de circulares, elipticas, hiperbolicas ou parabolicas
sdo construidas, respectivamente, a partir de circunferéncias, elipses,
hipérboles ou parabolas.

As superficies cilindricas podem ser construidas a partir de
diferentes curvas planas. Porém, nos exemplos apresentados,
consideraremos apenas superficies cilindricas obtidas a partir de
curvas planas que estejam contidas em um dos planos coordenados
€ cujas geratrizes sejam retas paralelas aos eixos coordenados que
nao estejam contidos nos planos considerados.

Quando fixamos essas condicdes, as equacdes das superficies
podem ser obtidas diretamente de suas diretrizes.

U4 - Quédricas 191



e vz| Exemplificando
Considere a superficie cilindrica construida a partir da parabola de
eqguacao:

y® =3x,

contida no plano xy. Tomando as geratrizes paralelas ao eixo z a
superficie sera descrita pela equacao:

y® =3x,

a qual € apresentada na Figura 4.25.

Figura 4.25 | Superficie cilindrica de equacdo y? = 3x

Fonte: elaborada pela autora.

Observe que os tracos dessa superficie, em relacao ao plano
coordenado xy e a qualquer plano da forma Z =Kk (planos paralelos
ao plano xy), correspondem a parabola de equacdo y2 = 3x.

- J

3
4 Facavocé mesmo

Considere, no plano yz, a hipérbole de equagao:
2 2

y V4

64 81
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Qual é a equacdo da superficie cilindrica, construida a partir da
4 hipérbole e ao longo do eixo x, sabendo que suas geratrizes serdao
paralelas ao eixo x? Quais sao os tracos da superficie cilindrica em
relacdo aos planos coordenados?

Construa também um esbogo para a superficie com base em sua
descrigao.

|:L|Q Pesquise mais

Como material complementar para o estudo das superficies conicas e
cilindricas, pode ser empregado o sequinte livro:

CONDE, Antonio. Geometria Analitica. Sdo Paulo: Atlas, 2004.
Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/
9788522465729/cfi/0!/4/4@0.00:0.00>. Acesso em: 12 mar. 2018.

Sem medo de errar

No contexto de atuacdo como funcionario do escritorio de
Engenharia Civil e de Arquitetura e Urbanismo, sua tarefa consiste na
analise de duas obras, com base nas caracteristicas das superficies
conicas e cilindricas.

O primeiro edificio a ser analisado consiste em uma das torres
que compdem as “Torres de Hercules’, localizadas na Espanha e
Cuja estrutura ¢é retratada na Figura 4.19. Sabendo que cada torre
que compde o edificio possui 25 m de diametro e 100 m de altura,
podemos representa-la por uma superficie cilindrica construida a
partir de uma circunferéncia de diametro igual a 25 m, ou ainda,
com raio de medida 12,5 m.

Uma circunferéncia de centro na origem e raio com medida 12,5 m,
construida no plano xy (z=0), sera descrita pela equagdo:

X +y? =125 = x*+y?=156,25

Assim, a superficie cilindrica pode ser construida a partir da
circunferéncia de equacdo x*+y® =156,25 ao longo do eixo z
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Como o edificio possui 100 m de altura, a superficie cilindrica em
questao pode ser descrita por:

x? 4+ y? =156,25
0<z<100

cuja representacado € dada conforme a Figura 4.26.

Figura 4.26 | Representacdo geométrica de uma das “Torres de Hércules”

Fonte: elaborada pela autora

Note que a intersecdo com o plano xy (z=0) € a circunferéncia
de equacdo x*+y?=156,25. As intersecdes com o plano xz
(y =0) sdo dadas pelas retas x =+12,5, enquanto as intersecdes
com o plano yz (x = 0) correspondem as retas y = +12,5.

Por outro lado, a Catedral Basilica Menor Nossa Senhora da
Gloria, localizada no Parana, pode ser estudada com base nas
caracteristicas da superficie cdnica. Sabemos que essa oObra
arquiteténica tem formato descrito por uma das folhas de uma
superficie conica, possuindo 114 mde altura e base circularcom 50 m
de diametro.

Como o vértice da superficie deve corresponder ao ponto
0(0,0,0), devemos supor que a base circular com 50 m de diametro,
ou 25 m de raio, esteja contida no plano z=—-114.
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Sabemos que uma superficie conica circular, com vértice na
origem, tem equacdo dada por z? = mz(x2 —|—y2). Qualquer ponto
da superficie no plano z=—-114 assume a forma P(x,y,—114), de
modo que x* +y* =257 isto é, x*+ y? =625. Como o ponto P
que satisfaz essas condi¢cdes pertence a superficie, entdo:

(—114)°

= m?=20,7936.
625

(—114)" =m*(625) = m? =

A superficie conica que representa a catedral da cidade de
Maringa, no Parana, portanto, € descrita pela equacao
7’ = 20,7936(X2 +y2), Cuja representacdo grafica € dada conforme
a Figura 4.27.

Figura 4.27 | Representacdo geométrica da catedral localizada em Maringa, no Parana

Fonte: elaborada pela autora.

Na Figura 4.27, € possivel observar as duas folhas da superficie
conica de equacio z% = 20,7936(x2 —|—y2). No entanto, para a
descricao da catedral, apenas devemos considerar a folha voltada
para baixo, desde o veértice até o plano z=—-114, ou seja,

7" =20,7936(x* +y?)
—-114<z<0
Assim, concluimos essa tarefa obtendo descricbes adequadas a
superficie estudada.
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Nesta situacao, o objetivo consistia em comparar os formatos
de edificios com certas superficies, possibilitando a representagao
algébrica destes. Para que isso seja possivel, € fundamental identificar
as principais caracteristicas do formato da obra e comparar com
os diferentes tipos de superficies, sejam estas quadricas, esféricas,
conicas ou cilindricas.

Avancando na pratica
Superficies cilindricas ndo centradas na origem

Descricao da situagcao-problema

Uma industria, para a producdo de estruturas metalicas em
formato cilindrico, precisa, inicialmente, descrever algebricamente
cada produto, para fabricar prototipos, com o auxilio de softwares
computacionais, favorecendo a producao das estruturas
corretamente.

Um estagiario do setor de construcdo de prototipos dessa
industria, investigando as propriedades das superficies cilindricas,
deparou-se com a superficie descrita pela equacao:

x> 4+2°+4x—-6z4+49=0.

Analisando as caracteristicas dessa superficie cilindrica e sabendo
que esta é circular, o que podemos concluir a respeito de seu
centro? E de seus tracos em relacdo aos planos da forma y =k ?

Resolucgdo da situagdo-problema
Seja a superficie cilindrica de equacao:
x*+2*+4x-6z+9=0.

Pelo completamento de quadrados, efetuado com a adicdo e
a subtracao de 4 unidades no primeiro membro da equacdo e o
emprego dos produtos notaveis, podemaos rescrever essa equagao
da sequinte forma:

(X +4x+4)+(22—62+9)-4=0 = (x+2° +(z-3) -4=0 =
= (x+2) +(z-3)" =4.
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Assim, temos uma superficie cilindrica construida a partir de uma
circunferéncia, no plano xz, descrita pela equacao:
(x+2)° +(z-3)" =4,
ou seja, uma circunferéncia, no plano xz, de raio 2 centrada no ponto
Pde abscissa -2 e com cota 3, isto €, P(—2,0,3). Portanto, a superficie
cilindrica é centrada no ponto P(—2,0,3), pertencente ao plano xz.
Essa superficie pode ser observada conforme a Figura 4.28.

O traco da superficie em relacdo a planos da forma y =k, ou
seja, planos paralelos ao plano xz, corresponde a circunferéncias de
raio 2 centradas em pontos da forma Q(—2,k,3).

Figura 4.28 | Superficie cilindrica de equacdo (x + 2)2 +(z- 3)2 =4

Fonte: elaborada pela autora.

No estudo das superficies, sejam estas quadricas, conicas,
cilindricas ou esféricas, € fundamental identificar suas principais
caracteristicas, para que seja possivel representa-las algebrica
e geometricamente de forma adequada, preservando suas
propriedades e empregando-as no estudo de outros fendbmenos.

Faca valer a pena

1. Considere a superficie dada por:
7* =3x* +3y?
Com base nas propriedades da superficie em questdo, preencha as lacunas

da seguinte afirmacao, tornando-a uma descricdo correta para a superficie
apresentada:
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A superficie de equacao z* = 3x? —|—3y2 corresponde a uma superficie

cujos tracos nos planos xy e yz correspondem,

respectivamente, a ea de modo que seu
coincida com a origem.

Assinale a alternativa que indique, na ordem em que devem ser
considerados, os termos que preenchem corretamente as lacunas da
afirmacdo apresentada:

a) cbnica — origem — duas retas paralelas — centro.

b) cdnica — origem - duas retas concorrentes — vértice.

d
e) cilindrica — duas retas concorrentes — origem — vértice.

)
c) conica — duas retas paralelas — duas retas concorrentes — vértice.
) cilindrica — origem — duas retas paralelas — centro.

)

2. Sejam as superficies descritas pelas seguintes equacdes:

l.4y> +722 —x* =0

I. x> —9y? —9=0

. 2x* —y* +32° =0

Associe as superficies (denotadas por |, Il e Ill) com as caracteristicas
indicadas nas descricdes (representadas por A, B e C):
A. Superficie cilindrica ao longo do eixo z.
B. Superficie cénica ao longo do eixo y.
C. Superficie cénica ao longo do eixo x.

Assinale a alternativa que indica todas as associagdes corretamente:
a) Il -A; Il -C; lll -B.
b) I - B; Il - A; Ill - C.
c)l-B; Il -C;lll -A.
d I -C; Il —A;lll -B.
e) I -C; Il -B;Ill - A

3. Seja a superficie no espaco cartesiano descrita pela equacdo:
x* +4y? +2x-15=0.
A respeito dessa superficie, foram feitas as seguintes afirmacdes:

I. A equacgdo apresentada descreve uma superficie conica, cujo vertice
coincide com o ponto de coordenadas P(1,0,0).

Il. A equagdo apresentada descreve uma superficie cilindrica, cujo
centro coincide com o ponto P(—1,0,0).
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IIl. A equacdo apresentada descreve uma superficie cilindrica, cujos
tracos em relacdo a planos na forma z = k sdo elipses.

Com base na superficie e nas afirmacdes apresentadas, assinale a
alternativa correta:

a) Apenas a afirmacao Il esta correta.

b) Apenas a afirmacdo Ill esta correta.

c) Apenas as afirmacgdes | e Il estdo corretas.

d) Apenas as afirmacdes | e Il estao corretas.

e) Apenas as afirmacgdes Il e Il estao corretas.
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