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Palavras do autor

Bem-vindo a disciplina de Estruturas Hiperestaticas! Esta disciplina
€ parte da area de estruturas, dentro da engenharia civil. Ela colabora
para que nossos edificios, casas, pontes, e todas as outras estruturas
que conhecemos saiam do papel e se tornem reais.

A disciplina busca trazer o conhecimento e a analise de estruturas
hiperestaticas, calculando os esforcos e os deslocamentos em
elementos e as reacdes de apoio. Na primeira fase, sera definido qual e
O grau de hiperestaticidade da estrutura. Depois, aplicaremos o metodo
das forcas ou dos deslocamentos para determinacdo das reacdes e
forcas internas nas estruturas. Em seguida, avaliaremos a forca cortante,
o momento fletor e representaremos a linha de influéncia. Ao final,
aplicaremos o Método da Rigidez na analise matricial de estruturas ou
0 Processo de Cross.

Na primeira unidade, veremos como classificar a estrutura quanto
ao grau hiperestatico. A definicao destes graus ira direcionara o modelo
que usaremos para resolver a estrutura, encontrando como resultado
as reacoes de apoio, a forca cortante e © momento fletor.

Na segunda unidade serdo tratados dois métodos: o Método das
Forcas e o Metodo dos Deslocamentos. Antes de iniciarmos seu uso,
precisamos de alguns conceitos fundamentais que serao apresentados
COMO OS principios e teoremas que norteiam a hiperestatica, entre eles,
o Principio do Trabalho Virtual (PTV).

Ja na terceira unidade, o estudo se refere as linhas de influéncia.
Elas tém papel importante nas estruturas que recebem cargas moveis,
como as pontes. Nesta unidade, veremos a aplicacdo nas estruturas
hiperestaticas, tanto as com um grau hiperestatico quanto as com
multiplos graus hiperestaticos.

A Ultima unidade € sobre a aplicacdo das propriedades matematicas
das matrizes no calculo das estruturas hiperestaticas. O Método da
Rigidez sera um dos métodos abordados, assim como o Processo de
Cross. Este se baseia no Método dos Deslocamentos, abordado na
unidade dois, o que facilita seu aprendizado.

Dedique-se ao estudo das estruturas hiperestaticas, pois estes
conceitos abrirdo muitas possibilidades no campo da engenharia



estrutural. Apesar da complexidade, quase a totalidade das estruturas
construidas hoje sdo estaticamente indeterminadas. Valorize o privilegio
de estudar e aplique-se a esta disciplina tdo complexa, mas ado mesmo
tempo apaixonante.

Bom estudol!



Unidade 1

Grau de hiperestaticidade

Convite ao estudo

Seja bem-vindo a primeira unidade de estudo da disciplina de
Estruturas Hiperestaticas!

Nesta unidade, veremos como encontrar o grau de
hisperestaticidade de elementos como vigas, trelicas e porticos, com
um e com varios graus de hiperestaticidade. Portanto, aprenderemos
aprender a definir o grau de hiperestaticidade da estrutura.

Em um de seus projetos como engenheiro, sua empresa de
facilities foi contratada para realizar manutengdes em um hotel e
dentro do escopo de trabalho esta a implantacao de uma estrutura
em um jardim. Junto com a renovacao do projeto paisagistico, foi
escolhido um portico, que sera inaugurado cComo a nova estrutura
moderna do local. O portico se destaca pelo seu tamanho e uso de
materiais inovadores. O projeto paisagistico foi apresentado, e agora
O Proximo passo sera analisar a estrutura. Mas aléem da estética,
voCcé deve verificar se este elemento € uma estrutura estaticamente
indeterminada. Se for, qual € seu grau hiperestatico?

Assim, para responder a este desafio, estudaremos como definir
O grau de hiperestaticidade das estruturas. Para isso, primeiramente,
devemos determinar se uma estrutura € hipostatica, isostatica
ou hiperestatica. Como consequéncia do numero de graus
hiperestaticos, escolneremos, dessa forma, o melhor metodo de
calculo.

ApOs esta unidade, vocé sera capaz de determinar se estruturas,
tais como vigas, porticos e trelicas apresentam  um ou multiplos
graus de hiperestaticidade.

Bom estudo!



Secaoll

Estruturas estaticamente indeterminadas

Dialogo aberto

Ola, aluno! O aprendizado do calculo das estruturas hiperestaticas
é fundamental para a area de calculo de estruturas. Na maioria dos
projetos de engenharia surgirao desafios relacionados a esta area.

Nesta primeira secdo, serao explicados 0s motivos de usarmaos as
estruturas hiperestaticas, suas vantagens e desvantagens. Também
serd abordada a definicdo da estrutura externamente hiperestatica e da
internamente hiperestatica, e como encontrar seu grau hiperestatico
total.

No seu desafio profissional do portico localizado no jardim do
hotel, vocé precisa definir o grau de hiperestaticidade da estrutura, para
qgue ela seja calculada e executada e seu projeto seja entregue com
éxito. Como definir o grau hiperestatico deste portico? Quais sao as
possibilidades de vinculacao para este elemento?

Conhecendo as possibilidades de vinculacdo para esta estrutura
e as vantagens e desvantagens de cada opgdo, VOcé sera capaz de
escolher a que melhor se enquadra em seu projeto, tendo um melhor
custo-beneficio.

Dedicando-se nos estudos aplicados da disciplina e resolvendo este
desafio profissional, quando se deparar com projetos semelhantes,
vOCeé tera todo o conhecimento necessario para ter éxito.

Bom estudol!

Nao pode faltar

Introducao ao estudo das estruturas hiperestaticas

As estruturas sdo sistemas compostos por um ou mais elementos,
ligados entre si de forma a se tornarem estaveis. Isto significa que
as estruturas devem ser capazes de receber os esforcos externos,
absorvé-los internamente e direciona-los aos apoios.

8 U1 - Grau de hiperestaticidade



Todavia, o calculo de alguns tipos de estruturas ndo € tdo simples de
se resolver. Até o inicio do seculo passado, as estruturas estaticamente
indeterminadas eram complexas demais e evitadas pelos engenheiros,
pois Ndo havia métodos tao precisos de analise como temos hoje.

O que € uma estrutura estaticamente indeterminada?

Quando a estrutura a ser analisada tem mais reagoes externas e/
ou mais forcas internas a serem determinadas do que as incognitas
resolvidas pelas equacdes de equilibrio da estatica, ela € considerada
uma estrutura estaticamente indeterminada.

As equacdes de equilibrio da estatica consideram que a somatoria
das forcas verticais, horizontais e do momento devem ser nulas. Sao
descritas pelas equacdes:

SF, =0
SF, =0
>XM=0

Onde: F, = Forgas horizontais; F, = Forgas verticais;, M=
Momentos.

Para isso, considera-se que as vinculagdes estdo em um sistema
plano, isto €, sO podem se movimentar nas direcdes contidas neste
plano. Isto ndo ocorre na estrutura real, mas esta consideracdo nao
interfere nas estruturas usuais analisadas.

Ja o tipo de vinculacdo a ser considerado no calculo interferira
na analise da estrutura. O Quadro 1.1 apresenta os principais vinculos
utilizados e suas caracteristicas. O numero de graus de mobilidade
retirado pelo vinculo é fator determinante para a classificacdo da
estrutura em hiperestatica, isostatica ou hipostatica.

Quadro 1.1 | Vinculacdes e caracteristicas

Reacdes de apoio Numeros de graus de
Nome do vinculo Simbolo provocadas mobilidade retirados
pelos vinculos pelo vinculo (n)

|
Apoio movel _/i\‘_ 1
Tv
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H |
Apoio fixo 757 %‘T v 2

Engaste ij H_\;%]' 3

Fonte: elaborado pelo autor.

As estruturas hipostaticas (Figura 1.1) séo moveis em seu conjunto
e apresentam grau de hiperestaticidade negativo, ou a estrutura possui
uma parte movel, o que a torna inaceitavel para edificagcoes.

Por causa do numero inferior de reacdes de apoio que possam
trazer estabilidade a estrutura, o conjunto da estrutura nao € impedido
de se deslocar.

Figura 1.1 | Estrutura hipostatica

n=2 <=3

>+
[

=
I
—_

n=1

Fonte: elaborada pelo autor.

J=| Exemplificando

As estruturas hipostaticas tém um numero inferior de graus de mobilidade
permitido pelos apoios necessarios para impedir que a estrutura se
movimente (Figura 1.2), mas também podem ser hipostaticas quando nao
tiverem restricdo em ambas as direcdes do plano (Figura 1.3). Assim, estas
estruturas ttm movimento infinito e ndo podem ser usadas para projetos,
pois seu equilibrio € instavel.
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4 N
Figura 1.2 | Estrutura hipostatica com graus de mobilidade permitidos pelos apoios
inferiores as equagdes de equilibrio

N 7 n=z <23

n=1 n=1

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 1.3 | Estrutura hipostatica com graus de mobilidade permitidos pelos apoios
superiores as equacdes de equilibrio

é é é é n=4
n=1 n=1 n=1 n=1
Fonte: elaborada pelo autor.
- J

As estruturas isostaticas (Figura 1.4) sao aquelas que apresentam
numero de reacdes igual ao numero de incognitas das equagdes de
equilibrio e, consequentemete, o grau de hiperestaticidade € igual
a zero.

Figura 1.4 | Estrutura isostatica

n=3

P
P>

=
1
]
3
1
—a

Fonte: elaborada pelo autor.

v=| Exemplificando

As estruturas isostaticas apresentam um numero de apoios suficiente
para impedir que a estrutura se movimente (Figura 1.5) e, portanto, seu
equilibrio é estavel.

U1 - Grau de hiperestaticidade 11



Figura 1.5 | Estrutura isostatica

P>

n=1

n=3

= |
1l -
L

Fonte: elaborada pelo autor.

As estruturas hiperestaticas (Figura 1.6) sao aguelas em que O
numero de reacdes € maior gque 0 numero de equacdes da estatica
ou se as equacdes da estatica nao sao suficientes para determinar os
esforcos internos, consequentemete, o grau de hiperestaticidade € de
um ou mMais. Assim, nao € possivel determinar suas reacdes de apoio
apenas com estas equacdes.

Figura 1.6 | Estrutura hiperestética

n=4

Fonte: elaborada pelo autor.

J=| Exemplificando

As estruturas hiperestaticas apresentam um numero de apoios superior
a0 necessario para impedir que a estrutura se movimente (Figura 1.7)
e, portanto, seu equilibrio € estavel. Apesar de a analise da estrutura
hiperestatica ser complexa, a maioria das estruturas € hiperestatica. }
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Figura 1.7 | Estrutura hiperestatica

n=4

t
[P+

n=3

pun |
1
-y

Fonte: elaborada pelo autor.

Vantagens das estruturas hiperestaticas

1. Estruturas mais sequras: ha uma redistribuicdo maior das
tensdes devido a rigidez da estrutura. Quando um elemento da
estrutura esta sendo muito solicitado, ele redistribuird a tensao
para 0s elementos ao seu redor, pois havera uma redistribuicao
dos momentos.

2. Menor deslocamento transversal com maior rigidez: devido a
maior rigidez da estrutura por causa do menor grau de liberdade,
ocorrera uma melhor distribuicao dos esforcos, assim como
tensGes menores (Figura 1.8).

Figura 1.8 | Comparacéo de deformacdo da estrutura hiperestatica e isostatica

| . 1

Estrutura Hiperestatica Estrutura Isostatica

n=2 n=2 n=2 it

Fonte: elaborada pelo autor.

Quando as colunas sao muito mais rigidas do que a viga que se
apoia nelas, a rotacdo em suas extremidades € pequena, ficando
proxima a uma viga biengastada.
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3.

Economia de material: as vigas continuas (caso (a) da Figura
1.9), apesar de apresentarem momentos negativos maiores nos
apoios, ttm momentos positivos menores No meio do vao e,
conseguentemente, isso gerara uma economia de material. Ja as
vigas simplesmente apoiadas (caso (b) da Figura 1.9) apresentam
momentos fletores maiores No meio do vao e maior gasto com
material, © que significa vigas de secOes maiores e maior peso
sendo descarregado na fundacao.

Figura 1.9 | Deformada: (a) viga continua; (b) viga rotulada no apoio central

(a)

2.00 m } 3.00 m |

(b)

3.00m 200 m {

Fonte: elaborada pelo autor.

14

Desvantagens das estruturas hiperestaticas

1

Modelos de calculo mais complexos: devido a complexidade
dos modelos de calculo, pode-se gerar algumas dificuldades na
analise estrutural e em projeto.

. Devido a recalgues dos apoios podem surgir problemas

significativos: caso ocorra algum tipo de recalque Nos apoios,
devido a maior rigidez da estrutura, isso pode acarretar mudancas
nos valores de momento fletor e torcor, No esforco cortante,
nas forcas de reacdo e nos esforcos normais dos elementos
estruturais.

. Tensdes nao consideradas podem gerar variacdes significativas:

tensdes geradas devido a ma execucao do material ou a
variacdes de temperatura nao consideradas, podem gerar uma

U1 - Grau de hiperestaticidade



modificacao da posicao relativa do elemento, o que gerara
variagdes nos esfor¢os atuantes ao longo da estrutura.

Estruturas externamente hiperestatica

As estruturas externamente hiperestaticas sdo aquelas em que
O numero de reacdes € maior do que as equacdes de equilibrio da
estatica (Figura 1.10).

Figura 1.10 | Exemplo de estrutura externamente hiperestatica

& &

Total: n=4

n=2 n=2
Fonte: elaborada pelo autor.
&z” Assimile

As estruturas externamente hiperestaticas sao aquelas que apresentam o
numero de reagdes de apoio superior a trés.

Estruturas internamente hiperestatica

Apesar de a estrutura ser isostatica externamente, caso ndo seja
possivel determinar os esforcos das secdes ao longo da estrutura,
utilizando as equacdes de equilibrio da estatica, esta estrutura €
considerada internamente hiperestatica (Figura 1.11).

Figura 1.11 | Exemplo de estrutura internamente hiperestatica

Segdo S:

T —DT-' <—lC—

Fay é Total: n=3
n=2

=

Fonte: elaborada pelo autor.
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6“’ Assimile
As estruturas internamente hiperestaticas sdo aquelas que apresentam
todas as reacdes de apoio conhecidas, entretanto, devido a geometria de

sua estrutura, um conjunto de barras ndo articulado entre si, formam uma
poligonal fechada.

Grau hiperestatico

O grau hiperestatico da estrutura € determinado somando-se ©
grau hiperestatico interno e externo.

Ao se retirar determinadas reacdes, seguindo certos critérios,
as estruturas hiperestaticas continuam a nao apresentar quaisquer
movimentos, portanto, estaveis. Assim, O grau de hiperestaticidade ¢
igual a0 numero de reacdes que pode ser suprido, até que a estrutura
se torne isostatica. Dessa forma, para a estrutura isostatica, que tem
grau de hiperestaticidade nulo, podem ser utilizadas as equacdes de
equilibrio da estatica.

o(b Reflita

Vocé observou que as estruturas isostaticas sao menos complexas de se
calcular do que as estruturas hiperestaticas. Apos a definicdo do grau de
hiperestaticidade, os meéetodos buscam utilizar formas de transformar a
estrutura hiperestatica em uma estrutura isostatica, adicionando outras
ferramentas para ajustar esta mudanca.

|:[_(|1 Pesquise mais

FTOOL - programa grafico interativo para estudo do comportamento
das estruturas.

Este programa pode ser baixado gratuitamente e utilizado para analise
de estruturas isostaticas e hiperestaticas. E uma ferramenta simples e
de facil uso, utilizado para estruturas bidimensionais. Ele permite uma
grande variedade de esquemas estaticos, e apos a definicdo de alguns
parametros, o programa detalha os graficos de momento fletor, esforco }
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normal e cortante, linha elastica e grafico de configuracdo deformada. Foi
originalmente criado pelo professor Luiz Fernando Martha. Saiba mais em:

MARTHA, L. F. Analise de estruturas: conceitos e métodos basicos, Rio de
Janeiro: Elsevier, 2010.

Sem medo de errar

Seu cliente, dono do hotel, aguarda seu projeto para que seja
renovada a area do jardim, mas, para isso, vocé deve definir o grau
hiperestatico do portico. Quais sdo as possibilidades de vinculacao para
este elemento?

Primeiramente, deve-se avaliar quais sao as vinculacdes possiveis
para este conjunto.

A escolha do vinculo é de extrema importancia, pois algumas
situacdes ndo sdo possiveis de serem executadas. Se a estrutura, por
exemplo, for hipostatica (Figura 1.12), tem uma parte movel, o que
a torna inaceitavel para edificagdes. Por causa do numero inferior
de reacdes de apoio, 0 conjunto da estrutura nao € impedido de se
deslocar, portanto, esta opcao nao e viavel para este projeto.

Figura 1.12 | Estrutura hipostatica

n=2=23

(e
(e

=3
1
.y
=
1
.y

Fonte: elaborada pelo autor.
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Uma segunda op¢ao de vinculagdo deste portico € a estrutura ser
isostatica (Figura 1.13). Esta estrutura é possivel de ser construida e tem
a facilidade de ser calculada com apenas as equacdes de equilibrio,
entretanto, tem a desvantagem de ter maiores deformacoes.

Figura 1.13 | Estrutura isostatica

n=3

P
P

o}
I
M2
=
11
—

Fonte: elaborada pelo autor.

A Ultima opgdo € a escolha de uma estrutura hiperestatica (Figura
1.14), em que o nUmero de incognitas € maior do que © numero das
equacdes da estatica.

Figura 1.14 | Estrutura hiperestatica

n=4

n=2 n=2

Fonte: elaborada pelo autor.
Caso opte por esta opcao de vinculacao, vocé podera ter uma

estrutura mais segura, Com maior rigidez e com menos deslocamento
e, além disso, gerar uma economia com gastos de material.

18 U1 - Grau de hiperestaticidade



Avancando na pratica

Vantagens e desvantagens da estrutura hiperestatica
Descricao da situacao-problema

Uma construtora fechou um grande projeto na empresa em
que vocé trabalha. Seu chefe o chamou e disse que estava tendo
uma discussao a respeito dos apoios a serem adotados em uma
das estruturas. Esta definicdo modificara toda a solucao do projeto,
pois classificard a estrutura em isostatica ou em hiperestatica e,
consequentemente, cada tipo de estrutura tem um lado contra e um a
favor. Seu chefe marca uma reunido com 0s engenheiros e pede que
VOCé apresente quais sao as vantagens e as desvantagens da estrutura
hiperestatica em relacao a estrutura isostatica, para que, entdo, possam
encontrar a melhor solugao para este caso.

Resolucao da situacdo-problema

Vocé apresenta em slides para toda a equipe as vantagens e as
desvantagens de cada estrutura:

Vantagens da estrutura hiperestatica em relacdo a estrutura
isostatica:

1. Estrutura mais sequra: ha uma redistribuicdo maior das
tensdes devido a rigidez da estrutura. Quando um elemento
da estrutura esta sendo muito solicitado, ele redistribuird a
tensao para os elementos ao seu redor, pois havera uma
redistribuicao dos esforgos.

2. Menor deslocamento transversal com maior rigidez: devido
a maior rigidez da estrutura por causa do menor grau de
liberdade, ocorrera uma melhor distribuicdo dos esforcos,
assim como tensdes e deslocamentos menores. Quando as
colunas sdo muito mais rigidas do que a viga que se apoia
nelas, a rotagao em suas extremidades € pequena, ficando
proxima a uma viga biengastada.

3. Economia de material: as vigas continuas, apesar de terem
momentos negativos maiores Nos apoios, apresentam momentos
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positivos menores no meio do vao e, conseqguentemente, isso
gerara uma economia de material. Ja as vigas simplesmente
apoiadas apresentam momentos fletores maiores No meio do
vao e maior gasto com material, 0 que significa vigas de secdes
maiores e maior peso sendo descarregado na fundacao.

Desvantagens das estruturas hiperestaticas em relagcdo as
estruturas isostaticas:

4. Modelos de calculo mais complexos: devido a complexidade
dos modelos de calculo, pode-se gerar algumas dificuldades na
analise estrutural e em projeto.

5. Devido a recalques dos apoios podem surgir problemas
significativos: caso ocorra algum tipo de recalque nos
apoios, devido a maior rigidez da estrutura, pode acarretar
mudangas nos valores de momento fletor e torgcor, no
esforco cortante, nas forcas de reacao e nos esforgcos
normais dos elementos estruturais.

6. Tensdes ndo consideradas podem gerar variagdes significativas:
tensdes geradas devido a ma execucao do material ou variacdes
de temperatura ndo consideradas podem gerar uma maodificacao
da posicdo relativa do elemento, o que gerara variagcdes Nos
esforcos atuantes ao longo da estrutura.

Faca valer a pena

1. Na entrada de uma cidade é colocado um portal para recepcéo daqueles
que chegam. Este portal foi dimensionado como uma estrutura isostatica.
Caso tivesse sido projetado como uma estrutura hiperestatica, qual seria a
diferenca entre eles?

Assinale a alternativa correta que corresponde a diferenca entre a estrutura
isostatica e a estrutura hiperestatica.

a) Se fosse hiperestatica, a estrutura deveria ter menor rigidez.

b) Se fosse hiperestatica, a estrutura deveria ter secdes menores.
c) Se fosse hiperestatica, a estrutura deveria ter pilares maiores.
d) Se fosse hiperestatica, a estrutura deveria ter secdes maiores.
e) Se fosse hiperestatica, a estrutura deveria ter um vdo menor.
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2. Como parte de um projeto de uma edificacdo em um condominio
entregue a vocé para solugdo, trés porticos precisam ser analisados.

(a) (0) o (c)

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a alternativa correta quanto a classificagdo dos croquis,
respectivamente, em hipostatico, isostatico ou hiperestatico.

a) Isostatico, hiperestatico e hipostatico.
b) Hipostatico, hiperestatico e isostatico
c) Hiperestatico, hipostatico, isostatico.

d) Hipostatico, isostatico e hiperestatico.
e) Hiperestatico, isostatico e hipostatico.

3. Como consultor de um projeto, foi-lhe entregue uma viga para ser
analisada, conforme croqui apresentado:

| A

Fonte: elaborada pelo autor.

Como parte de sua analise inicial, vocé tem de classificar a viga, mas antes
determinar os graus de cada apoio. Qual € o grau de hiperestaticidade total
da estrutura?

Assinale a alternativa correta que apresenta o grau de hiperestaticidade da
estrutura.

an=1
b)n=0
c)ln=

dn=3
eln=4
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Secao 1.2
Estruturas com um grau hiperestatico

Dialogo aberto

Caro aluno, bem-vindo a nossa segunda secdo da Unidade
1. Na primeira secao, vimos os motivos de usarmos as estruturas
hiperestaticas, suas vantagens e desvantagens. Também foi abordada
a definicdo da estrutura externamente hiperestatica e internamente
hiperestatica, bern como o seu grau hiperestatico total.

Nesta secdo, nos aprofundaremos nas definicdes das estruturas
com um grau hiperestatico, entre elas as vigas, 0s porticos e as trelicas.
Veremos as particularidades de cada arranjo estrutural e como definir
sua hiperestaticidade e os modelos com um grau de hiperestaticidade.
Este topico é importante, pois © grau de hiperestaticidade definira
como utilizar os metodos para calculo deste tipo de estrutura.

Como inicio do projeto do portico, ja que sua empresa de facilities
foi contratada para a manutencdo do hotel e para execucdo do
portico, vocé tem um novo desafio: sendo a estrutura do portico com
um grau hiperestatico, qual € 0 passo a passo para calcular este tipo
de estrutura?

Para analisar este portico (Figura 1.15), serd necessario conhecer
as particularidades deste arranjo e como encontrar seu grau
hiperestatico total.

Figura 1.15 | Pértico com um grau hiperestatico

L sy

Fonte: elaborada pela autora
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Nao pode faltar

Uma estrutura plana estara resolvida geometricamente desde que
sejam conhecidos os deslocamentos nos extremos das barras que a
compdem. Apds determinacao dos esfor¢os nas secdes, sao tracados
os diagramas de momento e forca cortante, portanto, o primeiro passo
para o calculo da estrutura € definir seu grau hiperestatico. Assim, o
metodo de calculo pode ser escolhido e, com ele, determinados
0s esforcos maximos solicitantes, a partir dos quais procede-se a
verificacdo do dimensionamento das pecas estruturais.

oé) Reflita

Vocé observou que desenhamos e calculamos as estruturas em modelos
planos? Isso ocorre, pois consideramos que estas estruturas ndo possuem
deslocamento na diregdo nao analisada. Caso seja necessario levar em
conta estes deslocamentos, deve-se utilizar programas de calculo que
auxiliem no calculo de estruturas tridimensionais.

Defini¢cdo de estruturas com um grau hiperestatico

Uma estrutura € considerada com um grau de hiperestaticidade
quando o numero de reacdes desconhecidas excede o numero das
equacdes de equilibrio da estatica, na qual esta diferenca € igual a 1. Se,
uma vez conhecida as reacdes, for impossivel determinar os esforcos
das secOes ao longo da estrutura utilizando as equacdes de equilibrio,
entdo, a estrutura é hiperestatica internamente e pode ter este grau
iguala L.

Vale salientar que se a viga tiver o apoio movel na vertical, isto a
tornarad uma estrutura hipostatica e instavel, mesmo que tenha o
numero de equacdes menores que o Numero de reacdes.

Vigas com um grau hiperestatico

As vigas com um grau hiperestatico sao definidas em funcao de
suas reagdes de apoio e suas rotulas. As rotulas geram equagdes extras
e sdo somadas as equacdes de equilibrio da estatica.
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A formula dada para encontrar o grau hiperestatico (g) de uma viga
€ dada por:
g=R—-(E+r)

Em que:
R: reaces de apoio, dada pelo Quadro 1.2.

Quadro 1.2 | Vinculacdes e caracteristicas

Reacdes de apoio Numeros de graus de
Nome do vinculo Simbolo provocadas mobilidade retirados
pelos vinculos pelo vinculo (n)

|
Apoio movel J,l_\_ 1
Tv

! H |
Apoio fixo — 2
Tv

Engaste

Fonte: elaborado pela autora.
E: equacdes de equilibrio da estatica (=3)

r: numero de rotulas

- ?Z| Exemplificando

As vigas sdo estruturas fundamentais nas construgdes. Como vigas com
um grau hiperestatico (Figura 1.16 e 1.17), podemos ter:

Figura 1.16 | Exemplo 1 — viga com um grau hiperestatico

Fonte: elaborada pela autora

R=2+1+1+1=5
E=3
r=1

g=5-(3+1=1 f
g
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Figura 1.17 | Exemplo 2 — viga com um grau hiperestatico
Ty Fay wa
A B c

Fonte: elaborada pela autora

Pdrticos com um grau hiperestatico

Paorticos sdo estruturas formadas por barras horizontais, verticais e/ou
inclinadas, que formam quadros entre si. Os porticos sao amplamente
utilizados nas construcdes civis, principalmente em edificios. A maioria
dos arranjos estruturais utilizados sao hiperestaticos. Para os porticos,
de modo geral, o grau de hipergeometria € dado pela formula:

g=R—-(E+r)

Onde:
R: reacdes de apoio.
E: equacdes de equilibrio.

r: numero de equacdes referentes a rotula, dado pela formula:

r = barras conectadas a rotula —1
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s ?=| Exemplificando

Os porticos podem ter um grau de hiperestaticidade, mas com diferentes
arranjos estruturais (Figura 1.18 e 1.19).

Figura 1.18 | Exemplo 3 — portico com um grau hiperestatico

B C

i
Ef
o

Fonte: elaborada pela autora.

R=3+2=5
E=3

r=1
g=5-(3+1)=1

Figura 1.19 | Exemplo 4 — portico com um grau hiperestatico

77"77A

Fonte: elaborada pela autora. f
-
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R=3+2+2=7

E=3
r=1+2=3
g=7-(3+3)=1

Ambos os arranjos apresentam um grau de hiperestaticidade.

6&» Assimile

A forma com que as rotulas sao colocadas na barra, € fundamental para
determinacéo do grau hiperestatico (Figura 1.20).

Figura 1.20 | Modelos de rotula

Ty

r=2 r=1

Fonte: elaborada pela autora

Trelicas com um grau hiperestatico

As trelicas sao amplamente utilizadas em coberturas, pontes
etc. Para determinacao do grau hiperestatico, as incognitas a serem
resolvidas nas trelicas sao:

« Numero de barras (b).

» As reacdes nos apoios em funcao do tipo de vinculo (R), dadas
pelo Quadro 1.2.

Para uma estrutura isostatica, a soma destas incognitas deve ser
igual a duas vezes o numero de Nos:

R+b=2*n
Sendo que n é o numero de Nos.

Isso significa que para cada no da estrutura teremos duas equagdes.
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O grau de hiperestaticidade é dado por:

g=(R+b)—(2%n)

Quando g =1, a estrutura serd uma vez hiperestatica.

?=| Exemplificando

As trelicas podem ser externamente hiperestaticas (Figura 1.21) ou
internamente hiperestaticas (Figura 1.22).

Sequindo a formula dada, podemos verificar as diferencas dos tipos de
trelica com um grau de hiperestaticidade:

Figura 1.21 | Trelica externamente hiperestatica

Fonte: elaborada pela autora

R=2+2=4
b=13
n=8->2n=16

g=(4+13)-(2*8)=1

A incognita para este caso € a reacao de apoio, portanto, a estrutura €
externamente hiperestatica.

Figura 1.22 | Trelica internamente hiperestatica

Fonte: elaborada pela autora.
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Neste caso especifico, as barras que se cruzam em "x” apenas se cruzam,
mas nao estao ligadas entre si, sendo barras independentes.

R=1+2=3
b=14
n=8—->2n=16

g=(3+14)-(2%8)=1

Aincognita para este caso sdo os esforcos nas barras, portanto, a estrutura
€ internamente hiperestatica.

ELCIJ Pesquise mais

O livro Andlise das estruturas conta com uma sala virtual, que oferece
materiais digitais para explicar os conceitos classicos da hiperestatica.
Tambem apresenta solugdes em video como parte de um kit de
aprendizado visual que facilita a compreensao.

HIBBELER, R. C. Analise das estruturas. Sao Paulo: Pearson Education do
Brasil, 2013.

Sem medo de errar

O portico a ser colocado no jardim do hotel apresenta sua estrutura
com um grau de hiperestaticidade. O passo a passo para encontrar o
grau da estrutura do tipo portico é dado pela formula:

g=R—-(E+r)
Onde:
R: reacdes de apoio.
E: equacdes de equilibrio.
r: numero de equacdes referentes a rotula, dado pela formula:

r = barras.conectadas.a.rotula —1
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Deve-se prestar atencdo nas ligacdes feitas por rotulas, pois Nos
porticos elas variam de acordo com a forma em que sdo executadas.

Outro topico a ser analisado é que algumas estruturas podem
parecer hiperestatica, mas sao hipostaticas, tais como a estrutura da
Figura 1.23.

Figura 1.23 | Estrutura hipostatica

L AN ay L
Fonte: elaborada pela autora

Apesar da equacao mostrar um resultado de g =1, conforme
desenvolvimento a sequir:

R=4

E=3

r=1
g=R—-(E+r)=4-3=1

A estrutura pode deslizar horizontalmente, o que a torna instavel e,
portanto, impossivel de ser construida.

Avancando na pratica
Andlise das rétulas nos arranjos estruturais

Descricdo da situagao-problema

Vocé foi convidado a dar uma aula sobre porticos e sua execugao.
Foram apresentados a vocé dois problemas distintos de estruturas
semelhantes para que explique as diferencas entre seus arranjos
estruturais aos alunos da disciplina de Estruturas Hiperestaticas (Figura
1.24). Os problemas eram:
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Figura 1.24 | Croquis de estruturas

a) Croqui 01 b) Croqui 02

Fonte: elaborada pela autora

Qual € a principal diferenca entre as estruturas apresentadas? O que
iSSO acarreta?

Resolucao da situacdo-problema

A forma que as rotulas sdo colocadas na barra é fundamental para a
determinacao do grau hiperestatico (Figura 1.25).

Figura 1.25 | Modelos de rotula

Ty

r=2 r=1

Fonte: elaborada pela autora

No primeiro croqui, o calculo hiperestatico € dado por:

R=3+2+2=7
E=3
r=1+2=3
g=7-(3+3)=1
No segundo croqui, o calculo hiperestatico € dado por:
R=3+2+2=7
E=3
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r=1+1=2
g=7-(3+2)=2

Conclui-se que no primeiro croqui a estrutura € uma vez
hiperestatica e no segundo croqui, duas vezes hiperestatica. Isso indica
gue o segundo modelo estrutural apresentara deformacdes menores
para um mesmo carregamento.

Faca valer a pena

1. Dada a viga a seguir, calcule os valores da soma das reacdes de apoio
(R), das equacgdes de equilibrio (E) e do numero de equagdes referentes as
rotulas (r):

N i
%A B c D’{’;’

Assinale a alternativa correta que apresenta as respostas paraR, Eer:

)
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2. Dentre os arranjos estruturais de vigas, pdrticos e trelicas utilizados,
0s mais comuns sdao aqueles que conduzem a estruturas hiperestaticas.
Quando uma estrutura € considerada com um grau de hiperestaticidade
externa, levando-se em conta estruturas estaveis?

Assinale a alternativa que apresenta a resposta correta que define estruturas
com um grau de hiperestaticidade:

a) Quando o numero de reacdes desconhecidas excede o numero das
equacdes de equilibrio da estatica, e esta diferenca € igual a 2.

b) Quando o numero de reagdes conhecidas excede o nimero das equagdes
de desequilibrio da estatica, e esta diferenca é igual a 1.

c) Quando o numero de rotulas desconhecidas excede o numero das
equacdes de equilibrio da estatica, e esta diferenca € igual a 1.

32 U1 - Grau de hiperestaticidade



d) Quando o numero de reagdes desconhecidas excede o numero das
equacdes dos momentos fletores, e esta diferencga € igual a 2.
e) Quando o numero de reacdes desconhecidas excede o numero das
equacdes de equilibrio da estatica, e esta diferenca € igual a 1.

3. Dada a trelica a seguir e a formula que calcula o grau hiperestatico,
calcule "R", "b" e "n" e o grau estatico da estrutura.

>
m

=(R+b)—(2*n)

Onde:

R: sdo as reacBes nos apoios em funcao do tipo de vinculo.
b: sdo os esforcos normais nas barras.
n: é o numero de nos.

Assinale a alternativa correta que apresenta o grau estatico da estrutura:

aR=5b=12,n=6;g=1
b)R=3,b=14:n=8,g=1
c)R=3;b=14,n=8;,g=2
dR=3b=13;n=7,g=1
e)R=4,b=14,n=8;g=2
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Secao 1.3
Estruturas com multiplos graus hiperestaticos

Dialogo aberto

Caro aluno, bem-vindo a nossa terceira secdo da Unidade 1. Na
seqgunda sec¢ao, aprofundamos as definicdes das estruturas com um
grau hiperestatico, entre elas as vigas, os porticos e as trelicas. Vimos
também as particularidades de cada arranjo estrutural e como definir
sua hiperestaticidade e os modelos com um grau de hiperestaticidade.

Nesta unidade, aprenderemos sobre as estruturas com multiplos
graus de hiperestaticidade, com énfase Nos mesmos arranjos
estruturais estudados na segunda secao.

Como uma segunda opc¢ao do projeto do portico, ja que sua
empresa de facilities foi contratada para a manutencao do hotel e
para execucao desta estrutura, vocé tem um novo desafio: sendo
a estrutura do portico com multiplos graus hiperestaticos, qual € o
procedimento de analise desse tipo de estrutura?

Para analisar este portico (Figura 1.26), sera necessario conhecer
as particularidades deste arranjo e como encontrar seu grau
hiperestatico total.

Bons estudos!

Figura 1.26 | Portico com multiplos graus de hiperestaticidade

A L5 L

Fonte: elaborada pelo autor.
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Nao pode faltar

Definicdo de estruturas com multiplos graus hiperestaticos

Uma estrutura € considerada com multiplos graus de
hiperestaticidade quando o numero de reacdes desconhecidas excede
O numero das equacdes de equilibrio da estatica, e esta diferenca
€ superior a 1. Se, uma vez conhecida as reacdes, for impossivel
determinar os esforcos das secdes ao longo da estrutura utilizando as
equacdes de equilibrio, entdo, a estrutura € hiperestatica internamente
e pode ter este grau igual ou superior a 1.

Vigas com multiplos graus hiperestaticos

As vigas com multiplos graus hiperestaticos sdo definidas em func¢ao
de suas reacdes de apoio e suas rotulas. As rotulas geram equacdes
extras e sao somadas nas equacdes de equilibrio da estatica.

6&0 Assimile

Vale salientar que se a viga tiver 0 apoio movel na vertical, isto a tornara
uma estrutura hipostatica e instavel, mesmo que tenha o numero de
equacgdes menores que o numero de reacdes. Alem disso, se a viga nao
tiver nenhuma restricdo na horizontal, ela serd hipostatica e deslizara,
sendo uma estrutura instavel.

A formula dada para encontrar o grau hiperestatico (g) de uma viga
€ dada por:

g=R—(E+r)
Onde:
R: reacdes de apoio.
E: equacdes de equilibrio da Estatica (=3).
r: numero de rotulas.

Dados pelo Quadro 1.3.
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Quadro 1.3 | Vinculacdes e caracteristicas

Reagdes de apoio Numeros de graus de
Nome do vinculo Simbolo provocadas mobilidade retirados
pelos vinculos pelo vinculo (n)
Apoio movel % | 1
e Ty
H |
Apoio fixo e 2
*ﬁ» Tv
| M
Engaste w 3
o Ty

Fonte: elaborado pelo autor.

- ?Z| Exemplificando
As vigas sdo estruturas fundamentais nas constru¢cdes. Como vigas com
multiplos graus hiperestaticos (Figura 1.27 e 1.28), podemos ter:

Figura 1.27 | Exemplo 1 — viga com quatro graus hiperestaticos
s
A B C D
Fonte: elaborada pelo autor.
R=2+2+2+2=8
E=3
r=1
g=8-3+1)=4
Figura 1.28 | Exemplo 2 — viga com trés graus hiperestaticos
way s s
A B c
Fonte: elaborada pelo autor.
R=2+2+2=6
E=3
r=0
g=6-(3+0)=3
- J
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Pérticos com multiplos graus hiperestaticos

Porticos sao  estruturas formadas pela combinacdo de barras
horizontais, verticais e/ou inclinadas entre si. Os porticos, como o
da Figura 129, sdo amplamente utilizados nas construcdes civis,
principalmente em edificios.

Figura 1.29 | Portico de entrada — Brandenburg Gate

Fonte: iStock.

A maioria dos arranjos estruturais utilizados € hiperestatica. Para
0s porticos, de um modo geral, o grau de hipergeometria € dado
pela formula:

g=R-(E+r)
Onde:
R: reacdes de apoio.
E: equacdes de equilibrio.
r: numero de equacdes referentes a rotula, dado pela formula:

r = barras conectadas a rotula —1

J=| Exemplificando

Os porticos podem ter multiplos graus de hiperestaticidade (Figuras 1.30 e
1.31), mas com diferentes arranjos estruturais. Quando o arranjo estrutural
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-

apresenta um anel fechado (Figura 1.30), este acrescentard mais trés
incognitas ao numero de apoios, exceto no caso de trelicas.

Figura 1.30 | Pértico com quatro graus hiperestaticos

n=3
n=2 n=2
Fonte: elaborada pelo autor.
R=3+2+2=7
E=3
r=0
g=7-3=4

Figura 1.31 | Portico com quatro graus hiperestaticos

Fonte: elaborada pelo autor.

R=3+2+2=7
E=3

r=0
g=7-(3)=4

~N
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Trelicas com multiplos graus hiperestaticos

As trelicas sdo amplamente utilizadas em coberturas, pontes,
edificacdes etc. (Figura 1.32).

Figura 1.32 | Trelica utilizada em ponte

ix'l w.wy

A Hnwm e

Fonte: <http://www.istockphoto.com/br/foto/ponte-sobre-o-rio-dan%C3%BAbio-imagem-hdr-
gm536686318-95062633>. Acesso em: 20 out. 2017.

Para determinacao do grau hiperestatico, as incognitas a serem
resolvidas nas trelicas séo:

* NUmero de barras (b).

* As reacdes nos apoios em funcao do tipo de vinculo ®, dadas
pelo Quadro 1.3.

» Para uma estrutura isostatica, a soma destas incognitas deve ser
igual a duas vezes o numero de nos:

R+b=2*n
Sendo: n € o numero de nos.
Isso significa que para cada No da estrutura teremos duas equacdes.
O grau de hiperestaticidade € dado por:
g=(R+b)-(2%n)

Quando g =1, a estrutura sera uma vez hiperestatica.
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?=| Exemplificando

As trelicas podem ser externamente hiperestaticas ou internamente
hiperestaticas.

Seguindo a formula dada, podemos verificar as diferencas dos tipos de
trelica com dois graus de hiperestaticidade:

Figura 1.33 | Trelica externamente hiperestatica

A B

Fonte: elaborada pelo autor.

R=2+2=4
b=14
n=8—->2n=16

g=(4+14)-(2*8)=2

A incognita para este caso € a reacao de apoio e uma das barras
centrais, portanto, a estrutura, € duas vezes externamente hiperestatica.

Figura 1.34 | Trelica internamente hiperestatica

Fonte: elaborada pelo autor.

Neste caso especifico, as barras que se cruzam em “x” apenas se cruzam,
mas nao estao ligadas entre si, sendo barras independentes.

R=1+2=3

b=23

n=12—->2n=24

g=(3+23)-(2*12)=2 >

40 U1 - Grau de hiperestaticidade



Aincognita para este caso sao os esforcos nas barras, portanto, a estrutura
€ duas vezes internamente hiperestatica.

Para resolver a estrutura, € necessario que as barras com hiperestaticidade
sejam removidas, colocando no seu lugar a for¢ga normal como incognita,
em ambos os lados e com igual valor, mas com sentidos diferentes.

Figura 1.35 | Inicio da resolucdo da trelica internamente hiperestatica

Fonte: elaborada pelo autor.

oé) Reflita

Calcular o grau de hiperestaticidade € o primeiro passo antes da escolha
do método a ser utilizado para calculo dos esfor¢os e momentos.

E[_? Pesquise mais

O Mola € um modelo fisico interativo que simula o comportamento de
estruturas arquitetdnicas. O modelo € composto por um conjunto de
pecas moduladas que se conectam, por meio de magnetismo, permitindo
inumeras combinagdes. De uso simples e interativo, o produto auxilia
engenheiros e arquitetos em seus projetos.

Disponivel em: <https://molamodel.com/>. Acesso em: 11 nov. 2017.

Sem medo de errar

Para os porticos, de modo geral, o grau de hipergeometria € dado
pela formula:

g=R—(E+r)
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Onde:

R: reacdes de apoio.

E: equacdes de equilibrio.

r: numero de equacdes referentes a rotula.

Portanto, para o portico a ser executado no jardim, teremos:

=2+2+2=6

~(3+0)=3

Figura 1.36 | Portico com trés graus de hiperestaticidade

L AN L

Fonte: elaborada pelo autor.

Avancando na pratica

Ponte trelicada
Descricdo da situagao-problema

Como engenheiro de uma empresa de rodagem, vocé foi
convocado para solucionar estruturalmente o projeto de uma ponte.
Esta ponte deve ser executada para uniao de duas cidades, divididas
por um rio. Seu chefe lhe entrega o projeto (Figura 1.37) para a primeira
analise, que requer definir o grau de hiperestaticidade da estrutura.
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Figura 1.37 | Projeto de ponte

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucao da situagcado-problema

Para solucao desta primeira etapa do projeto, devem ser definidos
quantos graus de hiperestaticidade esta estrutura possui, pois na
proxima etapa esta informacao é fundamental na escolha do método
para a soluc¢do:

R=2+2=4

b=23
n=12->2n=24
g=(4+23)-(2*12)=3

Salientando que as barras que se cruzam nao se tocam, sendo
elementos independentes. Portanto, esta estrutura € trés vezes
hiperestatica, sendo uma vez externa e duas vezes internamente.

Faca valer a pena

1. Uma estrutura é considerada com multiplos graus de hiperestaticidade
quando:

Preencha a frase com a resposta correta sobre o multiplo grau de
hiperestaticidade.

a) O numero de rea¢cdes desconhecidas ¢ menor do que o numero das
equacgdes de equilibrio da estatica, e esta diferenca € inferior a 1.

b) O numero de reacdes desconhecidas excede o numero das equacdes de
equilibrio da estatica, e esta diferenca é superior a 1.

c) O numero de reacdes desconhecidas excede o numero das equagdes de
equilibrio da estatica, e esta diferenca é inferior a 1.
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d) O numero de reacdes desconhecidas € menor do que o numero das
equacdes de equilibrio da estatica, e esta diferenca é superior a 1.

e) O numero de rea¢des desconhecidas ndo tem relagdes com o numero
das equacdes de equilibrio da estatica.

2. Para que as areas de lazer de dois prédios de um hotel localizadas no
topo fossem unidas e os hospedes pudessem circular de uma para outra, foi
criada uma viga de transicdo entre eles. O modelo proposto para esta viga
foi dado a vocé e lhe cabe resolver o grau de hiperestaticidade do elemento.

Figura | Viga de transicdo

Loy
T

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinalearesposta corretaque contémonumerodo graude hiperestaticidade
da viga proposta:

3. Um shopping center quer ampliar seu tamanho e criar uma galeria para
lojas. Para isso, um modelo de portico foi proposto. Entre os pontos A e
E ficardo as lojas e entre os pontos E e F sera o corredor de acesso, a ser
fixado na estrutura ja pronta. Seu desafio profissional é calcular o grau de
hiperestaticidade do portico, conforme croqui:

Figura | Modelo de pértico

Fonte: elaborada pelo autor.
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Assinale a alternativa correta que contém o grau de hiperestaticidade do
portico proposto:

a) 4.
b) 5.
c) 2.
d) 3.
e) 6.
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Unidade 2

Método das forcas e
do deslocamento

Convite ao estudo

Bem-vindo a Unidade 2 da disciplina de Estruturas
hiperestaticas!

Nesta segunda unidade, iremos nos aprofundar no estudo das
estruturas hiperestaticas. Pelo que aprendemos na Unidade 1, ja
sabemos identificar esse tipo de estrutura e tambem quais sao
as suas vantagens e desvantagens. Agora, precisamaos aprender a
calcular as estruturas hiperestaticas, ou seja, determinar as reacoes
gue ocorrem em seus apoios, 0s esforcos que ocorrem em suas

barras e os deslocamentos que ocorrem em seus pontos.

Apods a finalizacdo do seu mestrado, uma faculdade o
convidou para ministrar a disciplina de Estruturas hiperestaticas,
mas para ser efetivado como professor permanente na vaga,
voceé terd que fazer um teste. Seu coordenador lhe deu o desafio
de estudar alguns principios e metodos que sao a base de sua
disciplina. Entre os desafios, ele escolheu trés exercicios diversos.

Para cumprir os trés desafios propostos pelo seu coordenador
da faculdade, iniciaremos pelo estudo do Principio do Trabalho
Virtual, que pode ser empregado nas estruturas isostaticas e
também nas estruturas hiperestaticas. A compreensao desse
principio € fundamental para que possamos entender como
realizar o calculo das estruturas hiperestaticas. Na sequéncia,
estudaremos dois meétodos de analise de estruturas hiperestaticas:
0 Método das Forcas e o Méetodo dos Deslocamentos.

Dessa maneira, ao final desta unidade, vocé sera capaz de
determinar os diagramas de esforcos solicitantes, como esforco
normal, cortante e momento fletor, que ocorrem Nos mais
diversos tipos de estruturas hiperestaticas, como vigas e porticos.



Assim, ao projetar uma estrutura, vocé podera tirar proveito das
vantagens ja estudadas que as estruturas hiperestaticas possuem.

Bons estudos!



Secao 2.1

Teoremas e principios

Dialogo aberto

Caro aluno, apos a conclusao da primeira unidade, na qual iniciamos
0s estudos das estruturas hiperestaticas, aprendendo como identificar
esse tipo de estrutura e quais sao as suas vantagens e desvantagens,
iremos, agora, Nos aprofundar mais na analise deste tipo de estrutura.
Para que possamos empregar as estruturas hiperestaticas na nossa
pratica diaria, devemos determinar qual a intensidade dos esforcos
que atuam sobre ela. Para isso, € fundamental ter a compreensao do
Principio do Trabalho Virtual, que estudaremos nesta nossa primeira
secao da Unidade 2.

Para consequir realizar o teste, e assim garantir a sua vaga como
professor permanente na faculdade, vocé deve cumprir O primeiro
desafio proposto por seu coordenador: analisar a aplicacao do Principio
do Trabalho Virtual e explicar como ele € empregado nas estruturas
hiperestaticas, tomando como exemplo a viga da Figura 2.1.

Figura 2.1 | Viga hiperestatica

L

AN

Fonte: elaborada pelo autor.

Antes de aplicarmos esse principio neste tipo de estrutura, devemaos
compreender a sua esséncia e aplica-lo em estruturas mais simples,
como as estruturas isostaticas. Tendo esse conhecimento, poderemaos
avangar para o emprego do Principio do Trabalho Virtual nas estruturas
hiperestaticas com mais confianca e, desta forma, conseguir realizar o
teste com éxito.

Vamos aos estudos?
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Nao pode faltar

Principio do Trabalho Virtual (PTV)

Quando um ponto material submetido a uma forca F apresenta
um deslocamento d na mesma direcéo da forca F, essa forca realiza
um trabalho dado por:

U=F.d

Assim, ao aplicarmos forcas externas em um determinado corpo,
ele se deformara, apresentando deslocamentos nos pontos de
aplicacdo das forcas externas. Dessa forma, essas forcas externas irao
realizar um trabalho externo (U, ), que, pelo Principio da Conservagao
de Energia, sera convertido em energia de deformacdo, a qual e
armazenada na estrutura quando esta se deforma. Essa energia de
deformacao, que também pode ser chamada de trabalho interno (
U, ). € liberada com a retirada das forgas externas atuantes no corpo,
fazendo com que O corpo retorne a sua configuracao indeformada,
Caso nao seja excedido o limite elastico do material. O Principio da
Conservacao de Energia € a base do Principio do Trabalho Virtual, e
pode ser expresso matematicamente por:

U, =V

O Principio do Trabalho Virtual pode ser utilizado para determinar
um deslocamento ou uma inclinacao em um ponto de uma estrutura
qualquer. Para compreender melhor esse principio, tomemos um
corpo submetido a um conjunto de forcas externas, conforme a
Figura 2.2a.

As forgas externas P1, P2 e P3 irdo provocar esforcos internos
f; nos varios pontos internos ao longo do corpo, que em uma
estrutura convencional, como uma trelica, uma viga ou um portico,
sao os esforcos normal, cortante, momento fletor e momento
torcor. Consequentemente, o corpo ira se deformar, apresentando
deslocamentos externos A, nos pontos de aplicagdo das forgas
externas e deslocamentos internos d nos diversos pontos internos

ao longo do corpo.
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Figura 2.2 | (a) Corpo submetido a um conjunto de forcas externas e (b) Corpo com
aplicacao da forca virtual externa P

Fonte: elaborada pelo autor.

O produto de uma forca externa pelo deslocamento externo que
ocorre na direcdo dessa forca no ponto de sua aplicacao resulta em
um trabalho externo. Ja o produto de um esforco interno em um
determinado ponto interior pelo deslocamento interno que ocorre
nesse mesmo ponto resulta em um trabalho interno. Dessa forma, pelo
Principio da Conservacao de Energia, podemos escrever:

U, =U, = Y P-A,=>f-d
Consideremos, agora que, se deseja determinar o deslocamento A
do ponto A do corpo da Figura 2.2a, na direcdo mostrada, submetido

ao conjunto de forcas externas reais indicadas. Para isso, utilizaremos o
Principio do Trabalho Virtual.

Primeiramente, com o corpo indeformado, ou seja, antes da
atuacao das forcas externas reais, aplica-se uma forca virtual externa
P' na mesma direcdo do deslocamento A que se deseja determinar,
conforme a Figura 2.2b. Utiliza-se o termo virtual, pois essa € uma forca
imaginaria, ou seja, gue Ndo ocorre na realidade. Essa forca virtual pode
ter uma intensidade qualguer, mas por conveniéncia, adotaremaos
uma forga virtual de intensidade unitaria, ou seja, P'=1. A forca virtual
externa ird provocar esforgos virtuais internos f, compativeis com as
condicdes de equilibrio, como exemplificado na Figura 2.2b.

Posteriormente, aplicam-se as forcas externas reais, que irao
provocar o deslocamento externo real A no ponto A e deslocamentos
internos reais d compativeis nos pontos internos do corpo. Dessa
forma, a forca virtual externa P' ira realizar um trabalho virtual externo
ao se mover ao longo do deslocamento real A . Ja nos pontos internos
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do corpo, cada esforco virtual interno f, ird realizar um trabalho virtual
interno ao se mover ao longo do deslocamento interno real d . Dessa
forma, é possivel formular a equagao do Principio do Trabalho Virtual
igualando o trabalho virtual externo com o trabalho virtual interno

realizado em todos os pontos do corpo:

P A=>f-d = 1.A=)f-d
(tz" Assimile

No Principio dos Trabalhos Virtuais, as forcas (externas e internas) sdo
virtuais e os deslocamentos (externos e internos) sdo reais. Assim, os
deslocamentos A e d ndo sdo provocados pelas forgas P' e f,. Porém,
€ necessario que as forcas externas e internas estejam em equilibrio, e que
os deslocamentos externos e internos sejam compativeis, ou seja, as forcas
internas virtuais f, sdo provocadas pela aplicagao da forca externa virtual
P, e seus valores sdo obtidos respeitando as condi¢cdes de equilibrio. Ja
0s deslocamentos internos reais d sdo provocados pelo deslocamento
externo real A, e seus valores sdo obtidos respeitando as condi¢cOes de
compatibilidade de deslocamentos. Em comum, os sistemas de forcas e
deslocamentos tém o fato de atuarem sobre 0 mesmao corpo.

Método do Trabalho Virtual

O meétodo do trabalho virtual pode ser empregado para
determinar um unico deslocamento em uma determinada direcao
gue ocorre em um ponto de uma estrutura, seja ela uma trelica,
uma viga ou um portico. Para tanto, utilizaremos a equacao do PTV
que acabou de ser apresentada:

1A=>"f-d

Suponha que se deseja determinar o deslocamento A em uma
determinada direcdo de um ponto da estrutura, quando ela estiver
submetida a um conjunto de forcas reais. Para resolver esse problema
usando o meétodo do trabalho virtual, basta aplicar, no ponto em
estudo, uma forca (ou momento) unitaria (forca externa virtual) na
mesma direcdo do deslocamento desejado. Essa forca (ou momento)
unitaria virtual ird provocar esforcos internos virtuais (f,), que podem
ser o esforco normal, esforco cortante, momento fletor ou momento
torcor, nos diversos pontos ao longo da estrutura. Esses esforcos
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internos podem ser determinados rapidamente para uma estrutura
isostatica, tracando os seus diagramas de esforcos solicitantes, quando
ela esta submetida somente a forca unitaria.

O deslocamento real A, que na equacao anterior sera a incognita,
foi provocado pelas forgas reais que atuam na estrutura, as quais
também geraram deslocamentos internos reais compativeis, ou
deformacdes, nos diversos pontos da estrutura. Essas deformacdes
sao funcdes dos esforcos solicitantes reais que atuam na estrutura,
provocados pelas forgas reais, e suas expressdes foram deduzidas pela
teoria de Resisténcia dos Materiais. Assim, sabe-se que cada um dos
esforgos solicitantes (forca normal, forga cortante, momento fletor e
momento torcor) provoca as seguintes deformagdes em um elemento
dx da estrutura:

- Deformacdo axial devido ao esforco normal (N):

~ N-dx

dL=
E-A

- Deformacédo de cisalnamento devido ao esforco cortante (Q):

_x-Q-dx
G-A

dh

- Giro devido ao momento fletor (M ):

do— M - dx
E.-I

- Giro de torgdo devido ao momento torcor (T ):

_ T-dx

d
YTE,

Em que:

E : Modulo de elasticidade longitudinal do material.
G : Modulo de elasticidade transversal do material.
A : Area da secio transversal.

I - Momento de inércia da secao transversal em relacao ao eixo de
flexdo.

I, Momento de inércia a torcdo da secdo transversal.
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X : fator de forma (varia conforme o tipo de secao transversal).

Como essas deformacdes sao correspondentes a um elemento
infinitesimal dx, deve-se fazer a multiplicacdo dessas deformacdes
pelos esforcos que atuam no elemento infinitesimal, e entdo integrar
ao longo de todo o comprimento da estrutura para que seja possivel
determinar a somatoria do trabalho virtual interno em todos os pontos
dessa estrutura. Dessa forma, no caso mais geral de uma estrutura
que apresenta os quatro esforcos internos (esforco normal, esforco
cortante, momento fletor e momento torgor), o trabalho virtual interno
total sera a soma dos trabalhos virtuais internos de cada um desses
quatro esforcos ao longo de toda a estrutura. Como ja visto, o trabalho
virtual interno é dado pela multiplicacdo entre o esforco interno virtual
e a deformacao real. Assim, a equacao do PTV sera:

1A= UiNormal + UiCor tante + Ui MFletor + Ui MTorgor

1~A:fLNldL+ﬁQ'-dh+ﬁM'~d9+ﬁT'-dgo

Em que:

N' Q' M'e T': esforcos internos virtuais, provocados pela forca
virtual unitaria.

N, Q, M e T : esforcos internos reais, provocados pelas forcas reais.

Vale ressaltar que € comum que tanto os esforcos virtuais quanto
0s esforcos reais variem ao longo do comprimento total da estrutura.
Assim, eles sao funcdes da posicao X na estrutura.

Em determinadas estruturas convencionais, podemos desprezar,
sem que ocorra um erro significativo no resultado final, algumas das
parcelas dos trabalhos virtuais internos, pois resultam em trabalhos
Muito pequenos em comparacao com as outras parcelas de trabalhos
virtuais internos. Por exemplo:

- Nas trelicas, pode-se considerar somente a parcela referente ao
esfor¢co normal.
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- Nas vigas e porticos, pode-se considerar somente a parcela
referente a0 momento fletor (a parcela da cortante so € utilizada em
casos de vdos muito curtos ou cargas elevadas).

- A parcela da torcao so € utilizada em estruturas espaciais, como
grelhas e porticos espaciais.

?Z| Exemplificando

Sabendo que a viga da Figura 2.3a possui E=2-108kN/m? e
1=5-10"*m*, o deslocamento vertical que ocorre na extremidade livre
da viga, devido ao carregamento real indicado, pode ser encontrado com
a aplicagao do PTV. Como se trata de uma viga, iremos considerar apenas
a parcela do trabalho virtual interno referente aos momentos fletores.

Figura 2.3 | (a) Viga com carregamento real (b) Viga com forca virtual

RRRRRRAAARARARA! 2
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Errers

I 8m ! ! 8m !
(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Aplicando uma forga virtual unitaria no mesmo ponto e na mesma dire¢cao
do deslocamento desejado, conforme a Figura 2.3b, temos:
1.A=fLM'.M'dX
0 E-I

Basta, agora, determinar as equacdes dos momentos fletores M' e M em
funcao da posicdo X da viga, obtidos, respectivamente, com a aplicacao
da forga unitaria (Figura 2.3b) e do carregamento real (Figura 2.3a), substitui-
los na equacdo do PTV e resolver a integral ao longo do comprimento
L =8m da viga. Pode-se tomar como origem da coordenada x qualquer
ponto, desde que essa origem seja a mesma para a determinacao de M'
e M. Admitindo que a tragéo no lado de baixo da viga € positiva, temos:

M'=—1.x M:—15-x-g:—7,5~x2
8 (-7,5-x)- dx 1 e ,
1.A:j; (—1.x).W = A:W.L 7.5.x% - dx >
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= A=0,0768m=76,8mm

Como o deslocamento resultou em um valor positivo, isso significa que
ele tem o0 mesmo sentido da forca unitaria, ou seja, para baixo.

As deformacdes reais d, além de serem provocadas por esforcos
reais, também podem ser provocadas por variacdes de temperatura
(expansao térmica ou dilatacao térmica) e defeitos de fabricacdo
(barras fabricadas com comprimentos diferentes dos previstos em
projeto). Caso esses efeitos reais ocorram, os seus trabalhos virtuais
internos devem ser somados aos demais trabalhos virtuais internos No
lado direito da equacao do PTV. As deformacdes reais provocadas por
esses efeitos e seus respectivos trabalhos virtuais internos sao:

- Expansdo térmica (provoca uma deformacao de flexdo):

T —T, T —T,
daza.w.dx U,-=fM'-a~('79)-dx
h L h
- Dilatacéo térmica (provoca uma deformacao axial):

dLa-M}-dx U, = fN' [T+T]dx
2

- Defeito de fabricacao (provoca uma deformacao axial):

L =L ax U = fN'—dx
L

Em que:

a : Coeficiente de dilatacdo térmica.

T, Variagdo de temperatura nas fibras externas.
T, Variagdo de temperatura nas fibras internas.
h: Altura da secao transversal da barra.

dL : Variacdo do comprimento da barra.

L : Comprimento da barra.
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Os recalques de apoio (deslocamentos que podem ocorrer NOs
apoios de uma estrutura) tambem devem ser considerados na equagao
do PTV. Porém, como um recalque de apoio provoca um movimento
de corpo rigido em uma estrutura, ou seja, nao provoca deformacdes
nela, ele ndo iré provocar trabalho virtual interno. Entretanto, o recalque
de apoio provoca um trabalho virtual externo que deve ser somado
no lado esquerdo da equacao do PTV. Esse trabalho virtual externo é
dado pela multiplicacao entre a reacao de apoio virtual (na direcao do
recalque) provocada pela forca virtual unitaria e o recalque de apoio
(deslocamento real).

@ Reflita

Para determinar o giro (deslocamento angular) de um determinado ponto,
devemos aplicar uma for¢a unitaria na direcdo de um deslocamento
linear, ou serd que devemos aplicar um momento unitario na direcdo de
um deslocamento angular? Lembre-se de que a carga unitaria deve ser
aplicada na mesma direcdo do deslocamento desejado.

U9 Pesquise mais

Para recordar como sao deduzidas as expressdes das deformacdes
provocadas pelos esforgos solicitantes (esforco normal, esforco cortante,
momento fletor e momento torcor), utilizadas no PTV, consulte alguns
livros que tratam da teoria da Resisténcia dos Materiais, como:

HIBBELER, R. C. Analise das estruturas. Séo Paulo: Pearson Education
do Brasil, 2013.

Teorema de Castigliano

Tendo como base o Principio da Conservacdo de Energia e
0s conceitos de energia de deformagdo, o segundo teorema de
Castigliano pode ser usado para determinar o deslocamento (linear
ou angular) de um ponto de uma estrutura. Segundo esse teorema,
o deslocamento em um ponto de uma estrutura € igual a primeira
derivada parcial da energia de deformacdo em relacdo a uma acao
(forca ou momento) que atua no ponto e na direcdo do deslocamento.
Assim, para determinar o deslocamento no ponto e na direcdo de uma
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forca P aplicada em uma estrutura empregando esse teorema, temos:
A:8M
oP

No caso de flexdo de uma viga de material elastico linear, a relacdo

entre momento fletor pf e giro da sec¢ao transversal 6 € linear, e pode
ser representada pelo grafico da Figura 24:

Figura 2.4 | Relacdo entre M e @ para material elastico linear

Fonte: elaborada pelo autor.

Um acréscimo dM, do momento produz um acréscimo d6; no
giro da sec¢édo. O trabalho produzido por M, durante esse acréscimo &
dado pela multiplicagdo de M, e d@,, representado pela area hachurada
no grafico da Figura 24. O trabalho total (energia de deformacao
armazenada na barra) quando o momento cresce de 0 a M serd a
soma das varias areas elementares, que resulta na area do triangulo
abaixo da reta do grafico:

U=2M.0
2

1

Para um elemento infinitesimal dx da viga, submetido a um giro

dog, temos:

dU = *.M-do do — M- 9x
2 E-l

Fazendo a substituicdo e integrando ao longo do comprimento L

da viga:

du, =

1

M-

M-dx M?.dx LM? . dx
E-l 2.E-| 0o 2.E-I

N[ =
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Empregando no teorema de Castigliano:

0 [tM?-dx
oPJo 2.E-1

Para resolver essa equacao, € mais facil diferenciar o momento em
relacdo a P antes da integragao. Assim, a equacgao fica:

Af[

Aplicacdo do Teorema de Castigliano

E /

O teorema de Castigliano pode ser aplicado na determinacao
de deslocamentos em qualquer estrutura que tenha temperatura
constante, apoios sem recalques e material elastico linear.

V-

J=| Exemplificando

Como exemplo, iremos determinar o deslocamento vertical na
extremidade livre da viga da Figura 2.3a, que ja foi determinado pela
aplicacao do PTV. Para tanto, devemos aplicar uma forca vertical P na
extremidade livre, conforme a Figura 2.5:

Figura 2.5 | Viga com carregamento real e forca p

RRRARRRAARRRA

—x—
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Fonte: elaborada pelo autor.

Primeiramente, determina-se a equacdo do momento fletor na viga em
relacdo a coordenada X, para o carregamento da Figura 2.5. Em seguida,
encontra-se a derivada parcial desse momento fletor com relagdo a forca
P (forca que atua no ponto e na diregdo do deslocamento). Admitindo
que tracdo no lado de baixo da viga € positiva:

M:—P-X—15'X"g = M=-P.-x-75-x*

oM

R >
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Substituindo o valor da forca P por seu valor real, que neste caso €

P =0, uma vez que no carregamento original essa for¢a ndo existe:
M=—-75x? ﬂ:—x
oP

Aplicando a equagdo do teorema de Castigliano, temos:

_f [ 'E. /_fog(q‘s'xz)'(*x)'2.108(7)5(.10*4

1 75.8*
A= 7,5 x° dxf— :
105 f 10° 4

= A=0,0768m=76,8mm

Esse ¢ o mesmo valor de deslocamento encontrado atraves do PTV.

Sem medo de errar

Agora que ja sabemos como aplicar o PTV na determinacao
dos deslocamentos de estruturas isostaticas, vamos verificar
como podemos utilizéa-lo nas estruturas hiperestaticas,
permitindo, assim, resolver o primeiro desafio proposto pelo
coordenador da faculdade.

Emuma estruturaisostatica, o respeito as condicdes de equilibrio
(equacdes de equilibrio) sdo condicdes unicas e suficientes para
determinar as reacdes de apoio e 0s esforcos na estrutura. Ja
Nno caso de uma estrutura hiperestatica, utilizando-se somente
as condi¢cdes de equilibrio, ndo temos condi¢cdes de determinar
as suas reacdes e 0s seus esforcos. Para resolver uma estrutura
hiperestatica, devemos, além das condicdes de equilibrio, respeitar
também as condicdes de compatibilidade entre deslocamentos e
deformacgdes e as condicdes que regem O comportamento dos
materiais utilizados (leis constitutivas dos materiais).

O Principio do Trabalho Virtual pode ser utilizado nas estruturas
hiperestaticas justamente para verificar o atendimento das condi¢cdes
de compatibilidade de deslocamentos dessa estrutura. Como exemplo,
tomemos a viga da Figura 2.1, a qual, pelos nossos estudos da Unidade
1, ja sabemos se tratar de uma viga uma vez hiperestatica.

60 U2 - Método das forgas e do deslocamento



Essa viga hiperestatica (r) pode ser desmembrada nas vigas (0) e (1),
conforme a Figura 2.6, ambas isostaticas, sendo X a reacao do apoio
direito da viga hiperestatica. Pela superposicao dos efeitos, ao serem
somadas, as vigas (0) e (1) resultam na viga hiperestatica (r).

Figura 2.6 | Superposicédo dos efeitos

T R o .
O] (0 (1

Fonte: elaborada pelo autor.

Sendo Ar o deslocamento vertical na extremidade direita da viga
hiperestatica, que deve sernulo, e A0 e A1dosdeslocamentos verticais
na extremidade direita das vigas isostaticas (0) e (1), respectivamente, a
condicao de compatibilidade de deslocamentos nos diz que:

Ar=A0+A1 = 0=A0+A1 = A1=-A0

Assim, podemos aplicar o PTV na viga isostatica (0) para
determinar AO, e depois aplicar o PTV novamente na estrutura (1),
impondo que A1 sejaiguala —AO0, para encontrar areacdo X. Esses
conceitos serao utilizados nas secdes seguintes para a resolucao de
estruturas hiperestaticas.

Avancando na pratica

Aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais em trelicas

Descricao da situacao-problema

Seu chefe solicitou que vocé determine o deslocamento vertical
que ocorre no no C da trelica da Figura 2.7, que sera utilizada na
construcao da cobertura de uma residéncia. Os dados fornecidos pela
sua equipe sdo: a area da secdo transversal de cada barra da trelica
¢ A=400mm2=4-10"*m? e o modulo de elasticidade do material
empregado na trelica € E =20000kN / cm?=2-10°kN / m>.
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Figura 2.7 | Trelica da cobertura

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucao da situacdo-problema

Como se deseja determinar o deslocamento vertical no n6 C da
trelica, deve-se aplicar uma forca virtual de 1 kN na direcao vertical
do no C. Em sequida, pelas trés equacdes de equilibrio, determinam-
se as reagdes de apoio, e pelo método dos nos, encontram-se 0s
esforcos normais que atuam em cada barra, conforme a Figura 2.8a.
De maneira semelhante, as reacdes e os esfor¢cos nas barras da
trelica sao determinados para a trelica com o seu carregamento real,
conforme a Figura 2.8b.

Figura 2.8 | (a) Esforcos normais (N') provocados pela forca virtual; (b) Esforcos normais
(N) provocados pelo carregamento real

6.00 kN

0.50 kM
2,26 kN

Fonte: elaborada pelo autor.

Como trata-se de uma trelica, consideraremos apenas a parcela
referente aos esforcos normais na equacao do PTV:

N -dx
1.A.= | N#. 2222
¢ fL E-A

Como N' e N sdo constantes ao longo do comprimento de cada
barra, a integral resulta na seguinte expressao, para cada barra de
comprimento L :
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. L .
fN-.N ax e N 1 ax=n-N-L
t  E-A E-A Jo E-A

Portanto, o trabalho virtual interno da trelica toda sera o somatorio
do trabalho interno de cada barra. Assim, substituindo os valores de N'
e N de cada barra, temos:

, N-L 1 , , '
Ac :ZN'n:ﬂ'(N AC'NAC'LAC ""NBC'NBC'I-BC +NAB'NAB'LAB)

1

Ag :m-[(70,83)-3,75~5+(70,83)-(73,75)-5+O,67<3-8]:2,01-10"‘m =0,201mm

Como o deslocamento calculado € positivo, isso indica que ele tem
0 mesmo sentido da forca unitaria, ou seja, para baixo.

Faca valer a pena

1. Um novo equipamento que serd colocado em operacdo em uma
fabrica esta localizado proximo de uma barra da estrutura da fabrica. Este
equipamento gera uma grande quantidade de calor ao ser ligado, e devido
ao funcionamento, foi identificado que as fibras externa e interna da barra
da estrutura apresentaram variacdes de temperatura de +10 °C e +18 °C,
respectivamente.

Vocé deve identificar se essa variagdo de temperatura provocou uma
deformacgdo do tipo expansdo térmica, uma deformacao do tipo dilatagdo
térmica, ou ambos os casos. Além disso, também é preciso identificar se,
no caso de uma expansao térmica, ela provoca tracao na fibra externa
ou interna, e no caso de uma dilatagcao térmica, se ela provoca tragcao ou
compressao do eixo da barra.

Assinale a alternativa correta que corresponde a(s) deformacao(des)
ocorrida(s).

a) Apenas dilatagdo térmica com tragao do eixo.

b) Expansdo térmica com tragdo na fibra interna e dilatagdo térmica com
tracdo do eixo.

c) Apenas dilatacdo térmica com compressdo do eixo.

U2 - Método das forgas e do deslocamento 63



d) Apenas expansao térmica com tragdo na fibra interna.
e) Expansdo térmica com tracdo na fibra externa, e dilatagdo térmica com
tracdo do eixo.

2. O portico da figura a sequir foi construido em um terreno que apresenta
grandes deformacgdes ao ser submetido a cargas. Ao final da construgdo,
antes da aplicacao do carregamento real, foi identificado que o apoio A
sofreu os recalques indicados.

Figura | Portico com recalque de apoio

=" 5.00 m—==|

9]

}-%S.DU m %{

2cm
1.0e-03 rad

2em

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine o deslocamento horizontal que ocorre no ponto C do portico,
devido aos recalques do apoio A, indicando o seu sentido, e assinale a
alternativa correta.

a) 2,6 cm para a direita.

b) 2 cm para a esquerda.
c) 2,6 cm para a esquerda.
d) 2 cm para a direita.

e) Zero.

3. A viga em balanco apresentada na figura a seguir possui momento de
inércia em relacdo ao eixo de flexdo | =5-10"*m*, e material com mddulo
de elasticidade E=2-10%kN /m?.

Figura | Portico com recalque de apoio

15 kKNIm

LTI

Fonte: elaborada pelo autor.
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Determine o giro que ocorre na extremidade livre esquerda da viga, indicando
se € um giro horario ou anti-horario, e assinale a alternativa correta.

a) 0,0768 rad, giro horério.

b) 0,0128 rad, giro anti-horario.
¢) 0,0768 rad, giro anti-horario.
d) Zero.

e) 0,0128 rad, giro horario.
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Secao 2.2

Método das forcas

Dialogo aberto

Bem-vindo a segunda secdo da Unidade 2 da disciplina de Estruturas
hiperestaticas!

Apos estudarmos o Principio do Trabalho Virtual e entendermos
a sua aplicacdo na determinacao dos deslocamentos de estruturas
isostaticas, iremaos, agora, emprega-lo na resolucao das estruturas
hiperestaticas. Um dos meétodos que pode ser utilizado para resolver
estruturas desse tipo € o metodo das forcas, que usa o Principio do
Trabalho Virtual.

Acompreensdo desse metodo de analise de estruturas hiperestaticas
sera fundamental para que vocé consiga resolver o seu segundo
desafio proposto pelo seu coordenador na busca por uma vaga como
professor da disciplina de Estruturas hiperestaticas. Lembre-se de que
nesse desafio vocé deve determinar o diagrama de momentos fletores
da viga da Figura 2.9.

Figura 2.9 | Viga hiperestatica

3tfim 3tfim 3tfim
AHllllillllllllllillllllllJllilllllillllllllD
4y e B 2Ic Co ¢ A
l 5m | &m | 4 m l
| I [ ]

Fonte: elaborada pelo autor.

Portanto, para vencer mais uma barreira na busca pela sua vaga,
vamos aprender como funciona o método das forcas!
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Nao pode faltar

Definicao do método das forcas

O método das forgas € um procedimento empregado para analisar
estruturas hiperestaticas, permitindo encontrar as suas reacdes de
apoio e tracar os seus diagramas de esforcos solicitantes. Os métodos
de resolugao de estruturas hiperestaticas devem sempre respeitar as
seguintes condicdes:

- Condicdes de equilibrio.
- Condi¢6es de compatibilidade.

- Condicdes que regem o comportamento dos materiais
empregados (leis constitutivas dos materiais).

As condicdes de equilibrio sdo satisfeitas quando a estrutura se
mantém em repouso, ou seja, quando as reacdes de apoio e as forcas
atuantes na estrutura estao em equilibrio. Para respeitar essas condicdes
no método das forcas, iremos aplicar as equacdes de equilibrio estatico,
ja conhecidas e empregadas na resolucao das estruturas isostaticas.

O comportamentodo material € aresposta que ele apresentaquando
submetido aos esfor¢cos que ocorrem na estrutura. Para que 0 metodo
das forcas respeite o comportamento dos materiais empregados,
iremos considerar que 0s materiais possuem comportamento elastico
linear e que as deformacdes estejam dentro do limite da regido elastica.

Ja uma estrutura que respeita as condi¢cdes de compatibilidade
€ aquela que ndo apresenta rompimentos de seus varios segmentos
e cuja forma defletida seja coerente com as restricdes de
deslocamentos impostas pelas vinculacdes de apoio. Para respeitar
essas condicdes no método das forgas, iremos escrever uma ou mais
equacdes de compatibilidade que garantam o nao rompimento da
estrutura ou que garantam que as deflexdes da estrutura respeitem
as condicdes de vinculacao.

O conceito basico do método das forcas consiste em substituir
a estrutura hiperestatica por uma estrutura isostatica fundamental,
obtida pela remocao de certas restricbes, como a remocao de
reacdes de apoio. Como essa estrutura fundamental € isostatica, a
sua analise pode ser feita facilmente pelos métodos ja conhecidos de
analise de estruturas isostaticas.
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Para exemplificar, consideremos a viga apresentada na Figura 2.10a.
Conforme ja estudado na Unidade 1, essa viga € uma vez hiperestatica,
ja que possui quatro reacdes de apoio (forga vertical e forca horizontal
no apoio fixo em A, forga vertical no apoio movel em B e forga vertical
no apoio movel em C) e apenas trés equacdes de equilibrio. Dessa
forma, para resolver essa estrutura, precisamos definir mais uma
equacao, resultando em um sistema de quatro equacdes e quatro
incognitas, ou seja, um sistema com uma unica solugao.

Figura 2.10 | (a) Viga uma vez hiperestatica; (b) Estrutura isostatica fundamental

Fonte: elaborada pelo autor.

Para encontrar essa equagao adicional, iremos substituir a estrutura
hiperestatica por uma estrutura isostatica fundamental equivalente,
através da retirada de uma das vinculacdes de apoio e da aplicacdo
da reacdo de apoio correspondente ao vinculo retirado, conforme
a Figura 2.10b. Para que essa estrutura fundamental seja realmente
equivalente a estrutura hiperestatica, alem de aplicar uma forga vertical
em B, correspondente a reacao de apoio, também devemos respeitar
a condicdo de compatibilidade imposta por esse apoio movel em B,
ou seja, a condicao de que o deslocamento vertical no ponto B deve
ser nulo. Esse requisito geométrico Nos permite escrever uma equacao
de compatibilidade adicional, que ird se juntar as trés equacdes de
equilibrio, permitindo encontrar as quatro reagcdes de apoio e resolver
a estrutura hiperestatica:

Equacdes de equilibrio Equacao de compatibilidade
Y F =0 A, =0
>.F, =0
> M=0
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oé) Reflita

Em muitas estruturas hiperestaticas, a escolha de qual vinculo iremos
retirar para definir a estrutura isostatica fundamental € arbitraria. No caso
da viga da Figura 2.10a, alternativamente, poderiamos retirar o vinculo
correspondente a reacdo vertical no ponto C. Neste caso, a equagdo
de compatibilidade que deve ser respeitada € a de que o deslocamento
vertical no ponto C deve ser nulo. Entretanto, ndo poderiamos retirar o
vinculo horizontal no ponto A porque transformariamos a estrutura em
hipostatica. Independentemente de qual vinculo escolhemos para retirar,
a resposta encontrada deve ser a mesma.

Método das forgas: vigas

Ja vimos que, para aplicar o método das forcas, devemos montar
uma ou Mmais equacdes de compatibilidade. Como iremos utilizar essas
equacdes para resolver os problemas de estruturas hiperestaticas? A
resposta desse guestionamento passa pelo principio da superposicao,
que é valido para materiais de comportamento elastico linear. Para
solucionar o problema, iremos desmembrar a estrutura isostatica
fundamental em duas ou mais estruturas isostaticas, que ao serem
somadas, resultam na estrutura isostatica fundamental.

Para esclarecer esse procedimento, iremos considerar a viga ja
apresentada na Figura 2.10a, uma vez hiperestatica. A sua estrutura
isostatica fundamental, apresentada na Figura 2.10b, pode ser
desmembrada nos casos (0) e (1), conforme a Figura 2.11, que ao serem
somados, resultam na estrutura isostatica fundamental.

Figura 2.11 | Superposicdo

V |7
A AB=0 c A c . A B11 c

BYT o 810 T 1 o

3
l

Fonte: elaborada pelo autor.

Como o deslocamento vertical em B deve ser nulo, a equacado de
compatibilidade fica:

Ng=6,+6,B, e A,=0
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0=206,+6,-B, =B, :—?—0
11

Conhecidos os deslocamentos no ponto B para os casos (0) e (1),
podemos determinar a reacdo de apoio vertical em B da estrutura
real (viga hiperestatica), que ¢ uma das quatro incognitas do Nosso
problema. Para encontrar as outras trés incognitas, que sao as reacoes
de apoio horizontal e vertical em A e a reacdo de apoio vertical em C,

basta aplicar as trés equacdes de equilibrio estatico.

A determinacao dos valores dos deslocamentos no ponto B das
estruturas isostaticas dos casos (0) e (1) pode ser feita aplicando os
conceitos estudados na primeira secao desta unidade: o Principio dos
Trabalhos Virtuais. O deslocamento é,, € encontrado, atraves do PTV,
com a aplicagao de uma forga virtual unitaria na direcao vertical em B
na estrutura do caso (0). Ja o deslocamento §,, € encontrado, atraves
do PTV, com a aplicacdo de uma forcga virtual unitaria na direcao vertical
em B na estrutura do caso (1).

?Z| Exemplificando

Determinar as reacdes de apoio para a viga da Figura 2.12, que possuli
E .| constante.

Figura 2.12 | Viga com carregamento uniformemente distribuido

5 kNim
& (T
SJA AN
" o |

Fonte: elaborada pelo autor.

Essa viga € uma vez hiperestatica. Para montar a sua estrutura isostatica
fundamental, podemos retirar a vinculagao correspondente ao
deslocamento vertical no apoio B, obtendo, assim, os casos (0) e (1) da
Figura 2.13.

Figura 2.13 | Casos (0) e (1)

5 KNim

811
Af g Lo (A} IB)'BV

1 kNT

Fonte: elaborada pelo autor. >

(0) 1)
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Desta forma, temos a seguinte equacao de compatibilidade:

D
0=6y+68, B, =B =-"1

1

A determinacao dos deslocamentos sera feita aplicando o PTV duas vezes,

considerando os carregamentos reais dos casos (0)

e (1) apresentados na

Figura 2.13, e admitindo que o momento que traciona a fibra de baixo
da viga é positivo. A Figura 2.14a representa o PTV do caso (0), com o
carregamento real e a forca unitaria virtual aplicada em B na dire¢gdo do

deslocamento §, - (vertical).
Figura 2.14 | (a) Carregamento real e forca virtual do caso (0); (b) Carregamento
real e forga virtual do caso (1)
5 kN/m 4
HITTT I §
1kN
—x—
—x —]
e (1) Carregamento real
i
El Bl
‘HcNT 1I{NT
—x — —x—
(0) Forca virtual (1) Forca virtual
(a) (b)
Fonte: elaborada pelo autor.
a) Determinagéo de 6,
X 2 '
M:—5-x-§:—2,5-x M'=x
—2,5.x%)-dx 10*
1'51°:fLMl'M dx:fwx'( ) _ 25 0 _ 2510
0 E-I 0 E-I E-IJo 4.E-|

6250

8o = — para baixo[m|

b) Determinacdo de 6,,

Ja a Figura 2.14b representa o PTV do caso (1), com o carregamento
real deste caso e a forca unitaria virtual aplicada em B na direcdo do

deslocamento é,, (vertical).
M=M"=x

L M-dx
1.6,=1 M"
1 j; E.|

:j;wx X- dX E If10
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8y = para cima[m/kN|

03
3-E-I
Assim, determinamos as quatro reacdes de apoio, adotando giro anti-
horario positivo:

—6250
B :_%:_( - é"):6250-3'Es'l:18,75kNparacima
S 10, ., EI 10

> F=0=Ax=0
> M, =0=M, —5-10~%+18,75~10:0:>MA = 62,5kN.m anti — horario

ZFy =0=A -510+1875=0= A, =3125kN para cima

Método das forgas: porticos

O método das forgas também pode ser empregado para resolver

porticos hiperestaticos, como o apresentado na Figura 2.15a. Note que,
por se tratar de um portico duas vezes hiperestatico, foram retiradas
duas vinculagdes (momento em A e reacao horizontal em B) para
encontrar a sua estrutura isostatica fundamental, representada na
Figura 2.15b. Essas duas vinculagdes retiradas séo duas incognitas do
Nosso problema, e séo denominadas de hiperestaticos. Utilizaremos a
nomenclatura X; para indicar os hiperestaticos (X, =M, e x, =B, ).

Figura 2.15 | (a) Portico hiperestatico; (b) Estrutura isostatica fundamental

8 KN/M 8 KN/m
15 kN | 15KN |
Xz h
B 6a=0 —p Ag=0
o o
(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Como foram retiradas duas vinculacdes, a estrutura isostatica

fundamental serd obtida pela superposicdo de trés casos basicos:
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caso (0), correspondente ao carregamento original; caso (1),
correspondente a0 momento unitario aplicado no ponto do
hiperestatico X,; caso (2), correspondente a forga unitaria aplicada
no ponto do hiperestatico X,. Esses trés casos sao apresentados na
Figura 2.16. O numero de casos basicos sempre sera igual ao grau de
hiperestaticidade mais um.

Figura 2.16 | Casos (0), (1) e (2)
8 kNim

—»
15 kN

- 811 812 5
810 = 5
520 1 kNm B21 — b 522

RN

@ (1) (2)

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, teremos duas equag¢des de compatibilidade, resultando em
um sistema de duas equacdes e duas incognitas (X, e X, ):

0,=0=0="064y+6, X, +6,X,
AL =0=0=6 46, X, + 6, X,

Arotagao ¢, e o deslocamento 4,, sao denominados termos de
carga. Podemos definir um termo de carga como:

8,, - deslocamento ou rotagdo na direcdo do vinculo associado ao
hiperestatico X;, para o carregamento do caso (0), que corresponde
a0 carregamento original.

Ja as rotages §,, e ¢, € os deslocamentos 6, € §,, S0
denominados coeficientes de flexibilidade, e sdo definidos como:

6, - deslocamento ou rotagdo na direcdo do vinculo associado ao
hiperestatico X,, para o carregamento do caso (j).

Para determinar cada um dos termos de carga e dos coeficientes
de flexibilidade, devemos aplicar o PTV uma vez, o que, neste caso,
resulta em aplicar o PTV seis vezes:

- 6, aplicar um momento unitario na direcao de X,, para o
carregamento do caso (0);

0y : aplicar uma for¢a unitaria na direcdo de X,, para O
carregamento do caso (0);
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b,4: aplicar um momento unitdrio na diregdo de X,, para o
carregamento do caso (1);

6., aplicar um momento unitario na direcdo de X,, para o
carregamento do caso (2);

8,,: aplicar uma forca unitaria na diregdo de X,, para O
carregamento do caso (1);

b6,,: aplicar uma forga unitaria na direcdo de X,, para ©
carregamento do caso (2).

Determinados os termos de carga e os coeficientes de flexibilidade,
basta resolver o sistema de duas equacdes e duas incognitas para
determinar os hiperestaticos X, e X,, que, no caso do portico da Figura
2.15, correspondem as reacdes de apoio M, e B, , respectivamente. As
outras trés reacbes de apoio (A,, A, e By) sao encontradas atraves das
equacdes de equilibrio.

Q"’ Assimile
A resolucdo de estruturas hiperestaticas pelo metodo das forgas consiste
nos seguintes passos:

- Retirar o ndmero de vinculagdes correspondente ao grau de
hiperestaticidade da estrutura, definindo os hiperestaticos X, .

- Montar os casos basicos. A quantidade de casos basicos € igual ao grau
de hiperestaticidade mais um.

- Escrever as equacdes de compatibilidade.

- Aplicar o PTV quantas vezes forem necessarias para determinar os termaos
de carga 5,,0 e os coeficientes de flexibilidade 6,.],.

- Encontrar os hiperestaticos x, através das equagdes de compatibilidade.

- Encontrar as demais reacdes de apoio atraves das equacdes de equilibrio.

Como proceder quando uma estrutura hiperestatica esta submetida
a variagcOes de temperatura, defeitos de fabricacao ou recalques de
apoio? A resposta € simples: essas situacdes devem ser consideradas
no caso (0), junto ao carregamento original da estrutura. Assim, elas
serdo consideradas apenas na determinagao dos termos de carga by
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E[9 Pesquise mais

O Teorema de Maxwell (Lei de Bett) garante que §; = §; . Isso reduz a
quantidade de calculo que precisamos fazer no metodo das forcas. No
caso do portico anterior, temos 6,, = 6,, . Aprofunde seus conhecimentos
no Capitulo 10, do livio Fundamentos da analise estrutural, disponivel na
biblioteca virtual.

LEET, Kenneth M.; UANG, Chia-Ming; GILBERT, Anne M. Fundamentos
da analise estrutural. 3. ed. Sdo Paulo: McGraw-Hill, 2009.

Método das forgas: diagramas

Uma vez determinadas as reacdes de apoio de uma estrutura
hiperestatica, € possivel tracar os diagramas de esforcos solicitantes da
mesma forma como e feito para uma estrutura isostatica.

S —

J=| Exemplificando

Tomando como exemplo a viga da Figura 2.12, apos a determinacao de
suas rea¢des de apoio, basta tracar os diagramas de cortante e momento
fletor, conforme a Figura 2.17. O diagrama de esforco normal nao foi
tracado, visto que ndo existe nenhuma forca horizontal atuando na viga,
Ou seja, esse diagrama e nulo.

Figura 2.17 | Diagramas de esforco cortante e momento fletor
5 kN/m

31,25 a
I Q (kN)
A C a7s
7 62,50 kNm % —hed
£ £ 62,50
Lo 10m iu‘: U
= 5 e Mim)
- . 35,16
Fonte: elaborada pelo autor.
a= % =3,75m

2
M, =18,75-3,75-5. 3% = 35,16kN.m tragcdo em baixo
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Sem medo de errar

Agora que vocé conhece o método das forcas, ja tem todas
as condicdes necessarias para continuar a sua busca pela vaga de
professor da disciplina de Estruturas hiperestaticas. O seu segundo
desafio consiste em obter o diagrama de momentos fletores para a
viga da Figura 2.9. Como trata-se de uma viga duas vezes hiperestaticas,
devemos retirar dois vinculos para obter a estrutura isostatica
fundamental, conforme a Figura 2.18.

Figura 2.18 | Estrutura isostatica fundamental

3tfim 3fim 3 fim
AUUUllilllllllllllllllllllllllllllllllllliD
AV wat 2lc A

4m |

x! =
|
Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 2.19 representa os casos (0), (1) e (2), com suas respectivas
reacdes de apoio.

Figura 2.19 | Casos (0), (1) e (2)

X—=
3tfim 3tim 3tfim

T T T T T

i 45 7

P—¥—
%g m

%t @

P—x—

=
-
(]
o

Fonte: elaborada pelo autor.

1,004f
»

As duas equacdes de compatibilidad e o sistema de duas equacdes
e duas incognitas sao:

AL=0 = 0=254+68 X, +6,-X,
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AL=0 = 0=20+0y X, +6,-X,

Determinam-se, entao, as equacdes de momento fletor para cada
um dos casos da Figura 2.19, adotando a convencao de momento anti-
horario positivo.

Para o caso (0):

-para 0 <x<17: M, :725,5~x+3~X%=1,5~x2—25,5~x
Para o caso (1):

-para0<x<5 M, =0,71-x

-para5<x<1/: M,=071-x-1-(x-5)=5-0,29- x
Para o caso (2):

-para0<x<13: M,=0,24-x

-paral3<x<17: M, =0,24-x-1-(x—13)=13-0,76-x

Aplicando o PTV para determinar os termos de carga e coeficientes
de flexibilidade:

L M.odx s (15:-x*—255-x)-dx 1 (15-x* —25,5-x)-dx
b= [, M, ; =/ 0,71-X<T+ﬁ (570,29-)<)-T'Ic
17 15-x*—25,5-x)-dx  _1695,21
+/, (570,29~x)-< = Joax =]
C C
Lo My-dx s (1,5~x ~255-x) = (15-x* —25,5-x)-dx
b= [ My == [[0.24x: + [ 024.x o

(15-x* —25,5-x)-dx —1409.31
E-l, - E,

17
+[, (13-0,76-x).

(5-0,29-x)-dx
E-21,

_f 0,71-x 071 x dx+f;3(570,29-x)»

511:f

5-0,29- x)-dx 47,79
E-I, T OE-

+ﬁ:(5—0,29~x)~( [mtf]

(5-10,29- x)-dx
E21,

*f024 071de+f 0.24-x-

612:f

(5—0,29~x)-dx 31,61

E-l; “E. /C[ m/]

17
+[, (13-076-x)-
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o pto Midx et Myedx o 3161
b= [, My E-I =Jom E-I 7‘5“757/6[”7/”}

. L M, - dx 5 0,24 x-dx 13 0,24-x-dx
b = [ M- L -/ 0’24'X‘E<7/C+fs 0,24~x~ﬁ+

(13-0,76-x)- dx 35,61

17
+ [ (13-0,76-x)- 0 el

(mtf]

Resolvendo o sistema de duas equacdes e duas incognitas, o termo
E-I, é cancelado, e encontram-se os valores dos dois hiperestaticos.
Posteriormente, atraveés das equacdes de equilibrio, determinam-se as
trés reacdes de apoio restantes. O Ultimo passo consiste em tracar 0s
diagramas dos esforcos solicitantes, conforme a Figura 2.20.

X, =B, = 22,51tf X, =C, =19,501f

SF,=0 = A =0
SM,=0 = -3.17°/12251.541950.13+D,17=0 = D, =390tf

SF,=0 = -317+A +2251119,69+39=0 = A =5(f

Figura 2.20 | Diagramas de esforco cortante e momento fletor
12,51 on 13m 12,49

500 8,10 8,40
S | et N A

M
| o N = (km)

417m

16Tm T S e 11,49 13,59

Fonte: elaborada pelo autor.

Avancando na pratica

Uso da tabela da integral do produto de duas fungdes

Descricdo da situagao-problema

Quando a aplicacao do PTV envolve muitas integracdes, podemaos
empregar um procedimento com o uso de uma tabela gue apresenta o
resultado da integral do produto de duas fung¢des. Esse procedimento
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facilita a resolucao de estruturas hiperestaticas pelo método das forcas.
Para exemplificar, vamos utilizar a tabela da Figura 2.21 para determinar
o deslocamento 6,; da viga da Figura 2.12, que ja foi determinado
utilizando integrais.

Resolucao da situacdo-problema

L
Figura 2.21 | Integral do produto de duas funcdes j; MM -dx

e — *— 1 _* 4,_ i _* I
([T M;H]]IU:V —==
f— | —t ) ;
M [T MMyl - MaMl S MeM,l
=1 — ; ; )
My BIW 2 MMl B ""”IIJ:"""IJ:I % M:- Ml
r—_mp = 1 1 1
My g MMl 5 MsMcl ~M:Ml
== 5 .
Mp EA-T_I.U"‘»-T;J _; MpMp! %"*’ﬁ“"’fnf

Fonte: adaptado de Martha (2010)

Para encontrar o deslocamento §,,, basta determinar os
diagramas de momentos fletores da viga para o caso (1), apresentado
na Figura 2.22.

Figura 2.22 | Diagrama de momento fletor do caso (1) (kN.m)

E—

10

Fonte: elaborada pelo autor.

O uso da tabela consiste em combinar o diagrama do carregamento
real com o diagrama do carregamento virtual. Como no caso da
determinacdo de §,, O carregamento real € igual ao carregamento
virtual, conforme a Figura 2.14b, temos M'=M, e basta combinar o
diagrama triangular da Figura 2.22 com outro diagrama triangular igual
(na tabela, My =M, =10 € L =10 ). Assim, temos:
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. ) 3
1-611:fLM'-M I momeax="110.10.10= 5, = 1% para cima [m/kn]
o TET CEddo El'3 3EI

Faca valer a pena

1. Uma viga com seis metros de comprimento e E-/ =10°kN-m? possui 0s
diagramas de momentos fletores apresentados na figura a seguir para os
casos (0) e (1).

Figura | Diagramas de momentos fletores dos caso (0) e (1)

]
Mo | 1 ¥

(kN.m)w (kN.m)
g _““_

36

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine o valor do termo de carga 10 desta viga com o uso da Figura
2.21 e assinale a alternativa correta.

a) -0,00324 m.
b) 0,00648 m.
c) -0,01944 m.
d) 0,00324 m.
e) 0,01944 m.

2. A viga da figura a seguir possui E-1 =10°kN-m?, € seu apoio A apresentou
um recalque de apoio vertical de 15 mm (1,5.10-2 m).

Figura | Viga com recalque de apoio
5 kN/im

LTI

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine a reacdo de apoio vertical em B (<<u2s2_Eqn116.eps>>) e assinale
a alternativa correta.

a) 28,125 kN para cima.
b) 18,75 kN para cima.
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c) 28,125 kN para baixo.
d) 18,75 kN para baixo.
e) 23,27 kN para cima.

3. Considere o pértico uma vez hiperestatico e seus casos (0) e (1) obtidos
pela retirada da vinculacao correspondente a reacao vertical em B, conforme
a figura a seqguir. Todas as barras possuem E-/ =10°kN-m?.

Figura | Portico hiperestatico e casos (0) e (1)

“| | |
) - f
v

[ 0) (1)

Fonte: elaborada pelo autor.

Determine o valor do termo de carga §,, deste portico e assinale a alternativa
correta.

a)5m.

b) O.

c) 0,05 m.
d) 0,1m.
e) 0,4 m.
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Secao 2.3
Método dos deslocamentos

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a terceira e ultima secdo da Unidade 2.
Na secao anterior, estudamos um metodo de resolucao de estruturas
hiperestaticas, o meéetodo das forcas, porém este nao € o unico
metodo que podemos utilizar para resolver esse tipo de estrutura.
Outro método muito utilizado € o meétodo dos deslocamentos, que
estudaremos nesta secao.

O método das forcas funciona muito bem quando desejamos
resolver estruturas hiperestaticas com grau de hiperestaticidade
pequeno. Quando estamos trabalhando com estruturas com grau
de hiperestaticidade maior, esse método fica muito trabalhoso. Sao
nessas situacdes que o metodo dos deslocamentos passa a ser
mais vantajoso, principalmente quando desejamos implementar
esse meétodo em um programa de computador para resolver a
estrutura mais rapidamente. Essa vantagem se da pelo fato de o
metodo dos deslocamentos trabalhar com solucdes fundamentais ja
conhecidas, como iremos ver nesta secao, facilitando a programacgao
computacional desse metodo. Por esse motivo, o método dos
deslocamentos é a base de muitos programas computacionais que
realizam a analise de diversos tipos de estruturas.

Sabendo aplicar esse meétodo, vocé sera capaz de cumprir O
seu ultimo desafio em busca da sua vaga de professor da disciplina
de Estruturas hiperestaticas. Para tanto, vocé devera determinar o
diagrama de momentos fletores da viga da Figura 2.23, sabendo que

E-1=10*kN.m?.
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Figura 2.23 | Viga hiperestatica

6 kN/m 6 kN/m 6 kN/m

LT T T

Fonte: elaborada pelo autor.

Nao deixe esta vaga escapar. Entdo, maos a obra!

Nao pode faltar

Definicdo do método dos deslocamentos

Tanto o método das forcas quanto o método dos deslocamentos
respeitam as condicdes de equilibrio, as condicdes de compatibilidade
e as que regem o comportamento dos materiais (leis constitutivas dos
materiais). Porém, no caso geral, enquanto que no método das forgas
temos as forcas (hiperestaticas) como incognitas, que sao determinadas
pela resolucao de um sistema de equacdes de compatibilidade,
Nno metodo dos deslocamentos temos os deslocamentos como
incognitas, que sao determinados pela resolu¢cdo de um sistema de
equacdes de equilibrio. Dessa maneira, podemos dizer que 0 método
dos deslocamentos € um metodo dual do método das forgas.

No metodo dos deslocamentos, também utilizaremos a
superposicdo de casos basicos, que ao serem somados, resultam na
estrutura original. No metodo das forcas, € feita a superposicao de uma
série de casos basicos que satisfazem as condicdes de equilibrio, e as
condicdes de compatibilidade sdo respeitadas escrevendo-se uma serie
de equacdes de compatibilidade. J& no método dos deslocamentos,
¢ feita a superposicao de uma série de casos basicos que respeitam
as condicdes de compatibilidade, e as condicdes de equilibrio sao
respeitadas escrevendo-se uma série de equacdes de equilibrio.
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o(b Reflita

Método das forcas: as incognitas sao forcas, cujos deslocamentos
associados recuperam as condicdes de compatibilidade.

Método dos deslocamentos: as incognitas sdo deslocamentos, cujas
forcas associadas recuperam as condicdes de equilibrio.

A primeira etapa do meétodo dos deslocamentos consiste em
identificar quais sdo os deslocamentos desconhecidos em cada no da
estrutura. No caso da Figura 2.24a, como 0s nos A e C sao engastes
(rotacdo e deslocamentos vertical e horizontal impedidos), os unicos
deslocamentos desconhecidos sdo 0s  deslocamentos vertical,
horizontal e a rotacdo no No B. Esses deslocamentos desconhecidos,
gue chamaremos de deslocabilidades, sdo incognitas do nNosso
problema, e estao desenhados na Figura 2.24b, segundo a convencao
de sinais positiva indicada. Essa sera a convencao de sinais que
adotaremos em todo o método dos deslocamentos.

Figura 2.24 | (a) Portico hiperestatico; (b) Deslocabilidades; (c) Sistema hipergeométrico

: .
4 9

(@) (b) (c)

Fonte: elaborada pelo autor.

A seguir, devemos fazer a superposicao de casos basicos, em que
cada um desses casos sao solucdes cinematicamente determinadas,
ou seja, sao configuracdes deformadas conhecidas. Assim, cada um
dos casos basicos isola o efeito que o carregamento e que cada
uma das deslocabilidades provoca na estrutura. O ponto de partida
para a determinagcao dos casos basicos € a definicdo do sistema
hipergeomeétrico, representado na Figura 2.24c¢, que nada mais € do
gue a estrutura original com todos os deslocamentos nodais impedidos
através da adicao de apoios ficticios. A superposicao dos casos basicos
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estd representada na Figura 2.25, na qual € possivel notar que a soma
da configuracdo deformada de cada caso resulta na configuragao
deformada da estrutura original.

Figura 2.25 | Superposicdo dos casos basicos

D1 D2
HITHTTE u\élllllllll\ *— E Il | Ds
i = + + + D3
- (1) @) @

original (0)

FE

Fonte: elaborada pelo autor.

E possivel notar que o caso (0) isola o efeito do carregamento em
cada barra da estrutura, considerando a atuacao desse carregamento No
sistema hipergeometrico. Ja os casos (1), (2) e (3) isolam o efeito de cada
uma das deslocabilidades, liberando apenas um dos deslocamentos
desconhecidos e mantendo todos os demais impedidos.

A seguir, deve-se resolver cada um dos casos basicos. A resolucao
do caso (0) consiste em determinar as reacdes nos apoios ficticios
(Bjo) provocadas pelos carregamentos, representadas na Figura 2.26a.
A resolucao dos demais casos consiste em determinar as forcas ou
0s momentos que devem ser aplicados nos apoios ficticios (Kj ) para
manter a configuracdo deformada quando se aplica um deslocamento
unitario na direcdo e no sentido da deslocabilidade liberada. Como
estamos trabalhando com materiais elastico-lineares, podemaos
multiplicar cada valor de K; pela deslocabilidade correspondente ao
caso analisado, e assim encontrar essas for¢cas ou momentos Nos
apoios ficticios, quando essa deslocabilidade € aplicada, de maneira
analoga, ao procedimento adotado no método das forcas. Na Figura
2.26Db, estdo representadas as forgas Kj; do caso (1).

Figura 2.26 | (a) ReacBes nos apoios ficticios para o caso (0); (b) Forcas nos apoios
ficticios para o caso (1)

I
O e
a0

e rrd

(a)

Fonte: elaborada pelo autor.
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A sequir, deve-se restabelecer as condicdes de equilibrio. Como o
No que possui as deslocabilidades deve estar em equilibrio, a resultante
de forcas e de momentos nesse no deve ser nula. Assim, resolvendo o
sistema de trés equacdes e trés incognitas a seguir, determinam-se Os
valores das deslocabilidades D,, D, € D,.

> Fe=0= By +Kiy-Dy+Kip-Dy +Kiz - Dy =0

D M =0= B3 +Kay-Dy+Kgp- Dy +Kzg - Dy =0

D M =0= (3 +Kay Dy +Kay Dy + Kgg - Dy =0

Método dos deslocamentos: vigas

Agora que ja sabemos quais sao as etapas do metodo dos
deslocamentos, vamos analisar com mais detalhes o seu emprego
no caso de vigas hiperestaticas. Porém, para a utilizagdo desse
metodo, temos que determinar os valores das reacdes de apoio
ficticias (B e Kj) para diversas situacdes.

As rea¢Oes nos apoios ficticios do caso (0) sao chamadas de termos
de carga "0 e sdo definidas como:

Bio : reacao de apoio ficticia associada a deslocabilidade D;, quando
O carregamento original atuaisoladamente no sistema hipergeometrico.

Essas reacOes de apoio de cada barra podem ser calculadas
utilizando-se, por exemplo, o método das forcas, supondo que o
carregamento atuaemuma barra engastada emambas as extremidades,
OU Seja, essas sao as reacdes de apoio das situacdes de engastamento
perfeito, e seus valores sdo tabelados para cada tipo de carregamento,
ou seja, sdo solugdes ja conhecidas. A Figura 2.27 apresenta esses
valores para alguns tipos de carregamentos.

Figura 2.27 | Reacdes de engastamento perfeito para algumas situacdes de
carregamentos

p PI/8 l,; PI/8
y — Y y &
-y . R i R

Phjl Paji
ﬂ—:—l-c—}r—j Ffl Pfl
|t_ l i Lm—ﬂ-&;/zﬁ
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Fonte: adaptada de Martha (2010, p. 292-293)

Ja as forcas ou momentos que aparecem nos apoios ficticios dos
demais casos sdo chamadas de coeficientes de rigidez globais K. €
séo definidas como:

K; : forga ou momento na direcdo da deslocabilidade D;, que surge
quando apenas um deslocamento D; =1 é aplicado.

Os valores dos coeficientes de rigidez globais sdo obtidos
somando-se os coeficientes de rigidez locais das barras adjacentes a
ummesmo no. Aunidade do coeficiente derigidez € dada pela unidade
da forca ou momento, dividida pela unidade da deslocabilidade
unitaria aplicada. Novamente, os valores dos coeficientes de rigidez
locais sao solucdes ja conhecidas, e seus valores sao tabelados para
cada tipo de deslocamento, conforme apresentado na Figura 2.28
para algumas situagoes.

Figura 2.28 | Coeficientes de rigidez locais para algumas situacdes de deslocamentos

EA JI) EA/I EA /1) EA /1)
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- -
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(N /) (6Er /17) T 4
l6E1 /17 .. g === (6EI /12)
(1281 /17) ['1_1'1/131
_ 'r~1 I = [ =]
6E1 /17
I‘ o e (2EI /1) (o1 /17 (4E1 /1)
1
EL) ek ) B
(6Er /1)

Fonte: adaptada de Martha (2010, p. 276-278).
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V-
v —

Exemplificando

Determinar a rotacao do apoio B da viga da Figura 2.29a, que possui

E-1=10%kN.m? .

Figura 2.29 | (a) Viga; (b) Deslocabilidade

3 l 8

r 2,

fe= B m e B m =]
(@

Fonte: elaborada pelo autor.

(b)

Como o unico deslocamento nodal desconhecido € a rotagdo do apoio
B, temos apenas uma deslocabilidade D, conforme a Figura 2.29b. Assim,
teremos apenas os casos (0) e (1), representados na Figura 2.30.

Figura 2.30 | Casos (0) e (1)

=
- Bra
Bl - -
R -\
. B B
caso (0) caso (1)

Fonte: elaborada pelo autor.

Pela Figura 2.27 podemos determinar o valor de B0, que € a reacdo de
momento no apoio direito (Mg,”) de uma viga bi-engastada submetida
a uma carga concentrada no meio do vao, além do valor da reacao e

momento no apoio esquerdo (M,g°):
P.L 3.
MP="—-=2"%
AB 8 8
P-L
Mgt =—"—==
BA 8

= 4,5kN.m

= —4,5kN.m = B,

Pela Figura 2.28 encontramos o valor de K,,, que & 0 momento no apoio
direito (Mg,') de uma viga engastada no lado oposto, submetida a uma
rotacdo unitaria, e também encontramos 0 momento No apoio esquerdo

(MAB1):

2-E-l 2-10°

My =5 = =1,67-10*kN.m / rad
12
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5
Mg, = LET_ 4'1120 =3,33-10°kN.m/ rad = K

Montando a equagao de equilibrio de momentos do no B, e resolvendo
para D,

Bio +Kyq-Dy=0=—4,5+3,33-10*.D;, = 0= D, =1,35-10 *rad

Como p, € positivo, isso significa que o giro tem o mesmo sentido do giro
unitario aplicado em B no caso (1), ou seja, © giro D, € anti-horario.

Método dos deslocamentos: porticos

Em boa parte dos problemas envolvendo vigas no metodo dos
deslocamentos, as unicas deslocabilidades sdo as rotagdes em alguns
apoios da viga. Dessa forma, todos os termos de carga e coeficientes
de rigidez sao reacdes ficticias de momento. Ja no caso de porticos,
€ muito comum termos também deslocabilidades correspondentes a
deslocamentos horizontais e verticais. Assim, os termos de carga e 0s
coeficientes de rigidez podem ser reacdes ficticias de momento, forca
axial a barra ou forca transversal a barra.

Os termos de carga e coeficientes de rigidez correspondentes a
forcas axiais e transversais também estao apresentados nas Figuras 2.26
e 2.27, portanto o processo de resolucao de porticos hiperestaticos
pelo método dos deslocamentos € exatamente 0 mesmo apresentado
para 0 caso de vigas.

JZ| Exemplificando

Para exemplificar, sdo determinados a seguir os coeficientes de rigidez
do caso (1) do portico da Figura 2.24a. Pela Figura 2.31 nota-se que,
ao aplicar um deslocamento unitario horizontal no no B, a barra AB
(vertical) apresenta um deslocamento transversal unitario, surgindo
forgas transversais e momentos nas suas extremidades para manter a
configuragdo deformada da barra, mas sem o surgimento de nenhuma
forca axial. J& no caso da barra BC (horizontal), o deslocamento horizontal
unitario em B provoca um deslocamento axial dessa barra, surgindo forcas
axiais em suas extremidades, mas sem o surgimento de forcas transversais
€ momentos. >
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Figura 2.31 | Coeficientes de rigidez do caso (1)

Fonte: elaborada pelo autor.

Esses momentos e forcas que surgem nas extremidades das barras sao
os coeficientes de rigidez locais, e sao obtidos atraves da Figura 2.28,
utilizando o caso de um deslocamento transversal unitario para a barra AB
e 0 caso de um deslocamento axial unitario para a barra BC. Para encontrar
os coeficientes de rigidez globais do n6 B, basta somar os coeficientes de
rigidez locais de mesma direcdo que ocorrem no No B nas extremidades
das duas barras:

E-A 12-E-I 6-E-I
Kin=—6"+"2 Ky =040 Ky =0+-—

Para encontrar os temos de carga e os coeficientes de rigidez dos demais

casos, deve-se proceder de maneira analoga.

ﬂ9 Pesquise mais

O livro Andlise de estruturas, de Luiz Fernando Martha, que consta nas
referéncias desta secdo, demonstra os procedimentos de calculo para
definir os valores dos termos de carga e dos coeficientes de rigidez
apresentados nas Figuras 2.26 e 2.27, além de outras situacdes de
carregamentos e deslocamentos. Consulte esse material para aprofundar
0s seus conhecimentos a respeito do metodo dos deslocamentos.

Método dos deslocamentos: diagramas

Uma vez determinados os deslocamentos nodais (deslocabilidades),
€ possivel encontrar os momentos nas extremidades de cada barra da
estrutura original utilizando-se a superposi¢ao:

M=My+MD,+M, D, +..+ M, -D,
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Em que:
M: momento na extremidade de uma barra para a estrutura original.

My, My M, . M, momentos na extremidade de uma barra para
0S casos basicos

D,. D,, .., D, deslocabilidades ja encontradas.

Com 0s momentos nas extremidades de todas as barras da
estrutura original, € possivel tracar o diagrama de momentos fletores.
Essa mesma superposicao também ¢ valida para tracar os diagramas
de esforco normal e esforco cortante.

?=| Exemplificando

Para tracar o diagrama de momentos fletores da viga da Figura 2.29a,
basta fazer a superposicao dos momentos nas extremidades da viga para
0s casos (0) e (1):

Myg = Mag® +Mug'-Dy = 4,5+1,67-10%1,35-10~* = 6,75kN.m

Mga = Mg, + Mg,"-D; = —4,5+3,33-10* -1,35-10™* = 0kN.m

As reacdes de apoio verticais em A e B sdo determinadas pelo equilibrio
das forgas verticais e dos momentos fletores nas extremidades da viga,
conforme a Figura 2.32a. Assim, € possivel tracar o diagrama de momentos
fletores da Figura 2.32b.

> M, =0=675-3-6+B,-12=0= B, = 0,94kN

> F,=0=A, -3+094=0= A, =206kN

Figura 2.32 | (a) Equilibrio da viga; (b) Diagrama de momentos fletores (KN.m)

=
mi 675
=
\\L_'_'_’_'_,_,_——'—'_'_
6,75 kNm 5,63 WA
Ay By
=B m e 6 m

(@) {b)

Fonte: elaborada pelo autor.
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&g& Assimile
Os passos para a utilizagcdo do método dos deslocamentos sao:
- Determinar as deslocabilidades de cada no, no sentido positivo.

- Definir o sistema hipergeométrico, resolver o caso (0) e encontrar
cada Sy, -

- Resolver os demais casos basicos, aplicando deslocamentos unitarios
isolados para encontrar cada Ki/' .

- Montar o sistema de equacdes de equilibrio, resolver e determinar
cada D;.

- Determinar os esforcos na extremidades das barras e tracar os diagramas.

Sem medo de errar

Com o0s conhecimentos adquiridos nesta secdo, vocé ja
tem condicdes de resolver o ultimo desafio proposto pelo seu
coordenador. Na busca pela tdo sonhada vaga de professor, deve
demonstrar o seu dominio do conteudo da disciplina de Estruturas
hiperestaticas, obtendo o diagrama de momentos fletores da viga
da Figura 2.23, utilizando o método dos deslocamentos.

Essa viga possui duas deslocabilidades. Assim, sd0 necessarios
trés casos basicos, (0), (1) e (2), para resolver o problema. As
deslocabilidades e os casos basicos sao apresentados na Figura
2.33, com a representacao dos termos de carga e dos coeficientes
de rigidez no sentido positivo.

Figura 2.33 | Deslocabilidades e trés casos basicos

D+ D2 Bro Bao
NIV WalliaN B
I e e

Deslocabilidades Caso (D)
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Caso

K1 Kzz
Caso (2)

K1 Kaz
L3 R
(1

Fonte: elaborada pelo autor.

Para encontrar os termos de carga Fro e 620, devemos determinar
0s momentos de engastamento perfeito nas extremidades das barras
AB, BC e CD, para o caso (0), utilizando o caso de carregamento
uniformemente distribuido da Figura 2.27:

2 2 2
M,s° = qé = 615 —2kNm Mg, = —% — —2kN.m
2 2 2
Mo = ’2‘ - 61'; —8kN.m  Meg® =L ’2‘ — —8KN.m
2 2 2
Mgy = q12L - 612 —45kNm  Mp = — qé‘ = —4,5kN.m

O termo de carga B,y € a soma dos momentos de engastamento
perfeito na extremidade B da barra AB e na extremidade B da barra
BC. J& By € a soma dos momentos de engastamento perfeito na
extremidade C da barra BC e na extremidade C da barra CD:

Bro = Mga® + Mg’ = —2+8=6kN.m  Boy = Mcg® +Mgp® = —8+4,5 = —3,5kN.m

Para os casos (1) e (2), devemos usar a situacdo de giro unitario da
Figura 2.28 para encontrar os momentos nas extremidades das barras
AB, BC e CD. De maneira andloga a determinacao dos termos de
carga, K,y Ky Ky € Ky, sdo obtidos pela soma dos momentos nas
extremidades das barras adjacentes ao N6 em que o coeficiente de
rigidez estd atuando. Lembrando que, neste caso, E-I =10*kN.m?.

- Para o caso (1):

4 4

Mg :$:&:104kN.m/rad Mg, = 4"5" :4'120 = 2.10*kN.m rad
4 . 104

Mg :?:%:mWN.mlrad Mcg' = 2'f r_2 10 =0,5-10*kN.m / rad

Mcp' = OkN.m / rad Mpc' = 0kN.m / rad
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Mcp' = OkN.m / rad Mpc' = 0kN.m / rad
Kiy = Mgy + Mgg' = 3-10*kN.m / rad Ky = Mcg' +Mgp' = 0,5-10*kN.m / rad

- Para o caso (2):

M 452 = OkN.m / rad Mg,% = OkN.m | rad
4 4
Mpc? = 2Bl 207 _ 4 5.90*kN.m rad Meg? = YET_ 410 gotunmi rad
L 4 L 4
4 4
Mcp? = ? = 4';‘) =133-10*kN.m/rad  Mpc® = ? = % =0,67-10*kN.m/ rad
Kyp = Mga? + Mgo? = 0,5-10*kN.m / rad Kyp = Meg? +Mcp? = 2,33-10*kN.m / rad

Escrevendo as equacdes de equilibrio de momentos dos nos B e
C, e resolvendo o sistema de duas equacdes e duas incognitas, temaos:

Bio +Kyq-Dy+Kip-Dy =0 = 6+3-10*.D;+0,5-10*.D, =0
Boo + Koy Dy +Kyy-Dy =0 = —3,540,5-10*-D, +2,33-10*-D, =0

D, =—2,33-10"*rad D, =2-10"*rad

Com as deslocabilidades determinadas, basta encontrar os
momentos nas extremidades de cada barra pela superposicao, e entao
tracar o diagrama de momentos fletores, apresentado na Figura 2.34.

Mpag = Mg” +Mug"- Dy + Mag® - Dy = 24+10% -(~2,33-10*) + 0 = —0,33kN.m giro horario
Mgy = Mg’ +Mgy'- Dy + Mg, -D, = —2+2.10* -(72,33-10*4)+ 0 = —6,67kN.m giro horério
Mg = Mgc® +Mgc' - Dy +Mgg? -D, =8+10* A(72,33»1o*“)+0,5-104 -2.107* = 6,67kN.m anti — horério
Mcg = Mgg” +Mcg'- Dy + Mgg? -D, = —8+0,5-10* -(—2,33-10*“) +10*.2.107* = —7,17kN.m horério
Mgp = Mcp® +Mgp' - Dy + Mgp? - D, = 4,5+0+133-10%.2.107* = 7,17kN.m anti — horario

Mpe = Mpc® +Mpe'-Dy +Mpc?-D, = —4,540+0,67-10* - 2.107* = —3,17kN.m horério
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Figura 2.34 | Diagrama de momentos fletores (kN.m)

6,67 717

]

Fonte: elaborada pelo autor.

Para determinar os valores dos momentos maximaos, € necessario
tracar o diagrama de esforco cortante, permitindo encontrar os pontos
de cortante nula, conforme sera apresentado na sequéncia.

Avancando na pratica

Determinacao das reagdes de apoio e do
diagrama de esforco cortante

Descricao da situacao-problema

Uma vez obtido o diagrama de momentos fletores pelo método
dos deslocamentos, € preciso determinar as reacdes de apoio da viga
para, entdo, tracar o diagrama de esforco cortante. Veremos como
realizar esse procedimento para a viga da Figura 2.32.

Resolucao da situacdo-problema

Para encontrar as reacdes de apoio, faremos o equilibrio de cada
trecho da barra separadamente. Na Figura 2.35, estdo representados os
trés trechos (AB, BC e CD) da viga, com suas respectivas reacdes de
apoio, carregamentos atuantes ao longo do trecho e momentos
nas extremidades das barras, ja calculados anteriormente (Mg,
Mg, Mgc, Mg, Mg, Mpe). Note que a reagao vertical total no
apoio B é a soma das reacdes no apoio B dos trechos AB e BC.
De maneira analoga, a reacdo vertical total no apoio C € a soma
das reacdes no apoio C dos trechos BC e CD. Para o equilibrio de
momentos, adotou-se a convencao de que o momento no sentido
anti-horario € positivo.
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Figura 2.35 | Equilibrio dos trechos da viga

0.33 km_ B kKN/m 6 kN/m B kN/m

‘N CVI y o

Fonte: elaborada pelo autor.

Trecho AB:
> M, =0=-033-6-2:1-6,67+8B,"2=0=B,'=9,5kN
> F,=0=A -624+95=0=A, =25kN
Trecho BC:
> Mg =0=667-6-4.2-717+C,"4=0=C,'=1213kN
> F,=0=B,"-6-4+1213=0=B," =1188kN
Trecho CD:
> Mg =0=717-6-3-15-317+D,-3=0= D, =7,67kN
> F,=0=C,"-6-3+7,67=0=C,"=10,33kN

Reacdes verticais totais em B e C:
B, =B,'+B," =2138kN C, =C,'+C,"=22,46kN

Com as reacdes de apoio verticais encontradas, basta tracar o
diagrama de esfor¢o cortante, conforme a Figura 2.36. Note que
desta forma € possivel determinar os pontos de cortante nula, e assim
encontrar os valores dos momentos fletores maximos, da mesma
forma como é feito em uma viga isostatica.

Figura 2.36 | Diagrama de esforco cortante (kN)
1188 10,33

e \ B
I

-9,50

Fonte: elaborada pelo autor.
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Faca valer a pena

1. Vocé é o responsavel pelo projeto de uma industria, e deve determinar
os esforcos que atuam nas barras da estrutura da figura a seguir, que
sera utilizada para apoiar alguns equipamentos. Para iniciar o calculo da
estrutura pelo método dos deslocamentos, deve-se determinar 0 numero
de deslocabilidades dessa estrutura.

Figura | Estrutura de uma industria

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a resposta que contém o numero correto de deslocabilidades da
estrutura.

a) 1.
b) 2.
c) 0.
d) 8.
e) 6.

2. A barra da figura a sequir faz parte de uma estrutura hiperestatica, e esta
submetida aos carregamentos indicados. Durante a resolucao da estrutura
pelo método dos deslocamentos, é necessario determinar os valores dos
termos de carga dessa barra para o caso basico (0).

Figura | Barra de uma estrutura hiperestatica

feo E 2 kNIm B
P2 FRRRA X Y
mv kN B \/‘
p==—2m f—1m— im |

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a alternativa com os valores corretos dos termos de carga g,
Bao. B30, Bag. Bso € Beo. respectivamente.

a) -2kN, -1 kN, 10kN.m, 10kN, 12 kN e -12 kN.m.
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b) -1kN, 10 kN, -12kN.m, -2kN, 10 kN e 12 kN.m.
¢) -2kN, 10 kN, 12kN.m, -1kN, 10 kN e -12 kN.m.
d) 2kN, 10 kN, 12kN.m, 1kN, 10 kN e 12 kN.m.

e) -2kN, 12 kN, 10kN.m, -1kN, 12 kN e -10 kN.m.

3. O portico da figura (a) estd submetido as cargas nodais indicadas.
Durante o calculo deste portico, a sua equipe de projetistas determinou as
deslocabilidades da estrutura conforme a figura (b). Neste momento, vocé
foi consultado pela equipe para ajudar na determinacao dos coeficientes de

rigidez K,,, Ky € Ksy. Todas as barras possuem E=10%KkN/m? |—10*m* e
A=2.10"*"mz.
%2
—b
D1 Dz
P 5 m ==

(a) (b)

Figura | Portico

=
x

= am

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a alternativa que apresenta o valor correto dos coeficientes de
rigidez Ky, Ky, € Kyq > respectivamente.

a) 4,44.10° kN/m, 0 e 6,67.10° kN.m/m.
b) 8,44.10° kN/m, 0 e 6,67.10° kN.m/m.
c) 4.10° kN/m, 4,44.10° kN/m e 0.

d) 6,67.10° kN/m, 0 e 8,44.10° kN.m/m.
e) 0, 4,44.10° kN/m e 10,67.10° kN.m/m.
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Unidade 3

Linhas de influéncia:
estruturas hiperestaticas

Convite ao estudo

Caro(a) aluno(a),

Seja bem-vindo a Unidade 3 da disciplina de Estruturas
Hiperestaticas! Apos estudarmos alguns principios € metodos
importantes para a resolucao de estruturas hiperestaticas,
passaremos a estudar, nesta unidade, as linhas de influéncia.

Atée o momento analisamos apenas estruturas submetidas
as cargas estaticas, ou seja, que estdo sempre no MesMo
lugar, porém, vocé ja parou para pensar em como e feito o
dimensionamento de uma estrutura submetida a uma carga
movel, ou seja, uma carga que pode atuar em varias posicoes
diferentes ao longo da vida util da estrutura? E que tipo de
estrutura € essa que esta submetida a uma carga movel?
E exatamente isso que veremos nesta unidade, na qual
utilizaremos as linhas de influéncia para determinar as reacoes
de apoio e os esforcos em estruturas submetidas as cargas
moveis, como, por exemplo, os viadutos, as pontes rodoviarias,
ferroviarias ou de pedestres. Ou seja, sem o conhecimento da
linha de influéncia, vocé ndo conseguira projetar uma ponte
ou um viaduto durante a sua vida profissional, nem mesmo
uma simples ponte rolante em uma industria. Assim, fica clara
a importancia desse assunto para um engenheiro civil.

Iniciaremos o estudo das linhas de influéncia pelo caso
mais simples, as vigas isostaticas. Posteriormente, passaremaos
para as vigas hiperestaticas e, por fim, estudaremos o tracado
das envoltorias de esforcos, que sao de grande importancia
na definicdo dos esforcos extremos atuantes na estrutura bem
como empregados no dimensionamento dela.



Com os conhecimentos adquiridos nesta unidade, vocé
sera capaz de desenvolver o seu primeiro projeto no seu
novo emprego. Desde que estava no curso de engenharia,
VOCé ja gostava de estudar como eram feitas as grandes
estruturas, € apos algumas entrevistas, vocé foi contratado
por uma empresa de construcao de grande porte. No seu
primeiro projeto, vocé foi chamado para determinar as linhas
de influéncia de uma ponte. Essa ponte atravessa um grande
lago e serd construida com 3 faixas em cada sentido, em
cujo trafego passarao veiculos de tamanhos e pesos diversos.
Quais serao as linhas de influéncia se parte da estrutura
for isostatica? E se for hiperestatica, como resolver essa
questao? Além disso, vocé devera entregar as representacdes
graficas das envoltorias de esforcos para que a estrutura seja
dimensionada corretamente.

Pronto para projetar a sua primeira ponte?



Secao 3.1

Linhas de influéncia de vigas

Dialogo aberto

Vamos iniciar o nosso estudo de linhas de influéncia pela analise
de vigas isostaticas, para, nas secdes seguintes, passarmos ao estudo
de linhas de influéncia em vigas hiperestaticas. O nosso primeiro
passo sera entender o que a linha de influéncia representa, para
depois conseguirmos tracar as linhas de influéncia, o que permitira
que vocé comece a trabalhar no projeto da sua primeira ponte no
seu Novo emprego.

Para projetar a ponte, vocé deve analisar todos os seus elementos
estruturais, ou seja, tanto as transversinas quanto as longarinas da
ponte. Para exemplificar, na Figura 3.1 € apresentada a localizacdo
de uma longarina e de uma transversina de uma ponte qualquer.

Figura 3.1 | Indicacdo de uma longarina e de uma transversina

Transversina

Longarina

L

Fonte: elaborada pelo autor

O seu primeiro desafio sera analisar a transversina apresentada
na Figura 3.2, que € uma viga isostatica, apresentando dois balancos.
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Figura 3.2 | Transversina da ponte em estudo

A E
e Ny
|—1m~|—1m l &m l

Fonte: elaborada pelo autor.

Como veremos nesta secdo, para realizar o dimensionamento
correto dessa transversina, € fundamental que vocé consiga tracar
algumas linhas de influéncia dela. Para tanto, vocé deve determinar
a linha de influéncia da reacgao vertical B, , as linhas de influéncia de
esforco cortante nas secSes 1, B, € By, , e as linhas de influéncia
de momento fletor nas secdes 1 e B.

Para conseguir cumprir esse objetivo, estudaremos em detalhes
as linhas de influéncia de reacdes de apoio, esforco cortante e
momento fletor. Ao final da secdo vocé percebera que esses estudos
facilitardo muito o desenvolvimento do projeto dessa ponte.

Nao pode faltar

Definicdo de linha de influéncia

As cargas que atuam em uma estrutura podem ser classificadas
em cargas permanentes ou cargas acidentais. As cargas permanentes
sao aquelas que atuam ao longo de toda a vida util da estrutura,
Ccomo, por exemplo, O seu peso proprio. As cargas acidentais, por
sua vez, sdo aqguelas que podem atuar ou ndo ao longo da vida
util da estrutura, como, por exemplo, acdes de vento, sobrecargas
(cargas de utilizagao) em edificacdes e cargas de veiculos em pontes
rodoviarias ou ferroviarias.

No estudo das estruturas, as cargas permanentes e a maioria das
cargas acidentais sao chamadas de cargas fixas, pois 0 seu ponto
de atuacado na estrutura € sempre 0 mesmo. Porém algumas cargas
acidentais sao chamadas de cargas moveis, uma vez que O ponto
de atuacdo delas pode variar ao longo do tempo, como € o caso de
um veiculo passando sobre uma ponte.

A determinacdo das reacdes de apoio e dos esforcos internos
em uma estrutura, provocados por cargas fixas (permanentes ou
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acidentais), é feita conforme os métodos ja apresentados para
estruturas isostaticas ou hiperestaticas, que incluem o tracado
dos diagramas dos esforcos solicitantes. Dessa forma, € possivel
determinar quais sdo 0s maiores esforcos que ocorrem na estrutura
e dimensiona-la para que resista a essas solicitacoes.

No caso das cargas moveis, no entanto, a intensidade dos
esforcos varia conforme a posicdo da carga, 0 que torna inviavel
o0 método de determinacdo dos maiores esforcos solicitantes por
meio do tracado dos diagramas, pois isso incluiria o tracado de um
diagrama para cada posicdo da carga movel, a fim de determinar
qual a posicdo que resulta no maior esfor¢co. Portanto, para
estruturas submetidas a cargas moveis, utiliza-se outro metodo
para determinar a posicao mais desfavoravel da carga e os valores
extremos (maximos e minimos) dos esforcos solicitantes, que inclui
o tracado das linhas de influéncia.

Uma linha de influéncia representa a variacdo de um determinado
efeito elastico (por exemplo, uma reacdo de apoio, um esforco
cortante ou um momento fletor) em uma secdo especifica da
estrutura @ medida que uma carga concentrada unitaria a percorre.
Para exemplificar, considere a linha de influéncia (LI) de momento
fletor em uma secdo S de uma viga, representada na Figura 3.3.
Quando a carga unitaria P =1 estiver localizada no ponto A, a uma
distancia x da extremidade esquerda da viga, © momento fletor na
secdo S sera dado pela ordenada da linha de influéncia no ponto A,
ouseja, Mg =-a.

Figura 3.3 | Linha de influéncia de momento fletor na secdo S de uma viga

%M A é é

Fonte: elaborada pelo autor

Uma vez conhecida a linha de influéncia de um determinado
esforco para uma secdo especifica, percebe-se facilmente que a
posicao mais desfavoravel da carga unitaria € aquela que apresenta
a maior ordenada da linha de influéncia. Assim, podemos definir os
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valores extremos (maior valor positivo e maior valor negativo) dos
esforcos provocados pela carga movel unitaria, que sdo as ordenadas
da linha de influéncia com maiores valores positivo e negativo.

As linhas de influéncia podem ser tracadas para diversos tipos
de estrutura, como vigas, porticos ou trelicas, sejam elas isostaticas
ou hiperestaticas. Como uma das principais aplicacdes das
linhas de influéncia ¢ no dimensionamento de vigas de pontes,
estudaremos como é feito o tracado das linhas de influéncia para
esse tipo de estrutura, comecando pelas vigas isostaticas, passando
posteriormente para as vigas hiperestaticas. Por convencao,
desenharemos os valores positivos da linha de influéncia no
lado de baixo, e 0s valores negativos no lado de cima, conforme
representado na Figura 3.3.

Determinacdo das reacdes de apoio para vigas

Para determinar as reacdes de apoio de uma viga isostatica
submetida a uma carga movel, devemos, primeiramente, tracar as
linhas de influéncia dessas reacdes de apoio. Para tanto, iremos
aplicar uma carga unitaria em uma posi¢ao variavel x e determinar os
valores das reacdes de apoio em funcao dessa posi¢ao x, utilizando
as equacdes de equilibrio estatico. Assim, para a viga isostatica
com balancos da Figura 3.4, submetida a uma carga unitaria P =1
, temos as reacdes de apoio a sequir, notando que a reacao de
apoio horizontal no apoio A sera sempre nula, uma vez que nao
existe nenhuma carga horizontal. Para o equilibrio de momentos, foi
adotada a convencdo de momento anti-horario positivo.

| —
ZMBZOj_Ay'/_F'I'(I_X):OjAy:(I—X)

- I—x) 1—(1-
ZFy:O:>Ay+Byf1:O:>( IX)+By71:0:>By:17( /X):¥:§
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Figura 3.4 | Viga isostatica e linhas de influéncia de Ay e By

X | P=1

v

L
4
A

Ay

l"?H)"'Ua
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Fonte: elaborada pelo autor.

As relacdes de A, e de B, em funcdo de x sdo as expressdes
analiticas da linha de influéncia de A, (LI Ay) e da linha de influéncia
de By (LI By ), respectivamente. Portanto, para tracar essas linhas de
influéncia, basta representar graficamente essas duas expressdes,
que nada mais sao do que equacdes de retas. Para encontrar o valor
da ordenada da linha de influéncia em um ponto especifico da viga,
basta substituir o valor de x pela posicao desejada. Dessa forma ¢
possivel tracar as linhas de influéncia conforme apresentado na
Figura 3.4. Para exemplificar, séo determinadas as ordenadas da LI
A, de alguns pontos: (I +a)

- Para X:—a:>Ay:T

(1-0)

-Para x=0=Ay=~—-=1
-Para x=1=Ay=-—-+=0
(I-(+b)) b

- Para x:/+b:>Ay:f:_T
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Um méetodo mais direto para a determinacao da linha de influéncia
€ 0 denominado método cinematico, ou principio de Muller-Breslau,
gue faz uso do principio dos trabalhos virtuais para tracar as linhas de
influéncia. Considere que o apoio A da viga da Figura 3.5 sofreu um
deslocamento unitario virtual para baixo, fazendo com que toda a
viga sofra um deslocamento, conforme a fungao v(x).

Figura 3.5 | Viga com deslocamento virtual unitario no apoio A

Ay

Fonte: elaborada pelo autor.

Como a viga apresentou um deslocamento de corpo rigido, ou
seja, ela ndo apresentou deformacdes (continua reta), o seu trabalho
virtual interno e zero. Assim, pelo PTV, temos:

U =U =-A ~1+P-v(x):0:>Ay :1~v(x):>Ay =v(x)

Com isso, podemos concluir que a configuracdo deslocada da
viga (v(x)) € igual a reagdo de apoio A, . Ou seja, a linha de influéncia
de A, € a propria configuracao deslocada da viga. Assim, para tracar
a linha de influéncia de um determinado efeito (como uma reacdo
de apoio ou um esforco solicitante), basta seguir o procedimento
apresentado a sequir:

‘t"’ Assimile
Procedimento para tracar a linha de influéncia de uma viga isostatica:

1) Retirar o vinculo que transmite o efeito cuja linha de influéncia se
deseja determinar. }
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4 2) Aplicar, no ponto em que atua o efeito analisado, um deslocamento
unitario (considerado muito pequeno) no sentido contrario ao da
convencao positiva do efeito analisado.

3) Alinha de influéncia sera a configuragcao deslocada da viga.

No caso de vigas isostaticas, as linhas de influéncia sempre serdo
linhas retas, o que facilita o seu tracado e a determinacao dos valores
das ordenadas, que podem ser obtidos por simples semelhanca
de triangulos, sabendo-se que o deslocamento aplicado no ponto
em que atua o efeito analisado é unitario. A convencao de sentido
positivo de alguns efeitos € apresentada na Figura 3.6.

Figura 3.6 | Convencéo positiva de alguns efeitos

Reacao de apoio Esforco cortante Momento fletor
— |
Vv # QlTQ M M

Fonte: adaptada pelo autor.

Uma vez determinada a linha de influéncia da reacdo de apoio,
sabe-se que, ao posicionar a carga movel no ponto de maior
ordenada da linha de influéncia, teremos o valor maximo (positivo
ou negativo) da reacdo de apoio. Como a linha de influéncia foi
tracada para uma carga unitaria, caso a carga movel possua valor
diferente do unitario, basta multiplicar a ordenada da linha de
influéncia pelo valor da carga movel para encontrar o valor da reacao
de apoio quando a carga movel estiver sobre aquele ponto. Esse
procedimento sera apresentado em mais detalhes posteriormente.

OGB Reflita

Caso a carga movel nao seja uma forca concentrada, mas sim uma carga
uniformemente distribuida, como determinamos o valor da reacao de
apoio provocada por essa carga ao utilizarmos a linha de influéncia?
Pense na carga uniformemente distribuida como uma sucessao de
cargas concentradas afastadas entre si por uma distancia infinitesimal.
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Linha de influéncia de esfor¢co cortante em viga

Para determinar a linha de influéncia de esforco cortante em
uma viga isostatica, podemos encontrar as equacdes que definem o
valor do esforco cortante em funcao da posicdo x da carga unitaria,
empregando as equacdes de equilibrio de maneira semelhante ao
procedimento realizado para a determinacao das linhas de influéncia
das reacdes de apoio. Alternativamente, também podemos tracar a
linha de influéncia de esforco cortante utilizando-nos do método
cinematico, seguindo o procedimento ja apresentado; e como esse
€ 0 metodo mais simples e intuitivo, que permite tracar as linhas de
influéncia de vigas isostaticas rapidamente, passara a ser utilizado
dagui em diante.

O primeiro passo do método cinematico ¢é a retirada do vinculo
gue transmite o efeito analisado. No caso da linha de influéncia da
reacdo de apoio, foi retirado o vinculo que transmite a reacdo de
apoio vertical, ou seja, para tracar a LI A/, foi retirada a vinculagdo
gue impede o0 apoio A de deslocar verticalmente. Agora, para tracar a
linha de influéncia de esfor¢o cortante, devemos retirar a vinculagao
que transmite o esforco cortante, ou seja, retirar a vinculacdo que
impede o deslocamento vertical relativo entre duas partes de uma
viga. Com a retirada desse vinculo em uma sec¢ao S qualquer, a viga
se divide em dois trechos inclinados, paralelos entre si, apresentando
o deslocamento relativo da Figura 3.7.

Figura 3.7 | Retirada do vinculo de cortante e aplicacdo de deslocamento unitario

-

Fonte: elaborada pelo autor.

O proximo passo consiste na aplicacao de um deslocamento
unitario contrario a convencao de esforco cortante positivo. Pela
Figura 3.6, o esfor¢co cortante € positivo quando ele provoca um
giro horario no elemento em que atua, ou seja, a esquerda da secao
analisada o esforco cortante positivo tem sentido para baixo, e a
direita da secao analisada o esforco cortante positivo tem sentido
para cima. Assim, aplicamos um deslocamento contrario, ou seja:
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a esquerda da secdo analisada, o deslocamento tem sentido para
cima, e a direita da sec¢do analisada, o deslocamento tem sentido
para baixo. Como aplicamos um deslocamento a esquerda e
outro a direita da secao analisada, o deslocamento relativo entre
os dois lados deve ser unitario, ou seja, a soma do deslocamento
para cima (a esquerda da secdo) e do deslocamento para baixo (a
direita da secao) deve ser unitario. Ao aplicar um deslocamento na
viga, devemos sempre identificar quais pontos da viga ndo podem
apresentar deslocamentos verticais ou giros, para que pPossamaos
tracar a configuracao deslocada da viga corretamente, obtendo a
sua linha de influéncia. A determinacao das ordenadas da linha de
influéncia é feita por simples semelhanca de triangulos.

JZ| Exemplificando

A sequir, para a viga da Figura 3.8, sera explicado o procedimento
adotado para tracar a linha de influéncia de esfor¢co cortante para a
secdo S.

Figura 3.8 | Viga isostatica e LI Qg

. A S B
e i
! 2m l 4m ! 2m l
067 _ =T
11
o ¥ |
z|@ o i LiQs
[&—4 z|9 WA
0.33 - 0.33
1 -

1

1

] -
-

L -

Fonte: elaborada pelo autor.

Para tracara LI Qg . retira-se o vinculo que transmite o esfor¢o cortante
em S, aplicando um deslocamento para cima, no trecho a esquerda de
S, e para baixo, no trecho a direita de S. Como os pontos A e B sdo
apoios, eles nao podem apresentar deslocamentos verticais, porém,
a viga pode girar em torno desses pontos. Assim, ao serem aplicados
os deslocamentos, o trecho a esquerda de S gira em torno do ponto
A e o trecho a direita gira em torno do ponto B, apresentando uma
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descontinuidade de valor unitério na secao S. Sabendo-se que a
ordenada do prolongamento da linha de influéncia de esforco cortante
sobre os apoios tem valor unitario (o deslocamento relativo € unitario),
as ordenadas y e z podem ser obtidas conforme apresentado a sequir,
sendo utlizada a semelhanca de triangulos. Dessa forma, € obtida a LI
Qs apresentada na Figura 3.8.

y

Como, pela convencdo adotada para linhas de influéncia, os valores
positivos sao desenhados no lado de baixo e os valores negativos
sao desenhados no lado de cima, a ordenada y deve ser negativa no
diagrama de linha de influéncia da Figura 3.8, uma vez que ela esta
localizada no lado de cima.

Linha de influéncia de momento fletor em viga

Para tracar a linha de influéncia de momento fletor, devemos
retirar o vinculo que transmite 0 momento fletor, ou seja, o vinculo
gue impede o giro relativo entre duas partes de uma viga. Com
a retirada desse vinculo em uma secdo S qualquer, a viga pode
apresentar o deslocamento relativo da Figura 3.9.

Figura 3.9 | Retirada do vinculo de momento fletor e aplicacdo de giro unitario

Fonte: elaborada pelo autor.

A seguir, aplica-se um giro unitario relativo entre os dois trechos,
ou seja, § = 1rad . cCom sentido contrario a convengao de momento
fletor positivo, apresentado na Figura 3.6. Ou seja, no trecho a
esquerda da secao analisada, aplica-se um giro horario, e no trecho
a direita da secdo analisada, aplica-se um giro anti-horario. Como
estamos trabalhando com pequenos deslocamentos, a corda AB
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da Figura 3.9 é aproximadamente igual ao comprimento do arco de
circunferéncia AB. Sendo r o raio da circunferéncia, o comprimento
do arco € calculado por: @-r =1-r =r. Assim, a corda AB ¢ igual
ao raio da circunferéncia (que para pequenos deslocamentos é
aproximadamente igual a distdncia horizontal entre S e A na Figura
3.9), o que permite determinar as ordenadas da linha de influéncia
de momento fletor por simples semelhanca de triangulos.

?=| Exemplificando

A sequir sera explicado o procedimento adotado para tracar a linha
de influéncia de momento fletor para a secdo S da viga da Figura 3.10.

Figura 3.10 | Viga isostatica e LI Ms

A S B
Ee i
! 2m ! 4m ! Zm !
-0.67
ZM—_
= pin - LI Ms
. Ve —2 m
| T !
4 -7 -
| -
| /’-'
I -

Fonte: elaborada pelo autor.

Para tragar a LI Mg, como o trecho & esquerda possui apenas um
apoio, ao aplicar um giro horario, o trecho iré girar em torno do apoio
A, no sentido horario. No trecho a direita, por sua vez, que tambem
pPOSSUi apenas um apoio, ao ser aplicado um giro anti-horario, o trecho
ird girar em torno do apoio B, no sentido anti-horario, conforme a
linha de influéncia da Figura 3.10. Como estamos trabalhando com
peguenos deslocamentos, prolongando-se a linha de influéncia, a
ordenada sobre 0s apoios € igual a distancia horizontal do apoio até a
secdo (conforme a Figura 3.9). Assim, achamos as ordenadas y e z por
semelhanca de triangulos:

2
y

_8 ., 133 2.5, 067
4 z 2
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D_C} Pesquise mais

As vigas Gerber, que sdo associa¢cdes de vigas apoiadas umas sobre
as outras, ligadas por meio de rotulas, tambeém sdo vigas isostaticas,
portanto, o tragado das linhas de influéncia para esses tipos de vigas
pode ser feito aplicando o método cinematico.

Leia o capitulo 14 do livro Analise de Estruturas — Conceitos e Métodos
Basicos sobre cargas acidentais e cargas moveis.

(MARTHA, L. F. Analise de Estruturas - Conceitos e Métodos Basicos.
Rio de Janeiro: Editora Elsevie, 2010. Cap. 14).

E o estudo das cargas moveis em estruturas isostaticas em:

SUSSEKIND, J. C. Curso de Analise Estrutural 1. Método das
deformacdes. Processo de Cross. 6. ed. Porto Alegre / Rio de Janeiro:
Globo, 1981. Capitulo VI.

Sem medo de errar

Vocé inicia a analise da estrutura da ponte do seu projeto pelo
estudo da transversina da Figura 3.1. Para essa viga, € necessario
determinar a linha de influéncia da reacao de apoio B, , as linhas
de influéncia de esforco cortante para as secées 1, B, e B, . bem
como as linhas de influéncia de momento fletor nas secdes 1 e B.
Essas seis linhas de influéncia e o procedimento para a determinacao

de cada uma delas estdo representados na figura a sequir.

Figura 3.11 | Transversina e linhas de influéncia

1 A B
s A
Limd1md - = =]
-0.40
[— . ., LBy
A
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Fonte: elaborada pelo autor.

Para tragar a LI B,, deve-se aplicar um deslocamento unitario
para baixo em B. Dessa forma, toda a viga ira girar em relacdo ao
ponto A. Sabendo-se que a ordenada da linha de influéncia no
ponto B ¢ 1,0, as demais ordenadas sao encontradas facilmente por
semelhanca de triangulos.

Para a LI @, aplica-se um deslocamento para cima no trecho a
esquerda de 1, e um deslocamento para baixo no trecho a direita de
1. Como o trecho a direita possui dois apoios (A e B), ndo existe um
ponto em torno do qual o trecho possa girar; assim, ele permanece
horizontal, ou seja, a linha de influéncia desse trecho € nula. Como
O trecho a esquerda nao possui nenhum apoio, ele também nao
apresenta nenhum giro, porém, todo o trecho apresenta um
deslocamento vertical por igual. Como o deslocamento relativo
entre os trechos deve ser unitario e o trecho a direita ndo apresentou
deslocamento, todo o deslocamento unitario foi aplicado no trecho
a esquerda, resultando na LI Q,, apresentada na Figura 3.11.

Asecdo B, esta localizada um infinitesimal a esquerda do apoio
B, ou seja, esta na regiao entre apoios. Portanto, o tracado da sua
linha de influéncia é feito da mesma maneira como apresentando
na Figura 3.8. Como essa secdo esta localizada em um infinitesimal
a esquerda de B, o deslocamento aplicado para baixo a direita da
secdo é praticamente nulo. Consequentemente, pode-se admitir que

o deslocamento aplicado a esquerda da secao sera 1,0. Prolongando
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a linha de influéncia nas secdes em balanco e fazendo a semelhanca
de triangulos, encontra-se a LI B, ,, conforme a Figura 3.11.

Ja a secdo By, estd localizada um infinitesimal a direita do apoio
B, ou seja, esta naregido do balan¢o. Assim a sua forma e semelhante
adall Q. porem, com deslocamento a direita da secdo para baixo
e o trecho a esquerda da secao sem deslocamento algum, ja que
possui dois apoios.

Paraa Ll M,, como o trecho a direita da secdo possui dois apoios, ele
permanece horizontal. Dessa forma, a linha de influéncia de momento
fletor € nula nesse trecho. Assim, todo o giro unitario é aplicado no
trecho a esquerda da secdo, no sentido horario. Como esse trecho ndo
possui nenhum apoio, ele ira girar em torno de 1, no sentido horario.
Admitindo pequenos deslocamentos, a ordenada da linha de influéncia
na extremidade do trecho a esquerda sera igual a distancia horizontal
entre a extremidade do trecho e a secao 1, conforme a Figura 3.11.

Na determinagdo da LI My, o giro unitario sera todo aplicado a
direita da secado (sentido anti-horario), semelhante ao tracado da LI
M, . No trecho a esquerda ndo ¢ possivel aplicar nenhum giro, pois
a secdo em analise esta exatamente sobre um apoio. Assim, ndo e
possivel que o trecho a esquerda gire em relacdo ao ponto A, pois,
para isso, 0 ponto B precisaria descer, 0 que nao é possivel.

E interessante que, se analisadas duas secdes na regido do
balanco, as formas de suas linhas de influéncia de esforco cortante
serdo muito semelhantes. A mesma semelhanca ¢ observada para
as linhas de influéncia de momento fletor em se¢des na regido do
balanco. Para secdes na regiao entre apoios, a semelhanca também
existe, tanto para linhas de influéncia de cortante como de momento
fletor, sempre ocorrendo o prolongamento da linha de influéncia
nas regides do balanco.

Avancgando na pratica

Determinacao dos valores extremos para uma carga moével
uniformemente distribuida.

Descricao da situagcao-problema

Vocé foi informado que no projeto da ponte, uma carga
movel de 15 kN/m (uniformemente distribuida) ird passar sobre a
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transversina da Figura 3.11. Para fazer o dimensionamento desse
elemento estrutural da ponte € necessario determinar os valores
extremos (maximo e minimo) do esfor¢co cortante que atua na
se¢do a esquerda do apoio B (B, ).

Resolucdo da situagcdo-problema

Como as linhas de influéncia sao definidas para uma carga
concentrada movel unitaria, para que o valor extremo de um
esforco (ou reacdo de apoio) seja encontrado, devido a uma carga
concentrada movel de intensidade diferente de 1,0, basta que essa
carga seja posicionada sobre a maior ordenada da linha de influéncia
e multiplicar essa ordenada pela intensidade da carga concentrada
movel. No caso da carga movel uniformemente distribuida, podemos
imaginar que ela é composta por infinitas cargas concentradas
posicionadas lado a lado. Ou seja, para que seja encontrado o valor
extremo, devido a essas infinitas cargas concentradas, teriamos
que multiplicar cada uma das infinitas cargas por suas respectivas
ordenadas da linha de influéncia e somar os resultados. Isso nada
mais € do que multiplicar a carga uniformemente distribuida pela
area da linha de influéncia. Assim, para que o valor extremo de um
esforco (ou reacdo de apoio) seja identificado, devido a uma carga
movel uniformemente distribuida, basta que a carga, uniformemente
distribuida, seja posicionada sobre a linha de influéncia e que o valor
da carga seja multiplicado pela area da linha de influéncia.

Como a LI Qg pOssui valores positivos e negativos,
posicionaremaos, primeiramente, a carga uniformemente distribuida
sobre a regido positiva da linha de influéncia para determinarmos
o valor do esforco cortante maximo positivo. Posteriormente,
posicionaremos a carga uniformemente distribuida sobre a regido
negativa da linha de influéncia para determinarmos o valor do
esforco cortante maximo negativo (ou minimo). A Figura 3.12
apresenta essas duas situacoes.
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Figura 3.12 | Posicionamento da carga uniformemente distribuida sobre a LI QBesq
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Fonte: elaborada pelo autor.

Os valores extremos sdo, entdo, encontrados multiplicando-se
a carga pela area da linha de influéncia em destaque na Figura 3.12:
- :15.[%}:6/{N

Besq

ey = 15-

Besq

5.(—1) 3-(-0,6)
l 2 2

lz —51kN

Faca valer a pena

1. Paratracaralinha deinfluéncia de esforco cortante em uma determinada
secao de uma viga, deve-se retirar a vinculagdo que transmite o esforco
cortante e aplicar um deslocamento a esquerda e outro a direita da secao
analisada (deslocamento relativo unitario).

Assinale a resposta que apresenta o sentido correto de aplicacdo dos
deslocamentos para tracar a linha de influéncia de esforco cortante.

a) Aplicar um deslocamento no sentido contrario a convengao de esforco
cortante positiva, ou seja, deslocamento para baixo, a esquerda da secdo,
e para cima, a direita da secdo.

b) Aplicar um deslocamento no sentido contrario a convencao de esforco
cortante positiva, ou seja, deslocamento para cima, a esquerda da secao, e
para baixo, a direita da secdao.
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c) Aplicar um deslocamento no mesmo sentido da convencgdo de esforco
cortante positiva, ou seja, deslocamento para baixo, a esquerda da secao,
e para cima, a direita da segao.

d) Aplicar um deslocamento no mesmo sentido da convencgdo de esforco
cortante positiva, ou seja, deslocamento para cima, a esquerda da secao, e
para baixo, a direita da se¢do.

e) Aplicar um deslocamento no mesmo sentido da convencdo de
esfor¢co cortante positiva, ou seja, deslocamento para cima, em ambos
os lados da secao.

2. Alinha de influéncia de momento fletor da secdo S de uma viga isostatica
de concreto armado é apresentada na Figura 3.13. Sabe-se que uma carga
concentrada movel de 25 kN ird percorrer essa viga durante a sua utilizagao.
Para o correto dimensionamento das armaduras dessa viga, € necessario
determinar os valores extremos de momento fletor que podem ocorrer na
secdo S da viga.

Figura 3.13 | Viga isostatica e LI Mg
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Fonte: elaborada pelo autor

Marque a resposta que contém os valores extremos (maior positivo e maior
negativo, respectivamente) de momento fletor na secdo S, devido a carga
concentrada movel de 25 kN.

a) 50 kN.me -100 kN.m.
b) 25kN.me -75kN.m.
c) 50 kN.me -125 kN.m.
d) 25kN.m e -50 kN.m.
e) 50 kN.me -50 kN.m.

3. A viga Gerber da Figura 3.14 sera utilizada na estrutura de uma ponte e
possui uma rotula no ponto C. Estd sendo feita a analise dos momentos
fletores extremos que podem ocorrer na secao D desta viga devido a uma
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carga movel. Para essa finalidade, € necessario tragar a linha de influéncia de
momento fletor na secao D.

Figura 3.14 | Viga Gerber
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Assinale a alternativa correspondente a informagao correta em relagdo ao
formato da linha de influéncia de momento fletor na se¢ao D.

a) Apenas o trecho ABC permanece horizontal.

) Nenhum trecho da viga permanece horizontal.
c) Os trechos AB e EF permanecem horizontais.

) Apenas o trecho DEF permanece horizontal.

) Aviga inteira permanece horizontal.
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Secao 3.2

Linhas de influéncia para estruturas com varios
graus de indeterminacgao

Dialogo aberto

Agora que ja sabemos o que sé&o as linhas de influéncia e tambéem
ja somos capazes de tracar a linha de influéncia de vigas isostaticas,
podemos avancgar para o estudo de linhas de influéncia em vigas
hiperestaticas.

Os conhecimentos que serao adquiridos nesta se¢cdo permitirao
que vocé avance nos calculos da ponte que esta projetando, ja que
uma das longarinas dela é duas vezes hiperestatica. O seu croqui
esta representado na Figura 3.15.

Figura 3.15 | Croqui da longarina da ponte

Fonte: elaborada pelo autor.

Para que o projeto dessa longarina seja feito corretamente, vocé
deve determinar a linha de influéncia de esforco cortante e de
momento fletor na secao S dessa viga.

Vamos entender quais sao as diferencas entre as linhas de
influéncia de vigas isostaticas e hiperestaticas, para que vocé consiga
resolver esse problema.

Nao pode faltar

Linhas de influéncia para estruturas com varios graus de
indeterminagao

Assim como nas estruturas isostaticas, a linha de influéncia de
uma estrutura hiperestatica tambem representa a variacdao de um
efeito elastico (reacao de apoio, esforco cortante ou momento
fletor, por exemplo) em uma determinada secao quando uma carga
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concentrada unitaria percorre toda a estrutura. Dessa forma, as linhas
de influéncia de estruturas hiperestaticas também sdo utilizadas para
determinar os valores extremos (maximos e minimos) de um esforco
ou reacao de apoio, ja que, com o tracado da linha de influéncia,
pode-se determinar facilmente em que posicdo devemos aplicar o
carregamento para que sejam obtidos esses valores extremos.

Vimos na secao anterior que a maneira mais rapida e pratica para
tracar as linhas de influéncia de estruturas isostaticas € o emprego
do método cinematico (Principio de Muller-Breslau). Esse método
consiste em, na secdo analisada, aplicar um deslocamento unitario
Nno sentido contrario a convencao positiva do esforco ou reacao
em estudo e tracar a configuracdo deslocada da estrutura para esse
deslocamento unitario. Essa configuracao deslocada sera a linha de
influéncia procurada.

O meétodo cinematico também € valido para estruturas
hiperestaticas, ou seja, também podemos determinar a forma
das linhas de influéncia dessas estruturas por meio da aplicagcao
de deslocamentos unitarios no sentido contrario a convencao de
esforcos ou reagao positiva. A demonstracao da validade desse
meéetodo para estruturas hiperestaticas pode ser feita com a aplicacao
do teorema de Betti, que diz que o trabalho virtual produzido por
um sistema de forcas (1), devido as deformacdes provocadas por
um sistema de forcgas (2), € igual ao trabalho virtual produzido pelo
sistema de forcas (2), devido as deformacdes provocadas pelo
sistema de forgcas (1). Consideremos duas vigas hiperestaticas,
conforme a Figura 3.16.

Figura 3.16 | Vigas hiperestaticas

X P1=1
(1) :
VN an N Téir
vifx) | 5
\ ¥
: P
¥ . — B

A
(2) Wiy 1 7%
0 \4\

Fonte: elaborada pelo autor.
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Naviga (1), aaplicagdo de uma forga unitaria P, = 1 auma distancia
x do apoio A da viga gera a elastica (configuragdo deformada) v,(x)
. Ja na viga (2), a aplicagdo de uma forca P, em B, que provoca
um deslocamento unitario para baixo nesse mesmo ponto, gera a
elastica v,(x). Assim, pelo teorema de Betti temos:

ZF1'V2 :ZFZ'V1

—B,-1+P,-v,(x)=P,-0=B, =v,(x) .. LIB, =v,(x)

Como a reagdo B, € igual a ordenada da elastica v,(x) e essa
elastica é obtida pela imposicdo de um deslocamento unitario
Nno sentido oposto a reacao B, positiva, fica demonstrado que o
meétodo cinematico também € valido para estruturas hiperestaticas.

Entretanto, diferentemente do que ocorre nas estruturas isostaticas,
em que as linhas de influéncia sdo compostas por trechos retos,
como visto na secao anterior, No caso das estruturas hiperestaticas,
as linhas de influéncia séo compostas por trechos curvos, como
apresentado na Figura 3.16. O proprio método cinematico explica
essa diferenca. No caso de uma estrutura isostatica, ao retirar o
vinculo que transmite o efeito analisado, a estrutura passa a ser
hipostatica, ou seja, ao aplicar um deslocamento unitario, essa
estrutura apresenta um movimento de corpo rigido. Assim sendo,
nao oferece resisténcia ao deslocamento, permanecendo reta.

Ja no caso de uma estrutura hiperestatica, ao retirar o vinculo
gue transmite o efeito analisado, a estrutura nao se torna hipostatica,
Oou seja, ainda apresenta resisténcia ao deslocamento unitario
aplicado, apresentando deformacdes que tornam as barras curvas.
Desprezando-se as deformacdes devidas ao esforco cortante,
a equacao diferencial das deformacdes por flexdo para barras
prismaticas (que possuem secao transversal constante) € definida
pela Resisténcia dos Materiais, pela teoria de vigas de Navier:

d*v(x) _ q(x)

dx*  E-I

Em que:

v(x): deslocamento transversal da barra (elastica);

q(x): taxa de carregamento transversal distribuido na barra;
E: mddulo de elasticidade do material;
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| momento de inércia da secao transversal.

Como, para tracar a linha de influéncia, ndo existe nenhuma carga
distribuida, uma vez que aplicamos apenas uma carga concentrada
unitaria, temos q(x) =0. Além disso, ja vimos que a eldstica da viga
€ a propria linha de influéncia. Portanto:

4 4

d v(4x) _ q(x) N d L4/ _0

dx E-l dx

Como a quarta derivada da linha de influéncia é nula, essa linha
de influéncia pode ser descrita matematicamente por um polindbmio
do terceiro grau do tipo ax®+bx*+cx+d, uma vez que a sua
quarta derivada em relacao a x € nula. Com isso, fica comprovado
gue a linha de influéncia de uma estrutura hiperestatica ¢ composta
por trechos curvos.

&ﬁ& Assimile
As linhas de influéncia de estruturas isostaticas sao compostas por
trechos retos. As linhas de influéncia de estruturas hiperestaticas,
pOr sua vez, sao compostas por trechos curvos. Em ambos os casos

podemos utilizar o método cinematico para determinar o aspecto das
linhas de influéncia.

Determinacdo das reagcdes de apoio para vigas continuas

Para determinar o valor de uma reacdo de apoio de uma viga
hiperestatica submetida a uma carga movel, devemos, inicialmente,
tracar a linha de influéncia correspondente a essa reacao de apoio.
Utilizaremos o méetodo cinematico para tracar a linha de influéncia,
assim como foi feito no caso das vigas isostaticas. Dessa forma, para
se determinar a linha de influéncia de uma reacao de apoio vertical,
basta que seja removido O vinculo que transmite essa reacdo de
apoio vertical e aplicado um deslocamento unitario no sentido
contrario a convencao de reacao de apoio positiva, ou seja, aplicado
um deslocamento unitario para baixo. De maneira intuitiva, pode-se
perceber como o restante da viga se deforma, sendo possivel tracar
0 aspecto da linha de influéncia da reacao de apoio em questdo. A
Figura 3.17 apresenta as linhas de influéncia de trés reacdes de apoio
verticais para uma viga hiperestatica.
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Figura 3.17 | Linhas de influéncia de reacdes de apoio verticais para viga hiperestatica
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Fonte: elaborada pelo autor.

Note que a ordenada da linha de influéncia de uma reacdo de
apoio sempre tera valor unitario na posicao desse mesmo apoio e
valores nulos nos demais apoios. Dessa forma, € facil determinar
Como a viga ira se deformar, sabendo-se que 0s seus trechos sao
Curvos e sempre irao girar em relacdao aos demais apoios moveis
ou fixos, que Ndo sejam O apoio da reacao analisada. Uma vez
tracada a linha de influéncia, é possivel identificar onde devem ser
posicionadas as cargas moveis para que sejam obtidos os valores
extremos da reagcao de apoio, da mesma forma como € feito no
caso de uma viga isostatica.

Linha de influéncia de esforco cortante em viga continua

Para tracar a linha de influéncia de esforco cortante em uma
viga continua utilizando-se 0 método cinematico, basta que seja
removido o vinculo correspondente ao esforco cortante e aplicado
um deslocamento relativo unitario entre o lado esquerdo e o lado
direito da secdo analisada, da mesma forma como foi feito para
as vigas isostaticas. Como o deslocamento deve ser aplicado no
sentido contrario a convencao de esforco cortante positivo, no lado
esquerdo da secao deve-se aplicar um deslocamento para cima e
no lado direito deve-se aplicar um deslocamento para baixo. Dessa
forma, os dois lados da viga irdo se deformar, girando em relacao
3a0s apoios moveis e fixos, resultando em trechos curvos. Alguns
exemplos de linhas de influéncia de esforco cortante em uma viga
continua séo apresentados na Figura 3.18.
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Figura 3.18 | Linhas de influéncia de esforco cortante para viga hiperestatica
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Fonte: elaborada pelo autor
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Um detalhe importante para se destacar € que nao € possivel tracar
a linha de influéncia de esforco cortante sobre um apoio, visto que
nesse ponto ha uma descontinuidade do esfor¢o cortante. Portanto,
da mesma forma como foi feito para as vigas isostaticas, deve-se
analisar as secdes imediatamente a esquerda e a direita do apoio.

oé) Reflita

Todas as secdes localizadas entre dois apoios possuem linhas de
influéncia com o mesmo comportamento. O mesmo ocorre para as
sec¢Oes localizadas no trecho em balango.

Linha de influéncia de momento fletor em viga continua

De maneira analoga, para tracar a linha de influéncia de momento
fletor de uma viga hiperestatica, deve-se remover o vinculo que
transmite esse esforco e aplicar um giro relativo unitario no sentido
horario a esquerda da secao analisada bem como no sentido anti-
horario a direita da secdo analisada, ja que esse giro deve ser contrario
a convencao de momento fletor positivo. Os dois lados da viga irédo
apresentar trechos curvos, girando em relagao aos apoios moveis e
fixos. Na Figura 3.19 sdo apresentadas algumas linhas de influéncia
para uma viga hiperestatica.
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Figura 3.19 | Linhas de influéncia de momento fletor para viga hiperestatica
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Fonte: elaborada pelo autor

Como as linhas de influéncia de vigas hiperestaticas sao
compostas por trechos curvos, nao podemos utilizar a semelhanca
de tridngulos para encontrar as ordenadas da linha de influéncia
em qualquer ponto, como foi feito no caso das vigas isostaticas.
Porem, o uso do método cinematico nas vigas hiperestaticas nos
permite encontrar o aspecto da linha de influéncia, o que possibilita
determinar o posicionamento adequado de uma carga movel
uniformemente distribuida para obter os valores extremos (maximo
e minimo) de um determinado efeito em uma secdo da viga.
Sabendo onde devemos posicionar a carga movel, nao precisamos
determinar o valor extremo do esforco usando a linha de influéncia.
Para isso, podemos posicionar a carga movel no local desejado e
resolver a viga hiperestatica com essa carga, utilizando-se qualquer
metodo de resoluc¢ado de vigas hiperestaticas, como o método das
forcas ou 0 metodo dos deslocamentos.

V-

?=| Exemplificando

Para exemplificar esse procedimento, vamos determinar onde
devemos posicionar uma carga movel uniformemente distribuida de
8 kKN/m na viga da Figura 3.20a, para que se obtenha o maximo valor
positivo de momento fletor na se¢ao S.

>
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Figura 3.20 | (a) Viga hiperestatica; (b) Linha de influéncia de momento fletor
na segao S
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Fonte: elaborada pelo autor

Para tracar a linha de influéncia de momento fletor na se¢édo S, basta
aplicar um giro horario no lado esquerdo da secdo S e um giro anti-
horario no lado direito da secao S, resultando na linha de influéncia
apresentada na Figura 3.20b. Podemos perceber que o Unico trecho
positivo da linha de influéncia esta entre os apoios B e C. Dessa forma,
para encontrar o momento fletor maximo positivo na secao S, devido
a uma carga movel de 8 kN/m, basta a resolucdo da viga da Figura 3.21
pelo metodo das forcas ou dos deslocamentos. Com isso, € possivel
tracar o diagrama de momentos fletores dessa viga, permitindo o
encontro do valor do momento fletor na se¢ao S.

Figura 3.21 | Viga hiperestatica com carga movel entre os apoios B e C

8 kM/m

. GTITTIIITTITL, .

i A N W

Fonte: elaborada pelo autor

Casosedesejedeterminaras ordenadasde umalinhadeinfluéncia
de uma viga hiperestatica, podemos utilizar um procedimento que
envolve a superposicao de outras linhas de influéncia previamente
conhecidas dessa mesma viga. Suponha que uma viga duas vezes
hiperestatica, da qual se conhece as linhas de influéncia de dois
esforcos, ao se remover os vinculos gque transmitem esses dois
esforcos, passa a ser isostatica. Nesse caso é possivel determinar a
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linha de influéncia de qualquer outro esforco por meio dessas duas
linhas de influéncia conhecidas.

Para demonstrar esse procedimento, tomemos a viga real
da Figura 3.22, da qual conhecemos as linhas de influéncia de
momentos fletores em B e C e queremos determinar a linha de
influéncia da reacdo B, para qualquer posicao da carga P =1.

Figura 3.22 | Viga hiperestatica e superposicado de efeitos
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Fonte: elaborada pelo autor.

Na superposicao da Figura 3.22, o caso (0) corresponde a uma
viga isostatica obtida pela remocdo dos vinculos que transmitem
0s momentos fletores em B e C, que sdo os esforcos dos quais
ja se conhecem as linhas de influéncia. O caso (1) corresponde a
mesma viga isostatica do caso (0), porém, com a aplicagao de um
momento unitario no sentido da convenc¢do positiva em B. Ja no
caso (2) é aplicado um momento unitario em C.

B, B, € B,y correspondem as reagdes de apoio em B para
cada um desses casos isostaticos. B, Mg e M, por sua vez, séo a
reacao de apoio em B e os momentos fletores em B e em C da viga
hiperestatica. Assim, temos:

B, =B, o)+ B,y Mg + B, - M

Essa mesma superposicao pode ser utilizada para tracar a linha
de influéncia de B, :

(L1 By)hip = (LIB,g)). By (LI M), +B,u- (LI M),

Ou seja, para encontrar o valor da ordenada da linha de
influéncia de By em um ponto da viga hiperestatica, basta somar
a ordenada da linha de influéncia de B, da viga isostatica as

ordenadas das linhas de influéncia de M, e M, multiplicadas pelas

hip
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reacdes de apoio em B da viga isostatica para os casos (1) e (2).
Assim podemos concluir que, para se determinar qualguer linha de
influéncia de uma viga n vezes hiperestatica, € preciso conhecer as
linhas de influéncia de n esforcos.

ﬂ9 Pesquise mais

Com o crescente uso da informatica na engenharia, programas
computacionais podem ser utilizados para determinar as linhas de
influéncia de estruturas hiperestaticas. Um programa gratuito e muito
utilizado para esse fim & o Ftool (<www.alis-sol.com.br/Ftool/>. Acesso
em: 7 jun. 2018.).

! Atencao

As bibliografias de autores consagrados da area utilizam convencdes
de unidades diferentes para as linhas de influéncia, por exemplo:

- Kenneth M. Leet: LI Q em kN e LI M em "kN.m";

- Luiz Fernando Martha e Russel Charles Hibbeler: LI Q e LI M sem
unidade;

- Joseé Carlos Sussekind e José Luiz F. de Arruda Serra: LI Q sem
unidade e LI M em "'m".

Nesse material a convengdo adotada € a do Sussekind, pois, para
encontrar o valor do esforco multiplicamos a carga concentrada
pela ordenada da linha de influéncia, como a LI QS € adimensional,
multiplicando uma carga de 10 kN, por exemplo, pela ordenada 0,5,
temos Qg =10kN-0,5=5KkN .

Para 0 momento, a unidade de LI Mg € m, entdo para uma carga de 10
kN e uma ordenada de 0,5 m temos Mg =10kN-0,5m =5kN-m.

Sem medo de errar

Dando sequéncia ao projeto da ponte em seu NoOvO emprego,
vocé deve agora analisar uma de suas longarinas, duas vezes
hiperestaticas, apresentada na Figura 3.23. Para fazer o correto
dimensionamento dessa longarina, vocé deve determinar as linhas
de influéncia de esforco cortante e de momento fletor na secdao S
para que, posteriormente, a sua equipe possa encontrar os valores

extremos desses esforcos nesta secdo. Seu colega de trabalho ja
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determinou as linhas de influéncia de momentos fletores nas secdes
B e C para essa mesma longarina, conforme a Figura 3.23, com os
valores das ordenadas indicadas a cada um metro.

Figura 3.23 | Longarina e linhas de influéncia de momentos fletores nas secdes B e C

A B S

k
3

[ 4m i 2m i im

-0.387 _pa3g -0.310 -0.348

-0.24

LI Mz (m)

-0.6§ =0.681
: : LI Mc (m)

0121 p194 0169
Fonte: elaborada pelo autor.

Como essa viga € duas vezes hiperestatica, as duas linhas de
influéncia de momentos fletores ja conhecidas sao suficientes para
determinar qualguer linha de influéncia dessa mesma viga. Para isso,
utilizaremos as seguintes superposicoes:

(L1 Qs )hip - (L/ Qsm) JrQSm)'(L/ MB)hip +QS<2>'(L/ Mc)
= (LI Mgq)) .o, +Msgy - (L1 Mz),, +Msg (LI M)

isost hip

(LI MS >hip isost hip

As linhas de influéncia de esforco cortante e de momento
fletor na se¢do S para o caso (0) sdo apresentadas na Figura 3.24.
Lembrando que o caso (0) corresponde a viga isostatica obtida pela
remocado dos vinculos que transmitem os momentos fletores nas
secdes B e C. Como trata-se de uma viga isostatica, € possivel obter
as ordenadas da linha de influéncia a cada um metro por simples
semelhanca de triangulos, como ja visto na secao anterior.

U3 - Linhas de influéncia: estruturas hiperestaticas 131



Figura 3.24 | Linhas de influéncia de esforco cortante e momento fletor na secéo S
para a viga isostatica
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Fonte: elaborada pelo autor.

Também ¢ necesséario determinar os valores de Qg , Qg .
Mg, € Ms ;). que correspondem aos valores do esforgo cortante
na secao S para os casos (1) e (2) e aos valores do momento fletor
na secao S para os casos (1) e (2), respectivamente. Os casos (1) e (2)
correspondem a mesma viga isostatica do caso (0), porém, com a
aplicacao de um momento fletor unitario positivo nos pontos B e C,
respectivamente, conforme a Figura 3.25.

Figura 3.25 | Vigas isostaticas com momentos fletores unitarios em B e C
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Fonte: elaborada pelo autor

Os casos (1) e (2) correspondem a duas vigas Gerber. Portanto,
€ possivel determinar as reacdes de apoio Cym e Cy(z) fazendo-se
o equilibrio de momentos fletores, no ponto B para o trecho BC de
cada um dos dois casos, considerando giro anti-horario positivo.

Para o caso (1) » Mg =0=-1+C,,-5=0=C,, =0,2

Para o caso (2): Y "My =0=-1+C,,-5=0=C,, = 0,2

y(2)
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Com as reacdes de apoio no ponto C para os casos (1) e (2),
pode-se determinar facilmente os valores de esfor¢o cortante e
momento fletor na secdo S para ambos os casos, considerando-se
que 0 momento fletor positivo € aquele que traciona o lado debaixo
da viga, e gue o esforco cortante positivo € aguele que provoca giro
horario:

Qsyy =—-0,2 M., =0,2-3=0,6
Qg5 =0,2 Msy =1+C,,-3=1-0,2-3=0,4

Utilizando-se a superposicdo, pode-se determinar o valor da
ordenada das linhas de influéncia de esforco cortante e de momento
fletor na se¢do S para a viga hiperestatica a cada um metro.

(LI Qs),, = (LI Qgy) . —0,2-(LI M), +0,2-(LI M)

hip isost hij

(LI M), = (LI Mgg))  +0,6-(LI M), +0,4-(LI M)

hip iso. hip

hip

Essas duas linhas de influéncia sdo apresentadas na Figura 3.26.
Para exemplificar, sdo demonstrados os calculos para obtencdo das
ordenadas dessas duas linhas de influéncia a cinco metros do apoio A:

Q, =-0,2-0,2-(-0,31) +0,2-(~0,325) = —0,203
M; =0,6+0,6-(~0,31)+0,4-(~0,325) = +0,284

Figura 3.26 | Linhas de influéncia de esforco cortante e momento fletor na secdo S
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Fonte: elaborada pelo autor
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Avancando na pratica

Tragcado do aspecto de linhas de influéncia de vigas
hiperestaticas

Descricao da situagcao-problema

A viga da Figura 3.27 sera utilizada como viga de rolamento
de uma ponte rolante, sobre a qual ira transitar uma carga movel
correspondente a um carro de icamento movido a motor. Para
dimensionar essa viga submetida a uma carga movel, vocé deve
tracar o aspecto das linhas de influéncia da reacao de apoio em B,
do momento fletor em C e do esforco cortante em E.

Figura 3.27 | Viga hiperestatica
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Fonte: elaborada pelo autor

E F

&+

C

&

-

D
AN

Resoluc¢do da situagcdo-problema

Como desejamos apenas definir o aspecto das linhas de
influéncia, podemos utilizar o método cinematico, retirando os
vinculos que transmitem a reacao e os esforcos dos quais se deseja
tracar as linhas de influéncia e aplicar um deslocamento no sentido
contrario a convencao positiva. A sequir, basta tracar a elastica da
viga apos a aplicacdo desses deslocamentos para obter as linhas de
influéncia apresentadas na Figura 3.28.

Figura 3.28 | Linhas de influéncia
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Faca valer a pena

1. A viga da Figura 3.29 serd empregada como longarina de uma ponte.
Durante o projeto dessa ponte, vocé foi requisitado a determinar o aspecto
da linha de influéncia de esforco cortante na secao S da viga.

Figura 3.29 | Longarina da ponte

S

LA A

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a alternativa que corresponde ao aspecto correto da linha de
influéncia de esforco cortante na se¢do S da viga da Figura 3.29.

2. Aviga da Figura 3.30 serd submetida a uma carga mével uniformemente
distribuida. O seu escritério de engenharia precisa determinar onde deve
ser posicionada essa carga movel para que ela provoque o valor maximo de
momento fletor negativo na secdo B da viga.

Figura 3.30 | Viga que serd submetida a uma carga movel uniformemente distribuida
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Escolha a alternativa correta que apresenta o trecho em que deve ser
posicionada a carga movel uniformemente distribuida para obter o valor
maximo de momento fletor negativo na seg¢do B.

a) Trecho CD.
Trecho AB.
Trecho DE.
Trecho BC.
Trecho AC.

3. A linha de influéncia de momento fletor na secdo S de uma viga é
apresentada na Figura 3.31, com os valores de suas ordenadas a cada
dois metros.

Figura 3.31 | Linha de influéncia de momento fletor na secéo S (m)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Uma carga movel concentrada unitaria ird percorrer essa viga e vocé deve
determinar qual o valor do momento fletor em B quando a carga movel
unitaria estiver a quatro metros do apoio A.

Assinale a alternativa que apresenta o valor correto do momento fletor em B
quando a carga movel unitaria estiver a quatro metros do apoio A.

a) — 0,93 kN.m.
b) + 1,04 kN.m.
c) 0.

d) — 0,80 kN.m.
e) + 4,00 kN.m.
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Secao 3.3

Representacdo esquematica das linhas de
influéncia

Dialogo aberto

Agora que ja aprendemos a tracar as linhas de influéncia de vigas
isostaticas e hiperestaticas, veremos como sao representadas as cargas
maoveis que ocorrem em pontes rodoviarias ou ferroviarias. Também
aprenderemos a representar graficamente os valores extremos de
um esforco solicitante que ocorrem ao longo de uma viga submetida
a cargas permanentes e moveis. Essa representacdo dos valores
extremos dos esforcos € chamada de envoltoria de esforcos.

Esse estudo permitird que vocé execute mais uma etapa do
dimensionamento da ponte em que vocé esta trabalhado. Uma
das vigas dessa ponte estd representada na Figura 3.32 e esta
submetida a carga movel indicada, além de uma carga permanente,
uniformemente distribuida, de 40 kN/m.

Figura 3.32 | Viga e carga movel
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Fonte: elaborada pelo autor

Para fazer o dimensionamento dessa viga, seu chefe pediu para
voceé tracar a envoltoria de momentos fletores da viga, analisando
secdes a cada dois metros, ou seja, as secdes 1, A, 2, 3 e B.

U3 - Linhas de influéncia: estruturas hiperestaticas 137



Para que vocé consiga cumprir essa tarefa, vamos estudar qual
€ o significado dessa carga movel e como tracar as envoltorias de
esforcos solicitantes. Somente com o tracado dessa envoltoria €
gue a sua equipe de projeto conseguira dimensionar essa viga, que
sera utilizada na ponte.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Representacao esquematica das linhas de influéncia

Para realizar o projeto de uma estrutura de maneira adequada,
devemos determinar os valores extremos (maximo positivo e
maximo negativo) dos esfor¢cos solicitantes que atuam nessa
estrutura. A determinacdo desses esforcos, devidos as cargas fixas
(cargas que possuem sempre o mesmo ponto de atuacao), ¢ feita
de maneira relativamente simples, tracando-se os diagramas de
esforcos solicitantes, utilizando-se as equacdes de equilibrio, no
caso de estruturas isostaticas, ou os métodos das forcas ou dos
deslocamentos, no caso de estruturas hiperestaticas. Entretanto,
esse mesmo procedimento torna-se inviavel no caso das cargas
maoveis, pois, CoOmMo essa carga pode atuar em qualquer ponto,
teriamos que tracar diversos diagramas de esforcos solicitantes,
variando a posicao da carga, para conseguirmos determinar os
valores dos esforcos extremos.

Assim, guando uma carga movelatua em uma estrutura, devemos,
primeiramente, determinar em que ponto posicionar a carga movel
para que ela provogue O maximo valor positivo ou negativo do
esforco solicitante. Esse procedimento é feito utilizando-se as linhas
de influéncia. Como a ordenada da linha de influéncia em um ponto
x de uma viga corresponde ao valor do esforco na secao analisada
guando uma carga unitaria movel esta sobre esse mesmo ponto
X, para encontrar 0 maximo valor positivo desse esforco na sec¢ao
analisada, basta posicionar a carga movel sobre o trecho positivo da
linha de influéncia. A determinacdo do maximo valor negativo é feita
de maneira analoga, conforme apresentado na Figura 3.33.
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Figura 3.33 | Posicionamento da carga movel
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Repetindo esse mesmo procedimento para outras secdes da viga,
€ possivel encontrar os valores maximos e minimos do esforco para
cada uma dessas secdes. Isso nos permite fazer a representacao
grafica dos valores maximos e minimos de um determinado esforco
em uma viga. A curva obtida, unindo-se esses pontos de maximo ou
de minimo, € chamada de envoltdria de esforco.

Representacdo esquematica das forgas

A representacao esquematica das cargas moveis que
ocorrem em pontes rodoviarias e ferroviarias, normalmente, e
feita utilizando-se cargas concentradas e cargas uniformemente
distribuidas, conforme a Figura 3.34. Essa carga movel também é
chamada de trem-tipo.

Figura 3.34 | Trem-tipo
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Fonte: elaborada pelo autor
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No trem-tipo, as cargas concentradas representam os eixos de
um veiculo de grande porte, enquanto que a carga uniformemente
distribuida representa os demais veiculos de menor porte gue circulam
na ponte (também conhecida como carga de multidéo). As cargas
concentradas podem ter as suas posicdes invertidas, ja que o veiculo
pode transitar nos dois sentidos. A carga de multiddo, por sua vez,
pode ser interrompida ao longo de alguns trechos da viga, visando
maximizar ou minimizar os valores do esfor¢o solicitante desejado.

Os valores das cargas concentradas e uniformemente distribuidas
de um trem-tipo sdao definidos por normas, de acordo com a
categoria da rodovia ou da ferrovia.

o(b Reflita

Caso o trem-tipo possua mais do que duas cargas concentradas
(veiculo com mais de dois eixos), como ¢ feito o posicionamento
delas sobre a linha de influéncia para obter os esforcos extremos? Uma
carga concentrada intermediadria pode ser colocada na extremidade
do trem-tipo?

Representacao grafica da forca cortante

Sabendo qual o trem-tipo e qual a carga permanente que
atuam sobre uma viga, podemos fazer a representacao grafica dos
valores extremos da forca cortante, que € chamada de envoltoria
de forca cortante. Para isso, deve-se tragar a linha de influéncia de
varios pontos da secdo, e, em cada uma dessas linhas de influéncia,
posicionar a carga movel de forma a obter os valores maximo e
minimo da forca cortante para cada secao.

O valor da forca cortante provocada pela carga movel em
cada secao também deve ser somado ao valor da forca cortante
provocada pela carga permanente, obtido facilmente por meio do
diagrama de forgca cortante. Dessa forma, cada se¢do analisada
da viga tera um valor maximo (maior positivo) e um valor minimo
(maior negativo). Para uma secdo S qualquer, teremos:

_ perm moével
QSméx - QS + Sméx

__ yperm moével
QSmin - QS + Smin
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Plotando em um grafico os valores maximos e minimos da forca
cortante em cada sec¢ao, € possivel tracar a envoltoria de forca
cortante para a viga.

J=| Exemplificando

Determinar a envoltoria de forca cortante para a viga da Figura
3.35, analisando as se¢des A . B, Cesq C,, e D, supondo que a viga
estéd submetida a carga movel indicada e a uma carga permanente,
uniformemente distribuida, de 10 kN/m.

Figura 3.35 | Viga e carga movel
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Fonte: elaborada pelo autor.

Primeiramente, serd feita a analise da carga permanente. Como trata-
se de uma viga isostatica, determinam-se as reacdes de apoio por
meio das equacdes de equilibrio (@admitindo momento anti-horario
positivo), permitindo tragar o diagrama de forga cortante, apresentado
na Figura 3.36. Dessa forma, é possivel determinar o valor da forca
cortante provocada pela carga permanente em cada uma das cinco
secdes analisadas.

S F=0=A =0
>M, =0=-10-6-3-10-3-7,5+C, -6 =0=C, = 67,5kN
Y F,=0=A +C,—-10-9=0= A =225kN
Figura 3.36 | Diagrama de forca cortante (kN)

29 F 30,0

-37.5

Fonte: elaborada pelo autor
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‘ A seguir, deve ser feita a analise da carga movel, para encontrar os
valores maximos e minimos da forca cortante provocados pela carga
movel em cada uma das cinco secdes. Para isso, basta que seja tracada
a linha de influéncia de forca cortante para cada sec¢ao e posicionada a
carga movel de forma a obter-se os valores maximo e minimo da forca
cortante em cada secdo. A linha de influéncia de for¢a cortante da
segao A, com o posicionamento da carga movel para determinar os
valores maximo e minimo da forca cortante nesta sec¢do, € apresentada
na Figura 3.37.

Figura 3.37 | Linha de influéncia de forga cortante para a secdo A,
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Fonte: elaborada pelo autor.

Para encontrar o valor maximo da forca cortante nesta secdo, devemos
posicionar o trem-tipo somente no trecho positivo da linha de influéncia.
A maior carga concentrada deve ser colocada sobre a maior ordenada
da linha de influéncia, e a trés metros a direita ou a esquerda deve-se
posicionar a outra carga concentrada. Nesse caso, para obter o maior
valor possivel, a outra carga concentrada foi posicionada a direita.
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4 A seguir, basta multiplicar cada carga concentrada pela respectiva
ordenada da linha de influéncia e multiplicar a carga distribuida pela
area positiva da linha de influéncia (area de um triangulo):

) 6-1
movel 30-1+2000,5+5-[7]55kN

Agirméx

Para encontrar o valor minimo da forca cortante nessa secao, deve-
se fazer o0 mesmo procedimento, porém, posicionando o trem-tipo
somente no trecho negativo da linha de influéncia:

ﬂ} = —18,75kN

Agiymin

move :30.(—0,5)+2o-0+5-[

Por fim, para que sejam encontrados os valores maximo e minimo
da forca cortante na secao Adir, basta que sejam somados os valores
extremos provocados pela carga movel ao valor da forga cortante em
Adir, devido a carga permanente (obtido da Figura 3.36):

Qumsx = Q™ + Q00 = 22,5455 = 77,5kN

Agirmax
erm movel
Qi = Q4™ + Q%! =22,5-18,75 = 3,75kN

Procedimento analogo deve ser feito para determinar os valores
maximo e minimo da forca cortante nas outras quatro secdes da viga.
Esses procedimentos para as demais secdes ficam como estudo para
os alunos, sendo gue os resultados podem ser conferidos na Tabela
3.1, que apresenta um resumo dos resultados desses calculos, com os
valores finais maximo e minimo para cada se¢ao.

Tabela 3.1 | Tabela resumo

Forca Cortante (kN)
. Movel Envoltoria
Segdo | Permanente ; - . ,
max. min. max. min.
A, 22,50 55,00 -18,75 77,50 3,75
B -7,50 18,75 -22,50 11,25 -30,00
Cesq -37,50 0,00 -58,75 -37.50 -96,25
C, 30,00 65,00 0,00 95,00 30,00
D 0,00 30,00 0,00 30,00 0,00
Fonte: elaborada pelo autor. >
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Plotando as duas ultimas colunas da Tabela 3.1, obtém-se a envoltoria
de forca cortante da viga, conforme a Figura 3.38.

Figura 3.38 | Envoltoria de forca cortante (kN)

95,00
77,50
30,00
L375 L
faixa de trabalho

-96,25

Fonte: elaborada pelo autor.

‘ts” Assimile

Procedimento para determinar os valores maximos ou minimos de um
esforco em uma secdo da viga, sujeita a uma carga permanente e a
uma carga movel:

- Determinar o valor do esforco, devido a carga permanente na secao
analisada, tracando o diagrama de esfor¢o;

- Tragar a linha de influéncia do esforco para a secao analisada;

- Posicionar o trem-tipo somente no trecho positivo ou negativo;
- Posicionar a maior carga concentrada na maior ordenada;

- Multiplicar as cargas concentradas pelas respectivas ordenadas;
- Multiplicar a carga distribuida pela area da linha de influéncia;

- Somar o resultado das multiplicacdes para encontrar o esforco,
devido a carga movel;

- Somar os esforcos, devido as cargas permanente e movel.
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Representacao grafica do momento fletor

A representacdo grafica dos momentos fletores maximos e
minimos, que corresponde a envoltoria de momento fletor, € feita
de forma analoga a envoltoria de forca cortante, ou seja, tracando a
linha de influéncia em varias secdes ao longo da viga, determinam-
se 0s valores maximos e minimos de momento fletor para essas
secdes, provocados pela carga movel. Esses valores sao somados
ao momento fletor provocado pela carga permanente, permitindo
tracar a envoltoria de momento fletor.

Para as vigas isostaticas, © método cinematico nos permite tracar
e determinar as ordenadas de qualquer linha de influéncia, facilmente.
Entretanto, no caso de vigas hiperestaticas, © método cinematico nos
permite apenas determinar o aspecto da linha de influéncia, mas nao
as suas ordenadas. Portanto, para tracar a envoltoria de esforcos de
uma viga hiperestatica, devemos determinar o aspecto da linha de
influéncia do esforco em varias se¢cdes ao longo da viga. Isso nos
permite identificar onde devemos posicionar a carga movel para
encontrar os valores maximo e minimo do esforco em cada sec¢ao.

Para encontrar esses valores, basta que a carga movel seja
posicionada no local adequado e que a viga hiperestatica seja
resolvida por algum dos meétodos de resolucao de estruturas
hiperestaticas (método das forgcas ou método dos deslocamentos).
Repetindo esse processo para varias secdes e somando os valores
provocados pela carga movel aos valores provocados pela carga
permanente (obtido, também, pelo método das forcas ou dos
deslocamentos), é possivel tracar a envoltéria de um determinado
esforco para a viga hiperestatica.

?=| Exemplificando

Considere a viga da Figura 3.39, que possui E-1 =10*kN/cm? , da
qual se deseja tracar a envoltéria de momento fletor, analisando as
secdes indicadas. A viga esta submetida a uma carga permanente,
uniformemente distribuida, de 6 kN/m bem como a uma carga movel,
uniformemente distribuida, de 10 kN/m.

U3 - Linhas de influéncia: estruturas hiperestaticas 145



Figura 3.39 | Viga hiperestatica
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Fonte: elaborada pelo autor.

o

Resolvendo a viga, apenas para a carga permanente (usando o método
das forcas ou dos deslocamentos), obtemos o diagrama de momento
fletor da viga, conforme a Figura 3.40. Essa resolugdo fica a cargo dos
alunos, para relembrar e exercitar os conceitos aprendidos na Unidade 2.

Figura 3.40 | Diagrama de momento fletor (kN.m)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Para determinar o valor maximo e minimo do momento fletor provocado
pela carga movel na se¢do B, tracamos o aspecto da linha de influéncia
de momento fletor nesta secdo por meio do método cinematico. Dessa
forma, fica claro onde devemos posicionar a carga movel para obter os
valores maximo e minimo de momento fletor, conforme a Figura 3.41.

Figura 3.41| LI M, com posicionamento da carga movel

10 kKN/m

NN

10 kKN/m

Fonte: elaborada pelo autor
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Assim, o valor maximo de momento fletor na secao B, devido a carga
movel, é encontrado com a resolucdo da viga hiperestatica (pelo
meétodo das forgas ou dos deslocamentos) com a carga de 10 kN/m,
posicionada entre as secdes A e C. Ja o valor minimo de momento
fletor na secao B, devido a carga movel, € encontrado por meio da
resolucdo da viga hiperestatica com a carga de 10 kN/m, posicionada
entre as secdes C e G. Novamente, os calculos ficam como estudo
para 0s alunos, e os resultados sao:
Mo — 4 17kN.m Mol — _6,67kN.m

Bmax Bmin

Somando-se esses valores com o momento provocado pela carga
permanente (considerando momento positivo aquele que traciona o
lado debaixo da viga):

M,

Bméx

=-154+417=2,67TkN.m M

Bmin

=-15-6,67=-8,17kN.m

Repetindo o procedimento para as demais secdes, € possivel tracar a
envoltoria de momento fletor apresentada na Figura 3.42.
Figura 3.42 | Envoltoria de momento fletor (kN.m)

23,99

faixa de trabalho

Fonte: elaborada pelo autor

D9 Pesquise mais

O tracado de envoltoria de esforcos € fundamental para o
dimensionamento de pontes rodoviarias. Bons exemplos podem ser
encontrados na literatura.

Martha, L. F. Analise de Estruturas: Conceitos e Métodos Basicos. Rio
de Janeiro: Editora Elsevie, 2010. Capitulo 14.
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Sem medo de errar

Para finalizar o projeto da ponte em que esta trabalhando, vocé
deve tracar a envoltoria de momento fletor da viga da Figura 3.32. 1sso
ird permitir que sejam encontrados os momentos fletores extremos
gue atuam nas secdes da viga, 0 que possibilita realizar o seu correto
dimensionamento. O primeiro passo consiste em determinar as
reacdes de apoio e tracar o diagrama de momento fletor da viga,
conforme a Figura 3.43, quando ela esta submetida a uma carga
permanente, uniformemente distribuida, de 40 kN/m. Foi adotada
a convencao de momento anti-horario positivo. Dessa forma, é
possivel determinar o valor do momento fletor provocado pela carga
permanente nas secdes afastadas a cada dois metros.

Y F=0=A=0
> M, =0=40.2.1-40-6-3+B,-6 =0= B, =106,67kN
> F,=0=A +B,-40-8=0= A, =213,33kN

Figura 3.43 | Diagrama de momento fletor (kN.m)
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Fonte: elaborada pelo autor.

A seguir, deve-se tracar a linha de influéncia de momento fletorem
cada uma das sec¢des e posicionar a carga movel de maneira a obter-
se o momento fletor maximo e minimo em cada se¢do. Como nas
secOes 1 e B o momento fletor € sempre nulo, independentemente
da posicao da carga, por ser a extremidade de uma viga, sem nenhum
momento aplicado nessas extremidades, serao tracadas as linhas de
influéncia apenas das outras trés secdes: A, 2 e 3. Essas linhas de
influéncia, ja com o posicionamento adequado da carga movel, sao
apresentadas na Figura 3.44. Os valores dos momentos extremaos sao
apresentados na sequéncia.
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Figura 3.44 | Linhas de influéncia e posicionamento da carga movel
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Fonte: elaborada pelo autor
M — 0 M7ee — 300 (~2) + 20- [-%} = —640kN.m
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M™ve — 300.1,33 4+ 200-0,67 + 20- [@J =612,8kN.m

2méx

M5 =300-(—1,33)+20- [—%J = —425,6kN.m
Mgl =300-1,33 +200-0,67 + 20- [@} = 612,8kN.m
Ménn?;el —300- (_0,67> +20- _O’le] = —-214,4kN.m

Somando-se 0s momentos provocados pela carga permanente
aos momentos provocados pela carga movel, chegamos nos valores
da envoltoria de momentos fletores, conforme a Tabela 3.2. A
envoltoria encontra-se na Figura 3.45.

Tabela 3.2 | Tabela de momento fletor

Momento fletor (kN.m)
Secio Permanente ' Movel ' lEnvottéria ,
max. min. max. min.
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
A -80,00 0,00 -640,00 -80,00 -720,00
2 106,67 612,80 -425,60 719,47 -318,93
3 133,33 612,80 -214,40 746,13 -81,07
B 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Fonte: elaborada pelo autor

Figura 3.45 | Envoltoria de momento fletor (kN.m)
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Fonte: elaborada pelo autor

150 U3 - Linhas de influéncia: estruturas hiperestaticas



Avancando na pratica

Determinacdo da maxima carga moével que pode ser aplicada
em uma viga.

Descricao da situagao-problema

A viga da Figura 3.46 faz parte de uma ponte que ja foi previamente
dimensionada ha alguns anos e ja esta em uso. Sabe-se que uma carga
permanente, uniformemente distribuida, de 8 kN/m esta atuando
sobre a viga. Uma empresa de transporte rodoviario deseja passar com
um de seus caminhdes sobre essa ponte e precisa saber qual o peso
maximo de veiculo que a viga suporta. Ao consultar a memoria de
calculo da viga, vocé identificou que parte dos calculos foi perdido,
sendo encontrada apenas a informacao de que, na sua secao central
(secdo A), a viga suporta um momento maximo de 65 kN.m. Para o
trem-tipo apresentado na Figura 3.46, determine o valor de P.

Figura 3.46 | Viga e trem-tipo
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b

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolugao da situacdo-problema

O momento na secdo central da viga (secao A) provocado pela
carga permanente € dado por:
_q-* 8.4

M perm
A 8 8

=16kN.m

Para o encontro do momento maximo na secao A provocado pela
carga movel, deve-se tracar a linha de influéncia de momento em A
e posicionar a carga movel adequadamente, conforme a Figura 3.47.
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Figura 3.47 | Linha de influéncia de momento fletor em A (m)
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Fonte: elaborada pelo autor.

Mol =2.P.1+P.0,5+12.

Amaéx

124] 25.P+24 [kN.m|

Somando o0 momento em A, provocado pela carga permanente,
a0 maximo momento em A, provocado pela carga movel, temos o
valor maximo da envoltdria nessa secdo, ou seja, © maximo momento
solicitante que ocorre em A. Igualando © momento solicitante com o
momento resistente de 65 kN.m, encontramos o valor de P:

M

Amaéx

=M,, = M

Amaéx

= 65kN.m

M =M L M = 65=16+25-P+24 = P =10kN

Amax Amax

Faca valer a pena

1. A viga hiperestatica da Figura 3.48 esta submetida a uma carga movel,
uniformemente distribuida, de 5 kN.m. Para fazer o dimensionamento da
armadura negativa dessa viga (armadura posicionada na parte superior da
secao transversal da viga para resistir a0 momento negativo que tracionar
as fibras dessa regido), € necessario determinar em que trecho da viga deve
ser aplicada essa carga movel para se obter o valor minimo (maior valor
negativo) do momento fletor na sec¢do C.
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Figura 3.48 | Viga hiperestatica
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Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a alternativa correta que contém o(s) trecho(s) em que a carga
movel deve ser aplicada para se obter o valor minimo de momento fletor
na segdo C.

a) No trecho AB.
b) Nos trechos BC e DE.
c) No trecho BD.
d) Nos trechos AB e DE.
e) Nos trechos AB e BD.

2. A viga da Figura 3.49 serd utilizada em uma ponte rodovidria e esta
submetida ao trem-tipo indicado. Para o dimensionamento da viga, é
necessario determinar os valores maximo e minimo de momento fletor que
ocorrem na secado C, provocados pelo trem-tipo indicado.

Figura 3.49 | Viga e trem-tipo

A c

0 kM
30 kN

B D
e Lo

10 kN/m

|

|—2m i Im i 2m i Im i [P —
Trem-tipo

Fonte: elaborada pelo autor.

Marque a alternativa correta que apresenta os valores maximo e minimo de
momento fletor na se¢do C, provocados pelo trem-tipo.

74 KN.m e -101 kN.m.
55 kN.m e -90 kN.m.
148 kN.m e -150 kN.m.
130 kN.m e -58 kN.m.
201 kN.m e -120 kN.m.

QU

20Tl

D
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3. A viga da Figura 3.50 estd submetida a uma carga permanente,
uniformemente distribuida, de 12 kN/m e ao trem-tipo indicado. Para
dimensionar a viga ao cisalhamento, vocé deve encontrar quais sdo o
maximo e o minimo esforgo cortante que atuam na se¢ao C da viga.

Figura 3.50 | Viga e trem-tipo

A B C D E z Z
i iy 8 =] 10 k/m

|—2m i im i 2m i im i [P —

Trem-tipo

Fonte: elaborada pelo autor

Assinale a alternativa que apresenta os valores maximo e minimo de esfor¢co
cortante para a secdo C da viga.

a) 25kNe-12 kN.

b) 8 kN e -52 kN.

c) 12 kN e -36 kN.
d) 35kNe-35kN.
e) 42kNe -33KkN.
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Unidade 4

Metodo da Rigidez
e Processo de Cross

Convite ao estudo

Caro aluno, bem-vindo a ultima unidade da disciplina de Es-
truturas Hiperestaticas! Neste momento, iremos nos aprofundar
no Método dos Deslocamentos, que ja estudamos na Unidade 2,
aprendendo outros metodos para a resolucao de estruturas
hiperestaticas que se baseiam no Método dos Deslocamentos.

O primeiro método que veremos nesta unidade, o Método
da Rigidez, € amplamente empregado em programas Compu-
tacionais de analise estrutural. Vocé ja pensou em como es-
ses programas resolvem os mais variados tipos de estruturas?
A resposta esta no Méetodo da Rigidez, que € empregado nos
mais complexos e elaborados programas computacionais de
analise estrutural. Portanto, o estudo desse método &€ funda-
mental para que, ao utilizar um programa desse tipo, voce te-
nha o conhecimento de como ele esta resolvendo o problema.

Ja o seqgundo metodo que estudaremos nesta unidade,
o Processo de Cross, € um meétodo extremamente rapido e
pratico para a resolugcao de vigas hiperestaticas. Portanto, o
conhecimento desse método ira facilitar muito a sua vida pro-
fissional na resolucao de vigas hiperestaticas, que sao um ele-
mento estrutural muito comum nas mais diversas estruturas.
Mas o Processo de Cross ndo se resume apenas a vigas, ele
também pode ser empregado em porticos.

Com os estudos desta unidade, vocé sera capaz de resol-
ver 0s mais variados tipos de estruturas hiperestaticas. Alem
disso, os conhecimentos desta unidade podem abrir as portas
para uma nova area de atuacao, na qual vocé talvez ainda ndo
tenha pensado em trabalhar antes de estudar esse assunto: a
area de desenvolvimento de programas computacionais para
analise estrutural.



Por saber que vocé esta estudando esse assunto, uma em-
presa de elaboracdo de software para estruturas o contratou.
Dentre os desafios nessa area de trabalho, esta o uso de ma-
trizes no calculo das estruturas. Como este sera o foco princi-
pal do novo programa da empresa, seu novo trabalho requer
que voceé se dedique a aprender como analisar as estruturas
hiperestaticas por meio de matriz. Quais os parametros do
Meétodo da Rigidez? Como aplicar o Processo de Cross em
diferentes estruturas?

Esta € a hora de encontrar as respostas a essas perguntas
e vencer esse novo desafio!



Secaon4.1

Analise matricial de trelicas

Dialogo aberto

O Meétodo da Rigidez € muito empregado no desenvolvimento de
programas computacionais de analise estrutural. Isso se deve ao fato
de ser um meéetodo que pode ser facilmente programavel e que pode
ser utilizado para resolver qualquer tipo de estrutura. Esse metodo nada
mais € do que a aplicacao do Método dos Deslocamentos, ja estudado
na Secao 2.3 desta disciplina. Porém, no Método da Rigidez, usamos
a notacao matricial, o que facilita a programacao do metodo. Dessa
forma, esse metodo também é conhecido como analise matricial.

Para iniciar os estudos, iremos verificar como aplicar o Método da
Rigidez em trelicas planas. Como os unicos esforcos que atuam nas
barras das trelicas sdo os esforcos axiais, isso simplifica um pouco a
aplicacao desse metodo. Um dos pontos mais importantes desse mé-
todo € a definicao da matriz de rigidez da estrutura, que leva em con-
sideracdo a rigidez de todas as barras que fazem parte da estrutura.

Em seu primeiro projeto, vocé foi contratado para utilizar a ana-
lise matricial na determinacdo dos esforcos axiais que atuam nas
barras de uma trelica. Como o Método da Rigidez pode ser usado
no calculo de trelicas? Qual a metodologia?

Para consequir responder a esses questionamentos, vocé deve
compreender todas as etapas que fazem parte do Método da Ri-
gidez (analise matricial) aplicado em trelicas. Ao final desta secao,
tendo os conhecimentos adequados de programacdo, vocé sera
capaz de desenvolver o seu proprio programa de analise de trelicas!

Nao pode faltar

Método da Rigidez: trelicas

O Método da Rigidez pode ser empregado para a resolucdo dos
mais diversos tipos de estruturas, sejam elas isostaticas ou hiperesta-
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ticas, incluindo treli¢as, vigas ou porticos, tanto em duas quanto em
trés dimensdes. Esse método € uma simplificagdo do Método dos
Elementos Finitos, utilizado pelos mais sofisticados programas com-
putacionais de analise estrutural, e para a sua aplicacdo a estrutura €
dividida em uma série de elementos. No caso das trelicas, cada barra €
um elemento, e esses elementos sdo conectados pelos nos da trelica.

Como o Método da Rigidez nada mais € do que a aplicacao do
Método dos Deslocamentos, as etapas basicas de calculo sao as
mesmas apresentadas na Secao 2.3, ou seja, primeiramente sao de-
terminados os deslocamentos nos Nos da estrutura. Posteriormen-
te, sao encontrados os esforcos que atuam na estrutura, que, No
caso das trelicas, se resumem aos esforcos axiais nas barras. Como
o enfoque do Método da Rigidez € a sua implementacao computa-
cional, os calculos serao desenvolvidos na forma matricial, o que fa-
cilita a programagao desse metodo. Por esse motivo, esse metodo
de analise estrutural tambem pode ser chamado de analise matricial.

Para iniciar a aplicacao do Método da Rigidez em trelicas, deve-
mos fazer a identificacdo e a numeragcao dos membros (barras) e
dos nos da trelica. Na Figura 4.1(a), os membros estdo numerados
dentro de um quadrado, enquanto os Nos estdo numerados dentro
de um circulo. Para definir os nos inicial e final de cada membro,
uma seta voltada para o no final é desenhada em cada membro.

Figura 4.1 | (a) Trelica; (b) Coordenadas locais de um membro

y 2
1., s @

(b)

Fonte: elaborada pelo autor.

A sequir, devem ser definidas as coordenadas globais e locais. O
sistema de coordenadas globais x e y, conforme definido na Figura
4.1(a), serd usado para definir a diregao e o sentido dos deslocamen-
tos nodais e das forcas externas aplicadas na trelica. Ja o sistema
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de coordenadas locais x' e y’ sera usado para definir a direcdo e o
sentido dos deslocamentos e esfor¢os internos ao longo do com-
primento de cada membro. Conforme a Figura 4.1(b), a origem do
sistema de coordenadas locais de um membro sempre € posiciona-
do no no inicial desse membro.

Os deslocamentos que podem ocorrer em um no de uma dada
estrutura sdo denominados de graus de liberdade. Em uma trelica
plana, cada no pode apresentar trés deslocamentos: um desloca-
mento horizontal, um deslocamento vertical e uma rotagcao. Poréem,
CcoOmo 0s NOs de uma trelica possuem a rotagao totalmente livre,
esse deslocamento ndo farad parte das incognitas do nosso proble-
ma, ja que a rotagao dos nos Nao transmitira momentos fletores para
as barras da trelica. Assim, cada no da trelica possui dois graus de
liberdade (deslocamento horizontal e deslocamento vertical). Cada
um desses graus de liberdade nos nos da trelica deve ser numerado
segundo a orientacdo das coordenadas globais, conforme a Figu-
ra 4.1(a). Para facilitar a resolu¢do posterior do problema, os graus
de liberdade desconhecidos (deslocamentos livres) séo numerados
primeiro, deixando por ultimo a numeracdo dos graus de liberdade
conhecidos (deslocamentos nulos devido aos apoios).

As proximas etapas do Méetodo da Rigidez sao analogas as etapas
do Método dos Deslocamentos, poréem desenvolvidas na forma ma-
tricial. A seguir essas etapas serao apresentadas em detalhes.

Matriz de rigidez do membro

A matriz de rigidez de um membro, sequndo a orientacao das
coordenadas locais x’ e y’ representa a relacdo entre forca e des-
locamento de uma barra da estrutura. No caso de barras de trelica,
temos apenas forcas e deslocamentos atuando ao longo do eixo
longitudinal da barra (eixo x). Conforme estudado na Secdo 2.3, ao
aplicarmos um deslocamento unitario ao longo do eixo longitudinal
de uma barra de comprimento L, as forcas que aparecem nas extre-
midades da barra, para gue o deslocamento unitario seja mantido,

sdo dadas por seu coeficiente de rigidez local , apresentando

sentidos opostos em cada extremidade da barra. Assim, caso o des-
locamento aplicado na extremidade da barra seja diferente do valor
unitario, basta multiplicar esse coeficiente de rigidez local pelo valor
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do deslocamento aplicado. A Figura 4.2 apresenta trés casos possiveis
de deslocamentos axiais que podem ocorrer em uma barra de trelica.

Figura 4.2 | Deslocamentos axiais em uma barra de trelica
di dr

¥ g 1

Caso (1) - ) Caso (2)
dl dv’
> o
f Caso (3) fi

Fonte: elaborada pelo autor.

No caso (1), um deslocamento d, € aplicado no no inicial da bar-
ra, surgindo as forgas f' e f.'nos nos inicial e final da barra, respec-
tivamente. Aforga f' € positiva, pois esta no sentido positivo do eixo
x’ enquanto a forga f,' € negativa, pois esta no sentido negativo do
eixo x’, e seus valores sdo:

By po EA L

No caso (2), um deslocamento d, € aplicado no né final da barra,

surgindo as forgas £" e f."nos nos inicial e final da barra, respecti-
vamente, dadas por:

E-A pr_EA

f

Assim, no caso (3), que é o caso mais geral, quando sdo aplica-
dos deslocamentos em ambas as extremidades da barra, as forcas
f. e f que aparecem em suas extremidades sdo obtidas pela super-
posicao dos casos (1) e (2):

E-A E-A E-A E-A

f=——d-—-——-d f=——-d+——-d

i L i L f f L i L f
Essas equacdes podem ser escritas na forma matricial:
f . d .
C_EA T 1S f kg onde k= EA] 1 T
f, L | -1 1 . -1 1

A matriz k"€ chamada de matriz de rigidez do membro e ¢
semelhante para qualquer barra de uma trelica. Uma vez conhe-
cidos os deslocamentos nas extremidades de uma barra, pode-se
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usar a relacao anterior para encontrar o valor do esforco axial que
atua nessa barra.

Essa matriz k' tem como referéncia as coordenadas locais da
barra. Porem, como normalmente cada barra da trelica pode apre-
sentar um posicionamento e um sistema de coordenadas locais di-
ferente do global, devemos fazer a transformacdo para as coorde-
nadas globais x e y. Considere uma barra inclinada de uma trelica,
conforme a Figura 4.3.

Figura 4.3 | Barra inclinada de uma trelica

Fonte: elaborada pelo autor.

Os deslocamentos axiais nas extremidades inicial (d,) e final (d., ),
que estdo orientados segundo o eixo local x’, podem ser expressos
segundo o sistema global x e y. De maneira semelhante, as forcas
que atuam segundo o sistema de eixos global x e y podem ser ex-
pressas em fungdo das forgas axiais nas extremidades inicial (f) e
final (£.), que estdo orientadas segundo o eixo local x*

{ d,.:Dl.X~cos€+Diy~sen0 - =T, -cos0 F =T -senf

F
y
{ d =D, -cos@+ny -senf F, =f -cosf ny = f. - senf

Escrevendo na forma matricial, temos:

D, i cosf O
g, _|cosf senf O 0 Diy Fiy senf O f
d, 0 O cosfsend| D, F, 0 cosf | f.
D E 0 send
fy fy
d=TD F=T'f
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A matriz T, que contém o seno e o cosseno do angulo de incli-
nacao da barra, € chamada de matriz de transformacao de coor-
denadas e e responsavel por transformar os deslocamentos do
sistema de coordenadas global (vetor D) para o sistema de coorde-
nadas local (vetor d). De maneira semelhante, a matriz T' (matriz
de transformacdo transposta) transforma as forgcas do sistema de
coordenadas local (vetor f) para o sistema de coordenadas glo-
bal (vetor F). Substituindo as equacdes anteriores na equagao que
contém a matriz de rigidez k' do membro e multiplicando ambos
0s lados da expressao por T

f=kd = f=k'TD = Tf=TkK'TD = F=kD

Onde k é a matriz de rigidez do membro escrita no sistema de
coordenadas global:

cosf O
kT k'T—| send 0 ul 1 —1/| cosf senfd 0O 0

0 cosf| L | -1 1 0 0 cosf send
0 send

cos® 6 cosfdsend —cos’fd  —cosfsend

P Al cosfsend sen®d —cosfsend  —sen’d
L —cos’f  —cosfsend cos? 6 cosfsend
—cosfsenf  —sen’d cosfsend sen?6

Os valores de €080 ¢ €N hoqem ser positivos ou negativos,
dependendo de qual quadrante esta localizado o angulo 0

Matriz de rigidez da trelica

Uma vez conhecida a matriz de rigidez global (k) de cada mem-
bro, podemos determinar a matriz de rigidez da trelica (K). Esse
procedimento é feito somando-se a matriz de rigidez de todos os
membros da trelica. A matriz de rigidez da trelica (K) tera ordem
igual ao numero de graus de liberdade da trelica. Dessa forma, a ma-
triz de rigidez de um membro (k) ird contribuir nas posi¢cdes relativas
aos graus de liberdade de suas extremidades.
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vz| Exemplificando

Para exemplificar a montagem da matriz de rigidez da estrutura, iremos
determinar a matriz de rigidez da trelica da Figura 4.4(a), que possui E - A
constante. O primeiro passo consiste em numerar os Nos, as barras, os
graus de liberdade e definir os nos inicial e final de cada barra, conforme
a Figura 44(b). Os graus de liberdade desconhecidos (1 e 2) foram nume-
rados primeiro, sequidos dos graus de liberdade conhecidos (3, 4, 5 e 6),
para facilitar os calculos posteriores, conforme ja comentado.

Figura 4.4 | (a) Trelica; (b) Numeragdo dos graus de liberdade
¥

L, 2

2 4
JEA
(@) (b

Fonte: elaborada pelo autor.
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Ay B
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Prossegue-se com a determinacao da matriz de rigidez de cada mem-
bro ja nas coordenadas globais, onde 91 e 6’2 s30 0Ss angulos que as
barras 1 e 2 fazem com a horizontal (eixo global x). Os valores do cos-
seno e do seno desses angulos sao obtidos facilmente por trigono-
metria, uma vez que sao fornecidas as cotas de localizacdo dos nos
da trelica. As linhas e as colunas das matrizes de rigidez dos membros
estdo identificadas com a numeracao dos graus de liberdade dos nos
inicial e final de cada membro.

Membro 1:

L,=4m cost, =1 send, =0

Graus de liberdade: 1 e 2 para o no inicial; 3 e 4 para o no final.

1 2 3 4
cos’d,  cosf,send, —cos’6, —cosb,send, ]
K, - E-A| cosf,sent, sen’d,  —cosf,send, —sen’d, |o
L, —cos’f, —cosf,send, cos’d,  cosb send, |3
—cosf,sent, —sen’y,  cosb,send, sen’, 4
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| 1 2 3 4
025 0 025 0 |4
k—Ea 0 0O 0 0 |2
-0,25 0 0,25 0 3
0 0 0 0 4
Membro 2:
L,=5m cosf, =0,8 sent, = 0,6
Craus de liberdade: 1 e 2 para o noinicial; 5 e 6 para o no final.
1 2 5 6
cos’d,  cosf@,senf, —cos’¢, —cosd,send,
« E.A| cosb,sen, sen’d,  —cosf,send, —sen’d,
2L —cos’, —cosf,senf, cos’6,  cosd,send,
—cosf,sen, —sen’d,  cosd,send, sen’6,

1 2 5 6

0,128 0,096 —-0,128 -0,096

0,096 0,072 -0,096 -0,072
-0,128 -0,096 0,128 0,096
-0,096 —-0,072 0,096 0,072

k,=E-A

O AN -

Como a trelica possui seis graus de liberdade, a matriz de rigidez dessa
trelica terd dimensdo 6x6. As matrizes de rigidez dos dois membros sao
somadas e cada uma delas contribui nas posicdes de seus respectivos
graus de liberdade. Assim, k, ira contribuir nas linhas e colunas 1, 2, 3
e 4 da matriz de rigidez da trelica, enquanto k2 irad contribuir nas linhas
ecolunasl 2,5e6:

1 2 3 4 5 6

0,378 0,096 -0,25 0 -0,128 —0,096 | 4

0,096 0,072 0 0 -0,096 —-0,072 | o

K_E.A -0,25 0 0,25 0 0 0 3
0 0 0 0 0 0 4

-0,128 -0,096 O 0 0,128 0,096 |5

—0,096 -0,072 O 0 0,096 0,072 |©
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c@ Reflita

Embora o processo de montagem da matriz de rigidez da estrutura seja
trabalhoso de ser feito manualmente, reflita em como esse processo
pode ser facilmente utilizado na elaboracao de programas de compu-
tadores que realizam analises estruturais, 0 que permite a resolucdo de
estruturas complexas de forma rapida e eficiente.

Aplicacdo do Método da Rigidez

Uma vez determinada a matriz de rigidez da trelica, pode-se
montar a equacao de rigidez global da trelica, que na forma matri-
cial, supondo uma estrutura com seis graus de liberdade, fica:

F, Ky K, Ki K Kis K D,
F, Ky Ky Kyp Ku Kxs Ky D,
F. K K K K K K D
F =KD = 3 | 31 32 33 34 35 36 3
¢ ¢ F, Ki Ko Ki Ky Kis K D,
Fs Ksi Ks, Ksz Koy Kss Kss || Ds
Onde: Fs Kei Koo Koz Koo Kes Kes D,

e K¢ a matriz de rigidez da trelica.

. Fg € o vetor global de forgas externas que atuam em cada grau
de liberdade da trelica.

. Dg € o vetor global de deslocamentos que atuam em cada
grau de liberdade da trelica.

Como os graus de liberdade desconhecidos foram numerados
primeiro, os primeiros deslocamentos do vetor Dg sao desconhe-
cidos (incognitas do problema), enquanto os ultimos deslocamentos
ja sao conhecidos e correspondem aos deslocamentos Nos apoios,
que usualmente sao nulos. Ja no vetor Fg, as primeiras forcas corres-
pondem as cargas aplicadas nos nos da trelica (forcas conhecidas),
enquanto as ultimas forcas correspondem as reacdes de apoio (for-
cas desconhecidas). Portanto, esse € um problema de seis equacdes
e seis incognitas (algumas incognitas séo deslocamentos e outras séo
forcas, ou seja, as reacdes de apoio) e pode ser solucionado.

Para resolver o problema de uma maneira mais facil, eliminam-
-se as linhas e colunas correspondentes aos graus de liberdade dos
apoios, ja que os deslocamentos nesses graus de liberdade sdo nu-
los. Caso, por exemplo, 0s apoios estejam impedindo os desloca-
mentos correspondentes aos graus de liberdade 3, 4, 5 e 6, essas
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linhas e colunas podem ser eliminadas, ja que D,, D,, D, e D, séo
nulos. Assim, o sistema de equacdes fica:
F1 K11 K12
F2 K21 K22

Como F, e F, séo conhecidos (forgas aplicadas nos nos da tre-
lica), resolvendo esse sistema encontram-se os deslocamentos des-
conhecidos D, e D,. Para determinar as reacbes de apoio, basta
substituir os valores de D, e D, no sistema de equagdes global e en-
contrar as forcas F,, F,, F, e F,.Umavezque D,, D,, D, e Dy sdo
nulos, a determinacao das reacdes de apoio se resume em resolver:

D

1

D

2

F3 K31 K32

F4 — K41 K42 \ D1 ]
F5 K51 K52 DZ
FB K61 K62

A ultima etapa do problema consiste em determinar os esforcos
gue atuam nas barras da trelica. Como ja conhecemos os desloca-
mentos em todos os nos das barras, basta utilizar a equacao definida
para cada membro da trelica, seguindo coordenadas locais. Lem-
brando que, como temos os deslocamentos orientados segundo as
coordenadas globais (vetor D), devemos utilizar a matriz de transfor-
macao T para transformar esses deslocamentos segundo as coor-
denadas locais (vetor d). Para uma barra que, por exemplo, possui
0s graus de liberdade 1, 2, 3 e 4 nas suas extremidades, teremos:

f=k'd = f=k'TD =

O

1

cosf senfd O 0
0 0 cosé senf

2

-

E'A[ 1 -1
L1 1

f
f

3

O 00

4

Como as forcas nos nos inicial (f) e final () sdo iguais em mo-
dulo, apresentando apenas sinais opostos (para manter o equilibrio
da barra), basta determinar f; (que pela Figura 4.2 traciona a barra)
para termos o esforco que atua na barra:

D1

. D

f = E-Ar_ cosd —senf cosf  send 2
L D,

D

4
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‘tz‘) Assimile

O Método da Rigidez segue 0s mesmos passos do Metodo dos Deslo-
camentos, porém utilizando a forma matricial. Os passos principais dos
dois metodos sdo:

1) A determinacao da matriz de rigidez local do membro (k') no Méto-
do da Rigidez é equivalente a determinagado dos coeficientes de rigidez
locais no Método dos Deslocamentos.

2) A determinagao da matriz de rigidez global da estrutura (K ) no Mé-
todo da Rigidez equivale a determinacdo dos coeficientes de rigidez
globais no Método dos Deslocamentos.

3) Em ambos os métodos, a determinacao dos deslocamentos desco-
nhecidos é feita pela resolucdo de um sistema de equacdes.

E[9 Pesquise mais

O procedimento apresentado também pode ser empregado para a re-
solucdo de trelicas espaciais, trelicas com barras submetidas a variacdo
de temperatura e defeitos de fabricacao ou trelicas com recalque de
apoio. Para conhecer exemplos dessas situacdes, leia o capitulo 14 do
seguinte livro disponivel na Biblioteca Virtual:

HIBBELER, R. C. Andlise das estruturas. 8. ed. Sao Paulo: Pearson Edu-
cation do Brasil, 2013.

Sem medo de errar

Apos estudar o Método da Rigidez, vocé ja tem condi¢cdes de
desenvolver o seu primeiro projeto na empresa de elaboracdo de
software para estruturas, onde vocé acaba de ser contratado. Nesse
primeiro projeto, vocé deve utilizar a analise matricial para determi-
nar os esforcos que atuam nas barras de uma trelica. Para executar
esse projeto é fundamental que vocé especifigue a metodologia que
deve ser utilizada para o calculo de trelicas pelo Método da Rigidez.

O primeiro passo consiste em numerar os NOs e as barras (Mmem-
bros) da trelica, definindo quais sdo os nos inicial e final de cada
barra. A seguir, 0os graus de liberdade também devem ser numera-
dos. Sdo dois graus de liberdade por no de trelica: um deslocamen-
to horizontal e um deslocamento vertical. Para facilitar os calculos
posteriores, os graus de liberdade desconhecidos séo numerados
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primeiro e, em seguida, sdo numerados os graus de liberdade co-
nhecidos, ou seja, aqueles correspondentes aos deslocamentos im-
pedidos pelos apoios.

O proximo passo consiste em determinar a matriz de rigidez de
cada membro da trelica, ou seja, determinar a matriz de rigidez de
cada barra da trelica, lembrando que devemos transformar essas
matrizes para as coordenadas globais. Como nas barras das trelicas
atuam somente esforcos axiais, a matriz de rigidez de uma barra (k),
ja com relacdo as coordenadas globais, € dada por:

cos? 0 cos fsend —cos?#  —cosbsend
k_ E-A| cosdsend sen’9  —cosfsend  —sen’0
—cos’f  —cosfsend cos? ¢ cos f#senf
—cosfsend  —sen’d cos fsenf sen’d

Onde:

e E: modulo de elasticidade do material da barra da trelica.
» A: area da secdo transversal da barra da trelica.

e L. comprimento da barra da trelica.

e . angulo de inclinacao da barra da trelica.

A determinacdo da matriz de rigidez da trelica (K) é feita pela
soma das matrizes de rigidez de todas as barras da trelica, sendo
que cada barra contribui nas posicdes referentes aos graus de liber-
dade dos seus nos inicial e final. Se uma trelica possui n graus de
liberdade, a matriz de rigidez dessa trelica sera de ordem n:

K11 K12 K13 K14 K1n
K21 Kzz K23 K24 K2n
K — K31 Ksz Kss K34 K3n
K41 K42 K43 K44 K4n
Kn1 Kn2 Kn3 Kn4 Knn

A determinagao dos deslocamentos desconhecidos nos nos da treli-
ca e das reacOes de apoio é feita pela resolucdo do sequinte sistema
de equacdes:
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,:1 K11 K12 K13 K14 K1n D1
F2 K21 K22 K23 K24 K2n D2
F. K, K, K, K K D
F _ KD 3 _ 31 32 33 34 3n 3
g s = F K, K, K. K K D
4 41 42 43 44 4n 4
Fn Kn1 Kn2 Kn3 Kn4 o Knn Dn
Onde:

. Fg: vetor de cargas na direcdo de cada grau de liberdade.

. Dg: vetor de deslocamentos na direcdo de cada grau de liberdade.

Como alguns deslocamentos do vetor Dg séo nulos (desloca-
mentos nos apoios), podemos eliminar as linhas e as colunas re-
ferentes a esses deslocamentos nulos, para reduzir o sistema de
equacdes e facilitar a resolucao. Tendo determinado todos os des-
locamentos nos nos, o vetor Dg nao tera mais nenhuma incognita,
portanto, basta substituir os valores dos deslocamentos encontra-
dos no sistema de equacdes anterior para encontrar as forcas des-
conhecidas do vetor Fg, que sao as reacdes de apoio.

A ultima etapa consiste em determinar os valores dos esforcos
em cada barra da trelica. Para isso, basta voltar na equacao da barra
analisada, segundo o sistema de coordenadas locais:

f
f=kKd=f=Kk'TD=| ' |=

f;
D1
_E-A'1 —1]|cosf seng 0 0 D,
L | -1 1 0 0 cosd send || D,
D

Onde:
« £ esforgo axial no no inicial da barra.
« f.: esforgo axial no no final da barra.

* D, D, D, e D,:deslocamentos, sequndo as coordenadas glo-
bais, nos quatro graus de liberdade das extremidades da barra.
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Como os esforcos axiais nos nos inicial e final da barra sao iguais,
basta determinar uma delas, por exemplo, o esfor¢co no no final:

D

1

. D
f = E-Ar_ cosd —send cosf  send 2

L D,
D4

Como na definicdo da formulagéo anterior £, foi definida como
uma forca de tragcao, caso o resultado seja positivo, a barra estara tra-
cionada e, caso o resultado seja negativo, a barra estara comprimida.

Com essa metodologia definida, € possivel fazer a implementa-
cao computacional do Método da Rigidez para trelicas, permitindo
resolver qualguer tipo de trelica.

Avancando na pratica

Determinacao dos esforcos nas barras de
uma trelica pelo Método da Rigidez

Descricao da situagcao-problema

A trelica da Figura 4.5 estd sendo utilizada para suportar uma
carga de 5 kN em sua extremidade livre. Utilizando o Método da
Rigidez, determine os esforcos que atuam nas barras dessa trelica,
sabendo que E-A=8-10°kN para todas as barras da trelica.

Figura 4.5 | Trelica suportando carga de 5 kN

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucdo da situagcdo-problema

Pode-se notar que a trelica da Figura 4.5 possui a mesma geo-
metria da trelica da Figura 4.4(a), para a qual ja foi determinada a

172 U4 - Método da Rigidez e Processo de Cross



matriz de rigidez K. Portanto, podemos utilizar esse resultado para
encontrar os esforcos nas barras da trelica na qual € aplicada uma
carga de 5 kN em sua extremidade livre. E importante salientar que,
para que possamos usar a mesma matriz de rigidez da trelica K
devemos adotar as mesmas numeracdes de nos, barras e graus de
liberdade utilizadas na determinagao da matriz de rigidez. Essa nu-
meracao € apresentada na Figura 4.6.

Figura 4.6 | Numeracéo de nos, barras e graus de liberdade

¥ g

Fonte: elaborada pelo autor.

Para encontrar os deslocamentos e as reacdes de apoio desco-

nhecidos, basta resolver o sequinte sistema de equacdes:

F Ki Ko Ks Ky Ks K D,

F n Ko Ky Ky Ky Kyg || D,

F_KD — F _ Ky Ky Ky Ky Ky Ky || Dy
g ¢ F, K, K, K, K, Ks Kgz | D,
Fy Ky Ko Ke Kg Koss Ko || Ds

Fs Ko Koo Ko Koo Koo Ko || Ds

Os deslocamentos D, e D, sdo desconhecidos, enquantoD,,

D, D, e D, séo nulos, ja que os deslocamentos referentes aos

graus de liberdade 3, 4, 5 e 6 estdo impedidos devido aos apoios.

Consequentemente, as forcas F,, F,, F, e F, sdo desconhecidas,

pois sdo as reacdes de apoio. Como nao temos nenhuma carga
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aplicada na direcdo do grau de liberdade 1, a forca F, € nula. Ja na
direcdo do grau de liberdade 2, temos F, = —-5kN (negativo, pois
a carga estd no sentido contrario ao grau de liberdade 2 positivo).
Substituindo esses valores na equacao anterior, assim como a ma-

triz de rigidez j& determinada, usando E-A=8-10°kN , temos:

0 0,378 0,09 025 0 —0,128-0,096 |[ D,
-5 0,096 0,072 0 0 —0,096 —0,072 | p
F| 6| —0,25 0 0,25 0 0 0 2

=8-10 0
F, 0 0 0 0 0 0 0
F ~0,128 —0,096 0 0 0128 0,09 | o
E ~0,096 —-0,072 0 0 0,09 0,072 | 0
6

Eliminando as linhas 3, 4, 5 e 6, correspondentes aos graus de li-
berdade com deslocamentos nulos, temos o seguinte sistema com

sua respectiva solucao:

0 40¢| 0.378 0,096 | D
= 0,096 0,072 || D,
D, =3,33-10°m D, =—13,125-10°m

Substituindo os valores de D1 e D2 no sistema de equag¢des ori-
ginal, encontramos as reacdes de apoio:

Fy -025 0

Fol_gqpe| O 0 3,33-10°°
F, ~0,128 —0,096 || —13,125.10°°
F ~0,096 0,072

F, = —6,67TkN F, = 0kN F, = 6,67kN F, = 5kN

Por fim, determinam-se os esforcos nas barras 1 e 2, usando a
equacao. Para a barra 1

O

f =—"| —cosf, —senf, cosf,  seno,
L

O O O
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3,33.10°
f_810°1 0 4 o ]l-13125-10°
1

= —6,67kN (compressao)

0
0
Para a barra 2:

D1
. D
f, = ﬂ[ —cosf, —senf, cosf,  send, g
L2 D5
D,

<)

3,33-10°

6 _
e [—0,8 ~0,6 0,8 0,6 _13’1%5'106 = 8,33kN (tragao)

f2:

0

Faca valer a pena

1. Uma barra de uma trelica possui 2 metros de comprimento e
E-A=4.10°KN . Seu eixo forma um angulo de 60° com a horizontal. A
matriz de rigidez k dessa barra, segundo as coordenadas globais x (horizon-
tal) e y (vertical), é dada por:

k31 32 33 34
k41 k42 k43 k44

Assinale a alternativa que contém os valores corretos dos elementos k22 e

k43 da matriz de rigidez dessa barra.
a) k,, =0,5-10° e K, = 0,87-10° .
b) Ko, =-15.10° e K,, =-0,87-10°.
c) k,, = —-0,5-10°% e K, = —-0,87-10°.
d) k,, =15-10% e K, = 0,87-10° .
e) k,, = 0,87-10° e K, = 0,5-10°.
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2. A trelica da figura a seguir seré utilizada em uma cobertura de um galp&o
industrial. A sua empresa foi contratada para projetar a trelica, e a deter-
minacao dos esforcos solicitantes em cada barra da trelica sera feita pelo
Método da Rigidez. Para tanto, € necessario saber qual o tamanho da matriz
de rigidez da trelica.

Trelica da cobertura de um galpdo industrial

Fonte: elaborada pelo autor.

Marqgue a alternativa que apresenta a dimensdo correta da matriz de rigidez
da trelica.

a) 30x30. d) 20x10.
b) 10x30. e) 20x20.
c) 10x10.

3. Atrelica da figura a sequir, que possui E-A=10°kN para todas as suas
barras, tem a numeracdo de seus nos, barras e graus de liberdade conforme

indicado. y G
st 5 75

Trelica

Fonte: elaborada pelo autor.

A matriz de rigidez de cada barra, ja sequndo as coordenadas globais,
ja foi determinada:

025 0 -025 0

Kk —10¢| O 0 0 0
! -025 0 025 O
0 0 0 0
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0,128 0,096 —-0,128 —0,096
0,096 0,072 —0,096 —0,072
—0,128 —0,096 0,128 0,096
—0,096 0,072 0,096 0,072

k, = 10°

0 0 0 0
K _10°] O 033 0 -033

’ 0 0 0 0
0 -033 0 033

Para resolver essa trelica pelo Método da Rigidez, deve-se determinar a ma-
triz de rigidez da trelica, que tem o seguinte formato:

K, K, K, K, K5 Kg
K, K, K, K, Ky K
K= K31 K32 K33 K34 K35 K36
K, K, K, K, Ko K,
K, K, K, K, Ky K
K, K, K, K, Ky K

Assinale a alternativa que contém os valores corretos dos elementos K.,
K., e Kg da matriz de rigidez da trelica da figura apresentada.

2 K, =0, K, =0eK,=0128-10°.

b) K, =—0,096-10°, K,, =—0,25-10° e K, = 0,402-10°.
c) Ky =0,25-10°, K., =-0,072-10° e K =0,33-10°.

8 K, =—033-10°, K, =0 e K, =0,402-10°.

e) K,, =0,096-10°, K,, =—0,33-10° e K, = 0,25-10°
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Secao 4.2

Analise matricial de vigas e pérticos

Dialogo aberto

Tendo compreendido a aplicagao do Metodo da Rigidez para tre-
licas, podemos partir para a utilizacdo desse mesmo meétodo na reso-
lugéo de vigas e porticos. Esse metodo, tambem chamado de analise
matricial, pode ser empregado para 0s mais diversos tipos de estrutu-
ras. Como se trata do mesmo método estudado anteriormente, o seu
procedimento € muito semelhante.

Veremos nesta secdo que a principal diferenca entre a analise ma-
tricial de trelicas, vigas ou porticos esta na determinagao da matriz de
rigidez dos elementos que compdem a estrutura. Dessa forma, saben-
do montar a matriz de rigidez do elemento, vocé tera condicdes de
resolver qualguer viga ou portico pelo Método da Rigidez.

Isso permitira que vocé desenvolva o seu segundo projeto na em-
presa de elaboracao de softwares para estruturas na qual esta traba-
lhando. Nesse novo projeto, vocé deve utilizar a analise matricial na
determinacgao dos esforcos que atuam em uma viga. Como o Método
da Rigidez pode ser usado no calculo de vigas? Qual a metodologia?

Ao final desta secdo, vocé sera capaz nao so de resolver 0s mais
diversos tipos de estruturas pelo Metodo da Rigidez, mas também,
tendo conhecimentos basicos de programacao, de desenvolver o seu
proprio programa computacional de analise de estruturas, sejam elas
trelicas, vigas ou porticos!

Pronto para mais esse desafio?

Nao pode faltar

Método da Rigidez: vigas e porticos

O procedimento de resolucao de vigas e porticos pelo Méetodo da
Rigidez € muito semelhante ao procedimento apresentado na Secao
4.1, na qual analisamos a resolucdo de trelicas pelo Método da Rigi-
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dez. Primeiramente, devemos definir e numerar os nos e os elemen-
tos da estrutura. No caso das trelicas, cada barra € considerada como
um elemento, ou seja, 0s NOS sao 0s pontos de encontro de duas ou
mais barras. Ja no caso de vigas e porticos, para facilitar a resolugao
do problema, consideramos como nos os pontos de aplicacdo de
cargas concentradas, os pontos de inicio e fim de cargas distribuidas,
0S pontos com apoios, 0s pontos onde existe mudanca da se¢ao
transversal da barra e os pontos com mudanca de inclinacao da barra.
Dessa forma, dividimos as vigas e 0s porticos em elementos finitos, e
cada elemento e delimitado por um no inicial e um no final.

Na Figura 4.7, sao apresentados exemplos da numeracao dos nos
(dentro de um circulo) e dos elementos (dentro de um quadrado)
para uma viga e para um portico. Tambem estdo indicados 0s nos
inicial e final de cada elemento, com uma seta na direcao do eixo do
elemento e com sentido do no inicial para o no final.

Figura 4.7 | (a) Viga; (b) Pdrtico

|
']\2

P J\Br—b —= 54
B
: % p e @@ P
BH @ B 2 Ell
® @ @ @ )
(a) Lx (b) @%ﬂ

Fonte: elaborada pelo autor

Em seqguida, deve-se definir e numerar os graus de liberdade de
cada no, lembrando que iremos trabalhar com estruturas planas (em
duas dimensdes). Para as trelicas, sao considerados dois graus de
liberdade por no, sendo um deslocamento horizontal e um desloca-
mento vertical. Para as vigas, iremos considerar tambem dois graus
de liberdade por no, porem sendo eles um deslocamento vertical
€ uma rotagao, para serem considerados os efeitos de flexdo e de
cisalhamento na viga. Ja para os porticos, iremos considerar trés
graus de liberdade por no, sendo um deslocamento vertical, um
deslocamento horizontal e uma rotacdo, ou seja, além do efeito
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da flexao e do cisalhamento, também consideraremos o efeito do
esforco normal (ou axial).

A numeracao dos graus de liberdade é feita como no caso das
trelicas: primeiro, numeramaos os graus de liberdade desconhecidos
(deslocamentos e rotagcdes desconhecidas) e, por ultimo, numera-
mos os graus de liberdade conhecidos (deslocamentos e rotacdes
referentes aos apoios, que usualmente sdo nulos, com excecao dos
casos com recalques de apoio). Os exemplos da Figura 4.7 ja apre-
sentam a numeracao dos graus de liberdade.

Adotaremos as coordenadas locais e globais da mesma maneira
como foi feito para as trelicas. As coordenadas locais tém origem
Nno no inicial do elemento, com: o eixo x’ posicionado ao longo do
eixo do elemento e orientado do no inicial para o no final; o eixo y’
perpendicular ao eixo x” e O eixo z’ saindo do plano da estrutura.
Para as coordenadas globais, o eixo x € posicionado na horizontal,
O eixo y na vertical e 0 eixo z esta saindo do plano da estrutura. No
caso de vigas horizontais, os eixos do sistema local sdo todos para-
lelos aos eixos do sistema, para todos os elementos da viga. Ja para
0s porticos, isso Nao ocorre com todos os elementos, pois alguns
Nnao sao horizontais.

A proxima etapa consiste na determinacao da matriz de rigidez de
cada elemento. A matriz de rigidez de um elemento de viga € diferen-
te da matriz de rigidez de um elemento de trelica. Enquanto na trelica
leva-se em consideracdo apenas a rigidez axial do elemento para a
determinacgao de sua matriz de rigidez, no caso das vigas leva-se em
consideracao a rigidez a flexao e também a rigidez ao cisalhamento.
Consequentemente, a matriz de rigidez de um elemento de portico
também sera diferente da matriz de rigidez de um elemento de viga
e de um elemento de trelica, pois para o portico leva-se em consi-
deracao a rigidez axial, a rigidez a flexdo e a rigidez ao cisalhamento.

Outro ponto que merece destaque diz respeito a aplicacdo da
matriz de transformacgao (tambeéem chamada "matriz de rotagao”),
gue no caso de trelicas e porticos € necessaria para transformar a
matriz de rigidez do elemento das coordenadas locais para as glo-
bais, uma vez que podem existir barras inclinadas e verticais. Ja para
as vigas horizontais, essa matriz de transformacdo ndo € necessaria,
uma vez que os eixos locais sdo paralelos aos eixos globais.
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Com a matriz de rigidez de cada elemento ja transformada para
as coordenadas globais, basta montar a matriz de rigidez da estru-
tura, feita da mesma maneira como apresentado para o caso de
trelicas, ou seja, somando-se a matriz de rigidez de cada elemento,
contribuindo nas posicdes referentes aos graus de liberdade dos nos
inicial e final de cada elemento. Por fim, sdo determinados os des-
locamentos e as reacdes de apoio por meio da algebra de matrizes.

Algebra de matrizes

A utilizacao do Método da Rigidez (analise matricial) envolve ope-
ragcdes com matrizes. Os principais conceitos da algebra de matri-
zes necessarios para a aplicacao do Método da Rigidez sao a multi-
plicacao de uma matriz por um escalar, a multiplicacao de matrizes
e a definicdo de matriz transposta. Esses conceitos serdo revisados
brevemente a seguir, com a apresentacdo de alguns exemplos.

Para obter a matriz resultante da multiplicacao de uma matriz por
um escalar, basta multiplicar cada elemento da matriz por esse escalar.

No caso da multiplicacdo de duas matrizes, primeiro devemos
verificar se € possivel realizar a multiplicacao dessas duas matri-
zes, ou seja, nem todas as matrizes podem ser multiplicadas uma
pela outra. Isso vai depender da ordem da matriz. A multiplicacdo

AB de duas matrizes s € possivel se elas forem conformaveis,
ou seja, se 0 numero de colunas da matriz A for igual ao numero
de linhas da matriz B. Assim, se a matriz A tiver ordem (mx n) e a
matriz B tiver ordem (n x p), a matriz resultante da multiplicagcao de
AB serd uma matriz de ordem (m x p). E importante destacar que
a multiplicacdo de matrizes ndo € comutativa, ou seja, o resultado
da multiplicagao de AB ¢ diferente do resultando da multiplicagao
de BA (caso as matrizes A e B tenham as ordens apresentadas, a
multiplicacdo BA nem mesmo pode ser feita).

A matriz resultante da multiplicacdo de AB ¢ obtida multiplican-
do primeiramente cada elemento da linha da matriz A pelo respecti-
vo elemento da coluna da matriz B ; em seguida, somam-se os valo-
res resultantes das multiplicagdes para obter um elemento da matriz
resultante. Os demais elementos sdo obtidos da mesma forma.

Dada uma matriz A, a sua matriz transposta AT & obtida trocan-
do de posicdo as linhas pelas colunas de A.
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vz| Exemplificando

Considere as matrizes A e B a seguir:

|2 5‘ B:‘ 16 3 5‘
4 7 2 4 1 8
1) Determine a matriz resultante da multiplicacdo da matriz A pelo

escalar k= —3.

kA:‘ -6 —15‘
—12 21

2) Verifiqgue se a multiplicacdo das matrizes AB ¢ possivel. Caso seja
possivel, determine a matriz resultante dessa multiplicacdo.

Como o numero de colunas da matriz A (2 colunas) € igual ao numero

de linhas da matriz B (2 linhas), a multiplicacdo AB ¢é possivel. A ordem
da matriz resultante sera:

(2x2)(2x4) = (2x4)

Portanto, a matriz € resultante sera:

AB _ C _ C11 C12 C13 C14

C21 sz C23 C24
AB_| 2 5] 163 5| |12 32 11 50
4712418 18 52 19 76

A obtencdo dos elementos da matriz € ¢ feita multiplicando-se cada
linha da matriz A pela respectiva coluna da matriz B. Por exemplo, para
a obtengdo do elemento ¢,,, multiplicamos os elementos da linha 1 da

matriz A pelos respectivos elementos da coluna 2 da matriz B; em se-
guida, soma-se o resultado dessas multiplicacdes:

c12=2-64+5-4=32
Os demais elementos sdo obtidos de maneira analoga.

3) Obtenha BT (matriz transposta de B).

Para obter a matriz transposta, basta trocar as linhas pelas colunas, ou seja,
alinha 1 passa a ser a coluna 1, enquanto a linha 2 passa a ser a coluna 2:

2
B" =

g W o -~
0 -~ b
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Analise matricial de vigas

Para determinarmos a matriz de rigidez de um elemento (mem-
bro) de uma viga, considere o elemento da Figura 4.8, na qual esta
indicado o sistema de coordenadas local x’ y' e z’ (este ultimo
esta saindo do plano da figura). Como um elemento de viga leva
em consideracao a rigidez ao cisalhamento e a flexao, em cada
extremidade do elemento existem duas reacdes, sendo uma forga
cortante e um momento fletor, representados na Figura 4.8 no
sentido positivo das coordenadas locais (para 0 momento fletor,
considera-se o sentido anti-horario positivo, pela regra da mao di-
reita). Para os deslocamentos lineares e angulares, também adota-
remos essa mesma convencao de sinais.

Figura 4.8 | Coordenadas locais e reacdes positivas
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Fonte: elaborada pelo autor.

Conforme ja apresentado na secao anterior para o elemento
de barra de trelica, a matriz de rigidez de um elemento represen-
ta os esforcos que surgem nas extremidades do elemento quando
sdo aplicados deslocamentos unitarios nessas extremidades. Para
o elemento de barra de trelica, vimos que a matriz de rigidez local
do elemento é de tamanho 2x2, visto que cada extremidade pode
apresentar um unico deslocamento axial, resultando em um total
de dois deslocamentos possiveis. Ja no caso do elemento de viga,
cada extremidade pode apresentar dois deslocamentos, um trans-
versal ao elemento e outro angular (rotacional). Dessa forma, sao
quatro deslocamentos possiveis em um elemento de viga, o que
resulta em uma matriz de rigidez de tamanho 4x4.

Os valores de cada posicdo da matriz de rigidez do elemento de
viga sao obtidos pelos coeficientes de rigidez locais ja apresentados
na Secao 2.3 e estao exibidos na figura a seguir.
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Figura 4.9 | Coeficientes de rigidez locais para elemento de viga
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Fonte: adaptada de Martha (2010, p. 278)

Os valores de cada posicdo da matriz de rigidez do elemento de
viga sdo obtidos pelos coeficientes de rigidez locais ja apresentados
na Secdo 2.3 e estdo exibidos na figura a seguir.

Pode-se notar que, quando um deslocamento unitario transver-
sal € aplicado na extremidade inicial do elemento e todos os demais
deslocamentos nas extremidades sdo impedidos, surgem as seguin-
tes reacdes nas extremidades:

12E -1

12E-1 _ 6E-/ B ~_ 6E-/
vi - L3 mf - LZ vf - L3 o LZ
Aplicando os outros trés deslocamentos unitarios possiveis, ob-

temos os valores das reacdes de maneira analoga. Representando
essas relacdes de forca-deslocamento na forma matricial, temos:

3 <

=

3

Onde:

12E.1 6E.I 12E-I 6E-I
B [EEE 12
6E-| 4E-l  BE.l 2E.]
B L B L
12E.1 6E-1 12E-I 6E-I
IVEET T
6E-| 2E.1 6E-I 4E-I
B L B L

~~ O~

&z

= f=kd

o t e t, sdo os deslocamentos transversais ao elemento nas ex-
tremidades inicial e final, respectivamente.
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« 4 e % sioas rotacdes (deslocamentos rotacionais) nas extre-
midades inicial e final, respectivamente.

A matriz quadrada simétrica k € a matriz de rigidez do elemento
de viga. Nota-se que essa matriz, no caso de vigas horizontais, € a
mesma tanto para as coordenadas locais quanto para as coordena-
das globais. Por esse motivo, ndo ha a necessidade de transformar
essa matriz para as coordenadas globais, bastando apenas somar as
matrizes de todos os elementos finitos da viga para obter a matriz
de rigidez da estrutura, da mesma forma como foi feito no caso
das trelicas. Lembrando que cada elemento contribui na matriz de
rigidez da estrutura nas posi¢coes referentes aos graus de liberdade
de suas extremidades.

Uma vez determinada a matriz de rigidez da estrutura, basta re-
solver o sistema de equag¢des a seguir, apresentado na forma ma-
tricial para uma viga com seis graus de liberdade, para encontrar os
deslocamentos desconhecidos e as reacdes de apoio, de maneira
analoga ao procedimento adotado para a resolucao de trelicas:

F1 K1 1 K12 K1 3 K14 K1 5 K1 6 D1
E Eﬂ £22 EZIS E24 EZS EZB gz
— 3 — 31 32 33 34 35 36 3
Fg KDQ - F4 K41 K42 K43 K44 K45 K46 D4
F5 K51 K52 K53 K54 K55 K56 D5
FG K61 K62 K63 K64 K65 K66 D6
Onde:

e K¢é a matriz de rigidez da viga.

. Fg € o vetor global de forcas externas que atuam em cada grau
de liberdade da viga.

. Dg € o vetor global de deslocamentos que atuam em cada
grau de liberdade da viga.

@ Reflita

Se, ao inveés da viga ser horizontal, ela for inclinada, o que muda? A
matriz de rigidez local do elemento sera a mesma da matriz de rigidez
com relagdo ao sistema de eixos global do elemento? A utilizacdo da

matriz de transformacdo T continua sendo desnecessaria?
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Analise matricial de porticos

Para a analise matricial de porticos, devemos definir a matriz de
rigidez de um elemento de portico, para o qual levamos em consi-
deracao a rigidez axial, a rigidez ao cisalhnamento e a rigidez a flexao.
Dessa forma, sao trés os deslocamentos e forcas possiveis em cada
extremidade dos elementos, conforme a Figura 4.10.

Figura 4.10 | Forcas e deslocamentos nas extremidades de um elemento de portico
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Fonte: elaborada pelo autor.

A matriz de rigidez do elemento de portico € obtida pelos mes-
mos coeficientes de rigidez locais ja utilizados anteriormente. No-
ta-se que essa matriz € obtida pela superposicao das matrizes de
rigidez do elemento de barra da trelica e do elemento de viga, con-
forme apresentado a sequir, resultando em uma matriz 6x6 para
considerar os seis deslocamentos possiveis no elemento:

E-A E-A
- 0 o —— 0 0
L L
o T2E eEL - 12E.1 6E
f L : oo |9
v 6E-|  4E-I 6E-1 2E-1 |t
! 0 —_— 0 — N i
m, | _ oot N A
f, E-A E-A d,
—— 0 _ t
Vi L L f
m, 12E-1  6E- 126-1  6E-I || &
0 - 0 -
r L r L
6E-1 2E-I 6E -1 4E-I
0 = o0 - —
L L L L

Como nem todos os elementos de portico sao horizontais, de-
vemos transformar essa matriz de rigidez local do elemento (k")
na matriz de rigidez com relacao ao sistema de eixos global do ele-
mento (k ), usando a matriz de transformacao T, que € obtida por
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meio da decomposi¢cao dos deslocamentos globais horizontal e
vertical nas direcdes axial e transversal em cada no do elemento,
lembrando que as rotacdes no sistema local (¢ ) e no sistema global
(D@) sao as mesmas. A Figura 4.11 apresenta a decomposicao dos
deslocamentos globais (D, e D,y) nas direcbes axial (d,) e transver-
sal (t,) do nd inicial de um elemento de portico.

Figura 4.11 | Decomposicdo dos deslocamentos globais no né inicial de um ele-
mento de portico

¥y

D cosé s Di.cosg

= X
Dm.senb"&, ~ = Di

Fonte: elaborada pelo autor.

d, =D, -cosf+ Diy -send t =-D, -send+ Diy -cosf ¢, =D,

I

Escrevendo na forma matricial, temos:

di Dix
¢ cosd send 0 0 0 0 D.
i —send cos 0 0 0 0 D’y
|| o o 1 0 0 0 | & d—TD
d, 0 0 0 cosf® send 0 D,
t 0 0 0 —senf coséb 0
f Df
0 0 0 0 0 1 v
& D,

Da mesma forma como apresentado no caso das barras de tre-
lica, a matriz de rigidez do elemento escrita no sistema de eixos
global (k) é dada por:

k=Tk'T

Uma vez obtida a matriz de rigidez escrita no sistema de eixos
global de cada elemento do portico, basta fazer a contribuicao des-
sas matrizes na matriz de rigidez do portico, de maneira analoga ao
procedimento realizado para as trelicas e para as vigas. Também de
maneira semelhante, sdo determinados os deslocamentos desco-
nhecidos e as reacdes de apoio do portico.
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‘tz” Assimile

Cada tipo de elemento tem um tipo de matriz de rigidez: um elemento
de trelica leva em consideracao somente a rigidez axial; um elemento
de viga leva em consideracao a rigidez ao cisalhamento e a flexdo; e um
elemento de portico leva em consideracao a rigidez axial, ao cisalha-
mento e a flexao.

ﬂ9 Pesquise mais

Caso haja cargas distribuidas ao longo dos elementos, transferimos as
reacdes de engastamento perfeito dessa carga, ja apresentadas na Se¢do
2.3, para as extremidades do elemento. Para verificar alguns exemplos,
leia os capitulos 15 e 16 do seguinte livro, disponivel na Biblioteca Virtual:

HIBBELER, R. C. Analise das estruturas. 8. ed. Sédo Paulo: Pearson Edu-
cation do Brasil, 2013.

O software TQS utiliza o método dos elementos finitos para fazer anali-
ses estruturais. Como a analise matricial € uma simplificacdo do método
dos elementos finitos, os resultados obtidos manualmente por meio da
analise matricial sao iguais, ou muito proximos, aos obtidos pelo TQS,
que utiliza o método dos elementos finitos. Faca esse teste comparando
0s resultados obtidos para uma viga ou um portico resolvido manual-
mente por meio da analise matricial e os resultados obtidos pela mode-
lagem dessa mesma viga ou portico no TQS. Lembre-se de considerar
O peso proprio da estrutura no calculo manual para que os resultados
sejam o mais proximo possivel.

Sem medo de errar

Depois de ampliar os conceitos do Método da Rigidez para vigas
e porticos, vocé ja é capaz de partir para 0 seu sequndo projeto,
gue consiste em utilizar a analise matricial para encontrar os esfor-
COS gque atuam em uma viga. Para tanto, vocé deve determinar a
metodologia que deve ser adotada para a aplicacao do Método da
Rigidez em uma viga.

A metodologia neste caso € muito semelhante a metodologia
utilizada para a determinacao dos esforcos nas barras de uma treli-
ca. Ou seja, 0s passos para a resolucao de uma estrutura pelo Méto-
do da Rigidez sdo muito semelhantes, independentemente do tipo
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de estrutura analisada. A principal diferenca diz respeito a matriz de
rigidez do elemento, que ¢ diferente para um elemento de trelica,
um elemento de viga e um elemento de portico.

O primeiro passo consiste em numerar 0s nos, 0s elementos e
0s graus de liberdade da viga, lembrando que, para facilitar a reso-
lucao, numeramos os graus de liberdade desconhecidos primeiro,
deixando para numerar por ultimo os graus de liberdade conheci-
dos (correspondentes aos deslocamentos impedidos pelas reacdes
de apoio). Em seguida, determina-se a matriz de rigidez k de cada
elemento da viga, lembrando que, no caso de vigas horizontais, essa
ja € a matriz de rigidez com relagcdo as coordenadas globais, nao
havendo a necessidade de utilizar a matriz de transformacao:

12E.1 6E.1 12E-I 6E.I
I e 12
6E.I 4E.I  6E-l 2E-I
Kk — L’ L I’ L
12E.1 6E.1 12E-1 G6E-I
I T
6E.I 2E.1 6E-l 4E.I
I L I L

Depois, deve-se fazer a contribuicao da matriz de rigidez de cada
elemento (k) na matriz de rigidez da viga (K ). Cada elemento ira
contribuir nas posi¢cdes da matriz de rigidez da viga corresponden-
tes aos graus de liberdade dos nos das extremidades do elemento,
exatamente como no caso das trelicas. Assim, € possivel obter o
seguinte sistema de equacdes:

F1 K11 K12 K13 K14 K’In D1
Fz K21 K22 K23 K24 ’ K2n Dz
Fg :KDg - Fs _ K31 K32 Ksa K34 K3n D3
F4 K41 K42 K43 K44 K4n D4
Fn Kn1 Kn2 Kn3 Kn4 Knn Dn
Onde:

. Fg: vetor de cargas na direcdao de cada grau de liberdade.

. Dg: vetor de deslocamentos na direcao de cada grau de liberdade.
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A resolucdo desse sistema de equacdes Nnos permite encontrar
os valores dos deslocamentos desconhecidos nos nos da viga e
tambeém as reacdes de apoio. Com essas reacdes, pode-se tracar
os diagramas de forca cortante e de momento fletor para a viga.

Avancando na pratica

Montagem da matriz de rigidez da viga

Descricao da situagao-problema

Uma viga € composta por trés elementos. Os seus Nos, elemen-
tos e graus de liberdade ja foram numerados, conforme a Figura 4.12.

Figura 4.12 | Viga com trés elementos
g3
8
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% YRLe B &
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Fonte: elaborada pelo autor.

o
x:?;

As matrizes de rigidez de cada elemento ja foram calculadas e
sdo dadas por:

a, a, a, a, b11 b12 b13 b14 Ciy Cp Ci3 Cy
k1 _ 8y 8y 8y 8y kz _ b21 bzz bzs b24 k3 _ Co1 Cpp Cy3 Cyy
8y 8y 8y dy b31 b32 b33 b34 Cy1 Cyp Cyy Cyy
8, 8, 84 8y b41 b42 b43 b44 Cit Caz Cus Cu4

Sabendo que a matriz de rigidez dos elementos 1, 2 e 3 séo k,,
k, e k,, respectivamente, determine a matriz de rigidez da viga.

Resolugdo da situagdo-problema

Como a viga possui oito graus de liberdade, a matriz de rigidez da
viga tera dimensao 8x8. Cada elemento ira contribuir nas posicoes re-
ferentes aos graus de liberdade dos nos inicial e final deste elemento.
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Para facilitar, a sequir sdo indicadas, nas linhas e colunas de k,, k, e
k,. os graus de liberdade das extremidades de cada elemento:

56 1 2 1 27 3 7 3 8 4
a,a,a,a,|s b, b, b, b, |1 €,y Cpy Cy Cyy | 7
k — a, 8, 8, a, |6 k — b, b, b, b, |2 k — Cpy Cp Cp Cpy |3
1 2 3
a, a, a, a, |1 b, b, b, b, |7 Cyy Cyp Cy Cyy | 8
a, a,a,a,|?2 b, b, b, b, |3 Cpy Cpp Cpy Cyy | 4

Para montar a matriz de rigidez K da viga, basta fazer a contribui-
cao da matriz de rigidez de cada elemento nas posicdes adequadas:

1 2 3 4 5 6 7 8
a33 + b11 a34 + b12 b1A 0 a31 a32 b13 1
a43 + b21 a44 + bZZ b24 0 a41 a42 b23 0 2
b41 b42 b44 + c22 024 0 0 b43 + c21 023 3
0 0 c, c 0 0 c, c, 4

K P—
13 14 0 O " a1 2 O O 5
a 0 0 a a 0 0 6
23 24 21 22

31 32 b34 + C12 C14 0 0 b33 + CH C13 7
0 0 c c 0 0 c 8

32 34 31 33

Faca valer a penal!

1. Um elemento de uma viga possui 4 metros de comprimento e
E-1=4-10"kN.m* . A matriz de rigidez k desse elemento é dada por:

k, k, k, kK,
| e ke K
Ky, ky ky ki
K, k, kg kg

Assinale a alternativa que contém os valores corretos dos elementos k12,

k,, e k,, da matriz de rigidez desse elemento.
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a) k, =15-10° k, =-0,75-10" e k,, =4-10*

b) k, =—0,75-10*, k,, =—0,75-10" e k,, =2-10".
o) k,, =0,75-10*, k, =2.10* e k,, =4-10*.

d) k, =4-10*, k., =0,75-10* e k,, =—15-10*.

e) k,, =—4-10*, k,, =2-10* e k,, =4-10*.

2. Uma viga serd utilizada para suportar a carga indicada na figura a seguir.

i'fﬂ kN

Viga

1 5

Z = - s
2

(T @ 3
im ! 2m

Fonte: elaborada pelo autor.

Com base na humeragao dos nos, elementos e graus de liberdade indica-
dos, a matriz de rigidez K da viga ja foi calculada:

194 083 -044 -067 -15 1,5
083 333 067 067 -15 1

K —5.10* -0,44 0,67 044 0,67 0 0
-0,67 067 067 133 0 0

-15 -15 0 0 15 -15
15 1 0 0 -15 2

Escolha a alternativa que apresenta os valores corretos das reacdes de apoio
daviga (reacdo vertical F\”1 no no 1, momento fletor M1 Nno no 1, reacao ver-
tical R, no né 3e momento fletor M, no no 3).
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a) R, =5,0kN M, =5,83kN.m R, =50kN M, = —850kN.m.
b) R, = 6,00kN M, =3,25kN.m R, = 3,00kN M, = 9,25kN.m.
) R, =4,33kN M, =5,55kN.m R, =567kN M, = 6,78kN.m.
d) R, =3,50kN M, = 4,83kN.m R, = 6,50kN M, = —7,22kN.m.

e) R =2,80kN M, = —2,40kN.m R, =7,20kN M, = —6,59kN.m.

3. Um elemento de um portico possui 2 metros de comprimento,
E-1=4-10*kN.m?* e E-A=7,5-10°kN . Esse elemento estd inclinado,
e o seu eixo longitudinal forma um angulo de 30° com a horizontal. A matriz
de rigidez k desse elemento, segundo as coordenadas globais x (horizon-

tal) e y (vertical), é dada por:

K, k, ko, k, kg kg
Ky ky Ky Ky Ky Ky
k —_ k31 k32 k33 k34 k35 k36
K, Ky kg Kk, kg ki
Ky, ky kg kg kg ke
Ky ko Ky Ky kg ke

Assinale a alternativa que contém os valores corretos dos elementos k12

, k31 e k44 da matriz de rigidez desse elemento, segundo as coordena-

das globais.

a) k,, =—-3-10", K., =8-10* e k,, =5,14-10°.
b) k12 :7,86‘105, k31 :5,2104 e k44 :4104

c) k12 :7,86'105, k31 :73.104 e k44 :1742106

d) k12 :3'104, k31 :—5’14.105 e k44 =4.10*

e) k12 :1,42'106, k31 :—7’86105 e k44 :5’14105
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Secaon 4.3

Processo de Cross

Dialogo aberto

Caros alunos, bem-vindos a ultima sec¢ao da disciplina Estruturas
Hiperestaticas!

Apos todos os conceitos aprendidos ao longo das secdes desta
disciplina, fica clara a importancia dos metodos de resolucao dessas
estruturas na engenharia. Também ficou evidente que a analise das
estruturas hiperestaticas € mais complexa e trabalhosa do que a ana-
lise de estruturas isostaticas.

Nesta sec¢do, aprenderemos um metodo de resolucdo de estru-
turas hiperestaticas rapido, pratico e eficiente, sobretudo quando es-
tamos trabalhando com vigas hiperestaticas: o Processo de Cross.

O procedimento de resolucao pelo Processo de Cross faz uso do
Metodo dos Deslocamentos e também pode ser chamado de Distri-
buicao de Momentos. O motivo de usarmos este nome ficara claro
ao longo desta secdo. O Processo de Cross € um método iterativo
de resolucao de estruturas hiperestaticas. Isso significa que devemos
repetir alguns ciclos para chegar a solucao do problema. A cada ci-
clo, a resposta se aproxima mais da solucao exata. © momento em
gue se deve encerrar 0 processo iterativo vai depender da precisao
desejada, que é definida por meio do critério de parada. Quanto mais
passos forem realizados, maior sera a precisao da resposta.

As etapas que devem ser desenvolvidas para a utilizacao do Pro-
cesso de Cross sao relativamente simples e rapidas, o que o tor-
na uma ferramenta extremamente Util para a solucdo de estruturas
hiperestaticas mais simples, como vigas. E € exatamente uma viga
hiperestatica que vocé deve analisar em seu terceiro desafio na em-
presa de desenvolvimento de softwares de analise estrutural.

O seu chefe solicitou que vocé utilize o Processo de Cross para
tracar o diagrama de momentos fletores da viga da figura a sequir.
Todas as barras da viga possuem E - constante.
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Figura 4.13 | Viga
G kM/m
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Fonte: elaborada pelo autor.

Nao desista agora, no seu ultimo desafio!

Vamos aos estudos?

Nao pode faltar

Processo de Cross

O Processo de Cross, também chamado de Distribuicdo de Mo-
mentos, € um procedimento que, assim como o Método da Rigidez,
utiliza o Método dos Deslocamentos para a analise de estruturas hi-
perestaticas, sejam elas vigas, porticos planos, grelhas ou até mesmo
porticos espaciais. No caso de vigas hiperestaticas, a aplicacao do Pro-
cesso de Cross € bastante rapida e pratica, como veremaos nesta secao.

A ideia basica desse processo € a de que, como 0s NOs de uma
estrutura devem estar em equilibrio, a soma dos momentos aplica-
dos pelas extremidades das barras que chegam a um no deve ser
nula. O Processo de Cross € um meétodo iterativo e, portanto, apro-
ximado, e o critério de parada do processo € definido pela precisao
desejada para a resposta.

Inicialmente, admite-se que todos os Nos da estrutura estdo fixos,
Oou seja, nao podem girar. Dessa forma, sao obtidos os momentos
de engastamento perfeito nas extremidades das barras, provocados
pelos carregamentos aplicados. Depois, a rotacao de um dos nos
da estrutura é liberada, permitindo que ele gire e, desse modo, faca
a distribuicdo dos momentos que atuam nesse no para as barras
adjacentes, em funcdo da rigidez de cada barra. Esse no é nova-
mente blogueado, liberando-se outro no para reiniciar © pProcesso,
que deve ser repetido ate que se atinja o critério de parada definido,
quando todos 0s nos terdo girado para a sua posicao final.
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Com a finalizacdo da distribuicdo dos momentos, sdo obtidos
0s momentos finais nas extremidades de cada barra, 0 que permite
determinar as reacdes de apoio e também tracar os diagramas de
momento fletor e for¢a cortante da estrutura.

Convencdo de sinais

Para o desenvolvimento do Processo de Cross, adotaremos a
seguinte convengao de sinais: momentos gue atuam no sentido an-
ti-horario sdo considerados positivos, enquanto os momentos que
atuam no sentido horario séo negativos. Por essa convencao, na Fi-
gura 4.14, o momento na extremidade esquerda da barra € positivo,
enguanto o momento na extremidade direita da barra € negativo.

Figura 4.14 | Viga

LT LT LT LT LU L]

Fonte: elaborada pelo autor.

Estruturas indeslocaveis

Estruturas indeslocaveis sdo aquelas que nao apresentam des-
locamento lateral. Porticos que possuem algum mecanismo que
impeca o deslocamento lateral de seus nds, como, por exemplo,
0s contraventamentos, sao chamados de porticos indeslocaveis.
Também consideraremos que as vigas sao estruturas indeslocaveis,
apresentando somente forca cortante e momento fletor ao longo
da viga. Antes de aplicar o Processo de Cross nesse tipo de estrutu-
ra, serdo apresentadas algumas definicdes.

« Momentos de engastamento perfeito (MEPs)

Sdo 0s momentos que aparecem nas extremidades de uma bar-
ra carregada, quando essas extremidades estiverem fixas (engasta-
das). Esses momentos sao 0s mesmos apresentados na Secao 2.3,
guando foram chamados de reacdes de engastamento perfeito. Na
Figura 4.15, sdo apresentados os MEPs para as duas situacdes mais
comuns de carregamentos.
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Figura 4.15 | Momentos de engastamento perfeito (MEPs)
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g Ve __qw-'f 5 2
(M — M, =—q1',j
Pl My -2 BZDA p.a.b
R p.La?b M __p.izb"’“") Mo === (L
b— L — Mg = — B

Fonte: elaborada pelo autor

Coeficiente de rigidez

Esse coeficiente também ja foi apresentado na Secdo 2.3 (coefi-
ciente de rigidez local). Vimos que, quando aplicamos um giro uni-

tario em uma extremidade de uma barra e a extremidade oposta

4.E-|

esta engastada, um momento de deve atuar na extremidade

em que o giro foi aplicado para mar%ter a configuracao deformada
da barra, conforme a Figura 4.16(a), para uma viga de comprimento
L. Esse é o valor do coeficiente de rigidez (k) de uma barra quando
a extremidade oposta for engastada.

Uma outra situacdo que ndo foi apresentada na Secdo 2.3, mas

que ocorre com frequéncia, € termos a extremidade oposta da barra

articulada. Nesse caso, o coeficiente de rigidez (k) da barra 3 'LE'I ,

conforme a Figura 4.16(b), para uma barra de comprimento L.

Figura 4.16 | Coeficiente de rigidez: (a) extremidade oposta engastada; (b) extremi-
dade oposta articulada

4El
L

3EI

== "y
f%// Pt e 7
(a) (

b)

Fonte: elaborada pelo autor.
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» Fator de propagacgao

Conforme vimos na Secdo 2.3, na situacao da Figura 4.16(a), um

momento de deve atuar na extremidade engastada da barra

para que seja mantida a configuracao deformada correta dessa bar-
ra. Perceba que esse momento ¢ exatamente a metade do momen-
to que atua na extremidade oposta. Logo, quando a extremidade
oposta da barra esta engastada, existe um fator de propagacao de
valor a = 0,5, que representa a parcela de momento que foi "propa-
gada’ de uma extremidade para a outra. Ja no caso da Figura 4.16(b),
esse fator de propagacao ndo existe, pois a extremidade oposta €
articulada, ou seja, nenhuma parcela de momento foi “propagada”
para essa extremidade.

» Coeficiente de distribuicao

Quando um no estd conectado a n barras e um momento M ¢é
aplicado nesse nO, cada barra ira resistir a uma parcela desse mo-
mento, dependendo da rigidez da barra. Ou seja, cada barra apre-
sentara um momento resistente diferente, que € uma parcela do
momento total M no no, de forma que a soma dos momentos na
extremidade de todas as barras seja igual a0 momento no no, para
manter o equilibrio.

A parcela do momento total resistida por uma barra € denomina-
da de coeficiente de distribuicdo e é calculada por:

"}/:

Onde:
» k: coeficiente de rigidez da barra analisada.

* k;: coeficiente de rigidez de uma das n barras ligadas ao n¢ da
estrutura.

Assim, um no com, por exemplo, trés barras tera trés coeficien-
tes de distribuicao, sendo um para cada barra conectada a ele.

Com essas definicdes, podemos aplicar o Processo de Cross para
resolver uma estrutura hiperestatica, como, por exemplo, uma viga.
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vz| Exemplificando

Determine o momento em cada apoio da viga da Figura 4.1/, sabendo

que todas as barras possuem E -1 constante. Como critério de parada
do processo iterativo, considere que momentos inferiores a 0,1 kN.m
podem ser aproximados para zero.

Figura 4.17 | Viga hiperestatica

. v TN,

PN VAN VAR

F—2m——2m— 6m =3 m ==

Fonte: elaborada pelo autor.

Primeiramente, devemos determinar os MEPs e os coeficientes de rigi-
dez de cada uma das trés barras que formam a viga. Essas barras foram
isoladas e estao representadas na Figura 4.18. Nota-se que, ao isolar as
barras, 0s apoios intermediarios sao tratados como engastes.

Figura 4.18 | Vigas isoladas

El 3 kNIim

A v o SJLILLIILDITDLI LT IL D
L 8" B ct IC 2
f—2m——2m— | 6m | f==3m i

Fonte: elaborada pelo autor.

» Trecho AB:

P-a-b 8-2.2
M, :_W-(L+a)=—7.(4+2):_skN.m,- e
o= SELSEL o5 p

>
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e Trecho BC
2 2 2
M =LE 35 ginmom, = TE — okvm. e
12 12 2
o AEI_AE g
L 6
* Trecho CD
3-E-l 3-E-l
kCD:T:T:E.I

Em seguida, determinam-se os coeficientes de distribuicao dos nos
com duas ou mais barras, ou seja, dos nos intermediarios B e C. Esses
nos terao um coeficiente de distribuicdo para cada barra que chega ao
no, ou seja, cada No tera dois coeficientes de distribuicado.

» N6 B
ke 0,75-E- 053
BA ’
Ky+ke 075-E-1+0,67-E-I
Ky 0,67-E-I 047

Voo = -
* Ky +Kse 0,75-E-140,67-E-1
e No C

ke  067TEd
Yoo T4 tk, O067EI+E-

K, E-l

CcD

Yoo =k, O67T-EI+E-l

Dessa forma, parte-se para a distribuicao dos momentos utilizando o
processo iterativo. Para organizar o processo, desenha-se a viga indi-
cando os coeficientes de distribuicao sobre os nos intermediarios, con-

forme a Figura 4.19.
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4 Figura 4.19 | Distribuicdo de momentos

0,53 | 0,47 04 | 06

L

8,66 | 8,66 5,08 | 6,08
8,66 6,08

Fonte: elaborada pelo autor.

Abaixo da viga sdo indicados os momentos de engastamento perfeito
ja calculados nas extremidades de cada barra. Na sequéncia, ¢ feita a
distribuicdo de momentos, representada na Figura 4.19. Essa distribui-
cdo de momentos € feita somente nos nos com duas ou mais barras,
ou seja, somente Nos Nos intermediarios (B e C).

Para tornar o processo iterativo mais rapido, devemos comecar a distri-
buicao de momentos pelo N mais desequilibrado, ou seja, © NG com
maior valor de momento em maodulo:

Momento total no no B: —6+9 = 3kN.m

Momento total no no C: —9kN.m

Assim, o processo € iniciado pelo no C. Primeiro, representa-se 0 mo-
mento total no N6 dentro de um retangulo. Depois, esse momento €
distribuido para as barras adjacentes ao no, multiplicando-se 0 mo-
mento no no pelo coeficiente de distribuicdo. Como estamos trans-
mitindo o momento do nd para a barra, nesse instante € necessario
alterar o sinal do momento, pelo principio da a¢ao e reacao:Momento
distribuido para a barra BC: 9-0,4 = 3,6kN.m

Momento distribuido para a barra CD: 9-0,6 = 5,4kN.m

>
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4 Em seguida, devemos fazer a propagacao desses momentos de uma
extremidade da barra para a outra. Como na barra CD a extremidade D
€ articulada, nenhum momento sera propagado para essa extremidade.
Ja no caso da barra BC, como a extremidade B é um no intermediario,
considerado um engaste, metade do momento € transmitido da ex-
tremidade C para a extremidade B, ou seja, 1,8 kN.m. Dessa forma, o
equilibrio do n6 Cesta concluido, o que é representado desenhando-se
uma linha abaixo dos momentos desse no, conforme a Figura 4.19.

O proximo passo consiste em fazer o equilibrio do nd B, que, ao receber
o momento de 1,8 kN.m do né C, passou a ter um momento total de:

—6+9+18=4,8kN.m

O procedimento de equilibrio do n6 B é exatamente o mesmo descri-
to para o N6 C, lembrando-se sempre de trocar o sinal do momento
no instante de transmiti-lo do no para a barra. Como ao final do pro-
cesso de equilibrio do N6 B houve uma propagac¢do de um momento
de -1,13 kN.m para 0 nd C, é necessario equilibrar o nd € novamente.
Como o no Crecebeu apenas um momento de -1,13 kN.m, este ¢ o
momento total no NG que deve ser equilibrado, uma vez que 0s mo-
mentos anteriores que atuam no N6 C ja foram equilibrados.
Repetindo a distribuicao de momentos por quatro vezes, chegamos
ao final do processo iterativo, ja que na ultima distribuicao o momento
propagado do no Bpara o nd C ¢ inferior a 0,1 kN.m, que, pelo critério
de parada definido, pode ser aproximado para zero.

Para encontrar os momentos finais nas extremidades de cada barra,
basta somar os momentos de todas as etapas do processo:

Direita da barra AB: —6 —2,54 — 0,12 = —8,66kN.m

Esquerda da barra BC; 9+1,8—2,26 40,23 —0,11= 8,66kN.m
Direita da barra BC: —9+ 3,6 —1,13+ 0,45 = —6,08kN.m
Esquerda da barra €D: 5,4+ 0,68 = 6,08kN.m

Note gue 0s momentos que atuam nas extremidades das barras a es-
querda e a direita de um no devem possuir © mesmo modulo, poréem
sinais (sentidos) opostos. Isso garante que o no esta em equilibrio, pois
a somatoria dos momentos € igual a zero. Essa € uma maneira de con-
ferir se ndo foi cometido nenhum erro no processo de distribui¢ao dos
momentos. Esses sao 0s momentos Nos apoios da viga, que podem
ser usados para tracar o diagrama de momentos fletores.
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c@ Reflita

Quando uma estrutura apresenta um trecho em balangco, devemos
considerar o nO gque suporta 0 balanco como um no intermediario e
fazer a distribuicao de momentos para esse N6 ou existe a possibilidade
de simplificar esse problema? Sera que nao seria mais pratico retirar o
balanco e substituir as for¢cas que atuam no trecho em balanco por
uma forca e um momento aplicados no NG que suporta o balanco?

O procedimento para a resolucao de porticos hiperestaticos
com nos indeslocaveis é exatamente 0 mesmo apresentado para
as vigas hiperestaticas. A Unica diferenca € que alguns nos de por-
ticos podem apresentar mais do que duas barras concorrentes.
Dessa forma, em um mesmo no pode haver mais do que dois coe-
ficientes de distribuicao. O portico hiperestatico da Figura 4.20 e
indeslocavel, pois 0 engaste no no Eimpede o deslocamento hori-
zontal dos nds Be C.

Figura 4.20 | Portico hiperestatico indeslocavel

k
B C EE

A4 AP

Fonte: elaborada pelo autor.

&z” Assimile

Em uma estrutura hiperestatica, os momentos fletores que atuam
nas barras sdo influenciados pela rigidez das barras, que, além do
comprimento delas, leva em consideragdo o tipo de material utiliza-
do e o momento de inércia da secdo transversal das barras (relacao
E -1). Ou seja, se no caso da viga da Figura 4.17, as trés barras tiverem
relacdo E -l diferentes entre si, os valores dos momentos fletores nos
apoios da viga serdo diferentes dos obtidos no exemplo apresentado. Ja
no caso de estruturas isostaticas, a relacdo E -1 das barras ndo influencia
nos momentos fletores da estrutura.
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Estruturas deslocaveis

Para resolver estruturas deslocaveis (estruturas com desloca-
mentos laterais dos seus Nos) pelo Processo de Cross, aplicamos o
Método dos Deslocamentos, considerando como deslocabilidade
apenas o deslocamento lateral de seus nos. Utilizando a superposi-
¢cdo de efeitos, o portico deslocavel da Figura 4.21 pode ser obtido
pela soma de dois casos basicos.

Figura 4.21 | Pértico hiperestatico deslocavel

3 kN/m 3 kN/m 1
JITTTITT [T
15 kN 15 kN o K1
= + -D1
Caso (0) Caso (1)

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, o diagrama de momentos fletores real da estrutura €
dado por:
M=M,+M,-D,

Os diagramas de momentos fletores M, e M, sdo obtidos apli-
cando-se o Processo de Cross para os casos (0) e (1), respectiva-
mente, da mesma maneira como ja explicado anteriormente. Uma
vez determinados esses diagramas de momentos fletores, tambem
€ possivel encontrar as reagcdes de apoio dos casos (0) e (1), fazen-
do-se o equilibrio de cada barra de forma isolada, como ja apresen-
tado na Segdo 2.3. Assim, encontram-se as reagdes de apoio By, e
Kii dos casos (0) e (1), respectivamente.

Para encontrar D,, basta aplicar o mesmo conceito usado no
Metodo dos Deslocamentos: o nO que possui as deslocabilidades
deve estar em equilibrio. Assim, fazendo-se o equilibrio das forcas
horizontais no Nno com a deslocabilidade, temos a expressao a se-
guir, com a qual se encontra o valor de D, para determinar o dia-
grama de momentos fletores M da estrutura:

By +Ky-Dy =0
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|:L(|1 Pesquise mais

Estude o capitulo 12 do livro Analise de estruturas: conceitos e meto-
dos basicos (MARTHA, 2010) e o capitulo 5 do livro Curso de analise
estrutural 3 (SUSSEKIND, 1987) para encontrar exemplos da resolucio
de estruturas deslocaveis pelo Processo de Cross.

O capitulo 12 do livro Analise das estruturas (HIBBELER, 2013), dispo-
nivel na Biblioteca Virtual, também possui exemplos de aplicagao do
Processo de Cross, tanto para estruturas indeslocaveis como para es-
truturas deslocaveis.

Sem medo de errar

AgoraquevocéjasabetodasasetapasdoProcessode Cross, pode
utiliza-lo pararesolver o seu terceiro desafio, que consiste em deter-
minar o diagrama de momentos fletores para a viga da Figura 4.13.
Para definir quando terminar o processo iterativo, adotaremos
como critério de parada que momentos inferiores a 0,1 kN.m
podem ser aproximados para zero.

Primeiramente, isolamos os trés trechos da viga, conforme a Figu-
ra 4.22, e determinamos 0os momentos de engastamento perfeito e
os coeficientes de rigidez de cada trecho:

Figura 4.22 | Trechos da viga analisada
6 kN/m B B 6 kN/m cC C 6 kN/m D

A
LTI, QUL JHTL LT LT
A T 7 7 E

=
L
=

= 5m == =3m—=>| fe== 5m —

Fonte: elaborada pelo autor.

» Trecho AB
2
M, =22 — 1g7sknm k=2 El_06.E.1
8 5
e Trecho BC
a2 4.E.|
= 6-3 — 4.5kN.m Mc — _45kN.m ch :T:1,334E-l
e Trecho CD
2
M, =22 _125kvm M, = —125kNm Ky =22 _0g.£.0
5
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Os coeficientes de distribuicado dos nos B e C sao, entdo, cal-
culados:

« No B
0,6-E-/ 1,33-E-1
= ’ =0,31 = ' =0,69
e 0,6-E-1+133.E-/ Tae 0,6-E-1+133.E-1
« N6 C:
1,33 -E-/ 0,8-E-1
Yes ,62 Yon 0,38

TA33.EI108E T133.E-I108E
A distribuicdo de momentos € realizada, conforme a figura a sequir.

Figura 4.23 | Distribuicdo de momentos

[031Jo6a] [062]038] B
WAN L AN K
-18,75| 4,50 -4,50 [ 12,50 -12,50
-14.25
4421983 — 492
12,92
401 < 801[-491 — -245
-4,01
124 [277 — 1739
1,39
043 < -086]-053 — 026
-0.43
013030 — 015
0.15
=0 <« -009/-006 -—>=0
-12,96 12,96 -7,00| 7,00 1521
1249g 7,00C 15,21

Fonte: elaborada pelo autor.

Vale destacar que, como se trata de um processo iterativo com
aproximagdes sucessivas, pequenas diferencas entre 0s momentos
nos lados esquerdo e direto de um No podem ser tolerados.

Sabendo o valor do momento fletor em cada no da viga, pode-
-se tracar o diagrama de momentos fletores. Novamente, como o
Processo de Cross ¢ um método aproximado, o seu resultado final
pode ser ligeiramente diferente do resultado exato. Quanto mais
etapas forem realizadas, mais proximo o resultado serd do exato.
Para demonstrar essa diferenca, na Figura 4.24 ¢ apresentado o dia-
grama de momentos fletores exato para a viga em questao, obtido
pelo programa Ftool.
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Figura 4.24 | Diagrama de momentos fletores (kN.m) (valores exatos pelo Ftool)

15.21

12.84

Fonte: elaborada pelo autor.

Para encontrar os valores dos momentos maximos em cada tre-
cho da viga, € necessario determinar primeiro as reagdes de apoio
e o diagrama de forca cortante dessa viga, como sera apresentado
na sequéncia.

Avancando na pratica

Determinacdo do diagrama de forca cortante.

Descricao da situagao-problema

Tracar o diagrama de forca cortante para a viga da Figura 4.13.

Resolucdo da situagcdo-problema

Primeiramente, deve-se determinar as reacdes de apoio da viga.
Para isso, basta fazer o equilibrio de cada trecho da barra separada-
mente, considerando © momento anti-horario positivo, conforme a
Figura 4.25.

Figura 4.25 | Equilibrio dos trechos da viga

§ kN/m 12.96 kim 8 KN/M 7,00 kNm 6 kN/m 15.21 kNm

fa A b ot o of

Fonte: elaborada pelo autor

» Trecho AB
> M,=0=-6-5-25-1296+8B,"5=0=B,'=17,59kN

ZFy =0=A -6:5+17,59=0=A =12,41kN
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e Trecho BC
ZMB :O:>12,96—6-3-1,5—7+Cy'-3:O:>Cy':7,01kN

ZFy =0=B,"-6-3+7,01=0=B,"=10,99kN

e Trecho CD
ZMC :0=>7—6-5~2,5—15,21+Dy -5:0:Dy =16,64kN

ZFy =0=C,"-6-5+16,64=0=C "=13,36kN

Reacdes verticais totais em B e C:

B =B '+B "=2858kN C,=C '+C "=20,37TkN
y y y y y y

Uma vez encontradas as reacdes de apoio verticais, podemos
tracar o diagrama de forca cortante, conforme a Figura 4.26, obtido
pelo Ftool, com os valores exatos. Assim, € possivel determinar os
pontos de cortante nula e encontrar os valores dos momentos fle-
tores maximos.

Figura 4.26 | Diagrama de forca cortante (kN) (valores exatos pelo Ftool)

12.42 10.05 13.37

[
el

iy % T
g 16.63

Fonte: elaborada pelo autor.

Faca valer a penal!

1. Uma viga hiperestatica esta submetida a uma carga uniformemente dis-
tribuida e a uma carga concentrada, conforme a figura a seguir.

Viga hiperestatica

A 4 kNIm §| 4 kN/m

3 gl LTI e D
i yan A R
| 3.0m b= 25 m =l==—25m-—=}—20m—]

Fonte: elaborada pelo autor.

208 U4 - Método da Rigidez e Processo de Cross



Assinale a alternativa que apresenta os valores corretos de momentos de
engastamento perfeito para o trecho BC da viga da figura apresentada.

a) M, =21875kNm M, = —21,875kN.m .
b) M, =833kN.m M, =—21875kN.m
c) M, =—30,205kN.m M, = —30,205kN.m

d) M, = 30,205kN.m M. = —30,205kN.m .
e) M, =8,33kN.m M, = 30,205kN.m .

2. Um portico hiperestatico de uma industria esta submetido ao carregamen-
to indicado na figura a seguir. Todas as barras possuem E -/ constante.

Portico hiperestatico

2 kN

2 kNim

LTI B vl

c
A "53%75

| | |

Fonte: elaborada pelo autor.

Para resolver esse portico pelo Processo de Cross, vocé deve determinar
os coeficientes de distribuicdo do no B.

Marque a alternativa correta que apresenta os valores dos coeficientes de
distribuicdo do n6 B do portico da figura apresentada.

a) v, = 0,31 Vge = 0,29 Vgp = 0,39.

b) Vg, =0,8 Vae = 0,39 Vep = 0,49.

) Y, = 0,31 Vge = 0,69 Yap = 0.

d) Ygy =1 Vge = 0,61 Vep = 0,39.

€) Yga = 0.8 Yec = 0,75 Yop = 1.
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3. Um portico de uma obra que estd em sua fase de projeto esta submeti-
do ao carregamento indicado na figura a seguir. Todas as barras possuem
E I constante.

Portico hiperestatico

3 kNim

ST LT
B 7;:;7{3 —

im

4m |
Fonte: elaborada pelo autor.
Um dos seus colegas de trabalho ja iniciou o calculo do portico pelo Pro-

cesso de Cross e obteve os seguintes coeficientes de distribuicao do no B:
Vga = 0,64 Vge = 0,36

Agora, vocé deve finalizar os calculos e encontrar os momentos que
atuam no engaste A (MA) e nas extremidades adjacentes ao no B para as

duas barras (M, e MBC).

Escolha a alternativa que apresenta os valores corretos dos momentos MA

,M eMBC-

BA

a) M, =—133kNm M,, ——6kN.m M, = 6kN.m.

o) M, =—192kNm M, = —3,84kNm M, = 3,84kN.m .
) M, =OkN.m M,, ——6kN.m M, = 3,84kN.m.
d) M, =—133kN.m M,, —0O0kN.m M, = OkN.m.

e) M, =6kN.m M,, ——6kN.m M,, = —216kN.m .
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