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Palavras do autor

O eletromagnetismo é uma area da fisica que estuda as interacdes
entreosfendmenoselétricose magneéticos. O estudode cadafendmeno
caminhou separadamente por muito tempo, até que no comeco do
seculo 19 um pesquisador chamado Hans Oersted descobriu algo
interessante: ao submeter um condutor a um fluxo ordenado de
cargas elétricas e colocar uma bussola em suas proximidades, ele
verificou que este fluxo de cargas elétricas influenciava na direcao
do ponteiro da bussola. Dessa forma, o pesquisador concluiu que os
dois fendbmenos descritos estavam, na verdade, relacionados, e entao
surgiu o eletromagnetismo propriamente dito.

De la para c3a, o eletromagnetismo se fez presente na maioria das
invengdes e dos equipamentos utilizados no dia a dia. Vocé pode
encontrar os fendbmenos eletromagnéticos nas instalacdes elétricas
da sua casa, nos aparelhos eletronicos, nos eletrodomesticos, nas
instalacdes industriais, nas ondas de TV e radio, ou seja, € impossivel
se isolar dos seus efeitos. Ao ler este material, fazendo uso de um
computador, tablet ou celular, vocé também esta em contato com os
efeitosdoeletromagnetismo. Portanto, compreender seusfundamentos
€ essencial para qualquer engenheiro, independentemente da
especialidade, pois o desempenho das atividades dentro do mercado
de trabalho requer um amplo conhecimento de varias areas da Ciéncia.

Ao decorrer deste curso, vocé ira compreender a eletrostatica
em meios continuos, conhecendo mais sobre forcas e campos
elétricos e aplicando a Lei de Gauss. Além disso, ira aprender sobre
as leis do eletromagnetismo que relacionam correntes elétricas
a campos magnéticos e suas aplicacdes no contexto dos meios
continuos. Tambéem ira analisar distribuicdes de cargas e correntes
por meio das equacdes de Maxwell e aplicar os conhecimentos
no contexto dos motores, geradores e transformadores elétricos.
Por fim, serdo apresentadas as ondas eletromagnéticas e sua
importancia nas telecomunicacdes, em especial com relacdo a
sua energia e sua propagacao.

A primeira unidade desta disciplina tratara a eletrostatica em meios
continuos, permitindo que vocé saiba como calcular campos elétricos



e potenciais elétricos em distribuicdes continuas de carga. Na sequnda
unidade serdo estudadas as correntes elétricas e 0s campos magnéticos
estacionarios. A partir da Unidade 3, vocé ira estudar os fendmenos de
inducdo e as equacdes de Maxwell aplicadas ao eletromagnetismo.
Por fim, na Unidade 4, vocé descobrira como deduzir as equacdes de
ondas eletromagnéticas a partir das equacdes de Maxwell e, também,
entendera a propagagao das ondas eletromagneéticas.

Com o0s conhecimentos adquiridos nesta disciplina, vocé
certamente tera mais facilidade para lidar com topicos mais avancados
na sua formacao. Entretanto, o sucesso na disciplina ird depender do
seu esfor¢o e da sua curiosidade. Por isso, realize o seu estudo com
dedicacdo, passando nao somente pelos topicos apresentados aqui,
mas tambem pelos materiais propostos no decorrer das unidades.

Bons estudos!



Unidade 1

Eletrostatica de
meios continuos

Convite ao estudo
Caro aluno!

Nesta unidade, vocé conhecera os conceitos de eletroestatica
nos meios de distribuicao continuos de carga. Vocé deve estar
ansioso para entender os fendbmenos que explicam o que se
passa Nos motores e geradores elétricos e nas comunicacdes de
TV, radios, celulares e satélites. No entanto, € muito importante
iniciar o estudo do eletromagnetismo pelas iteracdes das cargas
elétricas, examinando os campos eletrostaticos.

Vocé verificara que os fendbmenos eletrostaticos tém diversas
aplicacdes praticas, tais como equipamentos e dispositivos
eletrénicos (fotocopiadoras, impressores, capacitores,
dispositivos de efeito de campo, etc.), além de serem importantes
para compreender fenbmenos atmosfericos.

Ao final desta unidade, vocé sera capaz de realizar a analise
de distribuicdes de cargas elétricas em diversas geometrias, de
forma a obter os valores de campo elétrico e potencial elétrico,
além das analises das linhas de campo elétrico.

Para contextualizar seu estudo, imagine uma multinacional
que fabrica capacitores eletroliticos. O capacitor eletrolitico
internamente € composto por duas folhas de aluminio, entre
as quais existe um material dielétrico. Suas dimensdes variam
de acordo com a capacitancia e limite de tensdo que suporta. E
um tipo de capacitor que tem polaridade, ou seja, ndo funciona
corretamente se for invertido (LIMA, 2011, [s.p.]).

Vocé esta trabalhando na multinacional em um projeto
de capacitores, no departamento de analise e mapeamento
de materiais. Este mapeamento tem o objetivo de fornecer



informacdes de entrada para a equipe de projetos. Dentre as
caracteristicas analisadas, incluem-se 0s campos elétricos e os
potenciais elétricos nas placas com cargas distribuidas. Vocé tera
algumasresponsabilidades no projeto, sendo seus conhecimentos
de eletromagnetismo fundamentais, principalmente os conceitos
de eletrostatica de meios continuos.

Com o objetivo de ampliar seus conhecimentos, na Secao
11 vocé aprendera os conceitos para realizar o calculo do
campo elétrico em placas com distribuicdes uniformes de
carga. Na Secdo 1.2, apos compreender a Lei de Gauss, vocé
sera desafiado a especificar um material dielétrico para utilizacao
Nos capacitores. Finalmente, na Secao 1.3, vocé devera realizar
o calculo do potencial elétrico nas placas com distribuicao
uniforme de carga. Estes calculos serdo reportados em forma de
relatorio para a equipe de fabricacao.

Mas de que forma a analise das particulas de cargas se
relacionam com os capacitores? Qual a relagcao do dielétrico do
capacitor na analise do campo elétrico?

Além de estudar o conteudo apresentado, Nao se esqueca
de resolver os exercicios propostos e consultar os materiais
elencados nos itens Pesquise Mais de cada secao. Certamente
esses recursos serao um diferencial na sua formacao.



Secaoll

Campo elétrico em distribuicoes
continuas de carga

Dialogo aberto

Nesta se¢do, vocé estudara os campos elétricos em distribuicdes
continuas de carga, e, assim, podera compreender como calcular
O campo elétrico em diversas distribuicdes de carga, tais como as
distribuicdes linear e superficial. Apos ter contato com esse conteudo,
vOCé estara apto a calcular o campo elétrico de placas que sao utilizadas
na fabricacdo dos capacitores.

Vamos, entao, recordar a situacao em que vocé € o engenheiro da
multinacional fabricante de capacitores eletroliticos. Vocé recebeu
a primeira de trés tarefas para o projeto do capacitor, e sua fung¢ao
€ fazer a correta analise de materiais. A primeira tarefa consiste
em mapear 0 campo elétrico produzido por placas circulares que
serao utilizados na fabricacdo de capacitores. Os campos elétricos
precisam ser mapeados na proximidade das placas, ou seja, em
uma distancia muito inferior ao raio das mesmas, a partir do centro
destas chapas. Existem chapas com raiosde 1cm, 2cme5cm, cuja
densidade de carga considerada € de 4,3x107® C/m?®,8,7x10°® CIm* e
6,1x10°® CIm?, respectivamente. E necessario que o campo elétrico
seja 0 maior possivel nessas condicdes. Como vocé escolheria a
chapa mais adequada?

Nao pode faltar

Lembre-se um pouco dos conceitos sobre interacao entre cargas
elétricas para que vocé possa entender o que € uma distribuicao
continua de cargas. Primeiramente, considere duas cargas em uma
localizacao do espaco, denominadas por g, € g, Sseparadas a uma
distancia r. Agira sobre elas uma forca que sera determinada pela Lei
de Coulomb, que pode ser de atracdo ou repulsao, dependendo do
sinal das cargas, considerando que o sentido da forca esta indicado

U1 - Eletrostatica de meios continuos 9



pelo versor ¢, conforme:
,’:’ 1 q1q2

21 4re, r?

Imagine agora que existem varias cargas em uma certa regiao do
espaco e nas proximidades delas € colocada uma carga gy, assim como
mostra a Figura 1.1. Vocé consegue predizer como sera a resultante das
forcas que agem nesta carga q,?

Figura 1.1 | Carga proxima a um conjunto de cargas
"0
Fs)
O Fa)
oy

Fonte:  <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/978-85-216-2668-8/cfi/6/20!/4/102/24@0:100>. Acesso
em: 25 set. 2017.

iy 0

Vocé pode verificar na figura que existe uma interacdo entre as
cargas g, € q,, produzindo uma forca de atracao Ifzm. Da mesma forma,
existe uma interacao entre as cargas g, € g, também produzindo uma
forca entre elas. Isso ocorre para todas as cargas com a qual a carga
G interage, até a carga dn. Logo, pode-se verificar que a forga total
resultante na carga q, € dada pela sNoma vetorial das forcas agindo
sobre elar By = Foqy + P+ + Fuy = 2_Fie

i=2
De fato, a forga resultante em uma carga posicionada nas

proximidades de um conjunto de cargas seguira O principio da
superposi¢ao, ou seja, sera a soma das interacdes de todas as cargas
deste conjunto agindo sobre a carga.

Agora, considere uma distribuicdo continua de cargas, ou seja,
um corpo composto de um amontoado de particulas ou elementos
infinitesimais de cargas que sao tratadas como cargas individuais
interligadas entre si. Dessa forma, em vez de ser tratada a carga

10 U1 - Eletrostatica de meios continuos
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g de cada um dos elementos infinitesimais de carga, seré usado
um elemento dq, definido pela densidade de carga das distribuicdes
continuas. As distribuicdes continuas de carga podem ser
categorizadas como linear, superficial ou volumeétrica, dependendo
de como os elementos infinitesimais de carga se apresentam. A
diferenca entre esses tipos de distribuicdo esta nas distribuicdes de
carga apresentadas no plano de coordenadas.

Na Figura 1.2 € apresentado um plano de coordenadas X, vy, z. Em
uma distribuicdo linear de cargas, os elementos infinitesimais de carga
estao distribuidos em apenas um dos eixos. Na figura, encontra-se uma
distribuicao linear e uniforme de cargas em um infinito que pode ser
posicionado ao longo do eixo X.

Figura 1.2 | Distribuic&o linear de cargas
z

Fonte: elaborada pelo autor.

A densidade linear de cargas € definida pela quantidade de cargas
que existe em um certo comprimento linear. Neste caso, para cada
elemento infinitesimal de carga dg, pode-se associar um elemento
infinitesimal de comprimento d¢. Logo, a densidade linear de cargas €
dada por: A = ﬂ

dl

Supondo uma distribuicao uniforme de cargas linear em um fio

de comprimento L, de um amontoado de cargas Q, pode-se definir a

Q

densidade de cargas como A = T

Em uma distribuicdo superficial de cargas, a distribuicdo de cargas se
encontra em um plano. Entdo, considera-se dois dos eixos do sistema
de coordenadas. Por exemplo, imagine que uma distribuicdo uniforme
de cargas € encontrada sobre um plano infinito, definido pelos eixos

U1 - Eletrostatica de meios continuos 11



x e y. Como seria a densidade de cargas neste caso? Essa distribuicdo
pode ser visualizada na Figura 1.3.

Figura 1.3 | Distribuicdo superficial de cargas

Z )
oy
+ +
/+ +dq ++ X
y + + @
+ dA

Fonte: elaborada pelo autor.

A densidade superficial de cargas ¢ definida pela quantidade de
cargas que existem em uma certa regiao de area. Neste caso, para cada
elemento infinitesimal de carga dgq, pode-se associar um elemento

infinitesimal de area dA. Logo, a densidade superficial de cargas € dada
d
por: o =—-.
dA
Em uma distribuicdo volumétrica de cargas, os elementos
infinitesimais de carga estao distribuidos em trés eixos, formando
um corpo que tem um certo volume. Na Figura 1.4 encontra-se uma

distribuicao volumétrica e uniforme de cargas em determinado corpo.

Figura 1.4 | Distribuicdo volumétrica de cargas
Z a

y

Fonte: elaborada pelo autor.
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A densidade volumétrica de cargas € definida pela quantidade
de cargas que existem em uma certa regido de volume. Neste caso,
para cada elemento infinitesimal de carga dq, pode-se associar um
elemento infinitesimal de volume dV. Logo, a densidade volumétrica

dq
de cargas € dada por: p=—-".
9 por: p av
&z” Assimile
As distribui¢des continuas de carga consistem em um amontoado de
cargas que estao distribuidas de forma linear, superficial ou volumétrica.
Para cada tipo de distribuicao esta associada uma densidade de carga.

J=| Exemplificando

Imagine um aglomerado de cargas que forma uma esfera de raio R. Como
€ possivel calcular a carga total, sabendo que a densidade de carga € dada
por p?

Resolugdo: Basta rearranjar a equacao da densidade volumétrica de carga,
tal que: dg = pdV .

Para obter a carga total, deve-se integrar os dois lados da igualdade
anterior. Logo:

Q=wdq =J-\J/-J-pdV= pwdv :pjoerdrjo”sen(e)qejj”d¢

Q=p .%(R3 - 0)(cos(0) - cos(w))(27 - 0) = %TRS”

Muito bem! Agora que vocé entendeu o que € uma distribuicao
continua de cargas e o conceito de densidade de cargas, veja como €
possivel estudar o campo elétrico nessas distribuicdes. Recorde como
calcular o campo elétrico de uma carga pontual: existe uma carga gem
uma regido do espaco distante r' da origem do plano de coordenadas

X, y, z. O campo elétrico em um ponto P localizado a uma distancia r*"

2t
I

da origem, conforme Figura 1.5, sera dado por: E, = y)
g

U1 - Eletrostatica de meios continuos 13



Figura 1.5 | Particula de carga g no plano cartesiano
Z a

y

Fonte: elaborada pelo autor.

c@ Reflita

Vocé notou que a equagao do campo elétrico no ponto P independe da
existéncia de uma carga? Como vocé explica isso?

Pode-se concluir que o campo elétrico de cargas distribuidas sera
uma superposicao do campo gerado por cada um dos elementos
infinitesimais de carga (o principio da superposicdao também vale aquil).
Dessa forma, analise a Figura 1.6 que mostra um ponto P localizado
a uma certa distancia r de um elemento infinitesimal de carga dq.
Neste caso, um campo elétrico dE existird no ponto P, que pode ser
dq ,

calculado como seque: dE = —F.
4rey | 1|

Figura 1.6 | Célculo do campo elétrico em uma distribuicdo volumétrica de cargas

z

¥y

Fonte: elaborada pelo autor.
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Seguindo o principio da superposicao, © campo total serd dado pela
integral de dE:

= =_ 1 dq .,
E=IdE=4ﬂgOIWr.

Como cargas uniformemente distribuidas correspondem a um
grande numero de cargas puntiformes distribuidas linearmente,
superficialmente ou em um volume, € possivel expandir a equacao
do campo elétrico para esses trés tipos de distribuicao, pois cada uma
deles tem um tipo de densidade de cargas distribuidas.

Para a distribuicao linear de cargas: dg =Ad/. Lo'go, € possivel
desenvolver a equacao do campo elétrico, sendo que corresponde
a regido carregada do fio:

1 ldﬁ
Areg ) | r |

E:

Para a distribuicdo superficial de cargas: dq = odA. Logo, é possivel
desenvolver a equacao do campo elétrico, sendo que A' corresponde
a reqgido carregada de area:

=~ 1 dA
E:Fgo-[\jrf_Fr'

Para a distribuicao volumétrica de cargas: dq=pdV. Logo, é
possivel desenvolver a equacao do campo elétrico, sendo que V'
corresponde a regiao carregada de volume:

= dV
E:4nso -UV fr|

?=| Exemplificando

Para ilustrar melhor, e para que vocé entenda como calcular a integral,
considere que vocé deseja obter o campo elétrico em um ponto P a
uma distancia r de um condutor infinito carregado, conforme mostra
a Figura 1.7. }

U1 - Eletrostatica de meios continuos 15
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Figura 1.7 | Fio infinito com cargas distribuidas

+Yy
1dn
y dEgy,
. ‘x
_y dﬁdyl

[ dy,

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolugdo: Nesse caso, vocé pode perceber que existe uma distribuicao
linear de cargas, sendo que as cargas estdo distribuidas ao longo do
condutor infinito. O fio tem uma densidade linear de carga constante dada
por A.Vocé pode verificar que é possivel tracar um eixo vertical y ao longo
deste fio e, também, um eixo horizontal x perpendicular ao eixo y na linha
da distancia d entre o fio e o ponto P.

Para uma parcela infinitesimal de comprimento dy, localizada em uma
distancia y da origem do plano determinado pelos eixos x e y, tem-se
O Campo dE_y1, enquanto que para uma parcela infinitesimal de mesmo
comprimento dy, localizada a uma distancia -y da origem do plano, tem-
se O campo dE'yz. Considerando que a mesma quantidade infinitesimal
de carga esta localizada em dy nos dois extremos, pode-se afirmar que
|dE'y1 = dE‘y2 |. A partir disso, € possivel verificar que a projecao vertical
de dl'_fy1 tem mesmo modulo e sentido oposto a projecdo vertical de
dI::yz. Entdo, a resultante dos campos dessas duas parcelas infinitesimais
somente sera diferente de zero no eixo horizontal x. Assim, & possivel
escrever para a distribuicao linear de cargas:

E= .[dE j|dE|cos —J. cos(a)x_47:8 +j?;;?iéycos( )X

Perceba que tanto y quanto a sdo variaveis e, por isso, pode-se escrever
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4 y em termos de &, conforme segue:
d
cos(a)

y=tan(a)d — dy= da

cos(a):%_

Substitua esses valores na equacgao, assim como o limite de integracao, e
veja como fica:

+90 +90

L :
E-to (o5 1 gocos(a)da-g=—t [ LW 4oz
4rs, e g cos“(a)

4ney 5o d

Resolvendo a integral, obtém-se:

E=

[sen(90°) - sen(-90°)| k= =—2— %

wde, - 2nds,

ﬂ9 Pesquise mais

Os videos a seguir mostram uma aula do Prof. Luiz Marco Brescansin,
da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp), abordando as
distribuicGes continuas de carga. No primeiro link, os principais conceitos
sao explicados. Ja no segundo, o professor resolve alguns exemplos
interessantes, com detalhes muito ricos.

1. Assistir a partir de 33:10.

UNIVESP. Fisica Geral Il = Aula 2 — Campo Elétrico — Parte 1. 2013.
Disponivel em: <https://youtu.be/njsGDadlL09g>. Acesso em: 4 out. 2017.
2. Assistir aos 12 primeiros minutos.

UNIVESP. Fisica Geral lll — Aula 2 — Campo Elétrico — Parte 2. 2013.
Disponivel em: <https://youtu.be/A01u84pUGVI>. Acesso em: 4 out. 2017.

Sem medo de errar

Nesta unidade vocé esta no lugar de um engenheiro que trabalha
em uma multinacional fabricante de capacitores. Em sua primeira tarefa
vOCé deve mapear 0 campo elétrico produzido por placas circulares
que serao utilizadas na fabricacao de capacitores. Os campos elétricos
precisam ser mapeados na proximidade das placas, ou seja, em

U1 - Eletrostatica de meios continuos 17
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uma distancia muito inferior ao raio das mesmas, a partir do centro
destas chapas. Exister chapas com raios de 1 cm, 2 cm e 5 cm, cuja
densidade de carga considerada ¢ de 4,3x10°® CIm?, 8,7 x10°% C/m?
e 6,1x 1078 C/m? respectivamente. E necessario que o campo elétrico
seja 0 maior possivel dessas condicdes. Assim, para que vocé avance
No projeto, € necessario compreender a situacao, incluindo a placa nas
coordenadas x, y e z, assim como mostra a Figura 1.8. A partir disso,
vocé pode identificar um ponto P no eixo z, a uma distancia do centro
do anel de carga.

Figura 1.8 | Anel carregado
Z A
dE—l) rala * dE,

df

dt

x
y

Anel carregado

Fonte: elaborada pelo autor.

Tomando uma quantidade infinitesimal em dois lados opostos
deste anel, tem-se dois campos dE, e dE,, que tém modulos iguais.
Vocé consegue observar que, para qualguer quantidade infinitesimal
de carga no anel, existe uma quantidade do lado oposto que gera
dois vetores de campo elétrico simetricos, e isso ocorre por todo o
perimetro do anel. Cada um destes vetores tem uma componente
paralela ao anel (ou paralela ao plano xy) e uma componente No
eixo z, com sentido para cima. Logo, pode-se concluir que as
componentes de campo resultantes no plano xy serdo iguais a zero.
A resultante do campo sera apenas no eixo z, e com sentido para
cima, como mostrado na Figura 1.9,
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Figura 1.9 | Componentes do campo elétrico

A

dE; ‘ dE,

—dE_x)

A

Fonte: elaborada pelo autor.:

Pode-se escrever a componente infinitesimal de campo no eixo z
da seguinte forma:
dE, =| dE | cos(at).

Entendido isso, € possivel voltar as placas circulares. Na Figura 1.10
€ mostrado um disco carregado com densidade de carga superficial
o, e O objetivo € calcular o campo elétrico em um ponto P acima do
centro deste disco.

Figura 1.10 | Disco carregado

X

y .
Disco carregado

Fonte: elaborada pelo autor.:

Verifica-se que um disco carregado € a superposicao de
varios anéis carregados. Dessa forma, para o disco, apenas
havera a resultante no eixo z, também. Entdo € possivel escrever:

ﬂcos(oz V2= 1 o0dA

cos(a)Z
4z, b2 (@)

dE, =| dE | cos(a)Z =

b= +(r"y?
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Fazendo r'=z, r"=r, dA=2gr-dr, e cos(a)=2z/b, substitui-
se esses valores e integra-se a equacao anterior. Supondo que o disco
tenha raio R, ocorrera:

R R

E _ 1 J- odr2nr z 5 chn:zJ- r réfiz'[ r drs
P Ame, L (2P +rP) (28 4P 4y o (2% +1%)? 2603 (2% +1%)?
— o V4 ’
E =—(1-—)2
z
26 22 +R?

Assim, para pontos muito proximos da placa: R>>z. Logo:
= o .
EZ =—17.
2¢,
Note que o campo elétrico, nesse caso, independe do raio e da
distancia da placa.

Sendo & =8,85x10"% & constante de permissividade do
vacuo, € possivel calcular o campo elétrico para cada distribuicao
de carga dada:

o, =4,3x10"% C/Im* — E, =2,43x10° NIC
c,=8,7x10"° CIm* - E, =4,97x10° NIC
05 =6,1x10° C/m* - E, = 3,45x10° NIC

Logo, vocé escolheu a placa de raio 2 cm, com densidade de carga
igual a 8,7x10°® C/m?.

Avancgando na pratica

Calculo do campo elétrico gerado por um plano carregado

Descricdo da situagao-problema

Imagine que vocé esta trabalhando em um projeto nas instalacdes
de um grande parque industrial. No momento, a instalacao do parque
conta com um assentamento e um dispositivo para-raios. Devido
a uma tempestade e uma falha do dispositivo, um raio causou uma
acumulacao de cargas elétricas do plano do assentamento. Um
estudo demonstrou que, devido ao raio, uma densidade de cargas de
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9x107° C/m? ficou acumulada uniformemente no plano. Seu gestor
solicitou que, com base nessa informacao de densidade de cargas,
vOCé calcule o campo elétrico nas proximidades do piso, de forma que
seja verificado se essa energizacao acidental poderia afetar de forma
consideravel os equipamentos que devem ser instalados no chao de
fabrica. Se o campo elétrico for superior a 600 N/C, os equipamentos
poderdo ter o funcionamento comprometido.

Resolucao da situagdo-problema

Modele essa situacdo como o cenario de um plano infinito de
cargas, pois vocé deseja obter o campo nas proximidades do piso, e
como se trata de um parque industrial, significa que as dimensdes do
terreno séo muito maiores que a distancia do piso em que © campo
elétrico serd calculado. Considere um plano infinito como uma
superposicao de fios infinitos no plano definido por dois eixos, como
mostra a Figura 1.11.

Figura 1.11 | Plano infinito carregado

Z

Plano Infinito

Fio Infinito

Fonte: elaborada pelo autor.

Voltando ao resultado do campo elétrico calculado a uma distancia
de um fio infinito, € possivel escrever a equacao de dE devido a um
flo infinito de espessura dy, considerando que a densidade linear neste
flo pode ser dada a partir da densidade superficial, conforme segue:
ody.
2me,r ‘

dE =
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Sabe-se que r=y\y*+z*, e que devido a simetria, apenas a
componente de dE > no eixo z produzird uma resultante nao nula.
Logo, a expressao anterior pode ser integrada apenas para o eixo z, de
forma a obter o campo total:

cos(a)Z: g T(Zdyz

o f_dy oz
27:30;[0 [y? + 22 /y2+z2z 2nmgq 2 y2+22)
-9 5

" 2¢,

E= 27‘[60'[ /y +z

oz Tion (zj
2rey Z z
Para uma densidade de carga de  9x107° C/m?:
_ 9x10”°

 2x8,85x107™2
Uma vez que o campo calculado ¢ menor que 600 N/C, a

densidade de carga ndo provocara prejuizos ao funcionamento dos
equipamentos.

+o0

mu
1
N

—o0

=508,5 NIC .

Faca valer a pena

1. Quando um corpo se encontra em equilibrio eletrostatico, é possivel
definir uma densidade superficial de cargas, que € dada pela razdo entre a
carga total distribuida na superficie e a area desta superficie.

Considere uma placa uniforme quadrada de lado igual a 2 cm. Se sobre esta
placa encontra-se um volume de cargas uniforme, cuja carga total € igual a
3x107 C, a densidade de carga da placa sera:

a) 1,5x10" C/m
b) 7,5x10°C/ m?.
c)12x1060/m
d)7SC/m

e) 1,3x107'C/ m

2. Considere uma barra de comprimento L carregada com cargas
uniformemente distribuidas, conforme mostrado na Figura 1.12. No eixo
desta barra esta localizado um ponto P distante de uma distancia d da
extremidade esquerda da barra.
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Figura 1.12 | Barra com cargas uniformemente distribuidas

bt 5 :
4 R
P

Barra Carregada

Fonte: elaborada pelo autor.

Se a barra tem um total de cargas igual a Q, considerando que K =
qual serd o campo no ponto P?

e,

K|d d+L|

b)kg[l- 1 }
Lld d+L
Qr1 1
k=L

g L[d+d—L]

d)g[d— 1 }
k| d+L

e) k9[£+ L }
L d+L

3. Um acelerador de particulas instalado em um laboratério de andlise de
fendbmenos eletromagnéticos tem um tubo de comprimento L pelo qual
passara a particula. No ponto médio deste tubo existe um anel carregado
com densidade de cargas igual a lambda, conforme mostra a Figura 1.13:

e,

Figura 1.13 | Estrutura do acelerador de particulas com anel de densidade de carga A

L

Fonte: elaborada pelo autor.

Das formas de onda mostradas na Figura 1.14, qual € a que melhor representa
a magnitude do campo elétrico pelo qual a particula atravessa ao ir da
extremidade esquerda até a extremidade direita do tubo?
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Figura 1.14 | Alternativas de grafico da magnitude do campo elétrico da particula ao
passar pelo acelerador

o NL L

(@) (b) (c)

v

Fonte: elaborada pelo autor.

a) Figura a.
b) Figura b.
c) Figura c.
d) Figura d.
e) Figura e.
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Secao 1.2
Lei de Gauss

Dialogo aberto

Na sec¢do anterior, foi analisado o calculo do campo elétrico em
distribuicdes continuas de carga. Em algumas aplicacdes, os calculos
podem envolver esforcos matematicos significativos. Agora, nesta
secao, vocé ira estudar uma alternativa que ajudara a minimizar os
esforcos de calculos em algumas situacdes mais complexas: a Lei de
Gauss. Para isso, sera necessario compreender a definicao de fluxo de
campo elétrico e, a partir dela, chegar nesta lei.

O problema que vocé devera resolver agora envolve uma tomada
de decisdes. Na sua segunda tarefa, vocé foi designado a participar
de um estudo para o emprego de diferentes materiais dielétricos na
fabricacao de capacitores eletroliticos. Sua funcao € calcular o campo
elétrico dentro do dielétrico destes capacitores, de forma que o campo
elétrico minimo seja de 1000 N/C para uma densidade de carga de
6,1x10® C/m? No entanto, os capacitores serdo fabricados com trés
materiais dielétricos diferentes. A seqguir € apresentada a Tabela 1.1 que
mostra a constante dielétrica e o custo de cada um dos materiais que
podem ser empregados.

Tabela 1.1 | Constante dielétrica e custo para diversos materiais

Material dielétrico Constante dielétrica (k) Custo (RS)
Porcelana 5 100,00
Mica 7 300,00
Polietileno 2,5 500,00

Fonte: elaborada pelo autor.

Com base nessas informacdes, qual tipo de material vocé escolheria?
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Nao pode faltar

Para calcular o campo elétrico em distribuicdes continuas de carga,
vOCé viu na Secao 1.1 que e possivel considerar o caso de uma particula
puntiforme e extrapolar para uma determinada distribuicdo de carga,
integrando os efeitos de cada um dos elementos infinitesimais de carga
presentes nesta distribuicao. Entretanto, apenas com os conceitos de
campo elétrico vistos na ultima secao, sera muito complicado realizar
essa tarefa. Por isso, agora, vocé sera desafiado a aplicar a Lei de Gauss
com a finalidade de simplificar os problemas de calculo de campo e
fluxo elétrico.

Primeiramente, entenda o conceito de fluxo de campo elétrico,
fazendo uma analogia com o fluxo de adgua por um cano. A vazdo
(ou fluxo) de agua pode ser definida pelo produto da velocidade da
agua pela area do cano em que ela atravessa. Quando se fala de fluxo
de campo elétrico, automaticamente faz-se referéncia a passagem de
outra grandeza vetorial — 0 campo elétrico — por determinada regiao
de area. Apesar de neste caso nao haver um movimento, a analogia do
calculo permite chamar o resultado do produto escalar entre 0 campo
elétrico e a area vetorial da superficie de fluxo de campo elétrico.

Para entender melhor, considere a Figura 1.15a, que demonstra as
linhas de um campo elétrico uniforme passando por um plano que
possui certa angulacédo. O versor i determina um vetor perpendicular
ao plano e é chamado de normal. Este vetor converte a area do
plano em uma grandeza vetorial (A= AA). O fluxo elétrico pode ser
determinado pelo produto escalar:

®=E-A=E-AfA=EAcos(0)

Assim, a direcao do campo elétrico com relacdo a superficie
considerada ird influenciar no angulo @ e, portanto, no valor do fluxo.
Quando o vetor de fluxo esta no mesmo sentido da normal, assim
como mostra a Figura 1.15b, o fluxo serd maximo, pois cos(0°)=1. Por
outro lado, se o vetor de campo esta perpendicular a normal como
mostra a Figura 1.15c¢, o fluxo sera nulo, pois cos(90°)=0.
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Figura 1.15 | Fluxo de campo elétrico em uma superficie plana
0<6<90° 0=0° 6 =90°

>

(b) (c)

Fonte: elaborada pelo autor.

‘tz" Assimile
Fluxo de campo elétrico € determinado pelo produto escalar entre o vetor
de campo elétrico e o vetor area que este fluxo percorre. Por definicao,
o fluxo elétrico parte da carga positiva e termina na carga negativa. Na
auséncia de carga negativa, o fluxo segue infinitamente. O calculo do
fluxo de campo elétrico é dado por @ =E - A =E - Al = EAcos(0).

Veja agora uma ideia generalizada de vazao para o fluxo de campo
elétrico, conforme mostra a Figura 1.16. As diversas linhas de campo
elétrico ndo estdo necessariamente No Mesmo sentido e cada uma
passa por pequenas partes da superficie (dA;). Para cada uma dessas
areas existe uma quantidade infinitesimal de fluxo de campo elétrico (
d®), definido por: d®,; =E; -dAN, =E, - dA

Figura 1.16 | Fluxo elétrico em uma superficie fechada

Fonte: elaborada pelo autor

Aplicando o principio da superposicao, € possivel escrever o fluxo
total somando os fluxos infinitesimais, ou seja, calculando a integral:

o=["F dA

Em uma superficie fechada, € possivel fazer uma integracao e
escrever:

®=[F dA=]E. ndk
S S
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?=| Exemplificando

Considere a area S fechada, delimitada por um cilindro, conforme a figura
a seguir, com um campo elétrico uniforme e perpendicular atravessando
tangencialmente ao eixo deste cilindro. Qual o fluxo de campo total que
passa atraves de S?

Figura 1.17 | Campo elétrico percorrendo um cilindro

Raio=R

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolugdo: Inicialmente, determine trés areas que compdem a superficie
S:adrea A Be C. Asareas A e C sao definidas pelas tampas do cilindro,
enquanto que a area B determina a superficie lateral. Dessa forma, o fluxo
que passa pela area S € igual a soma do fluxo por cada uma das areas.
O =D, + Dy + D

Por convencdo, em uma superficie fechada, o vetor normal deve estar
localizado externamente a superficie, por isso, para cada uma das areas
sera feito o calculo conforme a figura:

Figura 1.18 | Superficies A, B e C do cilindro

fig B E B Jle
g i

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, percebe-se que:
O = ExR? cos(180°) + ExR?( cos(90°) + ExR? cos(0°).

Oy =-ErR*+0+EzR*=0

A Figura 1.19 a seguir mostra uma carga pontual no interior de uma
superficie e o campo elétrico em determinado ponto da superficie a
uma distancia r da carga.
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Figura 1.19 | Carga pontual no interior de uma superficie fechada

Q.

Fonte: elaborada pelo autor.

No ponto de uma area infinitesimal dA, a normal ndo esta
necessariamente na mesma direcao de r. Logo, € possivel projetar uma
area dAcos(0) perpendicular a r. Defina dQ, tal que:
dAcos(60)

r2

Dessa forma, o fluxo de campo elétrico pode ser reescrito assim:

dQ =

d® = E(F)-AdA = E(r)- dAcos(0) = E(r)r?dQ

Entretanto, vocé deve se lembrar de que o campo de uma carga
puntiforme a uma distancia r € dado por:

E(r)=—2

Ly -Ng

2

Com base nisso, e sabendo que | em uma esfera varia de O a 4x,
integrando do lado direito e do lado esquerdo, ocorrera:

4r
q>=jE(r)r2dQ=jL2r2dQ= q [Tao= 9 4,-9
5 < dmegr 4re, J0 e, £
Logo, a Lei de Gauss pode ser definida como a relacao entre o
campo elétrico em uma superficie que envolve uma quantidade de
carga a partir da equacao a seqguir:
= E(F)dAn=Tnt
S €o
A equacao considera a quantidade de carga total (i) Nno interior da
superficie fechada. Mas o que ela significa?

A equacdo para Lei de Gauss relaciona uma quantidade de carga
com o campo elétrico de forma generalizada e pode ser aplicada
em diversas situacdes. Para isso, € necessario considerar a regidao
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Nna qual a equacdo sera aplicada, tracando sobre ela uma superficie
fechada, tridimensional e imaginaria, que ¢ denominada superficie
gaussiana. O fluxo através de uma superficie fechada produzido por
cargas interiores € igual a soma algébrica das cargas interiores dividida
pela permissividade do meio. Por outro lado, o fluxo através de uma
superficie fechada produzido por cargas exteriores € nulo.

Para entender melhor o conceito, considere a Figura 1.20, que
mostra as linhas de fluxo entre duas particulas de cargas +g e —q €
quatro superficies gaussianas desenhadas. Vocé consegue visualizar
o valor do fluxo em cada uma delas? Basta aplicar o lado direito da
equacdo da Lei de Gauss. Veja que, na superficie S, ha uma carga +qg

+q

e, por isso, o fluxo sera —. Ja na superficie S, ndo existe carga, logo,
&
0
o fluxo € zero. No interior da superficie S, existe uma carga —-q, logo,
o fluxo serd —.
&y

Figura 1.20 | Linhas de fluxo elétrico e superficies gaussianas entre duas cargas

Fonte: elaborada pelo autor.

oéb Reflita

Com base no que vocé aprendeu até agora sobre fluxo elétrico e Lei de
Gauss, qual sera o fluxo na superficie S da Figura 1.20?

‘tz" Assimile

A Lei de Gauss relaciona o campo elétrico em uma superficie fechada,
imaginaria e tridimensional, denominada superficie gaussiana, com a }
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4 soma total de cargas no interior desta superficie (i) sendo dada por:
® = ( E(F)dAn=Tnt
5 o
Dessa forma, se uma carga no exterior de uma superficie gaussiana gera
um campo cujas linhas a atravessam, o fluxo total por essa superficie sera
igual a zero.

A Lei de Gauss € uma lei geral que pode ser utilizada
amplamente para o calculo do campo elétrico, contudo, deve-se
atentar para a utilizacao da simetria adequada quando a superficie
gaussiana for determinada.

A Lei de Gauss pode ser uma grande aliada para minimizar calculos.
Por exemplo, para determinar 0 campo elétrico a uma certa distancia
de um fio infinito, na secdo anterior foram utilizadas diversas relacdes
trigonomeétricas. No entanto, a obtencdo de uma expressao para esse
campo elétrico utilizando a Lei de Gauss € muito mais simples: basta
considerar uma simetria cilindrica, adotando como superficie gaussiana
um cilindro de raio qualquer, envolvendo este fio infinito, conforme
mostra a Figura 1.21.

Figura 1.21 | Exemplo de simetria cilindrica com fio infinito carregado

Fonte: elaborada pelo autor.

Se existe uma certa distribuicao linear uniforme de cargas neste fio,
pode-se visualizar que na regido do cilindro tem-se uma carga total
dada por: Q=A1h.

Para calcular o fluxo elétrico por meio de um ponto da superficie
lateral do cilindro, € necessario resolver a integral do lado esquerdo
da Lei de Gauss. Porem € importante visualizar que, em todos os
elementos de area da superficie lateral, o vetor area dA tem uma

U1 - Eletrostatica de meios continuos 31



direcéo radial para fora da superficie gaussiana, assim como o campo
eletrico uniforme. Portanto, o produto escalar que aparece na Lei de
Gauss sera:

gSE' -AdA = 9SEdA cos(0°) = EgﬁdA = E(27rh)

Completando a equacao com o lado direito, € possivel encontrar o
campo elétrico:
h
Q _h - E A

E(2rrh)= = :
& & 2nre,

Outra situacao em que pode-se simplificar significativamente os
calculos € o problema de uma placa infinita com uma densidade
superficial de carga positiva o. O campo elétrico em uma distancia r
da placa pode ser calculado utilizando a Lei de Gauss e uma superficie
gaussiana simetrica ao plano, como mostra a Figura 1.22.

Para esse tipo de problema, podemos utilizar como superficie
gaussiana um cilindro com o eixo perpendicular a placa e fechado
em suas extremidades. Nesse caso, resulta um campo perpendicular a
placa e as bases do cilindro. A figura ainda mostra uma placa com cargas
positivas, logo, a direcdo do campo € saindo da mesma, atravessando
as duas bases do cilindro no sentido de dentro para fora. Na superficie
lateral do cilindro, o produto escalar do fluxo sera igual a zero. Logo,
basta calcular os fluxos nas bases do cilindro utilizando a Lei de Gauss:

cA cA

qSE.ﬁdAzﬂ—>EA+EA:——>25A=——>E:i
£y £ o 2¢,

Figura 1.22 | Exemplo de simetria plana com placa infinita carregada

il
e
E

Tnu
b i
\t‘m
1
-
+ + + + + +

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.
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?Z| Exemplificando

Duas placas carregadas, uma positivamente e outra negativamente,
possuem densidades de carga de 6x10° C/m* e 3x10° C/m?,
respectivamente. Qual sera 0 campo elétrico entre as placas?

Resolugdo: O sentido dos campos elétricos devido as placas com
cargas positivas e negativas séo dados na figura a seguir por E‘+ e
E . respectivamente.

Figura 1.23 | Campos elétricos entre duas placas carregadas

- + . | -
'
E, B || E,
+ '
+ '
+ .
'
- + R X -
E | E | E
— t — . —
+ > |«
¥ '
i '
+ '
+ '
+ '

Fonte: elaborada pelo autor.

Considere que o comprimento das placas € suficientemente extenso.
Logo, no interior das placas, o valor do campo sera dado por:
c c _G++07_(6+3)><10'6

E,=—t+—== = 5 =102x10° N/C
2¢4  2¢ 2¢, 8,85x10~

8
4 Facavocé mesmo

No problema anterior, qual sera o valor do campo elétrico nos dois lados
externos das placas?

Finalmente, um dos casos que ajudam muito na simplificacdo de
calculos é o uso da simetria esférica. Inicialmente, considere o calculo
do campo de uma carga puntiforme a uma distancia r qualquer. E
possivel pensar em uma simetria esférica, como mostra a Figura 1.24.
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Figura 1.24 | Exemplo de simetria esférica com carga puntiforme

%)
~

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, ao calcular o campo a uma distancia r da carga, pode-se
pensar em uma superficie esférica de raio r e aplicar a Lei de Gauss da
forma como mostrada a seguir:

EFI0An=Tnt s E(ryanr? = Ity E(r)= T

s £ & 4re,r

Veja que o resultado € exatamente o campo derivado da Lei de
Coulomb. Entretanto, esse caso ¢ trivial. Nos casos mais complexos

de distribuicdes continuas de carga, € indicado a utilizacdo da Lei de
Gauss para simplificar os calculos.

Pense em outras situacdes que permitem utilizar a Lei de Gauss
tracando uma superficie gaussiana de simetria esférica. Considere
exista um amontoado uniformemente distribuido em uma superficie
no formato de casca, ndo necessariamente esférica. No entanto,
€ possivel tracar duas gaussianas de formato esférico, conforme
mostrado na Figura 1.25, nomeadas de S;, deraio R, e S,, deraior.

Figura 1.25 | Exemplo de simetria esférica com casca carregada

"vanmns®

.Q....

.
ey

Fonte: elaborada pelo autor.
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Aplique a Lei de Gauss para calcular o campo elétrico no interior e
exterior da casca com distribui¢do uniforme de cargas. Para calcular o
campo no exterior, utilize a superficie esférica S;:

@Edﬁ:iaEQSd":Q Eanre=9 sE- Q
£ £ 4nR%¢,
Em qualquer ponto distante de um raio R do centro da casca, cuja
superficie esférica cubra toda a distribuicao, o campo se comporta
como o de uma particula de mesma carga a uma distancia r.

No interior da casca esférica, € possivel utilizar novamente a Lei de
Gauss na superficie S,:

$EdA=T - EfdA=0-E47R? =0 > E =0

SZ 80 SZ

Uma vez que a carga interna a esta superficie € igual a zero, o
campo também serd. Os dois resultados compdem a lei das cascas,
que determina que 0 campo No interior de uma casca carregada
eletricamente e uniformemente ¢ igual a zero, enquanto que a carga
no exterior da casca ¢ igual a carga de uma carga puntiforme, de
mesmo valor de carga total, localizada a uma distancia do ponto em
que se deseja obter o campo elétrico até o centro.

EL?' Pesquise mais

A Lei de Gauss relaciona o campo elétrico em uma superficie fechada, ou
seja, o fluxo do campo elétrico pode ser determinado por uma integral
de volume envolvendo a divergéncia do campo elétrico. Assim, € possivel
determinar uma forma da Lei de Gauss que envolve o divergente do
campo e a distribuicao volumeétrica de carga:
V.E_P

&y
Para mais informacdes sobre essa relagcao, consulte em sua biblioteca
virtual a Secéo 1.7 do livro a seguir:

REGO, R. A. Eletromagnetismo basico. Rio de Janeiro: LTC, 2010.
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Sem medo de errar

Relembre agora a tarefa que vocé precisa realizar no projeto
dos capacitores. Com 0s conceitos aprendidos nesta secdo, vocé
serad capaz de utilizar a Lei de Gauss, indicando ao seu gestor qual
material deve ser adquirido, com base nas informacdes da Tabela 1.1.
Entretanto, algumas consideracdes importantes devem ser feitas. Por
exemplo, onde vocé tracaria a superficie gaussiana neste caso? Como
se trata de um capacitor sem dielétrico, € possivel considerar uma das
placas carregadas e tracar uma gaussiana para obter o campo elétrico
internamente, conforme a Figura 1.26.

Figura 1.26 | Placas do capacitor sem dielétrico

Fonte: elaborada pelo autor.

Aplicando a Lei de Gauss, obtém-se o campo no interior das placas:

$EshdA="T 5 EA=T S E =T
s N N gA
Com dielétrico, havera uma concentracao de cargas negativas —q°
no dielétrico muito proximo da placa carregada, conforme mostra a
Figura 1.27. Neste caso, a carga interna dentro da superficie gaussiana
Nao sera mais somente g, mas, sim, a diferenca das cargas.

Figura 1.27 | Placas do capacitor com dielétrico

e e 4g

N “ Gaussiana
Dielétrico E

bttt

Fonte: elaborada pelo autor.
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Aplicando a Lei de Gauss, obtém-se 0 campo no interior das placas:

§Epaa=9"9 gA-T"T g =979
s & & A

Percebe-se que o valor da magnitude de campo E € menor que

E,. Essa redugdo € proporcional a constante dielétrica. Assim:
_q'=9
q-q P

E tambéem:
E, q

Kk ke,A
Considere, inclusive, que a densidade superficial de carga é dada

q .
or =, logo:
P A g

_©c
ke,

Para os materiais descritos, ocorrera:
6,110

Eporcelana = T o or 412 1,3785 x 103 NIC
5x8,85x10”

6,1x1078

Epica =55 =985 NIC
7x8,85x10"

6,1x1078
Epo/ietileno = ~12
2,5%x8,85%x10

=2,7571x10° N/C

Ao analisar os requisitos (considerando que 0 campo deve ser maior
que 1000 N/C), vocé pode perceber que a porcelana e o polietileno
sa0 0s materiais mais adequados. A partir da tabela de custo fornecida,
vocé verificara que o custo da porcelana € menor que o do polietileno.
Logo, € preferivel escolher a porcelana pelo menor custo (R$100,00).

Avancgando na pratica

Condutor carregado — exemplo de um container de aco
Descricao da situagcao-problema

Em uma obra de construcao civil, existem containers de aco macico
que sao utilizados para estocagem de material. Percebeu-se que
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um container acumula cargas nas superficies de sua parede externa.
Considerando que a distribuicdo de carga possui uma densidade
superficial de 7 x107® C/m?, foi solicitado que vocé, como responsavel
pela obra, apresente os calculos de campo elétrico nas proximidades
da parede desse container.

Resolucao da situacdo-problema

Uma forma de resolver o problema ¢é aplicar a Lei de Gauss para o
condutor carregado tracando uma superficie gaussiana (um cilindro,
por exemplo), como mostrado na Figura 1.28:

Figura 1.28 | Parede do container carregada eletricamente

A+

!

’

]
Il
o

A+

Fonte: elaborada pelo autor.t

Vocé pode perceber que o campo elétrico a uma distancia da
superficie do condutor carregado também sera perpendicular a esta
superficie. Na superficie gaussiana nao ha fluxo através da base que
se encontra dentro do condutor, pois 0 campo eléetrico € nulo. Na
superficie lateral do cilindro o campo € nulo no lado de dentro do
condutor e perpendicular a normal da superficie do lado de fora. O
unico fluxo que atravessa a superficie gaussiana € o da base que se
encontra fora do condutor. Suponha que a area da base seja A. Entao,
o fluxo através da base do cilindro sera dado pela Lei de Gauss, que
permite descrever o0 campo:

®- @E.dl\:ngSﬁdA:EAcos(W):EA:h > E=9n
5 s £ Ag,
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Entretanto, carga envolvida pela superficie gaussiana estda na

superficie do condutor e ocupa uma area A. A partir disso, € possivel
obter uma relagdo entre a carga € a densidade de carga superficial:

qin

o= At —>q,, =CA

Substituindo o valor de g, € os valores dados, ocorrera:
c  7x10°

- -7,909x10° NIC
& 885x10

Assim, vocé pode reportar o valor obtido e partir para um
novo desafio.

Faca valer a pena

1. Considere que a figura a sequir apresenta quatro cargas puntiformes.
A regido tracejada define uma superficie gaussiana esférica que
envolve as cargas @y, q, € q,. Para que o fluxo de campo elétrico seja
na regiao da gaussiana, € necessario que a soma de ¢, , g,
equeacarga Qy ___________ para o fluxo na

eq,seja__________,
superficie gaussiana.

Figura 1.29 | Cargas puntiformes e superficie gaussiana

@
O e
K q1
i Oda
\ Oaqs 2

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a alternativa com as palavras que completam corretamente
as lacunas:

a) Positivo - negativa - colabore.
b) Negativo - positiva - colabore.
c) Nulo - zero - colabore.

d) Nulo - zero - ndo colabore.

e) Positivo - zero - ndo colabore.
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2. Em um equipamento s3o colocados dois cilindros de raios iguais a 3 cm
e 6 cm. Estes cilindros estdo eletricamente carregados com uma densidade
linear de carga de 50x10®C/m para o primeiro e —7,0x107% C/mpara
o segundo. Os cilindros sao concéntricos, ou seja, o cilindro menor esta
posicionado no interior do maior e ambos compartilham o mesmo eixo.

Com base nos dados, os campos elétricos situados a um raio de 4 cm e 8
cm do centro dos cilindros sdo, em N/C, respectivamente.

a) -4,5x10%e 2,25x10°.
b) 4,5x10°% e —2,25x 108
) 2,25x10° e —4,5x10°.
d) 2,25x10% e —4,5x10°.
e) 2,5x10°% e —2,5x10°.

3. Considere uma esfera oca de raio igual a 10 cm e carregada eletricamente
com uma carga igual a -q. Dentro da esfera existe outra esfera macica de
raio igual a 5 cm e que esta carregada eletricamente com carga igual a +q.
Ambas as esferas sdo concéntricas, ou seja, possuem o centro de raio na
mesma localizagdo.

Determine o campo elétrico na regidgo de raio igual a 7 cm que estd no
interior da esfera oca e exterior da esfera menor:

a) 0,54 x10" NJC.

b) 1,849 x10'2 N/C.

c) 0,549 x107"2 N/C.
d) 1,849 x107"? N/C.
e) 2gx107"2 N/C.
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Secao l.3
Energia e potencial eletrostatico

Dialogo aberto

Nas secdes anteriores vocé estudou o calculo do campo elétrico em
distribuicdes continuas de carga, assimilando conceitos importantes,
como a Lei de Gauss. Nesta secdo serao definidos os conceitos de
potencial elétrico (ou eletrostatico) e energia de potencial elétrico para
distribuicdes continuas de carga.

O estudo da energia e do potencial elétrico quantifica a quantidade
de energia necessaria para uma particula se mover em um campo
elétrico. Dessa forma, uma grande diferenca de potencial em dois
pontos de um campo elétrico significa que, quando uma particula
carregada € colocada em um destes pontos, sera utilizada uma grande
quantidade de energia (ou trabalho) para mové-la. Assim, o estudo do
potencial € muito importante em situacdes da eletroestatica.

Dando continuidade ao seu trabalho em uma multinacional que
produz capacitores eletroliticos, vocé foi chamado novamente pelo
grupo de projetos em que executou a sua primeira tarefa. Dessa
vez, € necessario que seja calculado o potencial elétrico nas chapas
circulares a uma distancia igual ao raio das mesmas. O critério de
projeto € que sejam utilizadas as placas com o maior potencial elétrico
nestas condicdes. Existem chapas com raios de 1 cm, 2 cm e 5 cm,
cuja densidade de carga considerada ¢ de 4,3 x 108 C/m?, 8,7 x 10°®
C/m? e 61 x 10® C/m?, respectivamente. Com esse novo critério,
seriam utilizadas as mesmas placas? Essa decisdo dependera dos
conhecimentos sobre potencial elétrico e energia potencial elétrica,
que vocé aprendera nesta secao. Assim, sera possivel sintetizar as
informacdes referentes ao projeto e finalizar o relatorio para a equipe
de fabricacao.
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Nao pode faltar

Nas ultimas secdes, vocé aprendeu sobre forca elétrica e campo
elétrico em distribuicdes continuas de carga. Estas sdo grandezas
vetoriais, ou seja, sao representadas por meio de vetores. Ja a energia
e o potencial elétrico sao grandezas escalares. Isso significa que a
representacao destas grandezas € definida apenas pela magnitude, nao
havendo direcdo e sentido, como no caso de forca e campo elétrico.

‘tz” Assimile
Forca e campo elétrico sdo grandezas vetoriais, enquanto energia e
potencial elétrico sdo grandezas escalares.

Para falar de potencial elétrico, € interessante compreender
inicialmente o conceito de energia potencial eletrostatica. Para isso,
sera feita uma analogia com a energia potencial gravitacional. Imagine
que uma particula de massa m esta em um campo gravitacional e
sobre ela age uma forca dada por mg, com sentido indicado na Figura
1.30a. No caso analogo, quando uma particula de carga gy estéd em
um campo elétrico, age sobre ela uma forca dada por qol::, como
mostra a Figura 1.30b.

Figura 1.30 | Analogia da acdo de forcas em uma particula de massa m (a) em um campo
gravitacional em uma particula de carga g, no campo elétrico (b)

r

T

Il
)
o

5>

)

(b)

Fonte: elaborada pelo autor.
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De acordo com os conceitos de Mecanica, para saber a diferenca
de energia potencial, no caso gravitacional, quando o corpo se desloca
de uma altura hy até uma altura h,, deve-se calcular:

AU = —-mg(h, — h;) = —mgh

No caso de uma particula em um campo elétrico, € possivel calcular
essa energia de forma analoga, substituindo a forca gravitacional, dada
por mg, pela forca elétrica, dada por qOI:: .Note que a quantidade E-d7
€ um produto escalar, ou seja, existe um angulo entre esses vetores.
Dessa forma, ao calcular uma diferenca de energia potencial ou de
potencial elétrico, pode-se escolher o caminho mais conveniente para
fazé-lo, como dado na equagao a seguir:

ra
AU = —f%é’dz = —%Efdg =—GoE(r; —r;) = —qoEr
n
Assim, uma particula que se movimenta em um campo elétrico tera
uma energia potencial associada a ela. Resta entender como obter a
energia de uma particula em um determinado ponto do campo elétrico
€, para isso, € necessario considerar © movimento desta particula no
campo elétrico.

Generalize o campo elétrico (que ndo serd uniforme
necessariamente) que mostra um corpo finito, carregado eletricamente,
e, portanto, produzindo um determinado campo elétrico, cujas linhas
estao representadas Figura 1.31. Imagine que uma particula de carga qq
se desloca de um ponto A para um ponto B neste campo. No decorrer
da trajetoria, pode-se obter o vetor de campo elétrico E, que pode
variar em direcdo e sentido em cada valor infinitesimal de trajetoria d? .
Assim, conforme visto, pode-se obter a diferenca de energia potencial
da seguinte forma:

B
AU =Ug ~U, :—fqoé-d%
A
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Figura 1.31 | Movimento de uma particula em um campo elétrico gerado por um corpo
finito carregado

E B
&
A
o 1o w->U=0

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma vez que o corpo carregado € a origem do campo elétrico,
sabe-se que a intensidade do campo elétrico € maior nas proximidades
deste corpo e reduz a medida que se afasta dele. Portanto, em uma
distancia infinita deste corpo, a energia potencial é zero, conforme
mostra a Figura 1.31. Neste caso, se o ponto A for levado ao infinito, ¢
possivel escrever para o ponto B:

B B
UB—O:—quE-dzaUB :—fqoé-cﬁz

Para um ponto qualquer do campo elétrico, sendo que R € a
distdncia deste ponto até a origem do campo, € possivel escrever a
fungdo energia potencial para uma carga gqg neste ponto:

R
U(R) = —fqoé-d‘é

Afuncao potencial também pode ser definida a partir da diferenca de
energia potencial (DDP). Por definicdo, ac dividir a diferenca de energia
potencial de uma particula pela sua carga, obtém-se a diferenca de
potencial elétrico, conforme segue:

AV = au
o
Inicialmente, a diferenca de potencial elétrico do ponto A ao ponto

B na Figura 1.31 pode ser representada da sequinte forma:
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B
AV:VB—VA:—fLE-dz
A

Analogamente, levando o ponto A para o infinito, sendo que o
potencial € zero, havera a fungao potencial elétrico para qualquer
ponto No campo elétrico distante de R da origem, dado por:

R
V(R):ffl::»di

OQB Reflita

Na Figura 1.30b o maior potencial elétrico seria encontrado no ponto f
Ou Nno ponto ry?

?=| Exemplificando

Considere uma particula de carga g, em um campo elétrico uniforme
e vertical que se desloca do ponto A ao ponto B. Calcule a diferenca de
energia potencial e a diferenca de potencial elétrico utilizando o caminho
dado pela reta AB, como mostra a Figura 1.32a, e pelos segmentos AC e
CB, como mostra a Figura 1.32b.

Figura 1.32 | Particula de carga se deslocando em um campo uniforme: (a)
caminho AB; (b) caminho ACB

qo 9o

a
o
«—0O
T
f
i)
S
=y
a
T
Il .
13
<

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

>
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< Resolucdo: Para a Figura 1.32a, aplicando diretamente a equacgado para
calcular a diferenca de potencial elétrico, considerando que o angulo
entre Ee d7 é igual a zero (deslocamento e campo No Mesmo sentido),
tem-se:
b b b
v, -V, :fféﬂ:ffE-decos(Of’):fEfdefE(bfa):fEd
a a a
Para a Figura 1.32b, analogamente, considere que 0 angulo entre o campo
elétrico e a trajetdria no segmento AC € igual a 90°, enquanto que na

trajetoria CA o angulo €igual a ¢, logo:

C B C B
Vv, -V, =-jE-d?—jE-dz =—IE-décos(90°)—IE~chos(9)
A C A C
B
=0- Ej cos(0)d! = —Ex cos(6).
C

Mas note que, das relacdes trigonometricas, xcos(d)=d, logo:
AU = quAV = qo(V, — Vi) = —qoEd

O resultado mostra que o resultado do calculo independe do caminho.

O potencial elétrico a uma distancia R de certa carga puntiforme
pode ser calculado considerando a func¢ao potencial, conforme segue:

R o 0 00 00 00
V(R):7fé4d2:fé.d”:fE(F).dr:f 9 _gr-_9 fidr: g (1
47rgor2 47e, r? 4reg | 1 A
) R R R R

__q
dneyr

Um ponto importante a se destacar € que a existéncia de um campo
elétrico gera regides equipotenciais, ou seja, regides em que o potencial
elétrico € o mesmo. Elas sdo determinadas por linhas equipotenciais
que sao perpendiculares a direcao do vetor de campo elétrico e, para
alguns casos, sao bem definidas. Por exemplo, a Figura 1.33 mostra dois
casos de linhas equipotenciais bem definidas: no caso de um campo
elétrico uniforme vertical (Figura 1.33a), as linhas equipotenciais sao
horizontais (de forma semelhante, para um campo elétrico horizontal,
as linhas serdo verticais). Para o caso de uma carga puntiforme, as
linhas equipotenciais sdo definidas por cascas de esferas concéntricas
a carga, conforme mostra a Figura 1.33b. O trabalho para mover uma
carga de um ponto a outro de uma superficie equipotencial € nulo, ou
seja, nao havera diferenca de potencial ou de energia potencial.
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Figura 1.33 | Superficies equipotenciais: (a) campo elétrico uniforme vertical; (b) campo
gerado por uma particula puntiforme

E
(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

‘t“’ Assimile
Para uma carga qualquer gue se desloca saindo de um ponto de
uma superficie equipotencial e chega a outro ponto desta mesma

superficie, a diferenca de energia potencial € zero, independentemente
do caminho percorrido.

@ Reflita

Considerando que as superficies equipotenciais sdo perpendiculares as
linhas do campo elétrico, como serao as linhas equipotenciais de um
dipolo elétrico?

Os conceitos vistos até aqui sao importantes, mas ainda €
necessario saber calcular a energia potencial e o potencial elétrico,
devido as distribuicdes continuas de carga. Nesse caso, utilize o
principio da superposicdo. Compreenda, primeiramente, a densidade
de energia potencial em um sistema de cargas puntiformes, para
que, posteriormente, possa expandir © conceito para as distribuicdes
uniformes de carga. Considere a Figura 1.34 a seguir, que mostra um
sistema de particulas formados por cargas puntiformes. O potencial
no ponto P é definido pela soma do potencial de cada uma das cargas
indicadas, sequindo o principio da superposicao:

i q; g

W= 4mey |FN—Fi|_>VN _247730 |fy —1i |

i
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Figura 1.34 | Sistema de cargas puntiformes

z

Fonte: elaborada pelo autor.

Da mesma forma, a densidade de energia potencial do sistema de
carga, para uma carga no ponto N, sera dada por:
g4,
U=qV -U== )
W Z47750 | r —r|
Os indices | e j se referem aos pares de cargas no sistema. Deve-se

somar a energia dos pares de carga na equagao apenas uma vez, por
isso, divide-se 0 somatorio por 2 na equagao apresentada.

Imagine agora uma distribuicdo uniforme de carga, da qual deseja-
se obter o potencial elétrico no ponto P a uma certa distancia de
um elemento infinitesimal de carga, conforme mostra a Figura 1.35.
Lembre-se de que esta distribuicdo continua de cargas pode ser linear,
superficial ou volumeétrica.

Figura 1.35 | Ponto P préximo a uma distribuicdo continua de cargas
z

dq TP P

Fonte: elaborada pelo autor.
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O elemento diferencial de carga pode ser considerado como uma
carga puntiforme, de valor dq. Logo, existe um elemento diferencial do
potencial elétrico no ponto P devido a esta carga, que esta escrito da
sequinte forma:

dVP - #

4rey |1 —1p |

Pelo principio da superposicdo, pode-se integrar dVp em toda
distribuicdo de carga para obter o potencial no ponto P. Essa integral
deve ser feita sobre uma linha (£'), uma area (A’) ou um volume (V')
dependendo do tipo de distribuicdo de carga considerada:

Vo — f dq 1 f dq
P — = =y - =y =
["AIYV'47TEO |ri—ro|  4me, Sy |ri—rp|

Uma vez reconhecido o potencial no ponto P, pode-se calcular a
energia potencial de uma carga qualquer gy, multiplicando o potencial
pela carga, Como na equacao a sequir:

Up =qo Vp

?=| Exemplificando

Para ilustrar o calculo do potencial elétrico em uma distribuicdo continua
de carga, considere o exemplo de um anel carregado com densidade
linear de carga igual a A=3x10"2 C/m. O anel tem raio r = 2 cm, como
mostra a Figura 1.36. Como € possivel obter o potencial elétrico no ponto
P a uma distancia z = 3 cm do centro deste anel?

Figura 1.36 | Ponto P préximo a um anel com distribuicdo continua de cargas

P

dq r

Fonte: elaborada pelo autor. >
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4 Resolucdo: A Figura 1.36 mostra que a distancia a entre o ponto P e a
quantidade infinitesimal de carga dg € dada pela hipotenusa do triangulo
retangulo de catetos iguais a r e z. O anel tem uma distribuicdo linear de
cargas. Logo, o potencial determinado pela quantidade infinitesimal de
carga dqg pode ser escrito, em qualguer ponto distante de z, por:

_ 1 dq

Note que este potencial € também uma quantidade infinitesimal, logo,

para determinar o potencial total no ponto P e necessario integrar dV,, em

todo o anel, conforme segue:

1 f dq
47r€0 Anel N r2 + 22
Entretanto, integrando dg em todo o anel, tem-se a carga do mesmo. No
entanto, a carga do anel pode ser escrita COMO: Qupe = A- 271
1 Qoner 1 A 27r A r
47e, \/rz 122 4mg \/,2 +722 25 \/,—2 + 72
Agora, para obter o potencial do ponto P, basta substituir os valores dados:

-2
V(0,03 = " 3x10 0,02

2 iz 122 2x882x10 7 J0,02% 1 0,092

dv(z)

V(z)=

V(z)=

=9,4337 x 108V

|:[_(|1 Pesquise mais

Quando se sabe 0 campo elétrico em uma determinada regido do espaco,
e possivel determinar o potencialem qualquer ponto deste campo elétrico.
De forma analoga, € possivel determinar o campo elétrico sabendo como
se comporta V em todo o espaco. Essa relagao entre campo e potencial
se da atraves de derivadas V.

De forma geral, pode-se escrever que:

E=-vVV

Para mais informacdes sobre como obter esta relacdo, consulte a Secao
1.8.4 do livro a seguir, que esta disponivel gratuitamente na biblioteca
virtual:

REGO, R. A. Eletromagnetismo basico. Rio de Janeiro: LTC, 2010.
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Sem medo de errar

Retome suas tarefas na empresa fabricante de capacitores. Lembre-
se de que voceé esta atuando como membro da equipe de projeto e,
nesta etapa, sera necessario revisar a escolha das chapas circulares
com base no potencial elétrico. Para realizar a tarefa, vocé deve utilizar
0s conceitos apresentados nesta secao.

Calcule o potencial elétrico nas chapas circulares a uma distancia
igualaoraio das mesmas, sendo que e recomendado que seja escolhida
a chapa que apresenta o maior potencial elétrico. As chapas tém raios
delcm, 2cme5cm, cuja densidade de carga considerada € de 4,3 x
108 C/m? 8,7 x 108 C/m? e 6,1 x 108 C/m?, respectivamente.

A Figura 1.37 mostra um disco de raio r eletricamente carregado e
um ponto P distante de uma certa distancia z.

Figura 1.37 | Ponto P préximo a um disco com distribuicdo continua de cargas

P
J

dq
Fonte: elaborada pelo autor.

Conforme ja visto na Secdo 1.1, um disco com uma distribuicao
superficial de cargas pode ser entendido como uma SUpPerposicao
de varios anéis com uma distribuicdo uniforme de cargas. No ultimo
exemplo apresentado em Ndo pode faltar foi calculado o potencial
elétrico de um anel com uma distribuicdo linear de cargas. E
interessante que voceé retorne a este exemplo e o entenda bem, pois o
resultado obtido é similar ao calculo do potencial elétrico de um disco
com distribuicao uniforme de cargas. Se vocé nao tem duvidas quanto
ao exemplo do anel, prossiga os estudos.

E possivel selecionar uma parte infinitesimal de area do disco
dado por um anel qualguer situado Nno Mmesmo e associar a ela uma
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quantidade infinitesimal de carga dg, que pode ser calculada por meio
da densidade superficial de carga e da parcela infinitesimal da area,
COMo segue:

dq = 0dA = o2nrdr

A partir disso, utiliza-se a equacao do potencial elétrico para um
ponto P situado a uma distancia z do centro do anel de carga. Logo, o
potencial devido no ponto P pode ser escrito da seguinte forma:

1 dq 1  o2xrdr o rd

r
areg 2122 Ameg 2122 250 21 22

Note que talequacdo € similar a obtida para umanelcom distribuicao
de cargas e, de fato, dVp € o potencial gerado por um dos infinitos
anéis que compdem o disco. Entretanto, no caso do anel, € necessario
integrar todo o seu perimetro e utiliza-se a densidade linear de carga.
Para o caso do disco, utiliza-se a densidade superficial de carga.

dvp =

O potencial elétrico no ponto P pode ser obtido calculando a
integral de dV, com o raio variando de zero até R, sendo que R € o
raio do disco. O valor de R devera ser substituido posteriormente pelo
raio das placas:

R
7Lf7rdr =2 Jr? 422
2504 Jr2 422 2%
A expressao obtida € geral para qualquer distancia z do centro das

placas. Entretanto, a analise deve ser feita considerando uma distancia
igual ao raio das placas, portanto, a expressao ficara expressa assim:

v, —i(mfR):g—R(\/ifﬂ

2¢q 0

Vo

R
-

0 €0

Com a equacao obtida, basta fazer a substituicdo adequada dos
valores das placas.

Para a placa de 1 cm, tem-se:
-8
01 = 4,3x10°8CIm? — V, :M(\E—ﬂ: 10,1V
2x8,82x10"

Para a placa de 2 cm, calcula-se o potencial elétrico no ponto P,

conforme seqgue:
~ 8,7x107%x0,02

0y =87x10 8 CIm? - Vp = 2= (2 1) = 40,7V
2x8,82x10
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E, finalmente, o potencial para a placa de 5 cm é dado conforme a
equacao seguir:

-8
75 = 6,110 CIm? — Vp :M(\Eq): 714V
2x8,82x10"

Com base nos resultados obtidos, e considerando o critério de
projeto (escolher a placa que produz o maior potencial elétrico no
ponto P), vocé poderia entdo escolher a placa de 5 cm.

Pronto! As tarefas que lhe foram delegadas foram cumpridas
com sucesso. Primeiramente, vocé calculou o campo elétrico
acima das placas e escolheu a placa mais adequada de acordo com
O critério de maior campo elétrico. Posteriormente, vocé analisou
0s Mmateriais dielétricos na dentro da melhor relacao custo-beneficio
e recomendou o melhor material. Finalmente, com base em um
novo critério para escolha das placas (maior potencial no ponto P),
tomou sua decisao. Agora, vocé precisa compilar todas essas etapas
e apresentar o relatorio ao seu gestor. As informac¢des ajudardo a
equipe na fabricacao dos capacitores.

Avancgando na pratica

Andlise do potencial elétrico gerado por um fio carregado

Descricao da situacao-problema

Suponha que voceé esta trabalhando no projeto de uma instalagao
elétrica e uma de suas responsabilidades € analisar as condicdes das
instalacdes devido a carga presente nos condutores. Nesta analise, um
condutor de comprimento L igual a 2 m esta fixado a uma parede,
conforme mostra a Figura 1.38. A analise do campo elétrico deve ser
realizada em um ponto de uma parede localizada a uma distancia de
30 cm acima do condutor. Para que as instalacdes continuem em boas
condi¢des, o maximo valor do potencial elétrico ndo pode exceder 10
V. Nessas condi¢cdes, vocé deve obter o valor da maxima distribuicao
linear de cargas, de forma que as condicdes da instalacdo sejam
monitoradas pelo valor da distribuicdo de cargas.
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Figura 1.38 | Estrutura da instalacdo elétrica para analise

4. P
h
A
ey

L

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolugao da situagdo-problema

Inicialmente, vocé deve obter a expressao de forma a calcular o
potencial elétrico na distribuicdo de cargas. Na Figura 1.39, € mostrada
uma gquantidade infinitesimal do comprimento do condutor, dada por
ax. Este ponto tem a ele uma quantidade infinitesimal de carga dada
por dg e esta distante do ponto P de uma distancia r. O valor de dg
pode ser calculado por:

dq = \dx

Figura 1.39 | Estrutura da instalacdo elétrica para analise

dx 1

Fonte: elaborada pelo autor.

O potencial elétrico no ponto P pode ser escrito em funcao da
quantidade infinitesimal de carga, conforme segue:

1 dg_ 1 xx

dVp = =
P 4ney 1 4ng, N

Para obter o potencial total no ponto P, basta integrar o valor de
dVp com o comprimento do condutor, variando de zero até L, e, dessa
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forma, a expressao do potencial ficara assim:

L L
1 Adx A dx A 2\ A L2
vpzifizifiziln(x+ﬂx +h ) =—In—F——
47egy 0 Ix? £ p2  47me 5 [x2 yh?2 47 o 4me, h

Para obter a distribuicdo de cargas para os valores dados, basta
substituir as informacdes na equacao:

A L++L2 +h? A 24422 40,32
Vp = In —-10= In

e h  47x8,82x10 12 0,3

_ 10x47x8,82x10 "2
B 2,6

Dessa forma, € necessario que a densidade de carga ndo exceda
4.2629 x 101% C/m. Com esse resultado, a tarefa foi concluida com
éxito!

A =4.2629x107"° C/m

Faca valer a pena

1. Na eletroestatica de meios continuos estudam-se as forcas e
campos elétricos, os potenciais elétricos e a energia potencial elétrica.
Resumidamente, uma particula de carga em um campo elétrico sofre agdo
de forgas elétricas e, dessa forma, executa um trabalho ao se mover de um
ponto a outro no campo elétrico. Considere as afirmacdes a seguir:

I. Energia e campo elétrico sdo grandezas escalares.

Il. Forca e potencial elétrico sao grandezas vetoriais.

IIl. Energia potencial € uma grandeza escalar enquanto campo elétrico é
uma grandeza vetorial.

Das afirmativas anteriores, quais sdo as corretas?

a) Apenas a afirmativa | é correta.

b) Apenas a afirmativa Il é correta.

c) Apenas a afirmativa Ill é correta.

d) Apenas as afirmativas | e Il sdo corretas.
e) As afirmativas |, Il e Il sdo corretas.

2. Um sistema de particulas carregadas dispostas a uma certa distancia
umas das outras tem tendéncia a se movimentar, atraindo ou afastando

as particulas de acordo com a carga de cada uma. Se estas particulas sao
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fixadas, o sistema possuirda uma energia potencial. O sistema de cargas a
seguir esta disposto no espaco na forma de um triangulo equilatero de lado
d. As cargas elétricas tém valores g, =q, g, =2q e g3 = 3q.

Figura 1.40 | Sistema de cargas puntiformes
q1

qz

Fonte: elaborada pelo autor.

Se a distancia entre as particulas dobrar, a energia potencial total do sistema
de particulas ficara:
6q>
8mdey

1192
8rde,

11q?
4rdey

6q°

Ande,

4 2
e 9 .
67de,

3. Um disco estd eletricamente carregado e possui uma distribuicio
uniforme de cargas com densidade superficial dada por o . Este disco esta
em um plano sobre o qual é abandonada uma particula puntiforme de
carga (g, que se desloca de uma altura h, até uma altura h,, como mostra
a figura:
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Figura 1.41 | Movimento de uma particula sobre um disco carregado

qo

90

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma equipe de pesquisa constatou que a diferenca de energia potencial

entre os pontos de altura h, e h, € dada por:

AU =K-qyo

Para que isso seja verdade, a constante K deve ser igual a:

a) ZLWEZ +h2+h +h fhzl_

€0

b) 2¢,

c) 1 |Je ki —hy :
22 | Ja® +h? —h,

d)zl‘\/a2 +h? —\Ja® +hZ +h, —h1].
€0

e)i,/a%hf —h
20| Ja® +h3 —h, |

Jai+h? —\a*+h3 +h2—h1]_
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Unidade 2

Correntes elétricas no
meio continuo

Convite ao estudo

Caro aluno!

Seja bem-vindo a Unidade 2 da disciplina Eletromagnetismo.
Na unidade anterior, foram abordados conceitos de eletrostatica
que tratam de cargas estacionarias. Nesta unidade, vocé estudara
as correntes elétricas, portanto as cargas em movimento.

Os exemplos de situacdes em que as correntes elétricas estao
presentes sao incontaveis, afinal, ao acender uma luz ou ao ligar
um eletrodomeéstico, as cargas se movimentam nos condutores
da instalacao elétrica. No trabalho de um engenheiro, correntes
elétricas estao presentes na analise de circuitos elétricos ou em
projetos de instalacdes elétricas. Profissionais que trabalham
com sistemas eletricos, como redes de energia elétrica e
equipamentos de protecdo, responsaveis por instalagcao ou
manutencao, certamente terao um contato mais proximo e
diario com a corrente elétrica. Por isso, o estudo e o dominio dos
conceitos que serdo vistos nesta unidade serdo muito importantes
e contribuirdo para o seu desenvolvimento profissional.

Imagine agora uma empresa fabricante de transformadores
com um departamento que estuda os condutores e bobinas
que serao aplicados para a fabricacdo dos equipamentos.
Neste departamento, suas atividades de rotina irdao demandar
conhecimentos de eletromagnetismo.

Em uma primeira tarefa, vocé sera desafiado a calcular
a intensidade de corrente elétrica dos condutores, dada a
caracteristica de densidade de corrente eletrica no condutor. Em
seguida, vocé utilizara os valores de corrente para determinar o
campo magneético produzido por bobinas. Essa atividade exigira,



inicialmente, que vocé utilize a Lei de Biot-Savart e, depois, ©
calculo do campo magnético utilizando a Lei de Ampere.

Para completar sua tarefa, na Secao 2.1, vocé aprendera os
conceitos de corrente elétrica e densidade de corrente elétrica
em meios continuos, aplicados, por exemplo, na caracterizacao
de parametros dos condutores. Na Secao 2.2, serao estudados os
conceitos por tras dos campos magnéeticos estacionarios, e vocé
sera desafiado a analisar os campos magneticos, utilizando a Lei
de Biot-Savart. Finalmente, na Secao 2.3, vocé devera usar a Lei
de Ampeére para o calculo das correntes elétricas.

Mas de que forma a analise das correntes elétricas esta
relacionada com os campos magneticos?

Resolva os exercicios propostos e consulte os materiais
elencados nos itens Pesquise Mais de cada secao. Certamente,
esses recursos serao um diferencial na sua formacao e ampliarao
O conhecimento transmitido neste material.



Secao 2.1
Densidade de corrente elétrica

Dialogo aberto

Vocé iniciara os estudos sobre a densidade de corrente elétrica, e
isso significa conhecer os conceitos de eletrostatica e eletrodinamica,
ou seja, 0 estudo das cargas em movimento. Esse tema é de grande
importancia na industria € na engenharia, e voceé ira vé-lo de forma
pratica nas situacdes e tarefas que sao propostas nesta secao.

Aléem dos conceitos elencados, vocé estudara os campos
magneticos gerados por corrente elétrica, que por sua vez sdo
a base de funcionamento de varios equipamentos elétricos e,
principalmente, das maquinas rotativas que encontram ampla
aplicagcao na industria atual.

Nesta primeira se¢ao, imagine que vocé trabalha no departamento
de caracterizacao de materiais de uma empresa fabricante de
transformadores. Esse departamento € responsavel por descrever
as caracteristicas fisicas e elétricas dos condutores e bobinas dos
transformadores comercializados, de forma que a informacao possa
ser catalogada e que o departamento de vendas possa desenvolver
0s potenciais clientes, indicando os melhores materiais e solucdes
para as aplicacdes especificas de cada consumidor. Os clientes dessa
empresa sao compostos, principalmente, por empresas do segmento
de sistemas de energia elétrica, que aplicam os transformadores nos
sistemas de transmissao e distribuicao.

Sua responsabilidade € analisar os materiais e fazer os calculos
das caracteristicas elétricas, com a finalidade de catalogar essas
caracteristicas de acordo com os produtos que sao comercializados
pela empresa. Dessa forma, nas suas atividades de rotina nesse
departamento, os conhecimentos adquiridos nesta unidade serdo de
grande importancia.

Seu gestor o incumbiu da caracterizacao da corrente elétrica
nos condutores que serdo utilizados na fabricacdo das bobinas, a
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partir da densidade de corrente. Voceé recebe trés condutores de
cobre, de secao circular de 4 mm, 6 mm e 10 mm de diametro,
que sao submetidos a uma densidade de corrente dada por
J =30(5—-4e %), sendo que r corresponde ao raio da secdo
transversal do condutor.

Em cada caso, indique a intensidade de corrente elétrica que deve
passar pelo condutor, anotando em seu relatorio qual € o valor da
resisténcia por cada condutor de 1 m de comprimento, considerando
cada um dos tipos de condutores em cada Ccaso.

Para realizar essa tarefa, prossiga com seus estudos nesta secao,
obtendo os conhecimentos necessarios para realizar as tarefas que lhe
foram delegadas.

Bons estudos!
Nao pode faltar

Na unidade anterior, vocé estudou os problemas de eletrostatica,
caracterizados pela condicao estatica das cargas elétricas, ou seja,
cargas paradas. Imagine, entretanto, que as cargas em um condutor
sao temporariamente perturbadas, de modo que algumas delas se
espalham no interior desse condutor. Os campos elétricos gerados
pelas cargas negativas nao sdo contrabalanceados por nenhuma carga
positiva e, assim, os elétrons sofrem forcas de repulsdo e se movem
Nno condutor até atingirem a superficie. Nesse ponto, os elétrons
permanecem acumulados na superficie. A menos que o condutor
esteja em contato com outro condutor, os elétrons ndo conseguirdo se
mover em um meio nao condutor e, entdo, as cargas estardo dispostas
em uma fronteira entre material condutor e isolante, conforme mostra
a Figura 2.1.

Em condicdes estaticas, as condi¢cdes de fronteira utilizando a Lei de
Gauss e o divergente do rotacional do campo sdo definidos. Aplicando
a Lei de Gauss, € possivel considerar uma superficie gaussiana cilindrica,
conforme mostrado na Figura 2.1a. O campo elétrico no interior do
condutor sera igual a zero, no entanto © campo no exterior € dado
pelo vetor E, mas com intensidade de campo constante iguala E. Esse
vetor forma um angulo com a normal da superficie determinada pela

62 U2 - Correntes elétricas no meio continuo



tampa superior, de forma que todas as componentes perpendiculares
do campo elétrico a dA se somam. Na superficie determinada pelas
laterais do cilindro, as componentes do campo elétrico formam uma
soma vetorial cuja resultante € nula. Portanto, a Lei de Gauss pode ser
representada simplesmente por:

Ao

q}E.dﬁqueEAcos(Oh — Ecos(0)= "2
&,

0 & &

Na equacao anterior, o4 corresponde a densidade superficial
de cargas.

Figura 2.1 | Condicdes de contorno em problemas de eletrostatica

Meio isolante Meio isolante

Meio condutor L Meio condutor
(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

De forma analoga, na mesma superficie, € possivel utilizar a equacado
do divergente do campo elétrico, que define tanto da forma diferencial
como integral:

V-E=0->¢E-di=0

Considerando o caminho fechado mostrado na Figura 2.1b,
verifica-se que a componente do campo tangente aos caminhos ad
e bc, com h tendendo a zero produzem um produto escalar nulo

gue nao contribui para o produto escalar resultante. Dessa forma, o
produto escalar resultante utilizando a integral anterior sera dado por:

Sf)l::-dé:Ecos(a)L =0=Ecos(a)=0

E possivel definir as seguintes condicdes de contorno nos problemas
de eletrostatica:

Ecos(0) = Zs na Figura 2.1 (a)
o
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Ecos(a)=0, na Figura 2.1 (b)

Entretanto, conforme foi visto na Se¢ao 1.3, uma carga puntiforme
abandonada em um campo elétrico qualguer apresentara uma
tendéncia de entrar em movimento, pois estara submetida a uma
energia potencial eletroestatica. Assim, ao aplicar uma diferenca
de potencial em um corpo que apresenta cargas livres, existira uma
tendéncia de movimento das cargas. Para ilustrar melhor, considere
um condutor qualquer, conforme representado na Figura 2.2a. Nesse
condutor, existe uma quantidade de elétrons livres, que podem ou
nao estar em movimento. Considerando que o campo elétrico no
interior de um condutor € igual a zero, mesmo que exista algum tipo
de movimento de cargas elétricas, esse movimento sera desordenado.

Se aplicamos uma diferenca de potencial nas extremidades desse
condutor, definindo um caminho fechado, surgira um campo elétrico
no interior do condutor, fazendo com que esse movimento se ordene.
O movimento de elétrons se dard do polo negativo para o polo
positivo da bateria, no entanto, por convengao, o sentido da corrente
elétrica € dado pelo caminho que as cargas positivas percorrem, ou
seja, ocupando pontos de menor potencial. Assim, um campo elétrico
estabelece um movimento ordenado de cargas em um condutor.

Figura 2.2 | Material condutor: (a) Caminho fechado com cargas estaticas; (b) Caminho
sendo percorrido por uma corrente elétrica

(a)

(b)

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016, [s/p)).
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A corrente elétrica pode ser definida como a variacao de cargas no
tempo, tal como escrito a sequir:

dq

dt

A unidade de corrente é dada em Coulombs por segundo (Cls),
ou em Amperes (A), sendo que 1C/ls =1A . Esse movimento de cargas
ocorre Ndo sO em condutores, mas também em meios liquidos e
gasosos. A medicao da intensidade de corrente pode ser feita por um
aparelho denominado amperimetro. Dessa forma, se uma quantidade
de carga Ag se move em um condutor, ordenadamente, durante um
periodo de tempo At, sabendo qual o comportamento da corrente
elétrica no tempo, € possivel calcular essa quantidade de carga por
meio da integral a seguir:

t+AL
Ag= f 1.t
t

Existe um conceito importante que deve ser entendido, que é
O conceito de conservacao de cargas no caso de uma corrente
continua atravessando um corpo condutor. Isso significa que, apesar
do movimento, o valor das cargas nao se perde, independentemente
do caminho percorrido por elas. Como exemplo, observe a Figura 2.3.
A corrente elétrica percorre um condutor que tem uma area de se¢ao
transversal determinada pelo corte aa’, que € menor que No corte
bb’. A corrente percorre o condutor e, tanto na sec¢ao aa’ como na
seccao bb’, possui 0 mesmo valor i. Ainda, quando a corrente percorre
a Seccao cc, nesse ponto também tera 0 mesmo valor |. Isso significa
que, independentemente do plano percorrido, havera sempre o
mesmao numero de elétrons atravessando este plano.

Figura 2.3 | SecBes transversais em um condutor com a passagem de corrente

a b
Pie
i VN
1 *‘ Y 1
—> —>
] \\
i ! "
i i ‘et
] ]
a' bt

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016, [s/p]).
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Embora a representacao da corrente no desenho da Figura 2.3 seja
feita por meio de uma seta, € importante ressaltar que corrente elétrica
€ uma grandeza escalar. Conforme foi visto, a corrente elétrica em um
condutor em meio continuo € a mesma independentemente da area
que ela percorre.

Observe o que acontece com as cargas internamente no condutor,
para entender o conceito de densidade de corrente elétrica. Essa € uma
grandeza vetorial que possui a mesma direcao e sentido do campo
elétrico gerado pela diferenca de potencial aplicada ao condutor, de
acordo com a Figura 2.4. O vetor define uma relacdo entre a corrente
elétrica e a area que ela atravessa, e, No desenho, ela esta representada
pelo vetor J. Se a densidade de corrente € uniforme, pode-se definir:

J=1
A

Figura 2.4 | Cargas em um condutor percorrido por corrente elétrica

I

-«

—®D O—
4—0 ‘—»

Fonte: elaborada pelo autor.

Entretanto, suponha que o condutor apresente uma area de secao
transversal da qual € considerada uma quantidade infinitesimal de
area dA, e que o vetor de densidade de corrente esta em uma direcao
diferente do vetor normal a area, formando umangulo § comanormal,
conforme mostra a Figura 2.5. Pode-se definir a corrente elétrica em
fun¢do da densidade de corrente da seguinte forma:

/:jj.ﬁdA
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Figura 2.5 | Secdo transversal do condutor representando a densidade de corrente
elétrica

J
X0

>

Fonte: elaborada pelo autor.

O principio de conservagcao de cargas determina que as cargas
nao podem ser criadas ou destruidas e a equacao da continuidade da
corrente pode ser derivada desse principio. Para isso, considere uma
regido que é delimitada por uma superficie fechada, cuja corrente
flui para fora dessa superficie. O numero de cargas que flui para fora
dessa superficie deve ser contrabalanceado pelo numero de cargas
que decresce no interior da superficie (dQ;,). Logo, a corrente nessa
superficie sera dada por:

/:qgj.ﬁdA:_&
] at

Aplicando o teorema da divergéncia no lado esquerdo da equacao
anterior, e substituindo no lado direito pela integral que define a carga
em determinado volume, por meio da densidade volumétrica de
cargas, tem-se:

= d d
(f(V-J)dU = —ngpvdu = —i{‘)ap\,dv

Logo, é possivel obter a equagcao pontual da continuidade dada
pela equacado a seguir:

- d
Vd)=——
(V-J) il

No caso de um movimento desordenado de elétrons, a velocidade
media na qual as cargas se movem € da ordem de 106. Jad no movimento
ordenado de cargas elétricas, a velocidade em que as cargas se movem
€ chamada de velocidade de deriva. Essa velocidade é supostamente
constante. Considerando que o condutor da Figura 2.4 tenha uma
largura L, e que as cargas demorem um periodo de tempo At para
irem de um extremo ao outro desse condutor, a velocidade de deriva
¢ dada por:

-t

At
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?=| Exemplificando

Um condutor de cobre, cujo raio da area de secao transversal € iguala R =
3 mm, percorre uma corrente constante de | = 9A. Qual sera a velocidade
de deriva dos portadores deslocados nesse condutor?

Resolugdo: Inicialmente, calcule a densidade de corrente elétrica
constante nesse condutor.

9

A 9rx10°°
Considere o numero de portadores por unidade de volume dado por n. O
numero de portadores total no condutor, considerando um comprimento
L, sera dado por N=nAL.

=1087"" Alm?

Logo, o numero total de cargas nesse condutor, considerando a carga de
um elétron e, é: Aq =Ne = neAL .

A corrente elétrica € dada por:

Y]

T At
Substituindo na equacao anterior, tem-se:
I = neAL _ neAv,

A

Vd

Como [I=.1A entdo:

J =nevy,

Sendo no cobre aproximadamente n = 10%° elétronsim® :

J 10871 1 6
—= = =2x10"" mis
ne 10%®x16x10°" 167x10*

Vg =

A corrente elétrica ndo € uma variavel que depende apenas da
diferenca de potencial. As propriedades dos materiais influenciam de
forma direta tanto na intensidade de corrente como na densidade de
corrente elétrica. Existe uma propriedade dos materiais que € chamada
de condutividade. Como o proprio nome diz, a condutividade indica
O quanto um tipo de material pode conduzir corrente elétrica, ou seja,
guanto maior a condutividade do material, mais facil sera para ele
conduzir corrente elétrica. Em um meio continuo, a condutividade de
um material se relaciona com a do campo elétrico e com a densidade
de corrente elétrica da seguinte forma:

—

J=0oE
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Tal forma € denominada de Lei de Ohm na forma pontual.

Além disso, existe uma outra propriedade dos materiais que €
denominada de resistividade. A resistividade € a propriedade dos
materiais que indica © quanto esse material pode se opor a passagem
de um fluxo de elétrons, de forma que a intensidade de corrente seja
baixa. Quanto menor for a resistividade do material, mais facil sera o
movimento das cargas elétricas no material. Logo, € possivel concluir
que a condutividade se relaciona de forma inversa com relacao a
resistividade, conforme indicado a sequir:

g =—

P

o@ Reflita

Como a condutividade de um material se relaciona com o campo elétrico
e com a densidade de corrente elétrica?

Aresistividade e a condutividade sao propriedades que independem
das dimensdes do material, No entanto sao muito importantes para
analisar materiais com dimensdes definidas. Imagine que um condutor
de comprimento L e area de secdo igual a A € submetido a uma
diferenca de potencial V, e como consequéncia surge uma corrente
elétrica |. Pode-se definir a resisténcia elétrica (R) como sendo a razdo
entre a diferenca de potencial e a corrente elétrica que surge nesse

condutor, como a seguir:
RV
/

Analisando a relacao anterior, vocé percebera que, se for aplicada
uma diferenca de potencial constante em materiais diferentes, e
se a resisténcia elétrica for muito alta, significa que a intensidade de
corrente elétrica que surge no condutor € muito baixa. Do contrario,
se uma corrente elétrica muito alta surge no condutor, entao tem-se
um condutor com alta resisténcia elétrica. Rearranjando a equacao,
obtém-se uma relacao do potencial elétrico com a corrente elétrica

através da resisténcia elétrica:
V =RI

Tal relacao ¢é a forma mais comum da Lei de Ohm.

U2 - Correntes elétricas no meio continuo 69



(tz” Assimile
A Lei de Ohm, na forma pontual, relaciona a condutividade com o campo
elétrico e a densidade de corrente elétrica da seguinte forma:
J=0E
A forma mais comum da Lei de Ohm relaciona a diferenca de potencial

elétrico com a intensidade de corrente elétrica através da resisténcia
elétrica:

V=RI

Considerando ainda o condutor cilindrico mostrado, € possivel
calcular a corrente que flui nesse condutor, como visto anteriormente.
Se a densidade de corrente e 0 campo elétrico sao uniformes no
condutor, tém-se as sequintes equacdes:

/:deZ\:JA

V:fE'.dE:EL

Dividindo V por i, utilizando o resultado das equag¢des
anteriores, teremos:

R_V_EL

I JA

Mas como foi visto anteriormente, a relacédo de E com J € a
condutividade (ou a resistividade) do materia; logo, define-se como
calcular a resisténcia elétrica atraves da resistividade e das dimensdes
do condutor, conforme segue:

L
R=p—>
" A

EL? Pesquise mais

Os conceitos de resisténcia elétrica, corrente elétrica e potencial elétrico
sdo largamente utilizados na analise de circuitos elétricos. Circuitos
elétricos estdo presentes em diversas aplicacdes do dia a dia, como
nos circuitos de instalacdo elétrica e nos circuitos internos de aparelhos >
eletronicos e eletrodomesticos.
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4 Na analise de circuitos eléetricos, € importante saber as correntes e tensées
que estdo sobre os resistores ou conjunto de resistores associados. Por
isso, procure conhecer e aprofundar algumas técnicas de analise de
circuitos, tais como as Leis de Kirchhoff, dos nds e das malhas.

Para mais informacdes sobre como obter essa relacdo, consulte o capitulo
27 do livro a seguir:

HALLIDAY, D.; RESNICK, R.; WALKER, J. Fundamentos da Fisica. 10. ed.
Rio de Janeiro: LTC, 2016. v. 3.

Sem medo de errar

Apos este estudo inicial sobre a densidade de corrente elétrica em
meios continuos de carga, fica mais facil entender a tarefa que vocé
precisa realizar na empresa de transformadores. Utilize os conceitos
desta secdo para calcular a corrente elétrica dos condutores e lembre-
se de que seu gestor o iIncumbiu da caracterizacdo da corrente elétrica
nos condutores que serdo utilizados na fabricacdo das bobinas, a partir
da densidade de corrente. Dessa forma, existem trés condutores de
cobre, de secao circular de 4 mm, 6 mm e 10 mm de diametro, que sao
submetidos a uma densidade de corrente dada porJ = 30(5 —4e~4%°"),
sendo que r corresponde ao raio da secao transversal do condutor.

Para visualizar melhor esse cenario, considere a figura a seguir,
que mostra um condutor de comprimento genérico L. Nesse
condutor, percorre uma corrente elétrica |, que € a que se deseja
obter. A densidade de corrente elétrica esta na dire¢gdo do eixo x;
logo, € possivel escrever o vetor de densidade de corrente elétrica
da seguinte forma:

J =30(5- 4%

Figura 2.6 | Condutor percorrido por corrente

dA

Fonte: elaborada pelo autor.
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E possivel considerar uma quantidade infinitesimal de corrente em
fungao de uma quantidade infinitesimal de area, tal como a sequir:

di = 30(5- 467 %%%7). dA- %

Entretanto, dA esta na secao do condutor que tem formato circular.
Assim, pode-se escrever essa quantidade de infinitesimal de area em
funcao do raio da secdo transversal como sendo:

dA=r-dr-do
Reescrevendo a equacao, obtem-se:

dl = 30(5— 46 4% \r.dr-d¢-X

Para obter a corrente i em funcdo do raio da secdo, deve-se

integrar dl:
2r R

| = f f 30(5— 464 ). dr - dg

00

Substituindo os valores:
(400r +1)e *%  5r2| . 1(400R+10e *°%  5RZ 1 |
) B 40000 2 40000|

R
f 30(5— 4% )r.dr — 30
) 40000 2

(400R +1)e 4R 5R% 1 }

27
= de¢ — 27K —27.30[205t Ve
) 40000 2 40000

I(R) — 60x (400R + 1)e400R _1 N 5R?
B 40000 2

Finalmente, € possivel substituir os valores e obter as correntes
elétricas para cada condutor, considerando os diferentes raios de se¢ao
transversal. Alem disso, calcula-se a resisténcia do condutor por metro,
considerando L = 1 m e a condutividade do cobre iguala 6,17 x 107 Sim.

Para R = 2 mm, tem-se:

-400x0,002 _ 2
1(0,002) — 60, (400x 0,002 + 1) 1 N 5x0,002%1 0.8 x10%
L 40000 2

R= L > = 71 > =0,00130
ox7mR 6,17 x10" x 7 x 0,002
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Para R = 3 mm, tem-se:

-400x 0,003 _ 2
1(0,003) — 601 (400x 0,003 +1)e 1 N 5x0003%] _ 27x10%A
40000 2
R—_— L _ ! = 0,0006¢2
oxnR? 6,17 x107 x 7 x0,003?
Para R = 5 mm, tem-se:
-400x0,005 _ 2
1(0,005) = 607 (400x 0,005 +1)e 1 N 5x0,005%] _ 0.0 x10°A
40000 2
L 1

R

TR 647107 xan0,005 002

Note que as correntes sdo demasiadamente altas, dadas as
resisténcias dos condutores. Dessa forma, os condutores submetidos
a essa densidade de corrente poderiam ser danificados. Entretanto, ao
calcular esses valores e reportar em seu relatorio, a tarefa foi cumprida
com éxito.

Avancando na pratica

Condutor composto
Descricao da situagao-problema

Em uma instalacdo elétrica, estdo sendo utilizados condutores
compostos formados por dois materiais diferentes e unidos por uma
emenda, conforme mostra a figura. Um condutor de aluminio tem raio
igual a 5 cm, enquanto que o condutor de cobre tem um didmetro de
2 cm. Esse condutor serd utilizado para alimentar uma carga resistiva
que, funcionando corretamente, consome 400 A, quando ligada em
uma fonte de tensdo continua de 100 V. Ambos os condutores tém
um comprimento de 3 m cada um, totalizando 6 m de cabo, que ¢ a
distancia entre a fonte e a localizacdo da carga.

Figura 2.7 | Condutor composto de aluminio e cobre

R/ Alumino /( Cobre  [RpA\

k \/

Fonte: elaborada pelo autor.
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Seu gestor solicitou que vocé analisasse se esse cabo pode ser
utilizado sem perdas significativas na poténcia elétrica. Como vocé faria
a analise?

Resolucao da situagcdo-problema

Inicialmente, € necessario calcular qual a resisténcia elétrica da
carga utilizada. Uma vez que a carga consome 400 W, quando ligada a
uma fonte de tenséo continua de 100 V, temos que a corrente elétrica
consumida por essa carga sera:

_P_400_,,

V100
Com essa corrente, € possivel calcular a resisténcia elétrica da carga:
V100

R=—=—=250Q
/ 4

Agora, calcule a resisténcia elétrica de cada um dos condutores
que estao conectados em série. Para isso, € necessario considerar a
resistividade de cada material:

L 3

= —— =112x107° Q
oumR;  3,42x10770,05

RAI =

L 3
oc,7R5 6,17 x1070,03?

Re, = =171x107° Q
Verifica-se que ambas as resisténcias sdo muito baixas com relagcao
a resisténcia da carga. A resisténcia total sera dada por:

Ry +Re, =112x107° +171x107° =2,83x107°Q

A resisténcia do cabo sera muito pequena, de forma que a tensao
aplicada na carga sera praticamente igual a 100 V. A corrente total na
carga sera:

100

- T _40A
2,83x10°% +25

Assim, verifica-se que a corrente na carga nao sera afetada. Logo,
pode-se reportar ao seu gestor que, utilizando esses condutores, €
possivel alimentar a carga com o condutor indicado, sem perder parte
significativa da poténcia elétrica.
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Faca valer a pena

1. No estudo da eletrodindmica, é possivel definir as grandezas de
intensidade de corrente elétrica e densidade de corrente. Apesar de estarem
relacionadas, a densidade de corrente € uma grandeza ___________,
podendo serdadaem _________, enquanto que a intensidade de corrente
éumagrandeza ____________, dada em

Escolha a alternativa que completa corretamente as lacunas do texto anterior:

a) Vetorial, Aim?, escalar, A.
b) Escalar, A/m?, vetorial, A.
c) Vetorial, A, escalar, Aim?.
d) Escalar, A, vetorial, A/m?.
e) Vetorial, Aim*, escalar, Aim.

2. Um fusivel é um dispositivo de protecdo de circuitos elétricos. Sua
principal funcdo é limitar a passagem de corrente, de forma que essa nao se
torne excessiva a ponto de danificar os equipamentos do circuito elétrico.
Caso a corrente exceda um determinado valor para o qual o fusivel é
projetado, esse se funde, abrindo o circuito elétrico.

Se um fusivel € projetado para que sua corrente elétrica ndo exceda
220 Aim?, qual deve ser o diametro do fio para que a corrente ndo exceda
1A?

a)0.2mm  d)0,8 mm
b) 0,4 mm ) 1,0 mm
c) 0,6 mm

3. Um tubo de descarga cilindrico a gas de raio igual a 30 cm é submetido
a uma diferenca de potencial muito alta entre os dois eletrodos no tubo.
Quando isso é feito, o gas € ionizado e os elétrons se deslocam em direcdo
ao terminal positivo, formando uma corrente elétrica.

Considerando a densidade de corrente elétrica no tubo dada por
J =%r, quando a diferenca de potencial aplicada € de 1000V eréo

raio do tubo, determine a poténcia elétrica dissipada:

a) 0.3mkW  ¢) 0,97 kW  €) 157 kW
b) 0,6 kW  d) 1,27 kW
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Secao 2.2
Campos magnéticos estacionarios

Dialogo aberto

Na secao anterior, vocé iniciou os estudos das cargas em
movimento e o conceito de corrente elétrica e densidade de
corrente elétrica. Nesta secdo, serdo estudados 0s campos
magnéticos gerados pelas correntes elétricas em meios continuos.
Tal assunto € muito importante, e 0s conceitos que serao Vvistos
aqui serao fundamentais para o entendimento do funcionamento
de equipamentos, como os transformadores, motores e geradores
elétricos. Esses equipamentos estdo intimamente relacionados
aos campos magnéticos gerados pelas correntes que percorrem
seus enrolamentos.

Ademais, serao explorados os efeitos da corrente, ou seja, a
geragcao do campo magnético pela corrente elétrica que percorre
um condutor. Dessa forma, os conhecimentos adquiridos nesta
secao serdo de extrema importancia para cumprimento da segunda
etapa do seu trabalho.

Lembre-se de que vocé esta trabalhando como engenheiro
no departamento de caracterizacdo de materiais de uma empresa
fabricante de transformadores. Esse departamento é responsavel
por descrever as caracteristicas fisicas e elétricas dos condutores
e bobinas dos transformadores comercializados, de forma que
a informacao possa ser catalogada e que o departamento de
vendas possa desenvolver os potenciais clientes, indicando os
melhores materiais e solucdes para as aplicacdes especificas de
cada consumidor. Os clientes dessa empresa sao Compostos,
principalmente, por empresas do segmento de sistemas de
energia elétrica, que aplicam os transformadores nos sistemas de
transmissao e distribuicao.

Na segunda etapa do seu trabalho, foi designado que vocé
determinasse as caracteristicas magnéticas das bobinas de cobre.
Existe um lote de bobinas de cobre, com 1500 espiras, cujo raio
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das espiras € de 30 cm e o comprimento é de 70 cm. Sua tarefa
€ determinar o campo magnético no interior das bobinas para
diferentes valores de corrente, sendo que a corrente maxima que o
condutor suporta e de 20 A. Entao, faga os calculos para as correntes
nos valores de 5 A, 10 A, 15 A e 20 A. Utilizando a Lei de Biot-Savart,
COMO vOCé realizaria a tarefa?

Para passar por esse desafio, vocé precisara, inicialmente,
entender os conceitos e como chegar a Lei de Biot-Savart e, a partir
disso, calcular os campos magnéticos das bobinas. A sequir, vocé ira
se familiarizar com esses conceitos.

Nao pode faltar

Vocé estudara agora 0os campos magnéticos. Este € o momento
em que o estudo da eletricidade se encontra com o estudo do
magnetismo propriamente dito. Assim sendo, antes de falar dos
campos magnéticos produzidos por correntes, € necessario lembrar
que 0 campo Mmagnético € uma propriedade intrinseca de qualquer
particula elementar, assim como € o elétron. Em alguns tipos de
materiais, 0s elétrons possuem campos Mmagneticos que se somam,
produzindo um campo magnético resultante que cerca o material.
Esses sao os chamados imas permanentes. Entretanto, em outros tipos
de materiais, 0s campos magnéticos gerados pelos elétrons formam
uma resultante nula.

Vale ressaltar que os campos magneticos apresentam muitas
similaridades com o campo eléetrico. Por exemplo, tanto os campos
elétricos quanto 0s campos magnéticos sao grandezas vetoriais,
representadas por linhas de campo, ndo reais, que indicam que o
sentido do campo € tangente a essas linhas. Portanto, um campo de
grande intensidade pode ser representado por uma maior densidade
de linhas e, ainda, essas linhas ndo se cruzam.

Diferentemente dos campos elétricos, cujas linhas de campo
partem de uma carga positiva em direcdo a uma carga negativa, 0s
campos magnéticos formam os polos norte e sul, e as linhas de campo
partem do polo norte em dire¢cdo ao polo sul, conforme mostra a
Figura 2.8. Esse efeito pode ser visualizado quando, por exemplo, sao
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espalhadas limalhas de ferro sobre uma folha de papel €, embaixo dela,
coloca-se um ima permanente.

Figura 2.8 | Linhas de campo magnético em um imé permanente

Fonte: elaborada pelo autor.

Os campos magnéticos tém a unidade de medida Tesla (T) no
sistema internacional de medidas (SI). Para medir o campo magnético
gerado por uma particula em movimento, pode-se considerar uma
particula solta em um espaco, com velocidade V, e determinada
direcao, conforme mostra a Figura 2.9. Supostamente, havera um
campo magnético B em uma certa posicdo P, com distancia r da
carga, sendo que |F| =r. Forma-se, entdo, um angulo # com a dire¢ao
do movimento da carga. Alguns experimentos mostraram que, nessas
condicdes, a forca atuando na particula serad perpendicular ao plano
formadoporver.

Figura 2.9 | Campo magnético gerado por uma particula em movimento

P P< B

=

<X

Fonte: elaborada pelo autor.
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Foi observado que a magnitude do campo magnetico era
proporcional também a carga, e inversamente proporcional a distancia
r. Também percebeu-se que o campo magnéetico na direcao da
velocidade era nulo e, quando © angulo § aumenta, a magnitude do
campo aumenta. Todas essas informacdes sugerem que O campo
magnético pode ser escrito por meio de um produto vetorial. De fato,
ao longo dos anos, formalizou-se a seguinte expressao para © Campo
magnético no ponto P:

5.t Qv xF
4z r?

Na equagao anterior, Hg € a permeabilidade magnética do vacuo
e tem valor igual a 4xx107" T-m/A; F corresponde ao versor (vetor
unitario) que indica a direcdo e o sentido de 7; e B € o campo gerado
por uma carga em movimento. Mas como € possivel definir o campo
magnetico gerado por uma corrente eléetrica?

Isso € muito simples, e parte de uma extensao do caso da particula.
Ao considerar uma corrente elétrica, consideram-se as cargas elétricas
em movimento e, consequentemente, € possivel falar de campos
magneéticos gerados por correntes elétricas.

Imagine um fio percorrido por corrente elétrica, conforme mostra
a Figura 2.10. Nesta figura, tem-se um elemento infinitesimal de carga
em movimento continuo que produz um campo dB a uma certa
distancia do fio, no ponto P.

Figura 2.10 | Campo magnético gerado por um elemento de carga em um fio percorrido
por corrente

=

Fonte: elaborada pelo autor.

O sentido do campo elétrico, nesse caso, pode ser dado pela regra
da mao direita. Primeiramente, posicione o dedo polegar no sentido
da corrente do fio, utilizando a mao direita, conforme a Figura 2.11. O
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sentido do campo magnético sera dado pelos demais dedos da mao,
abracando o condutor.

Figura 2.11 | Sentido do campo magnético em um fio percorrido por corrente

Fonte: adaptada de Halliday, Resnick e Walker (2016, [s/p]).

Partindo da equacao anterior para um campo gerado por uma
carga g, pode-se escrever uma equacao similar para dg. Assim, tem-se:

dq\7xf

ol
aB=-""—

an r

Contudo, a corrente elétrica em um fio & dada por:

j=d9 dq = ldt
dt

Se a carga tem uma velocidade 7, significa que ela percorrera uma
distancia d7, que € representada por um vetor, pois a direcao dessa
distancia infinitesimal acompanhara a tangencial do comprimento do
fio. Sabendo que d¢ tem a mesma direcdo e sentido de ¥, em um
certo tempo dt, € possivel escrever que a velocidade € dada por:
di
dt

U=

Assim, a equacao do campo magnetico é reescrita como:

Idtdz F >
dé:&dqﬁxr":&ldtﬁxf:& Exrzﬂldfxf
47 r? 4z r? Ar r? 4z r?

A equacao anterior € denominada Lei de Biot-Savart, na forma
diferencial. Assim, 0 campo magnético total gerado pelo fio percorrido
por corrente pode ser obtido a partir da seguinte integral:
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C4x

B yOIIdZZr_)B:u_O/J-dfseg(e)
r 4z r

fio fio

Na equaco anterior, § ¢ o angulo formado por d? e F

&z” Assimile
A Lei de Biot-Savart permite calcular o campo magnético gerado pela
corrente elétrica em um meio continuo, sendo essa dada pelo produto

vetorial conforme as equacdes dadas na forma diferencial e na forma
integral, conforme a sequir:

dézﬁld/%r (Forma diferencial)
4 r

B:”—"lj'd[:r QB:EJ‘MLS(H) (Forma integral)
Az s r dra r

A Leide Biot-Savart pode ser usada para calcular o campo magnetico
devido a algumas configuracdes de corrente elétrica. Por exemplo,
considere um fio infinito percorrido por corrente e determine o campo
magnetico a uma distancia R desse fio. Tal situacdo esta ilustrada na
Figura 2.12 a seqguir:

Figura 2.12 | Fio longo percorrido por corrente

daf 0

N
it

X
P
II
Fonte: adaptada de Halliday, Resnick e Walker (2016, [s/p])

Aqui, o tipo de dificuldade € muito semelhante com a dificuldade
encontrada ao estudar o campo elétrico em um fio com cargas
distribuidas. Supondo que esse fio seja infinito, considere um elemento
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do fio d¢ e trace o vetor I até o ponto P. Novamente, pela regra da
mao direita, € possivel concluir gue o campo magnético entra na figura
e, por isso, € apresentado como um X,

c@ Reflita

Qual seria a diregdo e o sentido do campo elétrico em um ponto P!
simétrico ao ponto P na Figura 2.127

O elemento infinitesimal d¢ esta representado no fio ao longo
de um eixo vertical z. O vetor r forma com o fio dois angulos
para OS quais pode-se escrever as seguintes relacdes geometricas,
utilizando radianos:

B =180°—0 = sen(8) = sen()

r= |F| = Rcosec(f3)

sen(3)=—
z = Rcotg(3) = dz = —Rcosec?(3)d3

Com base nessas relacdes, pode-se escrever dB (apenas o modulo)
como sendo:

ol dzsen(0) _ pol dzsen(3) M—Rcosecz(ﬂ)dﬂsen(ﬁ) _ gl sen(

6
= = d
47 2 47 r? 47 R? cosec?(3) 4r R s

dB =

Para calcular o campo total, € necessario integrar dB com dz,
variando de —oo até 400, que equivale a fazer duas vezes a integral de

. e . .
dB com dg, variando de 3 ate zero, conforme mostrado a seguir:

2#0’ 1ol 0 1ol
B2 [2 sen()dg = 42 (~cos(A), = 3%

-

J=| Exemplificando

Um fio longo é percorrido por uma corrente de 5 A. Qual serd o campo
magnético gerado por essa corrente a uma distancia R=0,025 m desse
fio? Como serdo as linhas do campo magnético B nesse fio longo? >
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Resolugdo:

Para calcular o campo, basta aplicar diretamente a equacao obtida para o
célculo da magnitude do campo magnético no ponto P apresentado para

a Figura 2.12. Fazendo isso, tem-se:
ol 4mx107' x5 4x1077

— — - =4x107x10° =4x10°°T
2R~ 2wx0,025 0,01

O(b Reflita

O que ocorre com o campo magneético gerado por um fio infinito a
medida que se afasta radialmente desse fio? A intensidade do campo
aumenta ou diminui?

Uma segunda aplicagdo simples da Lei de Biot-Savart € a
determinacao do campo magnéetico em um arco circular. Considere
a figura que mostra um arco circular percorrido por uma corrente
elétrica i. Essa corrente entra no ponto A e sai no ponto B do arco, mas
deseja-se calcular o campo magnético gerado no ponto O.

Figura 2.13 | Arco percorrido por corrente

A

Fonte: elaborada pelo autor.

Note que, devido ao sentido da corrente, © campo magnéetico
deve ter o sentido entrando na figura. Entao, € necessario calcular esse
campo utilizando a Lei de Biot-Savart:

:,u_olj‘dzzf

47zﬁo r
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Se vocé prestar atencdo ao desenho, verificara duas coisas muito
importantes. A primeira € que a distancia r do arco ao ponto O
corresponde ao raio de uma circunferéncia determinada pelo arco
AC. Dessa forma, o versor f na equagao terd a direcéo indicada pelo
raio da circunferéncia. A segunda € que existem dois segmentos, AA" e
CC', nos quais o elemento infinitesimal do fio estara sempre paralelo ao
versor f, indicando que o produto vetorial para esses segmentos sera
nulo (pois o angulo € igual a zero). Logo, o calculo do campo gerado
no ponto O pelo fio percorrido por corrente é dado unicamente pelo
calculo da forma integral da Lei de Biot-Savart, no arco AC.

Entretanto, € necessario descobrir qual o angulo formado pela
distancia dos elementos d?nesse arco até o ponto O. Para isso,
observe a Figura 2.14 a sequir. Nela, é possivel observar que, para
qualguer ponto do arco, além da distancia entre o ponto O e o arco
ser constante e igual ao raio da circunferéncia, considera-se que essa €
perpendicular ao elemento di .

Figura 2.14 | Angulo formado por di eoraio

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, o produto vetorial na integral pode ser calculado da
sequinte forma:

B_ u_olf dlsen(90°) u_olfﬂ

47 r2 47 J r?

fio fio
Também é possivel escrever d¢ em funcao do angulo do arco:
d¢ = Rdo

Substituindo e supondo que o angulo do arco seja igual a ¥, tem-se
0 campo magnético no ponto O dado por:
47R? 47R

arco
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?Z| Exemplificando

Um arco de raio R = 0,025 m é percorrido por uma corrente de 5 A. Qual
serd 0 campo magnético gerado por essa corrente no ponto O localizado
no centro da circunferéncia desse arco, considerando que o angulo
formado por esse arco é de 45°7?

Resolugdo:

Para calcular esse campo, basta aplicar diretamente a equacao obtida para
o célculo da magnitude do campo magnético no ponto O de um arco.
E necesséario lembrar que 45° corresponde a % radianos. Substituindo os
valores na equacao, tem-se:

_7 77
. Joiep 47 x10 ><5><Z B 45107 xn

= = = =ax1077 x10° =7 x107° T
47R 27x0,025 0,01x4

Ainda, considere que, quando uma corrente elétrica percorre um
flo ou condutor, e esse estad imerso em um campo magnetico, uma
forca magnética deve atuar nesse fio. Por exemplo, em um fio de
comprimento L, area transversal A e por onde passam N cargas, atuara
uma forca total, dada pela soma das forcas que atuam em cada uma
das cargas, ou seja:

Fs = NF, = Nqi x B

Levando em conta que N = nAL em que n € a densidade

volumetrica de cargas do material do fio, tem-se que:
F,=nALqv xB=ALJxB=LI1éxB

O versor € aponta na direcdo e sentido da corrente /. Num
comprimento de fio infinitesimal, tem-se:

dF, =Id(éxB=Id7xB

Normalmente, a corrente elétrica num circuito se localiza num
caminho fechado (C). Assim, pode-se fazer a integral nesse caminho
fechado, obtendo a forca total no condutor:

F, :Ig}d?xé
c
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ﬂ9 Pesquise mais

As forcas geradas em um condutor quando esse € percorrido por uma
corrente elétrica, e € imerso em um campo magnetico, € o principio de
funcionamento de um motor elementar. O video a seguir mostra como
essas forcas atuam em uma espira € Como um motor deve ser construido
de forma a girar continuamente:

SILVA, R. S. da. Como funcionam os motores CC. Disponivel em: <https://
www.youtube.com/watch?v=mNUjzOnbaNM>. Acesso em: 22 nov. 2017.

Sem medo de errar

Com os conhecimentos adquiridos, vocé pode dar sequéncia
na segunda etapa do seu trabalho, que consiste em determinar as
caracteristicas magnéticas das bobinas de cobre. O lote de bobinas
€ composto por bobinas de 1500 espiras cada, com raio de 30 cm
e o comprimento € de 70 cm. Vocé deve fazer os calculos para as
correntes nos valores de 5 A, 10 A, 15 A e 20 A utilizando a Lei de
Biot-Savart.

O primeiro passo nessa tarefa € entender como calcular o campo
magnetico em um ponto do eixo de uma unica espira. Para isso,
considere um elemento de corrente, conforme mostra a Figura 2.15a.
O triangulo formado pela distancia do eixo, o raio da espira e a distancia
entre um elemento da espira e o ponto P formam um plano, conforme
mostra a Figura 2.15b. O campo magnético B deve ser perpendicular
tantoa d? quantoa r: logo, a direcdo e o sentido de um elemento de
campodB serdo dados conforme Figura 2.15b.

Figura 2.15 | Campo magnético de uma Unica espira
1d¢ 1d¢

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.
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O elemento de campo magneético pode ser decomposto em duas
componentes dB e dB dados pela relacéo trigonométrica com o
angulo que dB forma com o eixo x. Por meio das relacdes na figura,
tem-se:

B_Lolfdé-sen(90°) ol fdf

47 r2 47

Entretanto, € possivel ver pela figura que as componentes de dB no
eixoy se cancelam, restando apenas as componentes no eixo x. Como
dB, = dBcos(«), a integral anterior deve ficar como:

B_ Lolf df{cos(a)

47 y? 4+ x?
Yy .
Mas cos(a) = —=——, logo:
}y2 +X2
2
B—__  HY toly fdéf Holy _2my = toly .
dr(y? +x2) 2 22 2yt

Na bobina, existem N espiras justapostas, conforme mostra a
figura a sequir. Nesse caso, ha uma corrente N/ distribuida ao longo
do comprimento L. Entéo, € possivel reescrever a equag¢ao anterior na
forma diferencial para a bobina de N espiras.

Figura 2.16 | Bobina de N espiras

00000
N [0]
espiras -
(U
Fonte: elaborada pelo autor.
A formula sera:
2
dB——_ MYV —dl

2y° +x) 2
Considere o fato que: dl = %dx, Portanto:

2
dB — “0 y NE o

(x +y)/ L
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Integrando por todo o comprimento da espira, havera o campo
magnético no interior da bobina:
Y

Cpy o NI ax NI

27 L —%(X2+y2)% (Lz )yz

+4y?

Basta que agora sejam substituidos os valores dados para cada caso:

-7
I:5A—>B:47T><10 X1500>1<5:0,0102T

(0,72 +4x0,32)4

-7
|~ 10A B — 47 x10 ><1500><110 —00204T

(0,72 +4><0,32)A

-7
| 15A B — 47 x10 x1500><115 00306 T

(0,72 +4 ><0,32)A

-7
1= 20A g = 4mx10 X1500X1?0 —0,0408 T

(0.72 +4x03?) 2

Logo, vocé pode perceber que o campo magnético no interior da
bobina e diretamente proporcional a intensidade da corrente elétrica
que percorre a bobina. Dessa forma, vocé concluiu a tarefa com éxito
e deve apresentar esses dados obtidos no seu relatorio.

Avancgando na pratica

Campo magnético de uma linha de transmissao HVDC
Descricdo da situagao-problema

Em sistemas de transmissdo de energia elétrica, a maioria das
linhas transporta corrente alternada. Entretanto, € possivel encontrar
links de linhas de alta tensao cuja transmissao ocorre utilizando-se
corrente continua. S&o chamadas as linhas HVDC (High Voltage Direct
Current). Esse tipo de transmissdo € utilizado como uma alternativa
para transportar grandes blocos de energia, ou para fazer a conexao
entre sistemas de diferentes frequéncias, como entre Brasil e Paraguai.
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Sendo assim, esse tipo de linha nao tem derivacdes. Ainda, as linhas
HDVC apresentam menor custo, uma vez que, enquanto em linhas CA
Sa0 necessarias trés linhas (referentes as fases), para as linhas HVDC sdo
necessarias apenas uma ou duas linhas.

Suponha que vocé esta trabalhando em um empreendimento que
sera instalado proximo de uma linha HVDC. Entretanto, a empresa esta
procurando um local para suas instalacdes, de modo que o0 campo
magnético gerado pela linha HYDC ndo tenha interferéncia nos
equipamentos da empresa. E necessario que a magnitude do campo
magnético ndo ultrapasse 1,0x10~'T T. Seu gestor requisitou que vocé
utilize seus conhecimentos de eletromagnetismo para determinar essa
distancia, sabendo que a maxima corrente que passa por essa linha e
de 200 A. Como vocé realizaria essa tarefa?

Resolucao da situagdo-problema

De fato, para resolver esse problema, vocé deverd utilizar os
conceitos de eletromagnetismo que foram estudados aqui. Recorde
como é calculado o campo magnético gerado por uma linha percorrida
por corrente, em um ponto a uma distancia D dessa linha:

_ Hol
27D

A equacdo anterior pode ser alterada para obter a distancia,
conforme segue:

2nB

Substituindo os valores, obtéem-se:

D:47r><‘|0_7><200

= 400m
27 x1x1077

Os calculos mostram que a menor distancia na qual a empresa
poderia ser instalada € de 400 m longe da instalagdo das linhas HVDC.
De fato, se a distdncia aumenta, 0 campo magnético diminui. Assim,
€ interessante acrescentar uma margem de erro, de forma que um
aumento na corrente das linhas Nao cause um campo Mmagnético que
possa prejudicar 0os equipamentos. Assim sendo, vocé pode escolher
indicar uma distancia de duas vezes o valor calculado, por exemplo,
800 m. Apresentando esses calculos e as justificativas ao seu gestor, o
seu trabalho foi realizado com éxito!
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Faca valer a pena

1. Os campos magnéticos criados por corretes elétricas tém sua base
nos experimentos realizados por Oersted. Em um dos experimentos, |
montou-se um aparato conforme mostrado na Figura 2.17. Esse aparato
consiste em um fio condutor ligado em série com uma bateria e uma
chave inicialmente aberta. O fio € suspenso sobre duas hastes e, abaixo e
paralelamente a esse fio, € posicionada uma bussola. Ao fechar a chave,
percebe-se que a bussola se movimenta. Ao realizar esse experimento,
Oersted concluiu que a corrente elétricanofiogera ____ que
éemumadirecdo _____________ ao sentido da corrente.

Figura 2.17 | Aparato da experiéncia de Oersted

{— D

Fonte: elaborada pelo autor.
Escolha a alternativa que completa corretamente as lacunas do texto anterior:

a) campo elétrico, perpendicular.

b) campo magnético, igual.

¢) campo elétrico, igual.

d) campo magnético, perpendicular.
e) campo magnético, oposta.

2. Na fabricacdo de geradores hidrelétricos de grande porte, ¢ comum
que as bobinas que compdem os polos do gerador sejam construidas da
seguinte forma:

Inicialmente, cada uma das espiras € forjada e, na sequéncia, sdo empilhadas
sobre um nucleo de material ferromagnético. Considere uma das espiras do
gerador representada na figura, com raio igual a 50 cm. Se uma corrente de
10 A percorre essa espira, o vetor de indugdo magnética no centro dessa
espiratem _________ T de magnitude.
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Figura 2.18 | Espira circular de raio R
R /

tl

Fonte: elaborada pelo autor.

Marque a alternativa que completa corretamente a lacuna do texto anterior:

a)4rx1075.
b) 47 %1078
C)anx1077.
d)47x1078,
e)4rx107°.

3. Em um projeto de uma bobina, & necessario que essa apresente uma
relacdo de intensidade de campo magnético por corrente de 3,5x1073 A
bobina deve ser construida com um comprimento de 0,5 m e um raio de
0,2 m, para que ela seja corretamente alocada em um nucleo de material
ferromagnético.

Nas condi¢Oes de projeto indicadas, assinale a alternativa que apresenta o
numero de espiras da bobina:

a) 1000
b) 1400
c) 1800
d) 2200
e) 2600
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Secao 2.3
Lei de Ampere

Dialogo aberto

Caro aluno, vocé estd chegando ao final do estudo das
correntes elétricas em meios continuos. Nas ultimas duas secdes,
foram abordadas as densidades de corrente elétrica e 0s campos
magneéticos gerados por correntes elétricas. Nesta secao, sera
aprofundado o calculo do campo magnético gerado por correntes
elétricas utilizando a Lei de Ampere.

Esse conhecimento € a base para a compreensao do
funcionamento de equipamentos que utilizam os principios de
conversdo de energia como transformadores, motores e geradores.
Pelo amplo emprego desses equipamentos na industria, € essencial
gue esses conhecimentos sejam bem consolidados, de forma a
ampliar as oportunidades no mercado de trabalho.

Lembre-se de que vocé se colocou no lugar de engenheiro
no departamento de caracterizacdo de materiais de uma empresa
fabricante de transformadores. Sua atividade neste momento
consiste em caracterizar o campo magnético das bobinas utilizadas
em transformadores. Antes da apresentacao do relatorio contendo
as informacdes de campo magnético das bobinas, vocé percebeu
gue pode calcular o campo magnético no interior de uma bobina
utilizando a Lei de Ampere ao inveés da Lei de Biot-Savart para os
calculos realizados anteriormente. Utilizando a Lei de Ampere, os
calculos nao somente podem ser simplificados, como tambem
oferecem um melhor entendimento do seu gestor. Entretanto, nao
sdo em todas as situacdes que a Lei de Ampére pode ser aplicada
para O calculo do campo magnético, somente naquelas que
apresentem uma simetria adequada.

Vocé possui bobinas de 1500 espiras, com raio de 30 cm e
comprimento de 70 cm. Para determinar o campo magnético no
interior das bobinas, vocé deve considerar diferentes valores de
corrente, sendo que a corrente maxima que o condutor suporta
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¢ de 20 A. Entdo, faca os calculos para as correntes nos valores
de 5A 10 A 15 Ae 20 A. Como vocé aplicaria a Lei de Ampere
para determinar o campo magnético no interior das bobinas? Existe
alguma diferenca nos valores encontrados? Como vocé explica essa
diferenca? Quais valores de campo magnéetico vocé deve mostrar
a0 seu gestor como o mais adequado: os calculos utilizando a Lei
Biot-Savart ou a Lei de Ampere?

Para resolver a tarefa, a fim de analisar os resultados e tomar
a melhor decisdao sobre os calculos que serao apresentados no
relatorio, inicialmente, vocé conhecera a Lei de Ampere e suas
formas de aplicacdo. Em sequida, serao abordados os conceitos de
rotacional e o Teorema de Stokes aplicado ao eletromagnetismo,
para observar a Lei de Ampere em sua forma pontual.

Bons estudos e sucesso na realizacao da sua tarefal

Nao pode faltar

No estudo da eletrostatica, existerm duas leis importantes para o
calculo de campos elétricos: a Lei de Coulomb e a Lei de Gauss. A Lei
de Coulomb ¢é a precursora da Lei de Gauss, sendo que a aplicacao
dessa ultima para calculo do campo elétrico minimiza os esforcos de
calculos. Analogamente, no estudo do magnetismo, existem duas leis
que sao utilizadas para o calculo do campo magnético. A primeira delas
foi vista anteriormente: a Lei de Biot-Savart. Entretanto, dependendo da
situagao em que se deseja obter 0 campo magneético, pode ser que a
aplicacao dessa lei resulte em calculos demasiadamente complexos.
Por isso, a Lei de Biot-Savart tornou-se precursora de uma segunda lei
gue auxilia muito no calculo dos campos magnéticos, reduzindo os
esforcos de calculo: a Lei de Ampere.

A Lei de Ampére permite que os calculos de campo magnetico
sejam feitos mais rapidamente e de forma mais simples e direta. No
entanto, para que essa simplificacdo de calculo seja possivel, o problema
examinado deve ter uma distribuicdo de corrente que apresente uma
determinada simetria, favorecendo, assim, a aplicagao da lei.

Para entender a Lei de Ampére, € necessario saber o0 que € a
circuitacdo de um campo vetorial (que no caso aqui € o vetor densidade
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de campo magnetico B). Considere o caso de uma corrente | em um
condutor, conforme a Figura 2.19. E necessario fazer a integral de linha
deste campo em um caminho fechado C, como mostra a mesma
figura. Percebe-se que em qualquer ponto desse caminho existe
um elemento d? que € tangente a C e o campo magnético que &
produzido pela corrente forma um determinado angulo § com d7.O
campo B ¢ perpendicular ao vetor da distancia ¥ entre a origem de /
e a posicdo do vetor B . Assumindo que esse campo magnético tenha
intensidade B constante, ao longo do caminho C havera uma variagao
de r e 6.Logo, deve-se calcular a integral do produto B-di.

Figura 2.19 | Circuitagdo do campo B de uma corrente em um condutor

Fonte: elaborada pelo autor.

Pode-se descrever a integral do campo magnético no caminho
fechado C como sendo:

qSB-d?e:gﬁdecos(e)
C C

A expressao anterior determina que cada linha de campo € uma
curva fechada, e a determinacao de B pode ser feita em termos de
Sua circuitacao.

A quantidade d{cos(f)pode ser também escrita como a projecdo
do vetor d? sobre o vetor B. Essa projecao determina uma abertura
infinitesimal de um angulo d¢ com relagdo ao vetor r, conforme
mostra a Figura 2.20, e determinada por:

dlcos(0) = rd¢
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Figura 2.20 | Projecao de d? sobre o vetor B

Fonte: elaborada pelo autor.

Ao continuar desenvolvendo a equacao da circuitacdo do campo
magnético, considerando que B = 50 , obtém-se:
r

fﬁBdfcos(H 9§Brd¢ "0 rd¢>_"° 9§d¢ ol £ 2 = puol

E entdo pode-se escrever para esse caso especifico que:

§é-d?:uo/
C

Vocé pode perceber que essa Ultima equacao apresenta uma certa
semelhanca com a Lei de Gauss, mas, ao invés do campo elétrico
integrado em uma superficie gaussiana, integra-se © campo Mmagnetico
em uma circuitacao, ou seja, em um caminho fechado, utilizando uma
integral de linha. Analise a situacao da Figura 2.21, que mostra as secdes
transversais de trés fios percorridos por corrente e um circuito fechado
em torno de apenas dois deles.

Figura 2.21 | Circuitacéo aplicada a duas correntes Lel,

I3 @
DI,

Fonte: elaborada pelo autor.

Pode-se verificar que o sentido adotado para o caminho C é o
sentido anti-horario, e que as correntes Iy e 1, estdo envolvidas por
este caminho. Logo, conclui-se, ao aplicar a regra da mao direita para
Iy e 1,, que o campo magnético gerado por [, esta no mesmo sentido
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do caminho, enguanto que 0 campo magnetico gerado por [, esta
na direcdo oposta. Portanto, a circuitagdo € positiva para [, € negativa
para I,, resultando na seguinte equacgao:

fé'd_é:ﬂo(h _IZ)::“OIT
c

Note que ha uma corrente total (/) circuitada dada pela diferenca
das correntes I, e I,. Ja a corrente I3 ndo contribui para a circuitagao,
portanto ndo deve ser incluida no equacionamento.

oé) Reflita

Se as correntes I, e I, tivessem o mesmo sentido, como seria dada a
corrente total obtida dentro da circuitagao?

A Ultima equacgao obtida pode ser generalizada para qualquer
distribuicdo de corrente elétrica em um meio condutor. Contudo, sera
aproveitada a definicao da Lei de Ampere para falar um pouco sobre
as fontes de campo magnetico. Conforme visto anteriormente, um
campo magnético pode ser produzido por uma corrente elétrica, mas
como se explica © campo magnético gerado por um ima permanente?

Num ima permanente, a organizacao da estrutura eletronica interna
faz com que surjam, internamente, correntes de magnetizagdo. Assim,
€ possivel separar a situacao de um campo produzido por uma corrente
elétrica de um campo produzido por um material magnetizado.

Num condutor percorrido por corrente, 0 campo magnetico
B escrito como em fungdo de um vetor de intensidade de campo

magneético (H):

- -

B = uoH

Ja em um material magnetizado, como no caso de um ima
permanente, tem-se o vetor magnetizacdo (M) responsavel por gerar
um campo Magnético By,

By = 1M

Quando um condutor percorrido por corrente magnetiza um
determinado material (como no caso de um eletroima), o campo total
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serd dado pela soma do campo gerado pela corrente elétrica e do
material magnetizado, que, na verdade, € mais comumente chamado

-

de densidade de campo magnético (B):
B =B +By = oH + oM = j1o(H + M)
Assim, a Lei de Ampere pode ser reescrita considerando os vetores
H e M, tal como:

f o+ 8)-dT = pgly — f (H -+ M)-dT =y
C C

Note que, se M =0 (ou seja, se ndo existe magnetizacdo de um
meio material), entdo:
99 H.di=I
C

6&» Assimile

A Lei de Ampere, na forma integral, permite calcular o campo magnético
a partir de uma corrente elétrica total estacionaria, podendo ser dada pelas
seguintes equacdes:

fé.dz:uolr, ou ainda SEFLdZ:IT
C C

Assim como a Lei de Gauss, a Lei de Ampére pode ser aplicada
em situacdes que apresentam uma simetria favoravel para definir um
circuito fechado que englobe as correntes elétricas das distribuicdes
continuas de carga.

?=| Exemplificando

Um fio infinito € percorrido por uma corrente elétrica de 20 A. Utilizando a
Lei de Ampeére, calcule o campo magnético a um raio de 40 cm desse fio.
Resolugdo:

Analise o caso de um fio retilineo e infinito, tal como mostra a Figura 2.22. >
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4 Figura 2.22 | Corrente em um fio retilineo infinito

Fonte: elaborada pelo autor.

As linhas de campo desse fio sao circunferéncias de raio R, e os vetores de
campo magnetico estao perpendiculares ao raio dessas circunferéncias.
Pode-se, entdo, definir uma das circunferéncias como o caminho C, e
logo sera possivel constatar que d? estard na mesma direcdo e sentido
de B . Nos pontos de C, acontecem duas situacdes que contribuem para
a aplicacdo da Lei de Ampére: uma é que, em C, o vetor B ¢é paralelo ao
vetor d?. O outro fator é que, em todos os pontos de C, o modulo do
campo B ¢ uniforme e pode sair da integral. Assim, tém-se 0s sequintes
calculos para o campo B em um fio retilineo infinito:

9§§~d?:uolangdZ:uOIHBZTrR:MOI—»B:“—OI
A A 27R

Note que a equacdo € a mesma que a obtida utlizando a Lei de
Biot-Savart, entretanto foram aplicados apenas dois procedimentos de
calculo. Utilizando os valores dados, tem-se:

-7
B_ 47x107" x20 —10°5T
27 x0,4

Na teoria de campos magnéticos, € interessante que as relacdes
envolvam as grandezas em pontos infinitesimais do espaco. Dessa
forma, pode-se utilizar o conceito de rotacional para determinar
uma relacao pontual a ser utilizada para aplicar a Lei de Ampére em
uma regiao de dimensdes infinitesimais de espaco. Para ilustrar esse
conceito, observe a Figura 2.23, que mostra uma regido de um meio
condutor, de superficie S e delimitada por um contorno L, na qual é
selecionada uma area incremental AS, que, por sua vez, € atravessada
perpendicularmente por uma corrente Al. O objetivo € tornar o
caminho C o mais pequeno possivel, de forma que AS se torne como
um ponto infinitesimal no meio condutor.
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Figura 2.23 | Meio condutor delimitado por um caminho L

Fonte: elaborada pelo autor.

Para atingir esse objetivo, € possivel aplicar a Lel de Ampére no
caminho C e dividir por ambos os lados da equacao por AS, conforme
mostrado na equacao:

j{ H.de

c _ Al
AS  AS

Com o intuito de tornar AS o menor possivel, pode-se aplicar o
limite com AS tendendo a zero, para os dois lados da equacao, da

sequinte forma:
9§ H.dr
Al

limas o CA—S =limys o AS

Do lado direito da equacao, o que se obtém € nada menos que a
densidade de corrente J. J& do lado esquerdo, define-se uma operacio
vetorial sobre um campo vetorial, que € denominada de rotacional.
Assim, depois de aplicar os limites, € possivel escrever:

VxH=J

A formulacao anterior € denominada de forma pontual da Lei de
Ampére. Considerando um campo H =HX+H,y+H,z, a operacao
do rotacional pode ser dada pelo determinante:

X y z
VxH=|2 9 9
ox 0y 0z
H, H, H,
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ﬁz” Assimile

A Lei de Ampere, na forma pontual, permite calcular o campo
magnetico a partir de uma densidade corrente elétrica, escrita pelas
seqguintes equacodes:

VxH=J,ouainda: %xé:yoj

?=| Exemplificando

Seja um campo magnético definido por H = 5% + 2xy + 6y, determine o
vetor densidade de corrente elétrica.

Resolugdo:
X y z

OxA_|0 9 9| _[oH, OHy|. (0Hy 0H,), [OH, OH )|,
ox 0oy 0z oy 0z 0z ox ox oy
H, H, H,

Considerando ainda a superficie incremental da Figura 2.23, a partir
das deducdes anteriores, € possivel escrever a seguinte relacao:
95 H-dr
CizﬁxF/H%H.dz:(%xF/)As
AS
Cc
Considerando que um meio condutor seja formado por varias areas
incrementais AS, e que essas areas sejam reduzidas em elementos
infinitesimais de superficie dS, pode-se realizar o circuitamento para
todos esses elementos no meio condutor e somar os resultados. A
maioria dos termos se cancela, com excecao dos gque estdo no
contorno da superficie S dada por L. Chega-se, entdo, ao chamado de
Teorema de Stokes, valido para qualquer campo vetorial:

fﬁ-de:f(%xﬁl)ds
L S
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Incluindo a Lei de Ampeére na formulacao, tem-se:

§H-df:9§i-d$:g§(%xﬁ)ds
L S S

Olhando as duas equacdes, nota-se que € possivel facilmente partir
da Lei de Ampére na forma integral e chegar a sua forma pontual, e
vice-versa, utilizando o Teorema de Stokes.

Na eletrostatica, foi visto o conceito de potencial escalar
eletrostatico (ou potencial elétrico), que permite simplificar os
problemas de calculo de campo elétrico, pois, se ha uma configuragao
de carga, € possivel obter inicialmente o potencial elétrico para,
em seguida, obter a intensidade de campo elétrico. No estudo do
magnetismo, também ¢é possivel tracar um paralelo e definir uma
funcdo potencial que € obtida a partir de uma distribuicdo de corrente
elétrica. Esse potencial serda denominado de potencial escalar
magnético, e, a partir dele, pode-se obter os campos magnéticos
de forma mais simplificada. Entretanto, a aplicacdo desse potencial
escalar magnético ¢é limitada as situacdes em que a densidade de
corrente elétrica € igual a zero, conforme vocé vera adiante.

Considerando a existéncia de um potencial escalar magnético,
designado por V,,, tem-se que o negativo do gradiente € igual a
intensidade de campo magnético. O negativo foi escolhido para ter
uma maior analogia com o caso do potencial elétrico.

-

H=-VV,

Essa definicao deve satisfazer as leis do magnetismo, tal como a Leli
de Ampere na forma pontual. Dessa forma, tem-se:
VxH=J=Vx(-VV,)
Existe uma propriedade da algebra que determina que o rotacional
do gradiente de qualquer escalar € igual a zero. Assim, ao definir a
existéncia de um potencial escalar magnético diferente de zero, a

densidade de corrente devera ser zero em toda a regiao em que o
potencial escalar magnético for definido, sendo possivel escrever:

H=-VV, 6 (J=0)

Alem da definicao do potencial escalar magnético, pode-se definir
um potencial vetor magnético, que consiste em um campo vetorial
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muito importante para o estudo de radiacao de antenas e perdas
por radiagdo de linhas de transmissdo, guias de onda e fornos de
micro-ondas. Diferente do potencial escalar magnético, o potencial
vetor magnético pode ser utilizado em meios Nos quais existe ou Ndo
uma densidade de corrente elétrica.

Para definir esse potencial vetor magnético, utiliza-se das equacdes
basicas do magnetismo, que definem que a divergéncia do campo
magnético B € nula e que o rotacional do campo B € proporcional &
densidade de corrente J :

V-B=0
VxB = pod
As equagdes anteriores compdem algumas das equacdes de
Maxwell em termos de carga e corrente totais no vacuo. Dado que a

divergéncia de B é nula, pode-se dizer que existe um vetor potencial
definido por A, de forma que:

B=VxA
Substituindo na equacado do rotacional de B, tem-se que:

Vxézpoj—>V><(V><Z\):u0j

Logo, desenvolvendo a equacao anterior, obtém-se:

V(V-A)+ V2A) = pgd

D9 Pesquise mais

O potencial vetor magnético pode ser calculado de acordo com uma
densidade de corrente elétrica. Para o calculo do potencial vetor, €
necessario estabelecer uma liberdade de calibre, que consiste em
fazer uma substituicdo vetorial na expressdo de forma que 0 campo
magnético B nao se altere. Mais informacdes podem ser encontradas
no video a sequir:

ELETROMAGNETISMOUFF. Aula 1.26 — Liberdade de calibre, calibre de
Coulomb, solucdo geral para o potencial vetor. 2015. Disponivel em:
<https://www.youtube.com/watch?v=0m4IM-TtmEO>. Acesso em: 5
dez. 2017.
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Sem medo de errar

Muito bem, com 0s conceitos apresentados nesta secdo, agora
vOCé esta apto a realizar a tarefa que lhe foi proposta.

Vocé ja calculou o campo magnético das bobinas utilizando a Lei
de Biot-Savart, mas decide verificar os calculos que fez anteriormente
utilizando a Lei de Ampere. Como vocé aplicaria a Lei de Ampere para
determinar o campo magnético no interior das bobinas? Existe alguma
diferenca nos valores encontrados?

As bobinas que lhe foram entregues tém 1500 espiras, com raio de
30 cm e comprimento de 70 cm. Para determinar o campo magnético
Nno interior das bobinas, considere diferentes valores de corrente, sendo
que a corrente maxima que o condutor suporta € de 20 A. Entdo, faca
0s calculos para as correntes nos valores de 5 A, 10 A, 15 A e 20 A

Inicialmente, pense na simetria adequada para esse calculo. Na
figura a sequir, € apresentado um exemplo de solenoide com trés
espiras, a fim de visualizar o campo magnético em cada uma delas,
qgue internamente se somam. Na Figura 2.24b, € apresentado um
solenoide de 5 espiras, gue permite observar tambéem esse efeito. Alem
disso, nota-se que, para as trés espiras mais ao meio do solenoide, as
linhas de campo sao quase paralelas. Ainda, © campo total sera dado
pela soma vetorial de todos os campos produzidos por cada uma das
voltas do fio que compdem essa bobina, ou seja, € igual a soma dos
campos de todas as espiras existentes.

Figura 2.24 | Campo magnético em um solenoide: (a) com 3 espiras; (b) com 5 espiras

N=5

(@ (b)

Fonte: Rego (2010, [s/pl).
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Considere um solenoide com um numero maior de espiras
e determine uma regido composta por N espiras para fazer uma
circuitacdo e aplicar a Lei de Ampere. Isso € mostrado na Figura 2.25:

Figura 2.25 | Campo magnético em uma bobina

4 3
[ & 4*

!
T 000000000000000000
R| -

[

7 > z 1 B

???009000000000000 N espiras
[

&

yYYey

¢

Fonte: Rego (2010, [s/p))

Suponha 0 campo paralelo e uniforme internamente e nulo na
regidgo fora da bobina. Defina, entdo, um caminho fechado por 1-2-
3-4. Considerando I como sendo toda a corrente envolvida nesse
caminho, escreva a Lei de Ampere:

B-dl = pyly
1-2-3-4
N-I-h

A corrente total envolvida no caminho e dada por I =

N-I-h
L

:logo:

B-dl = poly = o

1-2-3-4
Basta entdo solucionar a integral de linha no caminho especificado.
Aintegral pode ser quebrada em quatro subintegrais, conforme segue:

9§ é-d?:fé~d?+9§.§-d?+9§§-d2+§§-d?
1-2-3-4 -2 2-3 3.4 41

Entretanto, como é considerado © campo igual a zero na parte
exterior do solenoide, tem-se que a integral no caminho 3-4 ¢ igual
a zero. Ja nos caminhos 4-1 e 2-3, por terem sentidos de integracao
0opostos, as integrais se anulam, restando apenas a integral No caminho
1-2. Assim:

%BM:%
1-2

N'Z'hHB.h:uoN'l'hHB:uo¥
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Aplicando os valores dados, tem-se:

B(5A) = 47 x1077 % =0,0135T

)

47r><1077w

B(10A) = =0,0269T
B(15A) = 4xx107 129015 _ 4 0404 T
B(20A) = 47 x10~7 1500-20 _ 0,0539 T

)

Percebe-se que os valores sao diferentes de quando se aplica a
Lei de Biot-Savart, e essa diferenca aumenta a medida que aumenta
a intensidade da corrente elétrica. Isso ocorre porque no calculo
utilizando a Lei de Ampere foram feitas algumas simplificacdes (campo
no exterior nulo, o que ndo é verdade). Logo, a Lei de Ampere considera
para fins de calculo uma bobina ideal. Entretanto, para bobinas reais,
Como O numero de espiras € muito grande e o comprimento € maior
que o raio das espiras, a Lei de Ampere € uma boa aproximacao.

Como nesse caso o comprimento Ndo € muito maior que o raio (L
=70 cm e R = 30 cm), vocé podera concluir que a Lei de Biot-Savart
expressa mais fielmente os valores de campo e, dessa forma, podera
escolher os resultados obtidos na secdo anterior. Depois de realizar
0s calculos dos campos magnéticos em todas as bobinas, € possivel
concluir que a tarefa foi realizada com éxito. Portanto, agora, vocé
possui todas as informacdes para escrever o seu relatorio.

Avancando na pratica

Campo magnético de um toroide
Descricao da situagao-problema

Suponha que vocé trabalha em uma empresa que realiza
manutencao de equipamentos de radiodifusao. Esses equipamentos
geralmente apresentam indutores no formato toroidal, pois apresentam
vantagens com relacao a outros tipos construtivos. Por exemplo, uma
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bobina toroidal representa um indutor quase ideal. Dentro do seu
enrolamento, 0 campo se encontra quase que totalmente confinado
no interior e, consequentemente, a maior parte de suas linhas de
campo € mantida no interior do enrolamento, com densidade de fluxo
essencialmente uniforme ao longo de todo o circuito magnético.
Assim, quando se precisa de um indutor de valor preciso, opta-se pelo
indutor toroidal.

Em um determinado circuito elétrico, o espaco para encaixe de um
indutor permite um indutor toroidal de raio de 2 cm. A especificacao
nesse ponto do circuito € que existe um campo magnético de
1,5x107* T para uma corrente de 30 mA. Nessas condicdes, qual deve
ser o numero de espiras desse indutor toroidal? Apresente ao seu gestor
0 seu projeto, de forma a especificar a construcao do equipamento nas
condicdes descritas.

Resolucao da situagdo-problema

A figura a seguir mostra um indutor toroidal indicando o caminho
de circuitacao. Partindo da premissa que 0 campo esteja confinado no
interior desse indutor, pode-se tracar um caminho de forma a englobar
sua corrente total, que sera dada por:

Iy = NI

Figura 2.26 | Solenoide toroidal

Fonte: elaborada pelo autor.

Nesse caminho, percebe-se que B e d7 tém a mesma direcao e
sentido. O campo magnético nao sera constante, mas dependera do
valor do raio 7. Aplicando a Lei de Ampére, tem-se:

106 U2 - Correntes elétricas no meio continuo



B2rnr
ol

9§§-d€=uo/T — B27r = NI — N =
(o}

Com os valores, obtém-se 0 numero de espiras necessarias para
O projeto:
N _ 15x107x27x0,02 _10°

= =— =500
47x1077 x30x107° 2

Logo, no projeto desse indutor serao necessarias 500 espiras.
Ao apresentar esses calculos e suas conclusdes ao seu gestor, vocé
concluira a tarefa da forma adequada.

Faca valer a pena

1. O estudo da eletroestatica e do magnetismo apresenta um paralelo
interessante das equacdes para determinar o campo elétrico e o campo
magnético. Em cada uma das areas de estudo, uma dessas equagdes requer
um esfor¢co maior de calculo, enquanto que a segunda permite um calculo
simplificado se houver uma simetria adequada. Considere a Quadro 2.1, que
apresenta um paralelo das equacdes:

Quadro 2.1 | Paralelo entre as leis da eletroestatica e do eletromagnetismo

A B

Célculos mais elaborados e complexos

D Calculos simplificados em determinadas simetrias

Fonte: elaborada pelo autor.

Assinale a alternativa que completa corretamente a tabela nas posicdes A, B,
C e D, respectivamente:

a) Lei de Coulomb, Lei de Gauss, Lei de Ampére e Lei de Biot-Savart.
b) Lei de Gauss, Lei de Coulomb, Lei de Biot-Savart e Lei de Ampere.
c) Lei de Biot-Savart, Lei de Gauss, Lei de Ampere e Lei de Coulomb.
d) Lei de Coulomb, Lei de Biot-Savart, Lei de Gauss e Lei de Ampére.
e) Lei de Gauss, Lei de Ampére, Lei de Coulomb e Lei de Biot-Savart.

2. Um aparelho de radio que possui um solenoide toroidal de didmetro
igual a 5 cm em seu circuito foi aberto para manutencado, e o técnico

decidiu calcular o campo magnético concatenado no interior desse
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solenoide. Para isso, o técnico conectou um amperimetro que marcou
uma corrente de 10 mA.

Sabendo que o solenoide é de 300 espiras, o valor de densidade de campo
magnético obtido é de:

a) 14x10°%T
b) 24x10°®T
c) 2,7x10° T
d) 1,8x1075 T
€)2,4x107°T

3. Um condutor cilindrico é utilizado em uma instalacio elétrica e tem
secdo transversal de raio igual a R. Numa situagdo de demanda alta de
energia elétrica, uma determinada corrente | percorre o condutor. Alguns
estudantes esbogcaram o campo magnético produzido pela distribui¢cdo de
corrente elétrica nesse condutor, representados na Figura 2.27.

Figura 2.27 | Esbocos de um campo magnético num condutor cilindrico de raio R

Esbogo 1 Esbogo 2 Esbogo 3

N

o F----—==

R

Esbogo 4 Esbogo 5

Fonte: elaborada pelo autor.

Nessas condicdes, pode-se afirmar que o esbo¢o correto do campo
magnético em fungdo da distancia do centro do eixo do condutor é o:

a) Esboco 1
b) Esboco 2
c) Esbogo 3
d) Esboco 4
e) Esboco 5
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Unidade 3

Indutancia e as equacoes
de Maxwell

Convite ao estudo

Ola, caro aluno, seja bem-vindo a terceira unidade do curso
de Eletromagnetismo. Nas unidades anteriores estudamos
os fundamentos da eletrostatica e do magnetismo, e nesta
unidade continuaremos a aprofundar os conhecimentos
estudando as indutancias e as equacdes de Maxwell.

Este tema esta muito presente nas nossas atividades
cotidianas, uma vez que muitos dos equipamentos que
utilizamos sao compostos por indutores magnéticos ou tém
o principio de funcionamento baseado nas leis de inducao. Ao
final desta unidade vocé sera capaz de realizar a analise de
distribuicoes de correntes elétricas e dos campos magneticos
envolvidos, em contextos gerais e em aplicagdes especificas
tais como motores, geradores e transformadores elétricos.
Alem disso, sera capaz de aplicar as equacdes de Maxwell
na engenharia.

Para motivar os estudos desta unidade, iremos imaginar que
voceé foi contratado por um laboratoério de testes para trabalhar
em um ensaio contratado por uma empresa fabricante de
materiais eletromagnéticos. Nas atividades do laboratorio,
€ comum realizar atividades, tais como: o planejamento de
experimentos, descricao teorica dos resultados experimentais
esperados, analise e calculos de parametros relacionados aos
materiais magnéticos, entre outros ensaios. Nestas atividades
sera necessario ser persistente e colaborar com a equipe para
O sucesso nos trabalhos que precisam ser desenvolvidos. Os
resultados devem ser reportados em relatorios e descritivos
dos ensaios realizados.



Vocé participara da analise tecrica e do planejamento dos
experimentos. Na primeira etapa vocé ira colaborar propondo
uma solucao para que os testes possam ser realizados,
na segunda etapa ira analisar teoricamente 0s ensaios
realizados em um toroide para determinar a indutancia deste,
e finalmente em uma terceira etapa ira analisar o campo
magnetico produzido em um capacitor de placas circulares.
Ao final dos testes, vocé sera responsavel por elaborar um
relatorio para o cliente, contendo a descricdo dos ensaios
realizados juntamente com as comprovacoes teoricas destes
testes. Desta forma, vocé devera utilizar os conhecimentos
adquiridos nesta unidade, tais como: lei de Faraday e lei de
Lenz, indutancias magnéticas e as equagdes de Maxwell.
Vocé esta preparado para este desafio? Sabe onde buscar o
conhecimento necessario?

Nesta unidade, apresentaremos o conhecimento que €
necessario para realizar as tarefas que lhe forem delegadas.
Na Secao 3.1 vocé sera apresentado as leis de Faraday da
inducdo magnética e a lei de Lenz, que sdo fundamentais
para compreensao do principio de funcionamento de
eqguipamentos como motores, geradores e transformadores.

Na Secao 3.2 estudaremos o conceito de indutancia
magnética a partir do aprofundamento do estudo da natureza
dos materiais magneticos e dos conceitos de magnetizacao
e permeabilidade.

Na Secdao 3.3 serdo introduzidas e contextualizadas
as equacdes de Maxwell a partir das leis fundamentais da
eletroestatica e do eletromagnetismo.

Estes conhecimentos serao um diferencial na sua formacao.



Secaon 3.l

Lei de Faraday e lei de Lenz

Dialogo aberto

Ola, aluno, nesta secdo iniciaremos o estudo do fendbmeno da
indug¢ao magneética, isso quer dizer que trataremos de um assunto
extremamente importante e relevante em nossa vida cotidiana. O
fendbmeno da inducao eletromagnética foi descoberto inicialmente
por Michael Faraday (1791-1867), mas também recebeu uma
contribuicao importante de um fisico chamado Heinrich Friedrich
Lenz (1804-1865).

Este tema é de grande importancia na industria e na engenharia,
assim como vocé vera nas situacdes e tarefas que sao propostas
nesta secao. Motores elétricos que sao empregados nas industrias
tém a lei de indugdo magnética como principio fundamental para
0 seu funcionamento.

Para motivar os seus estudos, vocé foi convidado a imaginar
que foi contratado por um laboratorio para trabalhar em um ensaio
contratado por um cliente que fabrica materiais eletromagnéticos.
Sua empresa recebeu um lote de espiras e solenoides, toroides e
capacitores para analise, e neste ensaio vocé participara da analise
tedrica e do planejamento dos experimentos. Ao final dos testes,
vocé sera responsavel por elaborar um relatorio para o cliente,
contendo a descricdo dos ensaios realizados juntamente com as
comprovacoes teoricas destes testes.

Contudo, para realizar estes ensaios € necessario realizar uma
etapa de planejamento, de forma que vocé se certifique que nao
faltara nenhum material para o sucesso dos testes. Nessa etapa, a
equipe do laboratorio identifica um problema: um dos instrumentos
utilizados deve ser alimentado com 440V em CA, contudo, os
pontos de alimentacdo do laboratorio fornecem apenas 220V.
Vocés ndao possuem transformador para que a tensdo possa ser
aumentada, mas existem bobinas de 1500 espiras e nucleos de
material ferromagnético. Como vocé criaria uma solugcao para que
o instrumento possa ser utilizado?
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Para realizar a sua tarefa com sucesso, vocé devera utilizar os
conhecimentos adquiridos nesta se¢do: lei de Faraday e lei de Lenz.
Apesar de estar na etapa de planejamento, se vocé for capaz de
resolver esta situacao de forma a permitir que OSs ensaios sejam
realizados, vocé estara exercitando a sua capacidade de raciocinio
critico e tomando uma iniciativa para solucao de problemas, e dessa
forma ird colaborar com a sua equipe. Assim, convido vocé a estudar
com muita atencdo o conteudo desta secdo, onde vocé obtera os
conhecimentos necessarios para realizar as tarefas que lhe foram
delegadas. Bons estudos.

Nao pode faltar

Na unidade anterior nos aprendemos que quando um condutor
percorrido por corrente elétrica € colocado em meio a um
campo magnético, surge nele uma forca e, consequentemente,
um torque eletromagnético. Vocé ja se perguntou se o contrario
também ocorre?

o(b Reflita

Se um condutor for colocado em meio a um campo magnético sob
acao de um torque gue provogque um movimento, surgira nele uma
corrente elétrica?

Para poder entender o que ocorre ao movimentar um condutor
em um campo magnético, como uma espira, vamos inicialmente
conceituar o fluxo de um campo magnético. Vocé deve se
lembrar que, quando abordamos a Lei de Gauss, definimos o
fluxo de campo elétrico, sendo este a integral do produto escalar
de um campo elétrico por uma determinada area. Podemos
definir analogamente o fluxo de campo magnéetico como a
integral do produto escalar entre o campo magnético e uma
determinada area pela qual as linhas deste campo magnético
passam, como mostra a Figura 3.1. Podemos escrever o fluxo de
campo magnético ((I)B ) como:

by = [ B-haA
S
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Figura 3.1 | Demonstracao do fluxo de campo magnético em uma determinada area

> )

[

Fonte: elaborada pelo autor.
Considerando um campo magnético constante e que o vetor de

campo magnético faca um determinado angulo # com o versor A,
podemos escrever:

D, = f Bcos(f)dA
S

A expressao acima nos mostra que o fluxo ¢, pode ser
positivo, negativo ou zero, dependendo do angulo 6. A unidade
de fluxo de campo elétrico é Tesla metro quadrado [T.m?] que
€ igual a 1 Weber [Wb].

Podemos visualizar mentalmente o fluxo de um campo
magnetico, por exemplo, ao aproximar um ima permanente de
uma espira circular, conforme mostra a Figura 3.2. Ao aproximar
o polo norte deste ima em direcdo ao centro da espira, COmo as
linhas saem do polo norte em direcdo ao polo sul, poderemos
observar as linhas de campo magnético passando pelo centro
da espira. Quanto mais linhas de campo estiverem passando por
dentro da espira, maior sera o fluxo magnético.

Figura 3.2 | Fluxo de campo magnético de um imé permanente no interior de
uma espira
B

-
v
—

Fonte: elaborada pelo autor.
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Entédo, € possivel visualizar que ao aproximar o ima do
interior da espira, o fluxo aumenta, e ao afastar o ima da espira
o fluxo diminui. Além disso, Michael Faraday percebeu em seu
experimento uma outra caracteristica: ao conectar um multimetro
nos terminais de uma espira (fechando um circuito) ele notou que
a0 aproximar o polo norte do ima do interior da espira surge uma
corrente positiva, mas com um detalhe: esta corrente somente
surge quando o ima é aproximado com uma alta velocidade. Se
o ima for movido muito vagarosamente, a corrente nao aparece.
Da mesma forma, ao afastar o ima do centro da espira, surge
uma corrente negativa, mas somente se 0 movimento do ima for
muito rapido. Desta forma, Michael Faraday constatou que uma
tensdo (forca eletromotriz) era induzida nos terminais da espira
guando ocorria uma variacdo temporal do fluxo, ou seja:

Eind = _& ’
dt

(tz" Assimile
A Lei de Faraday da indu¢do magnética relaciona a forca eletromotriz
induzida (€,,4) em um condutor com a taxa de variagdo do fluxo
magnetico atraves deste condutor.
_ddg
Eing = — at

O sinal negativo se deve ao que foi identificado pouco depois
pelo fisico Friedrich Lenz. Ele percebeu que o sentido da corrente
induzida era tal que o seu campo magnetico se opunha a variacao
do fluxo magnético que produziu esta corrente, ou em uma outra
interpretagcdo, em oposicdo ao movimento do ima permanente.

Se consideramos que a corrente se opde a aproximacao,
entdao o campo magneético gerado pela corrente na espira deve
produzir um polo igual ao polo que se aproxima, gerando assim
uma forca de repulsdo. Isso esta ilustrado na Figura 3.3 (a). Por
outro lado, se observarmos a variacao do fluxo magnético do ima
permanente, perceberemos que ao aumentar o fluxo, o campo
gerado ird se opor a este aumento, como mostra na Figura 3.3 (b),
estando em uma mesma direcao e sentido contrario ao campo
que o gerou. De outra forma, ao diminuir o fluxo, © campo gerado
ira agir de forma a aumentar o campo total assim como na Figura
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3.3 (c), estando o campo gerado na mesma direcao e sentido que
O Campo que O gerou.

@ Reflita

Na Figura 3.2, qual o sentido da corrente elétrica ao aproximar o ima
do centro da espira? E ao afastar?

Figura 3.3 | Interpretacdo da Lei de Lenz (a) oposicdo ao movimento, (b) oposicdo
a variagao negativa do fluxo e (c) oposicdo a variagdo positiva do fluxo.

R
. B aumenta
E’. N -
ind |

S N B Bind »
s|Tin B — (b)
S N m B 1 j j
B diminui
s N <
s _JN Bing +——
(a) (c)

Fonte: elaborada pelo autor.

&&9 Assimile

De acordo com a Lei de Lenz a corrente induzida tera o sentido oposto
a variacdo de fluxo de campo magnetico.

?=| Exemplificando

Seja uma espira de raio R em um campo magnéetico que varia no tempo
conforme B = -Kt Neste caso, qual sera o valor da forca eletromotriz
induzida nesta espira?

Resolucao:

Neste caso, podemos calcular inicialmente o fluxo de campo magnético
de acordo com a integral dada a seguir. Como a espira € circular de raio
R, a area total pela qual o fluxo passa ¢ iguala wR?, logo:

D, = f Bcos(0)dA = Bcos(0)rR*
S
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Em sequida, aplica-se a equacao da Lei de Faraday para determinar a
forca eletromotriz induzida:

9% 9B oyer? = KD os(0)nR? = K cos(0)rR?
a  dt dt

™

Assim, percebemos que a forca eletromotriz induzida pode
surgir em situagdes nas quais 0 campo Mmagnetico € variante no
tempo em uma area fixa pela qual o campo magnético passa.
Vamos agora analisar uma situagcao em que 0 campo magnetico
e fixo, confinado em um determinado espac¢o, no qual existe uma
espira retangular que se movimenta, conforme mostrado na Figura
3.4. Nesta situacao entenderemos melhor a inducdo magnética
segundo a Leide Faraday, além de assimilar um conceito importante
gue ¢ a transferéncia de energia no processo de inducao.

Figura 3.4 | Espira retangular movimentando-se em um campo magnético constante

~_ " " 1
: X X X|

X X X X ?-‘
-

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016, [s.p.]).

Quando o ima € aproximado ou afastado da espira, uma forca
magnética se opde a0 movimento e, portanto, € preciso realizar
um trabalho positivo. Como existe uma resisténcia caracteristica
da espira, uma energia térmica é produzida devido a corrente
induzida na espira pelo movimento. Assim, existe uma transferéncia
de energia mecanica no sistema ima-espira para energia térmica.

Na situacdo da espira que se movimenta linearmente em um
campo magnético constante da Figura 3.4, quanto mais a espira €
puxada para fora da regido de confinamento do campo magnetico,
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menor serd o fluxo de campo magnetico pela espira, pois a area
diminui. Ou seja, existe uma variacdo negativa de area, € o fluxo
sera dado conforme o calculo da integral a seguir, onde o angulo
f € igual a zero, pois tanto 0 campo quanto a normal a superficie
estdo no mesmo sentido. Como x diminui, e sendo B a magnitude
do campo magnético constante, o fluxo diminui.
g = [ Boos(0)dA = Bix
S

Ao calcular a forga eletromotriz induzida neste caso, teremos que:
leyel = 225 = 80X _ By
dt dt
Como a espira tem uma resisténcia elétrica surgira uma corrente
induzida que se opde a variagcdo do campo magnético. Como uma
variagao negativa de fluxo magnético € a que induz a corrente,
um campo na mesma direcao e sentido do campo indutor ira
surgir. Logo, a corrente deve percorrer a espira no sentido horario.
Supondo uma resisténcia elétrica R na espira, pode-se calcular a

corrente por:

€na  BlU
R R

Sobre cada parte da espira aparecera forcas induzidas dadas
por: dF = IdixB. Integrando esta equag¢ao em cada um dos lados
da espira retangular, serdo obtidas as resultantes 131 IE2 e I:'; . Ainda,
existe uma forca que € aplicada por quem puxa a espira, dada por
F, . Como a espira se movimenta em uma velocidade v constante,
entdo podemos concluir que a resultantes das forcas € nula, ou seja:

| =

—

F,=—F,.
B*(*v .

¢
Fi=—F = [(IdixB)=1B =
0

Podemos calcular a poténcia aplicada na movimentacao a espira
que é igual ao produto escalar da forca aplicada pela velocidade,
que por sua vez possuem mesma direcao e sentido, logo:

BZKZ'UZ
R
Entretanto, a poténcia dissipada ¢ dada por:
P. —RI?— R82€22u2 _ B?(%0?
R R

Ou seja, em velocidade constante, toda a energia injetada na

espira é consumida na forma de dissipacao térmica.

P,=F, t=Fv=
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|:|_(|1 Pesquise mais

Correntes de Foucault: na situagao que vimos tratamos de uma espira
que esta se movimentando em um campo magnético, entretanto,
vOCé consegue imaginar a situacdo em gue uma chapa metalica se
movimenta em meio a um determinado campo magnético? Como
seriam as correntes? O que ocorre é que surgem correntes induzidas
em varias partes do material, causando assim uma dissipacao térmica,
O que sdo denominadas correntes de Foucault. Para saber mais acesse
a Secao 3.10.5 do livro:

REGO, R. A. Eletromagnetismo basico. Rio de Janeiro: LTC, 2010.

Lembrando que vocé possui acesso gratuito ao livro na biblioteca
virtual. Acesse diretamente a se¢do atraves do link:

<https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/978-85-216-2668-8/
cfi/6/241/4/1068@0:0>. Acesso em: 28 nov. 2017.

Com o que foi visto até aqui, podemos analisar o funcionamento
de um gerador elementar, que se trata de uma espira girando em
meio a um campo magnéetico. Vamos considerar entdo um campo
uniforme e uma espira retangular conforme mostra a Figura 3.5 (a).
Esta espira gira em torno de um eixo com determinada velocidade
anqular w. Neste caso, € possivel verificar que a orientagao do
campo magnético varia com relagcao ao versor normal a superficie
por onde o fluxo magnético passa. Isso pode ser melhor visualizado
na Figura 3.5 (b) ao lado.

Figura 3.5 | Espira girando em um campo uniforme (a) fluxo no centro da espira (b)
direcao do campo em relagdo a secao da espira

B

>

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor
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Quando a espira gira, 0 angulo entre a normal e B varia, e por
isso podemos calcular o fluxo magnético da seguinte forma:

o, = chos(e)dA = Bcos(wt)ab -
S

Na equacdo acima definimos que 0 = wt . Dessa forma, podemos
definir a forca eletromotriz induzida tal que:
Eing = _d%, = fchos(wt)ab _ _doos(l)
dt dt dt
Ou seja, percebe-se que a uma tensdo induzida é gerada e se
comporta como uma tensao senoidal. Desta forma, se os terminais
da bobina forem ligados a uma carga, surgira uma corrente elétrica.

Este € o principio de funcionamento dos geradores elétricos.

Bab = wsen(wt)Bab

Vamos agora estudar os efeitos de um campo magnético
variavel sobre um condutor. A situacdo que podemaos analisar € de
um anel na presenca de um campo magnetico variavel. Neste caso
surgira um campo elétrico induzido. Seja um anel em um cilindro
em que existe um campo magnético que cresce com O tempo,
conforme mostra a Figura 3.6.

Figura 3.6 | Anel na presenca de um campo magnético variavel

Ty
S

T
t
S

Fonte: adaptada de Halliday, Resnick e Walker (2016, [s.p.])

Como na regido cilindrica 0 campo magneético cresce com
o tempo, entdo podemos escrever que o fluxo magnéetico é
crescente. Esse anel tem raio R e delimita a area pela qual o fluxo
esta crescendo. Entao ira aparecer em seu contorno uma corrente
induzida, cujo sentido é dado pela Lei de Lenz. Se o fluxo esta
aumentando, a corrente induzida ira gerar um campo que se
opora ao aumento do fluxo do campo aplicado, ou seja, havera
uma corrente circulando no sentido anti-horario. Ira aparecer no
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condutor um campo elétrico que € tangente em cada ponto do
anel. Este campo elétrico € chamado de campo elétrico induzido.

oé) Reflita

Como serdo as linhas de campo elétrico no caso de um anel em um
campo magnético variavel (conforme mostra a Figura 3.6)?

A Lei de Faraday permite entao afirmar que um campo
magnéetico variante no tempo ira produzir um campo elétrico. Se
considerarmos as cargas no interior do anel, sobre elas agira uma
forca dada por F =qE .

Conforme visto em outras secdes, o trabalho realizado por esta
forca pode ser calculado pela integral do produto escalar entre a
forca e o deslocamento, conforme mostrado a seguir:

W:fﬁ-d‘é:fqé-d‘é.
Por outro lado, se existe uma forca eletromotriz induzida,
podemaos escreve-la como:

5,nd=%=fé-dz,

No entanto, a forca eletromotriz também foi definida como a
variagcao do fluxo magnético no tempo, portanto, pode-se escrever
a seguinte igualdade:

e i
fE-dKz— dtB.

Aigualdade acima trata de uma reformulacao da Lei de Faraday
para um campo variante no tempo. E importante vocé atentar,
entretanto, que ndo se pode associar um potencial eléetrico a um
campo elétrico induzido.

J=| Exemplificando

Seja uma espira quadrada de lado igual a 3 cm colocada em meio a
um campo, de forma que o fluxo seja perpendicular a area da espira.
Determine o campo elétrico se o campo magnetico ¢ igual a:

B=ot >
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Resolucao:

Neste caso, podemos calcular inicialmente o fluxo de campo
magnético uma vez que a area da espira ¢ A=0,003°=9x10“m?, e
COMO 0 cCampo magnetico e a area da espira estdo na mesma dire¢ao:

o, = chos(@)dA = Bcos(f)A = 9tcos(0°)9x10™* =81t x 10"
S

Em sequida, aplica-se a equacdo da Lei de Faraday reformulada para
determinar o campo elétrico. Sendo L o perimetro da espira, temos:

f§~d?:—2—?—>EL:81x10’4,

4
Ex4x3x102=81x10"* _ £ = 2x10

_W:6’75X10_2 Vim-
X

Sem medo de errar

Vamos inicialmente lembrar da tarefa que vocé precisa
desempenhar. Existe um problema para realizacdo de um
experimento que demanda o uso de um instrumento alimentado
em 440V em corrente alternada. No entanto, os pontos de
alimentacdo do laboratorio fornecem apenas 220V. Vocés nao
possuem transformador para que a tensdo possa ser aumentada,
mas existem bobinas de 1500 espiras e nucleos de material
ferromagnético. Serd que vocé conseguiria com 0s materiais
disponiveis elaborar um transformador de forma que seja possivel
ligar o equipamento que deve ser utilizado?

Vamos inicialmente entender como € a estrutura de um
transformador de corrente alternada. Na Figura 3.7 € apresentada
a estrutura de um transformador monofasico, constituido por uma
bobina de primario com N, espiras, € uma bobina de secundario,
com N, espiras. A bobina de primario € alimentada com uma tenséo
V., alternada, que faz com que uma corrente elétrica alternada
| percorra o enrolamento, enquanto a bobina do secundario € ligada
a uma resisténcia elétrica. O nucleo de material ferromagnético tem
a funcdo de concatenar o fluxo de campo magnético gerado pela
bobina de primario, de forma que este fluxo passe pela bobina do
secundario. Desta forma, como o campo magnético gerado pela
bobina do primario € um campo variante no tempo, uma forca
eletromotriz também ¢é gerada na bobina do secundario.
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Figura 3.7 | Estrutura de um transformador monofasico
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Fonte: Wentworth (2008, p. 310)

Conforme vimos, a forca eletromotriz gerada por uma espira
do enrolamento do primario pode ser dada pela variacdo do fluxo
magnético, de forma que a forca eletromotriz resultante € dada
pela soma das forcas eletromotriz gerada em cada espira, de forma
que, desprezando as perdas nas resisténcias dos enrolamentos,

podemaos escrever:
do

dt

Da mesma forma, a forca eletromotriz resultante na bobina de
secundario é dada pela superposicao das forcas eletromotrizes
induzidas em cada uma das espiras do secundario. Novamente,
desprezando-se as resisténcias do enrolamento do secundario, e
considerando que todo o fluxo magnético esta concatenado no

nucleo de material ferromagnético, podemos escrever:
do

g =-N, =Vy

dt
Uma vez que ndo ha dispersao de fluxo, a variacdo temporal

do fluxo magnético é a mesma. Assim, dividindo &, por &, temos:
N, _ Vi
N2 - V2
A equacdo obtida nos mostra uma relagao de transformacao, ou
seja, dependendo do numero de espiras nas bobinas de primario
e secundario, pode-se obter uma transformacdo da tensdo. Ao
substituir os valores de tensdo, podemos entao obter a relacao
de transformacao desejada para um transformador que aumente
a tensdo:
&:@:1_”\/2 =2N,
N, 440 2
Ou seja, para obter a tensdo desejada, € necessario que exista
um numero de espiras no secundario do transformador que

g =-N, =V
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corresponde ao dobro do numero de espiras encontrado no
primario. Como o laboratorio dispde de bobinas de 1500, e materiais
ferromagneticos para compor o nucleo do transformador, pode-se
entao ligar uma das bobinas no primario e duas bobinas conectadas
em série no secundario, sendo estas bobinas colocadas no nucleo
de material ferromagnético para concatenar o fluxo.

Contudo, pode-se utilizar mais bobinas, sempre respeitando
a relacdo de transformacao, dependendo de como vocé deseja
construir o seu transformador. Uma informacao importante
¢ atentar para a tensdo permitida em cada uma das bobinas,
de forma que a tensdo da rede ndo danifique a bobina e o seu
transformador. Uma vez que vocé construa este transformador,
O equipamento do laboratdrio pode ser ligado, e a sua tarefa sera
concluida com éxito.

Avancando na pratica

Ventilador alimentado a bateria
Descri¢do da situagdo-problema

Imagine que vocé trabalha em uma empresa de equipamentos
elétricos que podem ser conectados a porta USB de computadores
pessoais. Seu colega € um projetista que esta trabalhando no projeto
de um ventilador que pode ser conectado a uma bateria ou a porta
USB do computador. Um aparato foi montado com uma espira em
meio a um campo magnéetico de um ima permanente Como mostra
a Figura 3.8. Os terminais da espira se ligam a anéis de forma que a
espira possa girar e movimentar as hélices do ventilador.

Figura 3.8 | Projeto inicial do ventilador

ventilador

Fonte: elaborada pelo autor.
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O projetista deste ventilador imaginou que, ao ligar a bateria nos
terminais da espira, a corrente que percorre o condutor em meio a
um campo magneético produz uma for¢a com sentido para cima no
condutor do lado direito, e para baixo no condutor do lado esquerdo,
fazendo assim a espira girar. No entanto, a espira apenas deu uma
meia volta e parou na vertical. Utilizando os seus conhecimentos de
eletromagnetismo, vocé conseguiria melhorar o projeto?

Resolucdo da situacdo-problema

No projeto deste ventilador existe basicamente dois problemas:
O primeiro se refere a conexao da bateria nos terminais da espira
utilizando os anéis. Inicialmente, a acdo de forgcas nos condutores
contribui para o inicio do movimento, mas quando a espira estiver na
posicao vertical. A acdo de forcas na espira torna a resultante nula.

Figura 3.9 | Acdo das forcas na espira (a) posicdo horizontal, (b) posicdo vertical

(a) (b

Fonte: elaborada pelo autor.

Para corrigir este problema, € necessario colocar nas espiras um
elemento chamado comutador conectado a bateria por meio de
escovas, conforme mostra a Figura 3.10. Este elemento inverte o
sentido da corrente que passa pela espira, viabilizando a rotacdo da
espira. Na Figura 3.11 € mostrado o funcionamento do comutador, na
posicao inicial, a correntes entrando e saindo da espira favorecendo
a acao de forcas nos condutores e causando um torgue de rotagao.
Ao chegar na posicao vertical ocorre a comutacdo, com a inversao
do sentido das forcas nos condutores, de forma que © movimento
continue. Ainda, uma medida adicional € acrescentar mais espiras
no projeto, dispostas perpendicularmente, de forma a aumentar o
conjugado e permitir um movimento mais suave. Com estas medidas
implementadas, o projeto do ventilador € viabilizado e a tarefa ¢
finalizada com éxito.
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Figura 3.10 | Projeto do ventilador com comutador

ventilador

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 3.11| Funcionamento do comutador (a) posicdo inicial (b) instante da comutagdo

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Faca valer a pena

1. De acordo com a Lei de Faraday-Lenz, se um ima permanente for
aproximado de um condutor tal como mostra a figura, se os pontos das
secOes transversais A e B deste condutor forem curto-circuitados, entao
surgira uma corrente induzida neste condutor.
I. A corrente elétrica tera a direcdo de B para A.
[l. Surgird um campo magnético com o polo norte no lado direito do
condutor, se opondo ao polo do ima.
lll. Ao afastar o ima, o polo norte no condutor ira gerar uma forca de
atracao, dificultando o movimento.
Figura 3.12 | im& se aproximando do condutor
A

Fonte: elaborada pelo autor B

Assinale alternativa que indica quais as afirmativas verdadeiras:
a) | apenas.
b) Il apenas.
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c) lll apenas.
d) I e Il apenas.
e) Il e lll apenas.

2. Na figura apresentada a seguir, tem-se uma espira no formato
quadricular com lado medindo 0,2 m que esta disposta em um campo
magnético constante de intensidade igual 8 B = 10,0 Wb/m?, sendo que
a area quadricular esta perpendicular as linhas do campo. Em determinado
momento, a espira sofre uma leve rotacdo de forma que ela fique na posi¢cao
vertical, paralela as linhas de campo.

Figura 3.13 | Espira quadricular em meio a um campo magnético constante (a) na
posicdo horizontal e (b) na posicdo vertical
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Fonte: elaborada pelo autor.

O tempo gasto para a espira ir da posi¢do inicial até a final € 0,4 segundos.
Logo, o modulo da forca eletromotriz induzida na espira, em volts, é:

a)lVv.

3. Um campo magnético variante no tempo esta disposto na direcéo vertical,
em algum ponto do espaco, e apresenta a variagao de acordo com a equagao
a sequir, onde t representa o tempo em segundos, € a magnitude do campo
magnético € dada em Tesla (T). Neste campo, é colocada uma espira de raio
igual a 3 cm de forma que o fluxo seja perpendicular a area circular da espira.

B =16cos(10%t)

No tempo igual a 10 segundos, qual sera a intensidade do vetor de campo
elétrico, em V/m?

a) 55,66.

b) 73,34.

c) 82,43.

d) 100,23.

e) 124,22.
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Secao 3.2

Indutancia

Dialogo aberto

Caro aluno, na ultima secao nos estudamos as leis de Faraday e
Lenz para a indugdo magnética. Nesta secao daremos continuidade
a este estudo, e entraremos na definicao de um conceito muito
importante: a indutancia.

Quando lidamos  com materiais e  equipamentos
eletromagnéticos, como por exemplo os motores elétricos que sao
empregados em fabricas, ou geradores e transformadores que sao
empregados em sistemas de energia elétrica, utilizamos indutancias
nos modelos. Entretanto, para entender melhor o conceito, sera
necessario aprofundar alguns conhecimentos sobre os materiais
magneéticos. Ainda, analisaremos as indutancias proprias e tambem
aquelas indutdncias que sao produzidas devido as interacdes de
fluxos magnéticos, as chamadas indutancias mutuas.

Para que vocé se motive ainda mais no estudo desta secao,
vamos lembrar que vocé foi contratado como engenheiro de testes
de um laboratorio para trabalhar em um ensaio contratado por uma
empresa fabricante de materiais eletromagneéticos. Neste ensaio
o laboratorio devera caracterizar um lote de espiras e solenoides,
toroides e capacitores. Vocé esta participando da analise tedrica e
do planejamento dos experimentos. Ao final dos testes, vocé devera
escrever umrelatorio para o cliente, contendo a descricao dos ensaios
realizados juntamente com as comprovagdes teodricas destes testes.

Para o ensaio contratado pela empresa fabricante de materiais
eletromagnéticos, existe um lote de toroides, com 500 espiras cada,
que devem ser testados. Estes toroides foram submetidos a ensaios
que demonstraram que a indutancia é de 2,8 mH com uma margem
de erro de +0,2 mH. Os toroides tém 10 cm de raio interno e uma
secao quadricular de lado igual a 5 cm. A sua tarefa é verificar se
O valor experimental esta coerente com o valor tedrico, de forma
que este parecer possa constar no relatorio de ensaios. Como vocé
acha que pode realizar esta tarefa?
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Para realizar a sua tarefa com sucesso, vocé devera utilizar os
conhecimentos adquiridos nesta secao para fazer o calculo da
indutancia em um solenoide em formato toroidal.

A comprovagao dos resultados experimentais atraves de calculos
tedricos, apresentando as devidas justificativas para eventuais
desvios encontrados, € de extrema importancia em um ensaio
experimental, e assim o seu papel neste procedimento é primordial.
Por isso, convido vocé a estudar com muita atencao o conteudo
desta secdo, assim como resolver as atividades de consolidacao
que forem propostas e buscar por mais conhecimentos no Pesquise
mais. Com isso, vocé obterd os conhecimentos necessarios para
realizar as tarefas que lhe foram delegadas. Bons estudos!

Nao pode faltar

Quando estudamos eletroestatica, vocé estudou capacitores,
gue sao dispositivos capazes de armazenar campo elétrico. Os
capacitores possuem uma propriedade que define esta capacidade
de armazenamento: a carga elétrica acumulada entre as duas placas
de um capacitor é proporcional a diferenca de potencial entre estas
placas, e a este coeficiente de proporcionalidade da-se o nome de
capacitancia (C), cuja unidade é o Faraday (F):

q=CV.

Analogamente, quando estudamos oS campos magneticos,
poderemos falar dos indutores, que sdao dispositivos que tém a
capacidade de armazenar campos magnéticos. O fluxo magnético
total em um indutor € proporcional ao campo magnéetico, que por
sua vez é proporcional a corrente elétrica, e dessa forma podemos
escrever a seguinte relagdo, onde L € a letra designada para a
indutancia, dada em Henry (H):

Oy =L1.

Para entender melhor, considere a Figura 3.14 que mostra um
solenoide composto por N espiras e percorrido por uma determinada
corrente |. Esta corrente produz um campo magnético que percorre
o solenoide internamente. Este fluxo atravessa a regiao definida pela
area do solenoide.

130 U3 - Indutancia e as equagdes de Maxwell



Figura 3.14 | Bobina de N esniras

N espiras

Fonte: Rego (2010, [s.p.])

Também vimos na Secao 3.1 que um fluxo magnético variante
no tempo induzira em um condutor uma forca eletromotriz. Assim,
€ intuitivo que o campo magnético gerado por um solenoide
percorrido por uma corrente | (variante no tempo) é capaz de
atuar no proprio solenoide. Este fendmeno € conhecido como
autoindugao. Entdo, se um campo qualquer @' atravessa a area A
do solenoide, podemos escrever:

' = [B-fidA.

No entanto, o fluxo no interior de um solenoide longo, de
comprimento ¢ e contendo N espiras pode ser escrito por
B=“°—M. Como estamos considerando uma area circular do
soleneoide podemos escrever a equacao do fluxo que passa por
ele mesmo conforme seque:

@':jé-ﬁdA:#.
O fluxo concatenado sera dado pela somatoria de @' em cada
uma das N espiras, logo:

2
0 = N+ = KA
Assim, a autoindutancia de um solenoide sera:
2
[P _HNA.
/ /

A autoindutancia corresponde a capacidade gue certo condutor
ou solenoide possui de induzir nele mesmo uma forca eletromotriz a
partir de um campo magnetico variante no tempo que foi produzida
por uma corrente magnética que também é variante no tempo.
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Q Exemplificando
Seja um solenoide de 1500 espiras com secado circular de 5 cm de raio,
calcule a autoindutancia deste solenoide para cada unidade de metro.

Resolucgao:

Neste caso temos um indutor de area de sec¢ao circular, dada por:
A=7nR?=7x0,05%> =2,52 x10° m?

Utilizando a area calculada, podemos calcular a autoindutancia
considerando para o calculo o comprimento de um metro:

L_;%AFA__4x107x15002x25ﬂx104

~7,0x10°H
/ 1

Assim, uma bobina de N espiras pode ser definida como um
indutor. Se este indutor € percorrido por uma corrente | variante
no tempo (I = [(t) podemos definir a forca eletromotriz (fem)

autoinduzida como:
_ d(ND)

LT g

*z" Assimile
A autoindutancia de um solenoide corresponde a capacidade que

este solenoide possui de produzir uma forca eletromotriz quando
percorrido por uma corrente variante no tempo.

Na auséncia de materiais magneéticos, o fluxo concatenado €
proporcionala corrente gue passa noindutor, sendo a autoindutancia
o coeficiente de proporcionalidade. Logo, N® =L/, e a equacgado da
fem autoinduzida sera:

, o dLh_ dl
dt dt

Vamos imaginar que o indutor seja conectado a uma fonte de
tensdo V por meio de uma chave S como mostra a Figura 3.15.
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Figura 3.15 | Circuito RL

e — L

Fonte: elaborada pelo autor

Apesar da fonte de tensdo ser constante, no momento de
fechamento da chave S para a posicao a, a corrente que surge
ird variar no tempo. Assim, a fem autoinduzida &; que surge no
indutor é devido a Lei de Faraday da indugao, enquanto a tensao Vé
proveniente da conversao da energia interna da fonte. Se a resisténcia
eletrica R for nula, no momento do fechamento da chave estas
tensdes serdo iguais em magnitude, mas sao provenientes de fontes
diferentes! Aléem disso, € importante entender que o valor num dado
instante do tempo da corrente ndo afeta a fem autoinduzida. O que
afeta € a variacdo da corrente no tempo.

O sentido da forca eletromotriz é dado pela lei de Lenz, ou seja,
ela deve ser oposta a variacao da corrente que a originou. Na Figura
3.16, € mostrada a representacao de uma indutancia, assim como o
sentido da forca eletromotriz nela induzida, dependendo de como
varia a corrente que passa por este indutor.

Figura 3.16 | Sentido da forca eletromotriz induzida (a) corrente crescendo (b)
corrente diminuindo dl dl
—>0 —

— —

<0

e &L

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

A propriedade da indutdncia €, de certa forma, suavizar as
variacdes de corrente, ou impedir que as variacdes de corrente

U3 - Induténcia e as equagdes de Maxwell 133



ocorram bruscamente. Em outras palavras, a indutancia promove
uma inércia de corrente elétrica.

Na Figura 3.15, a conexdo entre os elementos representados
como resistor (elemento que possui uma resisténcia elétrica) e
indutor € chamado de circuito RL. No modelo de equipamentos
como transformadores, geradores e motores eléetricos, este tipo de
circuito é muito utilizado. Desta forma, convém que nos facamos
uma analise das caracteristicas deste circuito.

Ao fechar a chave S em a, surgird uma corrente no circuito RL,
e dessa forma a lei de Kirchhoff para as tensdes em um circuito
fechado se aplica. Esta lei diz que a soma das tensdes existentes em
um circuito fechado deve ser igual a zero. De outra forma, a soma
da tensao da fonte com as tensdes na resisténcia R e na indutancia
L (a fem autoinduzida) deve ser nula. Entdo podemos escrever a
seguinte equacao:

0=—8+8L+Rl=—V+L%+RI.

Rearranjando a equacao, tem-se a equacao diferencial de primeira
ordem que representa o comportamento dinamico do circuito.
d R, V

dt L L
A equacao diferencial acima tem uma solucao na forma:

R
/(t)=%[1—et'j-

Na equacao da solucdo, tem-se uma que a corrente maxima
é dada por I, =%4 E facil verificar que corresponde & tensio da
fonte (V) exclusivamente sobre o resistor (A). Assim, esta corrente
€ estabelecida somente apos o periodo transitorio da corrente que
€ determinada pela constante de tempo expressa na exponencial
(—’%). Quando a exponencial se aproxima de um valor muito
proximo de zero, o indutor se comporta como um curto-circuito, e
toda a tensdo da fonte estara sobre o resistor. Para indutores com L
pequenos comrelacao a R, a corrente maxima € atingida em tempos
menores. Ao contrario, para L relativamente grande a corrente
maxima demora para ser estabelecida. A partir do estabelecimento
desta corrente maxima, nao existira mais variacao de corrente até
gue uma nova perturbagcao ocorra No Circuito.

Vamos supor agora que, apos o indutor ser carregado, a chave
€ aberta sendo posicionada em b, o que faz com que o indutor seja
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descarregado. Neste caso, a corrente ira circular variando com o
tempo, e da mesma forma que quando o indutor foi carregado, a
lei das tensdes de Kirchhoff em uma malha se aplicam, entdo temos

que escrever:

0=+sL+RI=Lﬂ+RI_
at

Rearranjando os termos da equacao diferencial, tem-se:

E neste caso, a solucdo da equacao sera simplesmente dada por:
v B
I(t)y=—e t
()=
ﬂ9 Pesquise mais

Para mais esclarecimentos sobre a solucdo de equacdes diferenciais
de primeira ordem, é sugerido assistir ao video do canal Toda a
Matematica, disponivel no link a sequir:

<https://www.youtube.com/watch?v=YSsoA-zR-EQ>. Acesso em: 13
dez. 2017.

Q Exemplificando

Seja o circuito da Figura 315 com V=10V, R = 1Q e L =2 H.
Determine a equacao da corrente e a forma de onda desta corrente
guando a chave é fechada no ponto a.

Resolucgao:

Substituindo diretamente os valores na equacao da corrente elétrica
variante no tempo, teremos:

V[ Rt] [ 1t] 71{

I(t)=—=|1-e L [=10/1-e 2 |=10-10e 2

R

Parat = 0's, o valor da corrente serd: /(0)=10-10e° =10-10=0A.
Parat = o5, 0 valor da corrente sera: [(0)=10-10e” =10-0=10A.

A forma de onda da corrente elétrica sera conforme mostra a >
Figura 3.16.
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Figura 3.16 | Forma de onda da corrente no carregamento do indutor

104

Fonte: elaborada pelo autor.

No inicio desta secdo, foi falado que o indutor € um dispositivo
capaz de armazenar campo magnetico. Assim, pressupde-se que
ele armazena algum tipo de energia. Por isso, apresentamos o
comportamento dinamico do indutor, e este comportamento
sera importante agora para entender como o indutor armazena
energia do campo magneético. A existéncia de uma corrente elétrica
circulando no circuito quando o indutor € descarregado, sem fonte
de tensao externa, ja evidencia que no carregamento do indutor
alguma energia foi armazenada. Para verificar esta energia, vamos
manipular a equacao diferencial de primeira ordem que expressa
o comportamento do carregamento do indutor e multiplicar pela
corrente /. Assim, obtemos a sequinte expressao:

wzuﬂ+m?
at

Sabemos que VI representa a poténcia da fonte externa, e RJ? é
a poténcia dissipada no resistor. Logo, a quantidade LI% representa
uma variacdo de energia magneética no tempo, conforme segue:
jdi _du.
dt dt
Integrando a equagao acima, podemaos obter a energia magnética
armazenada em um indutor:

U :_:[%dt :IdU :_:[LIdI:%LIQ'

?Z| Exemplificando

Seja um solenoide de 500 espiras e area circular de secdo com raio
igual a 1 cm, se esse solenoide tem 5 cm de comprimento, determine
a energia armazenada para uma corrente de 2 A.
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Resolucao:

A indutancia do solenoide pode ser calculado conforme a expressao:
L HN?7R*  4x107 x500°7 x0,01°
/ 5x1072

27 x10* H .

A energia armazenada entdo, sera:

U=%2m1o*‘x4:4nx1oﬂ.

oé) Reflita

Considere que duas bobinas sejam colocadas proximas uma da outra,
sendo uma percorrida por corrente elétrica. Qual seria o alinhamento
mais eficiente entre as duas bobinas de forma a permitir uma maior
eficiéncia na indugao magnética na segunda bobina?

Ao refletir sobre a pergunta acima, podemos concluir
adicionalmente que € possivel transferir energia entre duas bobinas.
Isso ocorre porque existira entre os indutores uma indutancia mutua.
Para entender isso, considere o circuito da Figura 3.17.

Figura 3.17 | Transferéncia de energia de um solenoide em um circuito 1 para o

solenoide do circuito 2
Circuito 1 Circuito 2

— A B0 e
| S |

>
1l
L
\.(‘
&
/|\

— \

i) A

Fonte: Rego (2010, [s.p.])

Pela lei de Faraday uma fem € induzida num indutor do circuito
2 quando se varia no tempo seu fluxo magnético. No entanto, a
variagao de Bj(t) se deve a corrente I, no circuito 1, o que nos permite
escrever, onde ®,, corresponde ao fluxo mutuo dos circuitos 1 e 2:
do,, dl,
g - Mg
E neste caso o coeficiente M é conhecido como indutancia
mutua. Esta indutancia acopla os circuitos 1 e 2 induzindo fem
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Nno circuito 2 a partir da corrente variavel no tempo do circuito
2. Quando os indutores estdo em meios materiais lineares ou no
vacuo, pode-se entao escrever:

O, = M12’1-

E importante ressaltar que nas relacdes descritas de
autoindutancia, indutancia mutua e energia armazenada no indutor,
estamos considerando que os indutores estdo em meios materiais
lineares ou No vacuo. Entretanto, em outros meios materiais deve-
se levar em consideracao a natureza dos materiais magneticos.

Para classificar os materiais em termos de suas propriedades
magnéticas, pode-se considerar Suscetibilidade Magnética (Xm) ou
a Permeabilidade Magnética (u ) de cada material.

A suscetibilidade magnética mede a capacidade do material de
se magnetizar quando estimulado magneticamente (por meio de
um campo magnetizante). Esta € uma grandeza adimensional, dada

pela razdo entre a magnetizagao (M) e o vetor de intensidade de

campo magnético (H ):
M=y H.

A magnetizacdo ocorre quando materiais com propriedades
ferromagnéticas sao utilizados de forma a exibirem propriedades
magneéticas. Isso ocorre, por exemplo, quando um solenoide é
construido ao redor de um nucleo ferromagneético, intensificando
o fluxo no interior deste.

Jé a permeabilidade magnética mede o campo magnético no
interior de um material devido a um campo magnetizante existente
(H). Assim, quando o material estiver em meio magnetizante,
Nno interior deste material surgira um campo magnético devido
ao campo magnetizante e a magnetizacdo induzida no material.
Nestas condicdes permeabilidade absoluta é definida pela relacao:

B =uH . Aléem disso, a permeabilidade absoluta se relaciona com,

conforme segue:
= 1+—
M= Ly

Da relacao acima, verifica-se que na auséncia de magnetizagao
H=Hy-
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E[S' Pesquise mais

Propriedades magnéticas da matéria:. em termos genericos, 0s
materiais magneticos podem ser agrupados em trés categorias
principais: diamagnéticos, paramagnéticos e ferromagneticos. Para
aprofundar mais neste tema, sugere-se a secdo 3.16 (Propriedades
magnéticas da matéria) do livro que esta disponivel na biblioteca virtual:

REGO, R. A. Eletromagnetismo bdsico. Rio de Janeiro: LTC, 2010,
[s.p.]. Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/978-85-216-2668-8/cfi/6/24!/4/1720@0:0>. Acesso em: 6
dez. 2017.

Sem medo de errar

Vamos lembrar a tarefa que vocé precisa realizar: seu laboratorio
testa materiais magnéticos e existe um lote de toroides, com 500
espiras cada, que devem ser avaliados. Estes toroides foram submetidos
a ensaios que demonstraram que a indutancia é de 2,8 mH com uma
margem de erro de +0,2 mH. Os toroides tém 10 cm de raio interno
e uma secao quadricular de lado igual 5 cm. A sua tarefa € verificar se
o valor experimental esta coerente com o valor tedrico, de forma que
este parecer possa constar no relatorio de ensaios.

Inicialmente, vocé & deve ter percebido que alguns
conhecimentos adquiridos na Unidade 2 devem ser utilizados. 1sso
pOr que € necessario que, primeiramente, seja identificado qual o
campo magnéetico produzido nointerior de um solenoide em formato
toroidal. Assim, podemos calcular este campo magnético utilizando
a Lei de Ampere. Ao olhar um toroide por cima, observaremos algo
como mostrado na Figura 3.18, que nos mostra a secao transversal
das espiras dentro e fora da regigo circular.

Figura 3.18 | Vista superior de um toroide

Fonte: Rego (2010, [s.p.]).
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Assim, percebe-se que o toroide apresenta campo magnetico com
simetria ao longo da circunferéncia de raio r da figura, de forma que

podemos escrever: o
[18-d7=-B2zr
C

Veja que, se 0<r<a , nenhuma corrente atravessa a area da
circunferéncia, de forma que 0 campo magnético sera nulo. Assim,
O campo magnetico no interior de um toroide € dado quando
r>a, ou seja, quando a corrente total for =N/ entrando na pagina,
e entdo teremos:

—B2rr = —ugNi — B = MM
2nr

Vamos analisar mais a fundo a secdo transversal do toroide cuja
induténcia deve ser calculada: trata-se de uma secao transversal
quadricular de 5 cm de lado, e o raio do toroide € igual a 10 cm. Assim,
ao fazer um corte neste toroide, teremos a secdo como dada na
Figura 3.19. Nesta figura, o centro do toroide esta na origem do eixo
horizontal, e a secao transversal forma um quadrado de altura h e a
base dada pela distancia entre os pontos a e b. Desta forma, pode-se
escrever que o raio do solenoide ¢ igual a b, e a altura corresponde a
diferencaentre be g, ouseja: r=b € h=b-a .

Figura 3.19 | Secdo transversal do toroide

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, pode-se calcular o fluxo magnético no interior do
solenoide resolvendo a integral, onde dA corresponde a um
elemento infinitesimal de area da secao transversal:

® = NJB -dA = NJ. B(r)cos(0°)dA = NJ. B(r)dA
No entanto, o elemento infinitesimal de area dA pode ser
reescrito como hdr, e desta forma pode-se reescrever a integral

incluindo a equacao do campo magnético para o toroide conforme
anteriormente obtida:
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b 2
@:NJLON' -hdr:NLONIh.[ldr:LN Mindy.

2rr 2 or 2 a
A indutancia do toroide, por sua vez, € dada pela derivada do

fluxo com relagcao a corrente. Logo podemaos escrever:

N2h
L:d_q):“o_m(g)-
dl 2 a
Finalmente, basta substituir os valores de h, a, e b conforme
foram definidos, ou seja, h = 5cm, a =5cm e b = 10 cm. Assim,

obtém-se a indutancia do toroide em valores numericos:
_4x107 5007 xo,osln( 0,1 )=0,0017 =1,7 mH-
27 0,05

Assim, pelos calculos efetuados, pode-se perceber que os
resultados experimentais nao estdo de acordo com o esperado.
Desta forma, vocé pode alertar a equipe do laboratorio para que
ela repita o experimento se certificando de que as medi¢cdes estao
corretas. O erro entre o resultado tedrico e 0 experimental pode ter
sido devido a um erro na medicao das dimensdes do toroide ou até
mesmo um erro de paralaxe na medicao da indutancia. Uma vez
que voceé reportar estes calculos no seu relatorio, a segunda tarefa
Nos ensaios contratados estara cumprida.

L

Avancgando na pratica

Indutancia mutua de um transformador de nucleo de vacuo
Descricao da situagao-problema

Em uma industria sera necessario construir um transformador
com uma relacdo de transformacao de 1:2. O gestor da sua area lhe
incumbiu de realizar esta tarefa, mas sera preciso que vocé utilize
duas bobinas presentes no almoxarifado, sendo uma bobina de raio
igual a 2 cm e 500 espiras e uma de 1000 espiras e raio igual a 15
cm. Com ajuda a de uma camera de vacuo, vocé devera montar um
transformador como mostra a Figura 3.20, em um meio de vacuo:
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Figura 3.20 | Vista superior do transformador improvisado

Bobina 1
Bobina 2 h

Fonte: elaborada pelo autor

Como parte da especificacdo do transformador, vocé precisa
determinar a indutancia mutua deste conjunto. Como vocé faria
este calculo?

Resolugdo da situacao-problema

Considerando a estrutura na qual o transformador ¢ montado,
ilustrado na figura, e considerando que todo o fluxo da bobina se
concentra no interior dela, € possivel perceber que os fluxos das
bobinas 1 e 2 encontram uma regiao de interseccao, dada pela
regido circular da bobina de raio menor. Supondo que uma corrente
percorra a bobina 1, o fluxo que passa pela area da bobina 2 sera de:

-1,
2R,

Temos também que a area da espira menor sera igual a
A, =zRZ . Assim, o fluxo mutuo da bobina 1 em relagdo a bobina 2 sera
dado por: }

@, =BA, =N, %mg_

Note que estamos considerando que o fluxo gue passa na
area da bobina de raio menor sera uniforme. Esta consideracao é
razoavel, uma vez que o raio da bobina 2 € muito menor que o da
bobina 1. Assim, podemos escrever a equacao da forca eletromotriz
induzida na bobina 2:

2

Logo, concluimos que a indutancia mutua sera: M, =N,N,
Substituindo os valores:
Ho R}

No”Rzz

1

-7 2
=500><1000M:83,73;1H

2x0,15
Vocé consequiu especificar corretamente as indutancias mutuas,

tendo cumprido sua tarefa com éxito.

M,, = N,N,
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Faca valer a pena

1. Uma bobina serd utilizada na confeccdo de um transformador
monofasico. Esta bobina é formada por fios enrolados de forma muito
compacta, formando assim um numero de 200 espiras. A indutancia desta
bobina é igual a 20 mH em condi¢cdes normais de operacao.

Calcule o fluxo magnético através de cada espira da bobina quando a
corrente € de 5 mA.

a) 2,5x107 Wh.
) 5,0 x 10”7 Wh.
c) 7,5x 107 Wh.
) 1,0 x 10 Wh.
) 5,0 x 10 Wh.

2. Considere uma bobina com enrolamento compacto, perfazendo um
indutor que apresenta uma forca eletromotriz induzida de 15 mV para uma
variagdo de corrente de 3 A/s. Se uma corrente constante de 4 A percorrer
esta bobina, sera produzido um fluxo magnético por espira de 20 pWb.
Nestas condi¢des, a indutancia e o numero de espiras desta bobina serao,
respectivamente.

a) 1 mH, 5000.
b) 2 mH, 4000.
c) 3 mH, 3000.
d) 4 mH, 2000.
e) 5 mH, 1000.

3. Tem-se uma bobina que apresenta uma indutancia igual a 4 H e uma
resisténcia dos enrolamentos que corresponde a 20 Ohms. Esta bobina é
ligada em uma fonte de tensao de 200 Volts. Nestas condi¢des considere as
seguintes afirmativas:

|. Se antes de atingir a corrente de equilibrio, a taxa de variagao da

corrente é de 50 A/s.

Il. A corrente que passa pela bobina é igual a 10 A.

Ill. A quantidade de energia armazenada € de 200 J.
Estdo corretas as alternativas.

a) | somente.
b) Il somente.

)
c) Il somente.
d) I e lll somente.
e)l, llelll.
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Secao 3.3

Equacdes de Maxwell

Dialogo aberto

Caro aluno, vocé ja estudou os principios da indu¢ao magnéetica,
passando pelo estudo das indutancias. Alem disso, nesta unidade e
nas unidades anteriores, vocé estudou os principios fundamentais da
eletroestatica e do eletromagnetismo. Esta secdo € uma espécie de
fechamento dos conhecimentos fundamentais adquiridos até aqui,
em que sintetizaremos as leis do eletromagnetismo e descreveremaos
as equacdes de Maxwell. Estas equacdes serdo fundamentais para
entendimento de como as ondas eletromagnéticas se propagam,
principio que é utilizado nos principais equipamentos de comunicagao
hoje existentes. Por isso, este conhecimento € muito importante para
0 mercado de trabalho.

Para motivar os estudos desta secao, vamos retomar a situacao
em que vocé foi contratado por um laboratorio de testes de
materiais eletromagnéticos. Em um novo pedido de ensaios, ©
laboratorio recebeu um capacitor de placas planas e paralelas que
estdo separadas por uma distancia d muito menor que o tamanho
das placas, cuja area ¢ 1,0 x 102 m?. As placas do capacitor estdo
ligadas a uma fonte de corrente alternada de tal modo a produzirem
uma carga Q alternada no tempo, tal que se comporta de acordo

COM a equagao Q=6sen(377t)x10°%. Nestas condi¢cdes, vocé deve
realizar a analise tedrica de forma a determinar qual serd o campo
B que surge entre as placas, devido a variacdo temporal do campo
elétrico. Mas é possivel determinar © campo magnéetico no interior
de um capacitor, uma vez que a corrente elétrica de conducgao é
nula nesta regido? Como vocé realizaria esta tarefa? Lembre-se de
que esta € a ultima tarefa a ser realizada, de modo que todos 0s
resultados devem ser reportados em relatorios e descritivos dos trés
ensaios realizados.

Convidamos vocé para estudar com muita dedicacao o conteudo
desta secdo, e resolver as atividades propostas. Bons estudos!
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Nao pode faltar

Desde o inicio deste curso viemos estudando os principios da
eletroestatica e da eletrodinamica, e neste processo, pudemos
chegaremequacdes e leis muito importantes para entendimento dos
fendmenos eletromagnéticos. Estamos falando das principais leis do
eletromagnetismo que ja nos foram apresentadas anteriormente no
decorrer do nosso estudo. Neste momento, € importante recordar
estas leis, pois elas se tratam de um conjunto de equacdes que irao
compor as famosas equacdes de Maxwell.

Para chegarmos nas equacdes do eletromagnetismo na forma
diferencial, deveremos utilizar ndo somente o0s conceitos de
rotacional e o teorema de Stokes, que foram vistos na Secao 2.3,
mas também as definicdes matematicas de gradiente e divergente,
e o teorema de Gauss. Vamos entdo brevemente lembrar destes
conceitos antes de sequir adiante:

@ Lembre-se

O operador diferencial Nabla € definido no plano cartesiano, sendo util
na definicdo dos conceitos de rotacional (visto na Segdo 2.3), gradiente
e divergente:

vy=N5,90,,90;

ox oy 0z
O gradiente de uma funcao escalar f(x,y,z) no espaco 3 € definido
pela expressdo de V(f), sendo este um campo vetorial em fung¢ao das
mesmas variaveis da funcao f e com as mesmas propriedades.

V(f):a—f)“(+a—f}7+a—f2
ox oy 0z

O divergente de uma funcdo vetorial continua V(X.Y.Z), suave e
bijetora com derivada continua, suave e bijetora no espaco 3 e
definido por:

ov
a—())"(+6—()}7+a—()i)-(vx)"(+v y+v,Z)= vy + Y.
ox oy’ oz Y ox oy oz
onde V-V éum campo escalar, funcao das mesmas variaveis da funcao
V(X,¥,Z) . Para esse mesmo vetor, o Teorema de Gauss define que:

[(v-v)av=[v-dA

V=
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De acordo com James Clerk Maxwell (1831-1879), a aplicabilidade
das leis do eletromagnetismo deveria ser generalizada, ou seja,
as equacdes poderiam ser aplicadas a quaisquer sistemas fisicos
eletromagnéticos, tais como, capacitores, resistores, bobinas,
etc. Ele tambem achava que as equacdes deveriam incluir a
representacao da propagacao dos campos elétrico e magnético.
Neste momento, as equacdes de propagacao de perturbacdes
mecanicas em meio material, tais como as equac¢des de ondas de
som, ja eram conhecidas. Para que fosse possivel determinar uma
equacao para as ondas eletromagneéticas, a investigacao de Maxwell
sobre as leis fundamentais do eletromagnetismo, principalmente a
Lei de Faraday e a correcao da equacao de continuidade de cargas,
tiveram um papel muito importante.

Primeiramente, devemos lembrar da Lei de Gauss, que relaciona o
campo elétrico em uma superficie fechada, denominada gaussiana,
com o total de cargas envolvidas por esta superficie, de forma que
podemos escrever:

fIE - Aida =t
S o

Uma vez que a carga total distribuida em um volume V pode
ser descrita pela integral da densidade volumétrica de carga neste
volume, temos que: g, —J’pdv € assim a equacao fica:

SEE AdA = f”dv

Entretanto, do Teorema de Gauss, tem-se que [ﬁE AdA = .[(V E)dv
de forma que pode-se reescrever o lado esquerdo da equa(;ao e
rearranjar 0s termos em uma unica integral de volume, tal como
mostrado a seguir:

‘J;(V-E)dV=££dVa‘[(V-E—g)dV=O.

Aequacao acima nos permite escrever para um determinado volume
definido, continuo e ndo nulo, que (V'E—i)AVZO. Considerando que
as funcdes envolvidas sao definidas, suaves e bijetoras com primeira
e segunda derivadas definidas também continuas, suaves e bijetoras,
podemos escrever a Lei de Gauss na forma diferencial igualando o
termo (V-E—i) a zero, e logo a equacdo da Lei de Gauss na forma
diferencial € obtida:
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Uma lei que decorre da Lei de Gauss € a chamada Lei de Gauss
para 0 magnetismo. Ela determina que a integral de superficie de
um campo magnetico € igual a zero, o que significa que 0s campos
magneticos ndo sdo gerados por cargas elétricas que formam um
monopolo, mas sim por um dipolo magnético:

fB-ndAzo

Analogamente ao que foi feito para a Lei de Gauss na eletrostatica,
podemos aplicar o Teorema de Gauss, de forma a escrever que
mB AdA = .[(V B)dV. e aplicando na equagédo teremos que:

j( B)dV =0
v

Novamente, a equagcdo acima nos permite escrever para um
determinado volume definido, continuo e ndo nulo, que (V-B)AV =0,
e considerando que as funcdes envolvidas sao definidas, suaves
e bijetoras com primeira e segunda derivadas definidas também
continuas, suaves e bijetoras, podemos escrever a equacao da Lei
de Gauss para o magnetismo na forma diferencial:

V-B=0.
Também conhecemos a Lei de Faraday, que nos mostrou como
um campo magnetico variante no tempo induz um campo elétrico,
conforme a equacao:

fIE-di= dPs
- dt
Sabemos que o fluxo de campo magnético é dado pela integral
@ ZIB""dA. Sendo 0 campo magnético variante No tempo, podemaos
reescrever a Lei de Faraday, tal que:

'~ tdB .
@E-d(:—ia-ndA

Usando o teorema de Stokes conforme visto na Secao 3.2, podemos
substituir o lado esquerdo da equacgao, tal que mE di= j(VXE)ndA ~, e

desta forma escrevemos:

I(VxE‘)ﬁdA:— ‘Zf AdA

S S
Da ultima equacao obtemos a Lei de Faraday na forma diferencial:
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VxE=—"—.

dt
e finalmente, a Lei de Ampere que relaciona a corrente elétrica
envolvida em um circuito fechado com o campo magnético gerado

por ela: .
[ﬁB Al = gl _
c

Usando novamente o teorema de Stokes, conforme foi visto na
Secdo 2.3, e analogamente ao desenvolvimento para obter a Leli
de Faraday na forma diferencial, utilizamos a equacao da corrente
elétrica em termos da integral da densidade de corrente elétrica,
sendo I, J‘J AdA. Para obter a Lei de Ampere na forma diferencial:

VxB=pyd-

Note que, enquanto as equacdes da Lei de Gauss para a
eletroestatica e para 0 magnetismo se tratam de integrais de
superficie, as equacdes da Lei de Faraday e da Lei de Ampeére sao
integrais de linha em circuitos fechados. Na forma diferencial, as leis
de Lei de Gauss se tratam da operagcao com divergente dos campos
elétrico e magnético, enquanto as Leis de Faraday e de Ampére se
referem a operacao com o rotacional destes campos.

As equacOes gue estudamos até aqui compdem as leis do
eletromagnetismo na forma diferencial, as quais podem ser
resumidas nas sequintes equacdes, utilizando a operacdo de
divergente e rotacional dos campos elétrico e magnético:

vE=L - (Lei de Gauss da eletrostatica)

0
V.-B=0 (Lei de Gauss do magnetismo)

xE

(Lei de Faraday)

VxB= uo (Lei de Ampere)

Apesar de a Lei de Ampere na forma diferencial ter sido escrita
com bases matematicas bem consistentes, € possivel verificar que
se ela for escrita desta forma, o principio da conservacao de cargas €
violado. O principio de conservacao de cargas diz que uma corrente
elétrica somente existira quando houver o deslocamento de cargas
de uma regido para outra, ou, na forma de equacao:

j—_99
dt
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Note que a equacao acima nao consiste na definicao de corrente
eléetrica, mas representa a conservacao de cargas, pois indica que a
corrente elétrica em uma determinada regido depende da variagcao
de cargas naquela regiao, de forma que as cargas sao perdidas de
uma regido para outra, e por isso a variacdo € negativa. Contudo,
podemos escrever:

1= [J-fidA
S

dq _ f@d\/
a ) ot '
Assim, a equacao da conservagao de cargas fica:
fj-ﬁdA:—f@dV
A ) ot
Neste momento, podemos aplicar o teorema de Gauss do lado
esquerdo da equacao. Como pelo teorema de Gauss teremos que:
fJ AdA — f(V J)ydv . podemos entdo concluir que:

9
f(v J)dV:—f—dV N v 2y a/t)'

Esta ultima e a equacao de continuidade de corrente. Essa
equacao é a representacao diferencial da lei de conservacdo de
cargas. Contudo, existe uma propriedade matematica que indica
que, seja um vetor qualquer arbitrario v, o divergente do rotacional
deste vetor sera igual a zero, ou seja:

V(VxV)=0
Entdo, se extrairmos o divergente do rotacional presente na Leli
de Ampere, encontraremos a seguinte relacao:

0
V(V%B)=0=Vol) = 1oV =~y

. . . 9 L
Da relacdo obtida, teriamos que p/at € iqual a zero sempre, O
que ndo se sustenta, pois isso significaria dizer que as correntes
elétricas ndo existerm em nenhuma situacdo possivel.

e também:

S v

o(b Reflita

Com base no que foi visto até aqui, o problema encontrado por
Maxwell que indicaria uma descontinuidade na corrente elétrica esta
Nna equacao da Lei de Ampere, ou no teorema matematico?

Para ilustrar melhor o que esta acontecendo e entender a
solucao dada por Maxwell a este problema, vamos considerar o
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caso de um capacitor de placas planas paralelas conforme mostra
a Figura 3.21. Nos condutores conectados a cada uma das placas,
existe uma corrente de condugado |, e estas correntes geram um
campo magnetico ao seu redor. Entretanto, no interior das placas
nao existe movimento de cargas, 0 que nos levaria a afirmar que a
corrente elétrica € igual a zero no interior do capacitor. No entanto,
existe comprovacao experimental da existéncia de um campo
magnetico no interior das placas.

Figura 3.21 | Capacitor de placas planas paralelas — circuitacdo das regides

Py
f ' /
- A ) -
b g + : o -
) T4 — - <D -2
R 1
Ve
/
)
c
Fonte: Re A
go (2010, [s.p.])

Se considerarmos em um dado instante a quantidade de cargas
que passa pelo condutor em direcao as placas do capacitor,
podemos escrever com o auxilio da Lei de Gauss, sendo &, o fluxo
de campo elétrico pela area A

q =¢,P¢.

Logo, a corrente elétrica de conducao sera dada por:
do
| = dq =g, —=-
dt dt
Como no interior das placas ndo ha movimento de cargas,
Nnao ha uma corrente de conducdo. No entanto, Maxwell viu a
necessidade de propor um modelo que garantisse a continuidade
da corrente elétrica, entao propos a existéncia entre estas placas de
uma corrente de deslocamento, que deveria ser igual a corrente de
conducdo, conforme:
¢ dd,

dt

Ir =¢,
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?Z| Exemplificando

Considere um capacitor de placas paralelas preenchido pelo vacuo,
Cuja area de cada uma das placas € A e a distancia entre elas ¢ dada
por d. Determine a corrente de deslocamento em termos do potencial
elétrico entre as placas.

Resolucgao:

A corrente de deslocamento ¢ igual a corrente de condug¢do, ou seja:
do,

dt
Sendo o fluxo de campo elétrico na area da placa do capacitor em
um determinado instante dado por: @, = AE, onde E € a magnitude
do campo elétrico que é perpendicular a area das placas, entdo
podemos escrever:

Ih =¢

dE
dt -
Contudo, a magnitude do campo elétrico tem relagao direta com

o potencial elétrico entre as placas do capacitor e a distancia entre
elas, sendo:

I =¢,A

=Y
d .
Logo pode-se escrever a corrente de deslocamento como:
_aAdV _ . dV
° d dt dt
~ . A A .
Na equacgdo acima tem-se que C=T € a capacitancia do capacitor
de placas paralelas com area A e distancia d, preenchido por vacuo.

Pudemos perceber que a equacao de Faraday nos diz que uma

variacdo de campo magnético no tempo ira produzir um campo
eletrico. No entanto, na equacdo de Ampere falta um termo que
indique que, mesmo na auséncia de corrente elétrica, existe uma
fonte de campo magnético de forma a viabilizar a propagacao de

B e E no espaco. Isso sera importante para obter uma equacao de

propagacao de ondas. Dessa forma, Maxwell propds acrescentar a
corrente de deslocamento no equacionamento da lei de Ampere,

de forma que:

S dod
fB'dKZNo(I‘i‘ID):NoI"‘ﬂogo_E
- dt -
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Ou na forma diferencial: .
= - = - dE
VXB:#O(JJFJD):/%J‘FMOEUE'
Essas novas equacdes sao conhecidas como Lei de
Ampere-Maxwell.

&z” Assimile
As Equagdes de Maxwell podem serresumidas nas seguintes equacdes:
Na forma diferencial temos:
(1) V-E =2 (Lei de Gauss da eletrostatica)
(2) v.B=0 (Lei de Gauss do magnetismo)

(3) VXE = _% (Lei de Faraday)

4) VxB= Hoj + Lo dE (Lei de Ampére-Maxwell)
dt
Na forma integral, temos:

(1) [ﬁE_ -AdA =% (Lei de Gauss da eletrostatica)
S 0

mé-ﬁdA =0 (Lei de Gauss do magnetismo)

9§E di= —2 (Lei de Faraday)

ad,
(4) fB-d ol + 1ogg —= p (Lei de Ampere-Maxwell)
c

Note que se 0 meio € 0 vacuo, a corrente elétrica de conducdo
€ igual a zero, e dessa forma a Lei de Ampere-Maxwell tera apenas
um termo do lado direito da equacao, correspondente a corrente
de deslocamento conforme foi visto.

?=| Exemplificando

Seja um campo elétrico no vacuo gque tem os seguintes valores em
coordenadas retangulares.
_ _ -5 7 —
E, =0 E,=10"°sen(rx10't) E,=0
Se 0 campo magnético somente possui valor diferente de zero ao
longo do eixo z, qual o valor do campo magnético?
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Resolucgao:

Podemos aplicar diretamente a lei de Ampere-Maxwell na forma
diferencial. Uma vez que o campo elétrico esta no vacuo, nao existe
corrente de conducao, logo J =0.

= dE
VxB=pu,e,—
Ho&p dt
Desenvolvendo em coordenadas retangulares teremos:
0B, 0B dE
- = gy — -
0z ox dt
Como B, =0 entio %:0, e assim:
B, © dE
——Z = g, —L = uye,107° w cos(wt
ox Hoéo o Ho&g (wt)

Integrando dois lados € possivel obter o campo magnético:

| aaBz ox == 56,10 wcos(@t)ox — B, = p£,10"° wx cos(ot)
X

Substituindo os valores temos:

B, =47x10"x8,85x10 5,10 ° 7 x 10" x cos(z x 10" ¢)
B, =3,547% x10"® xcos(x x10"t) [T]

D9 Pesquise mais

A discussao que tivemos aqui sobre as equacdes de Maxwell foi breve,
no entanto, vocé pode expandir os seus conhecimentos fazendo uma
leitura do capitulo 9 do livro:

HAYT, JR.; WILLIAM, H. Eletromagnetismo. ed. 8. Porto Alegre:
AMGH, 2014.

Este livro esta disponivel gratuitamente na biblioteca virtual, e vocé
pode acessa-lo diretamente atraves do link a sequir:

<https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/9788580551549/
cfi/2911/4/4@0.00:7.11>. Acesso em: 28 fev. 2018.
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Sem medo de errar

Com os conhecimentos adquiridos nesta secao, agora voceé
podera realizar a tarefa que lhe foi atribuida. Vamos entao lembrar
qual a sua responsabilidade nesta etapa dos ensaios dos materiais
eletromagnéticos: o laboratorio recebeu um capacitor de placas
planas e paralelas que estao separadas por uma distancia d muito
menor que o tamanho das placas, cuja area € 1,0x102m?. As placas
do capacitor estao ligadas a uma fonte de corrente alternada de
tal modo a produzirem uma carga Q alternada no tempo, tal que
se comporta de acordo com a equacio Q(t)=6sen(377t)x107°.
Nestas condi¢cdes, vocé deve realizar a analise tedrica de forma a
determinar qual sera o campo B que surge entre as placas, devido
a variacao temporal do campo elétrico. A situacdo descrita esta
ilustrada na Figura 3.22.

Figura 3.22 | Capacitor de placas planas circulares usado no ensaio

Fonte: elaborada pelo autor.

O campo elétrico pode ser obtido pela expressdo obtida para
determinar o campo elétrico do capacitor, que foi vista ainda na
primeira unidade. No entanto, deve-se considerar um campo
elétrico variante no tempo, utilizando uma densidade de carga que
tambeém ¢é variante no tempo o(t), conforme a sequir:

B =20
2¢,
Como: a(t)=Q(t)/A, entdo podemos reescrever a equacao do

campo elétrico: / ;
E(t)= Q(t) Qsen(w )_

T 2As, 2Ag,
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Neste caso estamos considerando as variaveis literais, mas ¢
facil perceber que Q=6x10°C, w=377radls € A=10x102m?.

No interior do capacitor nédo ha corrente de conducdo, logo a
equacao da Lei de Ampére-Maxwell pode ser escrita como:

fé'dz:%go&_’8277":#0507”’2%%52 FoSo r%
c dt dt

2 dt

Contudo, tem-se que 0 campo elétrico € variante no tempo,
portanto € necessario derivar a equacao do campo elétrico, de

onde obteremos que:
dE(t)  Quwcos(wt)

dt 2Ag,

Substituindo esta derivada na equagao anterior, obteremos a
expressao para o calculo do campo magnético no interior das
placas em funcdo da distancia entre o eixo do capacitor até o
ponto onde se deseja obter o campo magnético:

B_ mr% _ Hofo, Qucos(wt) _ ot Qwcos(wt)
2 dt 2 2A¢, 4A

Basta agora substituir os valores dados:
6x107° x 377 cos(377t)

4x10°°

Como pode-se notar, © campo magnetico entre as placas do
capacitor € em funcao da distancia radial do eixo do capacitor até
O ponto onde se deseja obter o campo elétrico

B=4rx107r

~ 7,1rcos(377t)x107" [T]:

Vocé deve incluir em seu relatorio esta equacao obtida, com os
calculos utilizados para justificar a aplicacao desta equacao com
fundamento nas Equacdes de Maxwell. Assim, a tarefa foi cumprida
utilizando os conhecimentos adquiridos nesta secao. O relatorio
contendo os resultados dos trés ensaios pode agora ser finalizado.

Avancgando na pratica

Testes em um laboratorio de alta tensao

Descricao da situagao-problema

Vamos imaginar o caso em que voceé trabalhe em um laboratorio
de testes de alta tensao. Vocé esta estudando o comportamento
de um condutor cilindrico de raio de secdo transversal igual a
3 cm, que sera utilizado em linhas de alta tensdo. No teste que
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vocé esta trabalhando, o condutor é cortado e posicionado com
as faces de da secdo transversal do corte separando as partes
do condutor de uma distancia de 50 cm. Nos terminais deste
condutor € conectada uma fonte de corrente elétrica que varia a
sua corrente a uma taxa de 10 A/s. No inicio do teste o condutor
€ colocado em uma cémara de vacuo. A corrente se inicia em
zero e aumenta com o tempo até que sejam visualizados arcos
de corrente na regido com a fissura. Foi verificado que os arcos
de corrente aparecem em 2,3 minutos depois do inicio dos testes.
Nestas condicdes vocé deve determinar 0 campo magnético na
regiao entre as faces do condutor. No momento em que os arcos
comecam a aparecer Como voceé realizaria esta tarefa?

Resolugao da situacdo-problema

Inicialmente precisamos definir uma equacdo que descreva
O comportamento do campo magnetico no espaco entre oS
condutores. Neste sentido, considerando que a corrente aumenta
a uma taxa de 10 A/s, podemos descrever a seguinte equacao
temporal que define a corrente elétrica aplicada:

I(t)=10t.
A quantidade de carga acumulada nas faces do condutor no
ponto da separacdo, a medida que o tempo passa, € dada por:

q= f/(tdt fktdt 100 5

Assim, podemos inicialmente ut|l|zar a lei de Gauss para

determinar a expresséo do campo elétrico:
fE A= L Em? 2 L E()= 52t2-
€ EgTr

Aplicando a Lei de Ampére—Maxvvell na forma integral, obtemos
a expressao do campo magnético entre as faces. Devemos ter
atencdo que este campo magnético € variavel com o tempo e
com a distancia radial do centro do condutor ®:

= o TR*dE 5 d 5
FB-dl= i, — Bx27R = jiye,7R? Eszat2 ~B=pR—t
Sendo o campo magnético no momento do arco, teremos o
tempo de t=2,3x60s=138s, logo:

B=4x10"R S
70,03?

’

138 =4x10" 3R 138 9,76Rx107% [T]
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Ou seja, 0 campo magnético ird variar conforme o raio da se¢ao
circular do condutor, de acordo com a equag¢ao acima. Aplicando
estes calculos vocé cumpriu a sua tarefa com éxito.

Faca valer a pena

1. Entre os anos de 1861 e 1862, o matematico escocés James Clerk
Maxwell publicou um artigo com o titulo On the Physical lines of Force
(Acerca das linhas de forga fisicas), no qual as equagdes fundamentais do
eletromagnetismo estdo presentes em outras representacdes matematicas,
assim como também a forma matematica da forca de Lorentz.
Considere as afirmativas a seguir sobre as equacdes de Maxwell:
I. A Lei de Ampére-Maxwell difere da lei original de Ampére pela inclusao
de um termo referente a corrente de deslocamento, que ndo havia sido
considerado na equagao original.
PORQUE
Il. Se for calculado o divergente do rotacional presente na Lei de
Ampére original, sera encontrada uma relacdo que viola o principio de
conservacao de cargas.

a) | e Il sdo proposicdes verdadeiras e a Il € uma justificativa da |.

b) I e Il sdo proposicdes verdadeiras, mas a Il ndo € uma justificativa da I.
c) | € uma proposic¢do verdadeira, mas a |l € uma proposicao falsa.

d) Il € uma proposicdo falsa, mas a | € uma proposicdo verdadeira.

e) | e ll sdo falsas.

2. Seja um capacitor de placas planas paralelas, cuja capacitancia é igual a
1 micro-Farad. Deseja-se obter uma corrente de deslocamento de 1 A no
espaco entre as placas. Para isso se faz necessario variar a tensao aplicada
nos terminais do capacitor.

A taxa de variacdo de tensdo requerida neste caso sera:

a) 10° V/s.
b) 10 V/s.
c) 107 V/s.
d) 108 V/s.
e) 10° V/s.

3. Seja um capacitor de placas circulares na qual o dielétrico considerado
€ o espaco livre. A drea das placas do capacitor é de 0,4 m?. O capacitor foi
conectado a uma fonte de corrente alternada senoidal e foi verificado que a
maxima corrente de deslocamento é de 8,85 x 10° A.
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Nestas condices o campo magnético maximo no interior do capacitor,
entre as placas, a uma distancia de 0,2 m do centro da placa sera de:

a) 8,857z %107 .
b) 8,857 %x107° .
c) 8,857 x107° .
d) 8,857x107"% .
e) 8,857 x107"% .
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Unidade 4

Ondas eletromagnéticas

Convite ao estudo

Nas unidades anteriores, aprofundamos  Nossos
conhecimentos de eletrostatica, eletrodinamica e das relacdes
entre eletricidade e magnetismo, o que resultou nas equacdes
de Maxwell. Na presente unidade, aplicaremos nossos
conhecimentos estudando ondas eletromagnéticas.

Vocé sabia que no nosso dia a dia estamos imersos em
ondas eletromagnéticas? O exemplo mais evidente € o Sol,
pois o calor e a luz que sao importantes para 0s seres Vivos
da Terra chegam na forma de ondas eletromagnéticas. Alem
disso, recebemos também do espaco a radiacdo de ondas
eletromagnéticas provenientes de outros objetos e estrelas
que se encontram a grandes distancias de nos. Aqui na Terra,
alguns exemplos mais evidentes de radiagdo eletromagneética
Sd0 as provenientes das estacdes de radio e de TV e os
sinais de telecomunicacdes (micro-ondas), mas também
encontramos essas ondas na luminosidade de [@ampadas, nos
Ccorpos aqguecidos, etc.

O conhecimento dos fundamentos das ondas
eletromagnéticas € essencial para o seu desenvolvimento
profissional, e muito importante para 0 mercado de trabalho
na area de tecnologia. Dessa forma, ao final desta unidade
vOCé estara apto a fazer a analise das ondas eletromagneéticas,
da enerqia transportada e de sua propagacao em meios livres
e dispersivos bem como da sua reflexao, difracdo, transmissao
e refracao.

Para motivar o estudo desta unidade, vamos imaginar uma
agencia espacial que possui um departamento de engenharia



de comunicacdes que esta envolvida em um grande projeto.
Esse projeto consiste em enviar a Marte uma sonda para
comunicagao e processamento de dados, de forma que auxilie
napesquisaarespeitodo planeta. Além desse equipamento, sera
colocado em orbita um satélite geossincrono, que possibilitara
uma interface da agéncia espacial na terra com o equipamento
de comunicacdo localizado em Marte. Um projeto como
esse exige a colaboracao entre diversos departamentos da
agéncia, assim como entre todos 0s membros da equipe de
projeto. Imagine que voCcé passou por um processo seletivo
para trabalhar como integrante desse projeto. Com base nisso,
VOCE ira conduzir uma série de tarefas para o sucesso desse
projeto, tais como: realizar a escolha do material para uma
antena do satélite, depois, realizar alguns estudos referentes
a transmissao de poténcia em uma onda plana uniforme e
finalmente ira projetar um filtro para a recepgao do sinal na
sonda que sera enviada ao planeta Marte.

Como seria possivel obter uma equacao de onda
eletromagnética a partir dos conhecimentos que foram
adquiridos ate aqui? E como extrair informacdes importantes
referentes as ondas eletromagnéticas para compreender a
propagacao destas?

Para responder a essas e a muitas outras questdes, na Secao
4.1iremos compreender como partir das equacdes de Maxwell
para determinar uma equacao de onda e, a partir dela e das
caracteristicas do meio no qual a onda se propaga, determinar
a velocidade da luz no vacuo e compreender como as ondas
planas uniformes se propagam. Na Secdo 4.2, estudaremos
mais a fundo a propagagao das ondas eletromagnéticas e
também aspectos como a transferéncia de poténcia da onda
e a polarizacdo. Na Secao 4.3, estudaremos o0s aspectos
relativos a propagacao e reflexdao de ondas em meios, tais
como O espaco livre, meios condutores e dieletricos com e
sem perdas.

Dedique-se! Bons estudos.



Secao 4.1

Equacdes de Maxwell e as ondas eletromagnéticas

Dialogo aberto

Caro aluno, estamos chegando na ultima unidade do curso
de Eletromagnetismo, e na primeira secdo, iremos estudar as
ondas eletromagnéticas a partir das equacdes de Maxwell Ondas
eletromagnéticas estdo presentes a todo momento no seu dia a dia.
A luz elétrica € um exemplo mais recorrente da existéncia de ondas
eletromagnéticas em nosso meio, mas elas também estdo presentes
quando pensamos No funcionamento das telecomunicacdes. Seja
em aparelhos celulares, TVs, radios ou comunicacdes por satélite, o
funcionamento das tecnologias modernas nao seria possivel sem a
existéncia das ondas eletromagnéticas. Por isso, o entendimento do
conteudo desta secao € essencial para o dominio das tecnologias atuais.

Para motivar os estudos desta secdo, vamos imaginar que
vocé esta trabalhando no projeto da agéncia espacial, a qual
esta se preparando para o envio de satélite geoestacionario.
Na primeira etapa desse projeto, serd realizado o estudo de um
material que sera utilizado na fabricacdo da antena desse satélite.
Como esse projeto exige um grande grau de colaboragao entre
seus participantes, foi necessario conseguir uma lista de materiais
possiveis para a construcao dessa antena, e isso pode ser obtido
com o departamento de materiais da agéncia. Existem dois materiais
que deverdo ser testados, conforme a Quadro 4.1:

Quadro 4.1 — Dados dos materiais para a constru¢do da antena

Condutividade Permeabilidade | Permissividade
(o) [S/m] relativa (M, ) relativa (&, )
Material 1 0,100 1,00 9,00
Material 2 0,050 5,00 7,00

Fonte: elaborado pelo autor.
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Para fazer isso, vocé pode calcular as constantes de propagacao, de
atenuacao, de fase e a impedancia intrinseca dos materiais para uma
onda de 10GHz. Deve-se escolher o material com menor constante
de atenuacado para a fabricacdo da antena. Nesse caso, qual dos dois
materiais seria o apropriado?

No decorrer desta secdo encontraremos Os conceitos tedricos
necessarios para o cumprimento dessa tarefa. Sendo assim, eu convido
VOCé para uma leitura atenta e realizagcao das atividades propostas de
forma a assimilar o conhecimento apropriadamente.

Nao pode faltar

Na ultima unidade, estudamos as indutancias e as equacdes de
Maxwell, que serdo importantes para © que estudaremos nesta unidade.
Isso por que a correcao da equacao de continuidade feita por Maxwell
teve um papel muito relevante por demonstrar que os campos elétrico
e magnético podem se propagar em meios Como O Vacuo, em que
ndo existe uma corrente elétrica de conducao e, consequentemente,
J = 0. Essa propagacado se da na forma das ondas eletromagnéticas,
objeto de estudo desta unidade.

Para iniciar, vamos fazer uma analogia com o caso de uma onda
mecanica se propagando na agua, como quando jogamaos uma pedra
em um rio. Quando a pedra atinge a superficie da agua, sera possivel
notar que as ondas se deslocam concentricamente aoc ponto onde a
pedra atingiu o rio, sendo esse ponto a fonte da onda mecanica. Da
mesma forma, se em algum ponto do espaco existe uma fonte de
campo elétrico variante no tempo, um campo magneético € induzido
ao redor desse ponto.

Uma vez que o campo magneético induzido também sera variante no
tempo, conforme vimos pela Lei de Faraday, ocorrera a indugdo de um
campo elétrico. Atroca de energiaentre E e B ocorre enquanto a onda
se afasta da fonte com a velocidade da luz. Nas proximidades da fonte,
essas ondas irradiam em formato esférico (todas as direcdes), mas em
uma regido distante da fonte, a irradiacao sera observada em um formato
plano, conforme mostra a Figura 4.1. Assim, nos visualizaremos uma
onda praticamente plana e uniforme, na qual os planos referentes aos
campos E e B sdo ortogonais com relacdo a direcdo da propagacéo.
Assim, podemos tratar as ondas eletromagnéticas nessas regides em
um eixo de coordenadas cartesianas, © que sera mais simples do que
em coordenadas esféricas.
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Figura 4.1 | Propagacédo da onda desde a fonte até um certo ponto do espaco

Onda plana
& uniforme

Frente de
onda
esférica

Fonte pontual irradiando

Fonte: Wentworth (2006)

Nesta secao, iniciaremos por definir uma equacao de onda a partir
dasequacdes de Maxwell. Conforme ja falamos, as equacdes de Maxwell
Sa0 muito importantes na correcao da equacao de conservacao das
cargas, mas, aléem disso, existe uma outra consequéncia importante que
resulta da formulacdo das equacdes de Maxwell na forma diferencial.
Essa formulagdo, atraves da utilizagdo das propriedades do operador
V, nos permite escrever equagbes que desacoplam Os campos E
e B .Vocé se lembra que nas equacdes de Maxwell na forma diferencial
as componentes dos campos sempre aparecem juntas em uma
mesma equacao? Isso quer dizer que uma componente de um campo
relaciona uma componente de outro campo e vice-versa, ou seja, estao
acoplados. Vamos relembrar as equagdes de Maxwell na forma pontual.

@ Lembre-se

As Equacdes de Maxwell na forma diferencial podem ser resumidas
nas sequintes equacoes:

(1) v.E=FL (Lei de Gauss da eletrostatica)
€o

(2) v.B =0 (Lei de Gauss do magnetismo)

(3) VXE=—£

(Lei de Faraday)

(4) Vxé:poj+y050% (Lei de Ampére-Maxwell)
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Embora as equacdes de Maxwell estejam escritas para 0 espaco
livre, podemos considerar um meio simples (lineares, isotrépicos,
homogéneos e invariantes no tempo) livre de cargas, ou seja, no qual
a densidade de carga seja igual a zero. Isso permite que as equacdes
de Maxwell sejam reescritas considerando-se a permeabilidade
e permissividade do meio e substituindo-se o vetor densidade de
corrente elétrica pela sua relacdo da Lei de Ohm pontual (J =cE).
Assim, teremos as seguintes equacoes:

1 v 0 (Lei de Gauss da eletrostatica)
(2) v (Le| de Gauss do magnetismo)
(3) VxE——— (Lei de Faraday)

(

4)vxB= ‘uUE+‘u£d— (Lei de Ampere-Maxwell)

Vamos utilizar essas equacdes de forma a obter uma equacao
geral de onda. Iremos iniciar por calcular o rotacional em ambos 0s
lados da equacdo da Lei de Faraday, ou seja, faremos:

W(Vxé):V{_%ﬂ

Como do lado direito temos uma derivada espacial, agindo
sobre uma derivada temporal em um material homogéneo,
iremos reescrever:

dt

Substituindo o rotacional do campo magnético pelo indicado na
Lei de Ampére-Maxwell, teremos:

= d dE dE  d’E
Vx(VxE)z—E[yGE+,us dtJ _'UGE_”SF

Para chegar na equag¢ao de onda que queremos, precisaremaos
manipular o lado esquerdo da equacao. Isso sera possivel aplicando
a identidade vetorial do rotacional do rotacional de qualquer campo
vetorial A .
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@ Lembre-se

O rotacional do rotacional de qualquer campo vetorial
A serd dado pelo divergente do campo vetorial menos
o seu Laplaciano:

VX(VxZ\)zv-Z\—VZZ\

no qual o operador Laplaciano serd iguala o divergente do gradiente,
ouseja; VZA = V.(VA),

Aplicando a propriedade, teremos a equacao COmMo segue:

E como o meio que estamos considerando € livre de cargas,
entdo o divergente do campo elétrico € igual a zero, obteremos a
equacao geral da onda chamada também de equacgao de onda de
Helmholtz. De forma analoga, pode-se obter uma equacdo de onda
do campo magnético.

~J
4 Facavocé mesmo

Encontre uma equacao de onda para 0 campo magneéetico a partir das
equacdes de Maxwell.

0&& Assimile

A equagdo de Helmholtz ¢ utilizada no estudo de fendbmenos fisicos
que envolvem equacdes diferenciais parciais. Essa equacado € utilizada
para descrever os fendbmenos fisicos que sdo dependentes do tempo.
A equacao geral da onda é dada por essa equacao para O Campo
eletrico e o campo magnético, conforme a sequir:

- dE d’E
VZE - uo 95 4 e TE
Mot T
= dB d’B
v2B= o884 1z 98
ot 1 >

U4 - Ondas eletromagnéticas 167



Ao solucionar essas equacOes diferenciais, obtém-se a equacdo
temporal dos campos que se propagam em uma onda plana uniforme.

Vamos agora aprofundar a analise das equacdes de Helmholtz
para campos harmaonicos no tempo. Neste sentido, podemos utilizar
a derivada temporal do campo E como o numero complexo /a)E,
assim teremos:

V2E = ja),uaE + ,u.s(ja))zé = jou(o + joe)E

O termo que multiplica o campo elétrico do lado direito da
equacdo € a constante de propagacdo da onda (7). Entretanto, a
raiz quadrada de um numero complexo é complexa de forma que
a constante de propagacdo ¥ pode ser escrita como um numero
complexo onde a parte real corresponde a constante de atenuagao
(a), dada em Neper por metro, e a parte imaginaria corresponde a
constante de fase (8 ), dada em radianos por metro. Entdo, temos

y =+ Jjou(c + jog)=a + jB

§> Reflita

Como seria a relagdo entre as constantes de propagacdo, atenuagao
e fase para um meio de propagacao correspondente ao vacuo, onde
c=07

Utilizando o operador nabla a equacao da onda obtida
corresponde a equacao de Helmholtz para campos elétricos
harmonicos no tempo, conforme segue:

V?E =y%E .

Analogamente, pode-se escrever uma equagao para Campos

magnéticos harmonicos No tempo, conforme segue:
V?B=y°B.

Seria interessante obter uma solucdo geral para uma onda plana
uniforme, digamos, que © campo elétrico esteja polarizado em um
eixo x e variando em um eixo z de um plano cartesiano. Assim,
podemos escrever o campo elétrico dessa onda como sendo:

E(z) = E (2)X.
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Considerando que para uma onda uniforme plana o campo nao
varia na direcao transversa, entdo o campo eletrico sendo somente
funcao de z permite escrever o laplaciano do vetor campo elétrico
como uma derivada segunda direta, logo:

PE,(2) _
dz

O que corresponde a uma equacao diferencial linear homogénea
de segunda ordem, cuja solucao possivel € dada na forma:

E (2)= Ae¥*

y?E,(2)=0

Na equacdo da solucdo K e A sdo constantes arbitrarias. A
equacao caracteristica da equacao diferencial nos mostrara que:

(A+y)2-7)=0
Isso significa que temos uma solugédo para A = +y e uma solucéo

para A =-—y. Considerando a para A =-—y, teremos a solucado
na forma:

E (z)=Ae 7 = Ae **1P)2 = Ae™*% cos(wt — B2)
Nesse caso, A corresponde a amplitude maxima do campo

elétrico para quando z estd no sentido positivo, para z = 0, o0 que
. , + ~
substituimos por Eo , entao escrevemos:

E,(z)=E e ** cos(wt — Bz)
De forma anédloga, escolhendo A =+y , obteriamos a equacio

onde E, e a amplitude em z=0 para propagagdo no sentido
negativo de z.

E, (z)=E,e" cos(wt + Bz)
A solucao geral instantanea sera dada entdo por:
E,(z,t)=E;e ** cos(wt — Bz)+ E,e** cos(wt + fZ)

Usando a Lgi de Earaday, podemos obter o campo magnético,
sabendo que B = uH :

= dé . Y
VXxE=—-""~=_ H
X n Jou
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o
4 Fagavocé mesmo

Utilizando a Lei de Faraday, obtenha a equagdo para O campo
magnético H(z,t).

Comparando as equacdes dos campos elétrico e magnético,
poderiamos encontrar uma relagcao entre eles. A essa relagao daremos
0 nome de impedancia intrinseca () do meio, cuja unidade de medida é
a mesma da resisténcia elétrica, ou seja, Ohms.

4 Fagavocé mesmo

Qual seria a impedancia intrinseca para 0 vacuo?

?=| Exemplificando

Seja um material com condutividade iguala 0,100 S/m, permeabilidade
relativa igual a 1,00, e permissividade relativa igual a 9,00. Se uma onda
se propaga nesse meio com f = 1,00 GHz, queremos encontrar as
constantes de propagacao, atenuacao, fase, e impedancia intrinseca.

Resolugao:

Inicialmente devemos saber calcular a velocidade angular da onda
que sera dada por ® = 2xf =271 x 10° rad/s Com base nesse valor
encontrado, pode-se determinar as quantidades JOU e jwe .

jou = j(27x10°)(1)(47 x 107 ) = 7896
jowe = j(27x10°)(9)(8,85x107"%) = j0,5

Com esses valores fica mais facil o calculo da constante de propagacdo
da onda, que é dada pela seguinte formula:

y =\Jjou(o + jog) =a + jp

Observamos que calculando a constante de propagacdo obteremos
tambem a constante de atenuacdo e constante de fase da onda.
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Logo, fazemos:

y = /j7896(0,1+ j0,5) = 6,25+ j63]1 m™"
De onde obtem-se as constantes de atenuagdo e de fase:

o =6,25 Np/m
B =631 radim

Agora, para encontrar a impedancia intrinseca utilizamos a equacao:

n= JCOH _ /7896 _ 12461123 0
o+ joe 0,1+ 0,5

Vamos considerarum caso especificodasondaseletromagnéticas
no vacuo, em gue o = 0. Nesse caso, a equacao de Helmholtz para
o campo elétrico ficaria simplesmente conforme mostrado na
equacao a seqguir:

-
VZE = UoEo %
dt

Analogamente ao que foi visto anteriormente, quando
consideramos uma onda uniforme plana em que o0 campo Nao
varia na diregcao transversa, entdo o campo eléetrico sendo somente
funcdo de z permite escrever o laplaciano do vetor campo elétrico
como uma derivada de segunda ordem:

d’E,  d’E,
dz2 % g

A equacdo obtida caracteriza uma onda no vacuo que tem a
equacao caracteristica:

E. (zt)=E,sen(kz — ot)

Nessa equacdo, o coeficiente k corresponde ao numero de
onda, que se relaciona com o comprimento de onda na forma:

kzzle O ¢ 3 frequéncia angular da onda. Entretanto, note que:

a):27rf:2—ﬂi:kv
AT
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onde v ¢ a velocidade de propagacao da onda.

Derivando a funcdo correspondente ao campo elétrico dessa
onda com relacao as variaveis z e t, poderemos obter as derivadas
parciais de segunda ordem presentes na equacao diferencial que
descreve a onda no vacuo. Assim temos:

d’E,
dz?

= —E,k*sen(kz — ot)
e ainda:

d’E

at?

Comparando essas equacdes, obtermos a velocidade de
propagacao das ondas magnéticas no vacuo, tambeém denominada
de velocidade da luz no vacuo:

X = w’E,sen(kz — ot) = kv’ E,sen(kz — ot)

1
—5 = HoEg DV = =C

v Ho&o

J=| Exemplificando
Sendo que Hp= 47 x1 0_7 Him e &= 8,85 x 1 0_12 F/m
determine a velocidade de propagacdo da luz no vacuo.
Resolugao:
A solucdo € uma aplicacao direta da equacdo apresentada:

oo |1 = ! - ~3,0x10° mis
HoEo 47 x107" x8,85x10

Curiosidade: a velocidade de propagacdo do campo elétrico no vacuo
€ representada pela letra ¢ devido a inicial da palavra latina celer, que
significa "rapido”.
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D9 Pesquise mais

Conforme vimos, as ondas eletromagnéticas sao ondas transversais,
onde 0s campos elétrico e magnetico se propagam com oscilacdo
perpendicular ao sentido de propagagao. Assim, existe uma relagdo
entre os campos que estdo em fase. A principal diferenga entre as
ondas eletromagneticas se refere ao comprimento de onda. Se a onda
tem apenas um comprimento de onda, esta € um feixe, mas se ela
apresenta diferentes comprimentos de onda, sdo pulsos. As diferentes
ondas, por exemplo as ondas de radio, TV, etc., ocupam certo espago
no espectro de frequéncias de ondas eletromagnéticas. Mais sobre
esse assunto pode ser pesquisado na segao 30-4 Radiagdo magnética,
do livro a sequir:

TIPLER, P. A.; MOSCA, G. Fisica para cientistas e engenheiros: Eletricidade
e Magnetismo, Otica, 6. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2009. V. 2.

Tambeém ¢ possivel acessar diretamente no link a seguir, na sua
biblioteca virtual: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/978-85-216-2622-0/cfi/364!/4/4@0.00:31.7>. Acesso em: 9
dez. 2017.

Sem medo de errar

Com os conhecimentos que vocé adquiriu até agora, ja sera
possivel cumprir uma das tarefas que foi delegada a vocé pelo seu
gestor. Nesta etapa, vocé devera realizar um estudo minucioso dos
materiais que poderdo ser utilizados na fabricacdo da antena do
satélite que permitira a comunicacao da sonda espacial em Marte
com a agéncia espacial na Terra. Dessa forma, existem dois materiais
que deverdo ser testados, conforme indicado a seqguir:

e Material 1: possui uma condutividade de 0,100 S/m, uma
permeabilidade relativa igual a 1 e uma permissividade relativa
iguala 9,0.

e Material 2: possui uma condutividade de 0,050 S/m, uma
permeabilidade relativa igual a 5,0 e uma permissividade
relativa igual a 7,0.

Vocé deve escolher o material utilizado para construgao da antena

com base nos parametros da constante de propagacao das ondas
para uma onda de 10GHz. Nesse caso, € possivel que vocé utilize os
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conhecimentos obtidos quando obtemos a equacao de Helmholtz
de uma onda eletromagnética. Com base nessa equacao, foi possivel
determinar formulas para o calculo da constante de propagag¢ao da
onda, que nos dara também as constantes de atenuacao e de fase.
Ainda, foi possivel obter uma formula para calcular a impedancia
intrinseca do meio de propagacao.

Vamos iniciar por utilizar a frequéncia da onda para calcular a
velocidade angular de propagag¢ao, COmo a seguir:

o =2xf =27 x10'° rad/s

Com base neste valor encontrado, determina-se fjou e joe
para 0 material 1:

jou = j(27x10°)(1)(4x x107 ) = j78960

joe =j(27x10")(9)(8,85x10%) = 5

A constante de propagagao da onda que € dada pela
seqguinte formula:

v =~Jjoulo +jog)=a+jp
y =+/j78960(0,1+ j5) = /j7896 — 394800 =6,28 + j628,36 m "'

De onde obtem-se as constantes de atenuacao e de fase:
o =6,28 Np/m

[ =628,36 rad/m

Agora, para encontrar a impedancia intrinseca, utilizamos
a equagao:

n= | der_ [J78960 4o spesoos o
o+ joe 0,01+ j5

Para o Material 2, fazemos:

jou = j(27x10")(5)(4x x107 ) = j394784,2

joe = j(27x10°)(7)(8,85x 107" ) = j3,89

A constante de propagagao da onda que € dada pela
seqguinte formula:
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y =jou(o + jos) =a+ j§

y =[j394784,2(0,05 + j3,39) =7,96 + j1239,26 m"

De onde obtem-se as constantes de atenuacao e de fase:
o =7,96 Np/m

B =1239,26 rad/m

Novamente encontraremos a impedancia intrinseca, utilizamos a
equacao com os valores obtidos para o material 2:

n= |JO% _ 13947‘,34’2 =318,56e/%% (.
o+ jog 0,05+ /3,89

Assim, conforme os dados obtidos, o material 1 € o que apresenta
menor constante de atenuacdo, sendo esse o melhor candidato
para a escolha sequndo os critérios determinados. Uma vez que
esses calculos forem apresentados em seu relatorio, sua tarefa
estara concluida com éxito.

Avancando na pratica

Obtencao das equacdes de campo para
uma onda eletromagnética

Descricao da situagao-problema

Imagine que vocé foi contratado por uma empresa de
telecomunicacdes que esta estudando o comportamento de uma
onda eletromagnética. Nesse estudo, € definido um eixo cartesiano
e a onda se propaga No vacuo na direcdo negativa do eixo y. O
campo magnético H tem uma constante de fase 30 rad/s e apresenta
uma intensidade maxima de é A/m. O sentido no eixo y negativo
do campo € observado para © tempo inicial do experimento e para
a origem do plano cartesiano. Imagine que vocé faz parte da equipe
que esta realizando esse estudo. Sua tarefa serd utilizar os dados do
experimento que foi conduzido para obter uma equacao para ambos
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0s campos elétrico e magnético e, além disso, obter a frequéncia e
o comprimento de onda do sinal. Como vocé procederia para obter
essas informagdes da onda eletromagnética em estudo?

Resolucdo da situagcdo-problema

Se o0 meio tivesse alguma condutividade, a impedancia intrinseca,
gue relaciona os campos elétrico e magnetico, seria um numero
complexo. No entanto, estamos lidando com o vacuo onde a
condutividade € nula e, dessa forma, a impedancia intrinseca sera
um numero real puro, pois:

o+ joe 0+ jwe £

Utilizando a funcdo cosseno, podemos escrever a equacao do
campo magneético H na dire¢ao negativa do eixo y, como indicado
a sequir:

H(z,t)= —écos(a)l‘ - pz)y

No vacuo, a impedancia intrinseca sera:

n= /ﬂzmong
€o

Entdo podemos obter a equagcdo do campo magnetico
sabendo que:

E; _ _ 1
o =_H—g—>EO =-1oH, =1207r><§=40

Logo teremos:

E(z,t)=40cos(wt — fz)x

Para obter os parametros @ e [, basta aplicar diretamente
as relagdes. Ja se sabe que B =30 rad/s e que esta é também o
numero de onda da equacgado, entdo:
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2r 2 «w
= = =—m
B 30 30

Podemos entdo obter a frequéncia:

8
€ _3x10° 45 08 Hz s = 27f = 90 x10° radls
A n/30 T

E as equacdes de H e B serao:

E(z,t)=40cos(90x10% t —30z)x

1 A
H(z,t)=-—cos(90x10%t —30z)y
3z
Assim, vocé pdde obter uma equacao para 0s campos elétrico
e magneético, e também foi possivel obter a frequéncia e o
comprimento de onda do sinal, finalizando sua tarefa com éxito.

Faca valer a pena

1. Considere as seguintes assertivas acerca da obtencdo da equacdo de
onda por meio das equacdes de Maxwell:
| — A correcdo na equacdo da Lei de Ampeére por meio da continuidade da
corrente feita por Maxwell permite comprovar que existe propagacao de
campo elétrico e magnético no espaco livre.

PORQUE
Il — Os campos elétricos e magnéticos se propagam em mesma diregdo e
sentido em uma onda plana uniforme.

Considerando as assertivas | e I, pode-se afirmar que:

a) as assertivas | e Il estdo corretas e a Il € uma justificativa da |.
b) as assertivas | e Il estdo corretas e a | é uma justificativa da Il
C) apenas a assertiva | esta correta.

d) apenas a assertiva Il esta correta.

e) nenhuma das assertivas esta correta.

2. Em geral, uma onda eletromagnética plana e uniforme possui um
numero de onda que € uma grandeza fisica inversamente proporcional ao
comprimento de onda. Considere uma emissora de radio que transmite
com uma frequéncia de 100MHz.
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O valor aproximado do comprimento de onda sera de:
a)lm.

3. No espaco livre se propaga um vetor de intensidade de campo elétrico
que é polarizado na direcao do eixo y positivo, conforme mostra a funcao
vetor de campo elétrico a sequir:

E(z,t)=10%sen(2z x10"t —4z)y

Com base nessa equacdo, € possivel utilizar as equacdes de Maxwell
para determinar o vetor H(z,t). Esse vetor terd uma magnitude maxima de
______ e serad na direcao do eixo ____.

Assinale a alternativa que completa corretamente a ultima frase do texto.
2)6,37 x107°, x .
0)6,37x107,y .
0)6,37x107%,z.
46,37 x107°, x .
€)6,37x107,y .
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Secao 4.2

Propagacao de ondas eletromagnéticas

Dialogo aberto

Caro aluno, na ultima secdo iniciamos o estudo das ondas
eletromagnéticas. Esse assunto € de extrema importancia para
a area de tecnologia, principalmente nas aplicacdes da area de
Telecomunicacdes, como em sistemas de radio e televisao, redes
de celulares, comunicacdes de satélite, internet. Ja aprendemos
como obter uma equacdo de onda eletromagnética a partir das
equacdes de Maxwell e ja analisamos a solu¢cdo da equacao de
onda em meios com perda e Nno espaco livre, que corresponde
a um meio sem perdas. Nessa ocasiao, determinamos o valor da
velocidade da luz, que corresponde a velocidade de propagag¢ao
das ondas magneticas.

Nesta secdo, continuaremos a estudar a propagacao das ondas
eletromagnéticas, tanto no espaco livie como em outros tipos de
meios. Dessa forma, para motivar os estudos desta secdo, vamos
continuar imaginando a situacdao em que vocé faz parte de uma
equipe de projetos em uma agéncia espacial. Na sua ultima tarefa
vOCé contribuiu para uma tomada de decisao a respeito do material
utilizado na fabricacdo de uma antena. Imagine que essa antena foi
projetada e agora sera necessario que ela passe por alguns testes.
Assim, foram realizados alguns testes com a antena escolhida com
aparelhos de medicdo localizados na saida dela. Nesse teste, o
campo elétrico emitido tem a seguinte forma senoidal:

E(t)=10cos(27x10"t)V/im

Quando esse sinal for recebido pela sonda espacial ao redor de
Marte, deve-se verificar o que ocorre com ele ao incidir sobre uma
placa de cobre que estd montada sobre a sonda espacial. Dessa
forma, para a correta caracterizacdo desse comportamento, sua
tarefa agora sera obter a equagdo do campo elétrico incidente
na placa, a equacao do campo magnetico incidente e a poténcia
media da onda incidente. Ainda, vocé deve verificar 0 que ocorre
com essa onda quando ela atinge a superficie da placa de forma a
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apresentar um relatorio detalhado com os resultados do seu estudo.
Como vocé realizaria essa tarefa?

Para que vocé consiga completar essa etapa do seu trabalho,
analisaremos, além da propagacdo da onda no espago livre
e em outros meios, a transferéncia de poténcia de uma onda
eletromagnética a partir da aplicagcdo do Teorema de Poynting.
Também estudaremos a polarizagado das ondas eletromagnéticas.

Vocé deve passar com muita atengdo pelo estudo desses topicos,
realizando as atividades propostas e elencando os conhecimentos
necessarios para o desempenho da sua tarefa através das leituras
complementares recomendadas. Bons estudos!

Nao pode faltar

Vamos continuar analisando a propagacdo das ondas
eletromagneéticas no espaco livre, de forma a obter os coeficientes
de propagacao, atenuacdo e fase de um campo harmodnico. Vamaos
lembrar que o espaco livre € um meio sem perdas, livre de cargas, O
que significa dizer que a condutividade € nula (o =0). Sendo assim,
podemos calcular o coeficiente de propagacao da forma:

v = Jjwp(0 + jwe) = jPw?pe = julpe = a+ jB

Da equagao apresentada, podemos obter informacdes
importantes a respeito das constantes de atenuacao e fase. A
primeira delas € que a constante de atenuacdo € igual a zero
(a=0). De fato, se estamos falando de um meio livre de perdas,
entdo em nenhum ponto desse meio ird ocorrer a atenuacao da
onda, e era esperado entdo que a constante de atenuacao refletisse
esse comportamento. A segunda informacdo € relacionada a

constante de fase que corresponde a ﬁ:w\/ﬁ. Lembrando ainda

quenoespagolivieH=Ho | e =g e c:%:;, ondek corresponde

VMoo
ao numero de onda, podemos concluir que o numero de onda e a
constante de fase de uma onda sao equivalentes.

Na secdo anterior, concluimos que a velocidade da onda no
vacuo € a velocidade da luz c. Entretanto, se considerarmos um meio
dieletrico sem perdas, podemos tambem escrever a velocidade de
propagacao da onda no meio dielétrico sem perdas, considerando
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a permissividade relativa desse meio (€, ), conforme segue:

E da mesma forma que foi visto na secao anterior para 0 espaco
livre, a impedancia intrinseca para © meio sem perdas sera dada por:

_ /fw—u: B
= 0+ jwe \/; \/:770

onde i, €apermeabilidaderelativado meio dielétrico sem perdas
e Mo € a impedancia intrinseca do espacgo livre, que calculamos na
sec3o anterior (1y = 1207 Q)

Esses pardmetros sao importantes para se determinar as equacoes
dos campos elétrico e magnético que se propagam ortogonalmente.
Alem disso, € importante compreender que a ortogonalidade
significa que, se a direcao de uma onda eletromagnética for definida
por um versor P, entdo a relacdo entre os campos propagantes
sera dada pelo produto vetorial com esse versor.

(tz” Assimile

A relacdo entre os campos E e H de uma onda eletromagnética
que se propaga na direcdo dada por um versor P, € dada pelas
seguintes relac¢des:

mu

=-—npxH

I

pxE

I |=

Dessa forma, se considerarmos, por exemplo, uma onda
eletromagnética polarizada no eixo x e se propagando na direcao
do eixo z, no caso de um meio dieléetrico sem perdas teremos as
seguintes equagdes para 0 campo elétrico e 0 campo magnetico:

E(z,t)=(Eg cos(wt — B2) + Ey (wt + 52)) X

+ —

H(zt)= ETOCOS(wt —,62)—|—E70(wt +B2)|y
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c@ Reflita

Qual € a diregdo do campo elétrico de uma onda propagante na
direcdo do eixo x, em que 0 campo magnetico esta polarizado no
eixo z?

J=| Exemplificando

Seja um camgo elétrico de uma onda definido pela equagdo
E(z,t)=5e "? cos(2r x10° —502)X . Sabendo que a onda se
propaga em um material de impedancia intrinseca igual a 125¢/® Q.
determine a equacao do campo magnetico.

Resolucgao:

Para calcular a equacdo da onda do campo magneético, devemaos aplicar:

H=—2xE

SR N
N>

Assim, teremos que:

Zx5e 7 7%

H(zt)= [12 x5e "2 0%
n

125¢/%

y=0,04e % 2752y AIm

H(z,t)= [% o /8 g 75502

Apesar de até aqui termos considerado um meio dielétrico
sem perdas, devido a condutividade finita ocorrerdo perdas joule.
Isso por que o campo elétrico ira gerar corrente de conducdo no
material dielétrico (J = oE ), de forma que as perdas joule causam
atenuacao da onda. Além disso, podem também existir perdas de
polarizacdo devido a energia que € precisa para que O campo gire
os dipolos relutantes, sendo essa perda proporcional a frequéncia.
A representacdo dessas perdas por polarizacdo pode ser feita por
meio da adicao de uma componente complexa a permissividade do
meio dielétrico, conforme seque:

e=¢'+ fe"

As componentes de € sdo a parte real da permissividade definida

por €'=¢y€, , a parte imaginaria que corresponde as perdas de

182 U4 - Ondas eletromagnéticas



polarizagdo ( je"). Assim, reescrevendo a Lei de Ampere na forma
pontual considerando essa permissividade, teremos:
V xH=0E + Jw(e'— ja")é
Rearranjando os termos da equacao, teremos:
VxH=[(c+we")+ jwe'lE
Podemos concluir que ¢é possivel definir uma condutividade
efetiva que pode ser dada por o4 =0 +we" . Substituindo essa
condutividade nas equacdes para determinacdo da constante de
propagacao e da impedancia intrinseca, teremos valores complexos,
resultando em uma constante de atenuacao diferente de zero e
uma diferenca de fase entre os campos E e H, sendo o contrario do
obtido para o meio dielétrico sem perdas.

Entdo, se 0 meio for considerado com perdas, a constante de
atenuacao e a constante de fase podem ser bem definidas pelos
parametros de condutividade, permissividade e permeabilidade do
material, conforme as equacdes a sequir:

o V2
2] -
we

2
B=w K 1+[1] 1
we

Os materiais com perdas que possuem permissividade complexa
podem utilizar dessas mesmas equacdes, substituindo o por o .

E[9 Pesquise mais

Em meios dielétricos com pequenas perdas, as equacdes da constante
de atenuacio (@) e constante de fase (3 ) podem ser aproximadas por:

o |p

~ — |—
~

2\¢e

ﬁzw\/E

Nesses casos, resulta em uma baixa tangente de perdas (dada pela }
relacao %5)' Os conceitos por tras dessa aproximagado e a definicdo

U4 - Ondas eletromagnéticas 183



da tangente de perdas pode ser estudada na Secdo 5.3 do livro:

WENTWORTH, S. M. Fundamentos de eletromagnetismo Rio de
Janeiro: LTC, 2006.

Vocé pode encontrar esse livro na biblioteca virtual, podendo
ser acessada diretamente pelo link a seguir: <https://integrada.
minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2670-1/epubcfi/6/34[;vnd.
vstidref=chapter5]!/4/266/4/2/2@0:0>. Acesso em: 17 dez. 2017.

Os meios condutores sdao meios materiais que possuem uma
tangente de perda muito maior do que um (U/wg >>1) para uma
determinada frequéncia. Assumindo isso para o calculo das
constantes de atenuacao e constante de fase, podemos fazer a
seguinte aproximacao:

2
1—1—[1] +1 ~Z

we we

Com essa aproximacao € possivel obter uma expressdo
aproximada para o calculo das constantes @ e (G em meios
condutores, conforme segue:

a= :w\/Ei :\/W—W = nfuo

2

Também a equacao para a impedancia intrinseca pode ser
aproximada, conforme segue:

Como assumir uma tangente de perdas muito maior do que 1
significa que o >> we , entao pode-se escrever, considerando

1
=5
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wy ; WH | ja5°
= [— 1 + — —el
U ,/ o0 (1+/)= 2%

8
4 Facavocé mesmo

Com algumas manipula¢cdes da equacdo obtida para calculo da
impedancia intrinseca em meios condutores, mostre que ela pode ser
escrita como:

N LA
(o

As equacdes da impedancia intrinseca para meios condutores
nos mostra que, para um bom condutor, 0 campo magnético
estard atrasado de 45° do campo elétrico. Ocorrerd ainda um
decrescimento da velocidade de propagagao que pode ser
verificado utilizando-se constante de fase com alta tangente de
perdas no calculo desta, conforme mostrado a seguir:

B 2w? - Z_w
16} lwpo Vw,uo* \/ uo
2

Uma breve analise da grandeza dos parametros envolvidos na
equacao anterior para bons condutores, Nnos mostra que i”'

O alto valor da condutividade resulta em uma atenuacao
significante (alto «) e reducdo da velocidade de propagacado da
onda, conforme vimos. Além disso, o valor do comprimento de
onda tambeém sera menor quando comparado a um meio sem
perdas pois, partindo da equagcao do comprimento de onda, temaos:

)\:2_71': 27 :271'

A N
B wpo 1 \2afuo "\ fuo

2

Na Figura 4.2, uma onda que se propaga no espaco livre atinge a
superficie de um bom condutor. Nessa figura podemos perceber a
atenuacao do sinal, além da diminuicdo do comprimento de onda.
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Figura 4.2 | Efeito da propagacdo de uma onda eletromagnética em um bom condutor

Ar Bom
condutor

s

Fonte: Wentworth (2006)

E[9 Pesquise mais

E possivel encontrar uma equacdo para a resisténcia elétrica em
condutores em altas frequéncias, quando a corrente € confinada na
superficie externa desse. Os conceitos por tras dessa deducdo podem
ser estudados na Secao 5.4 do livro:

WENTWORTH, S. M. Fundamentos de eletromagnetismo Rio de
Janeiro: LTC, 2006.

Vocé pode encontrar esse livro na biblioteca virtual, podendo
ser acessada diretamente pelo link a seguir: <https://integrada.
minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2670-1/epubcfi/6/34[;vnd.
vstidref=chapter5]/4/372/4/2/2@0:0>. Acesso em: 17 dez. 2017.

Em 1884, um fisico inglés chamado John H. Poynting estudou
as equacOes de Maxwell e obteve um teorema importante para
se encontrar uma equacao para o fluxo de poténcia associado a
uma onda eletromagnética. Esse teorema ganhou o nome de seu
inventor, ou seja, € o Teorema de Poynting.

O desenvolvimento desse teorema parte da equacao da Lei
Ampere-Maxwell que ja nos foi apresentada, aplicando as identidades
vetoriais e matematicas de forma a obter a seguinte expressao,
denominada Teorema de Poynting:
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= oS- [T Bav o d [2E2qy o9 [Le
—Q(ExH)-dS= | J-EdV +— | —E“dV +— | ZH"*dV
.f( ) dt{Z dt{Z

v

A direita, tem-se, na ordem das integrais apresentadas, uma poténcia
o6hmica total instanténea dissipada no volume, a energia total
armazenada Nno campo elétrico e a energia total armazenada no
campo magnéetico. Pode-se observar que os resultados expressam
as taxas temporais, dado que temos derivadas em funcdo do
tempo. Essas taxas temporais expressam um aumento da energia
armazenada. Conclui-se que, ao lado direito da equacdo, a soma
das componentes das integrais € a poténcia total fluindo no volume
considerado. Como consequéncia, a poténcia que flui para fora
desse volume, seguindo o principio da conservacao de energia, sera
dada pela integral do lado esquerdo da equacao, ou seja:

f (E x H)-dS
A
Nessa integral, o produto vetorial apresentado € conhecido
como vetor de Poynting, que ¢ definido como uma densidade de
poténcia medida em Watts por metro quadrado. Nota-se que a
direcao do vetor de Poynting, dado pelo produto vetorial, indica a
direcao do fluxo de poténcia instantaneo em determinado ponto, e
€ perpendicular a direcdo de ambos os vetores de campo elétrico e
magnetico, ou seja, aponta para a direcdo de propagacao da onda
plana uniforme.
Comalgumas deducdes de calculos, pode-se verificar que a poténcia
media temporal da onda plana uniforme ¢ definida pela equacao a
seguir, em que R significa a parte real do produto vetorial.

P, = 1@}&[E'><H d
2

Perceba que, até aqui, estamos tratando as ondas que sdo linearmente
polarizadas em algum dos eixos do plano cartesiano. Como exemplo, a
Figura 4.3 (a) apresenta um grafico de uma onda polarizada no eixo x, e,
conforme pode ser verificado, a intensidade do campo elétrico no eixo
x varia conforme o tempo. A Figura 4.3 (b) mostra o vetor do campo em
cada um dos instantes marcados na Figura 4.3 (a), em que se verifica
que a direcdo do vetor é fixa no eixo x.
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Figura 4.3 | Onda polarizada linearmente no eixo x: (a) comportamento da intensidade
do vetor campo elétrico no tempo; (b) direcdo do vetor campo elétrico nos instantes a,
b,ced
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Fonte: Wentworth (2006)

Se considerarmos duas ondas polarizadas, cada uma em um
eixo diferente, por exemplo nos eixos x e y, podemos escrever a
superposicao dos campos como indicado a seguir:

E(z,t)=E,,cos(wt — 3z + ¢, )X + E , cos(wt — fz+ ¢, )y

Com base nessa equacao, pode-se verificar que, para z = 0 e
considerando as ondas em fase (@, — ¢y = 0) ou fora de fase de 180
graus(®y — @, = £180°) entio a intensidade de E ira variar sobre a
reta mostrada na Figura 4.4 (a), sendo esta também uma polarizacao
linear, onde o angulo de inclinacao T é definido pelas intensidades
maximas dos campos E,, € E,o Contudo, para uma diferenca de
fase, quando fixamos ¢, = 0 e atribuimos outros valores para gby, a
polarizacdo sera de outra forma. Como exemplo, temos uma onda
elipticamente polarizada quando ¢y =45° assim como mostrado
na Figura 4.4 (b).
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Figura 4.4 | Duas ondas polarizadas linearmente (a) e elipticamente (b)

Bpmmmm = s E

T X0
b
Y -k ¥
Eyo \

Fonte: Wentworth (2006).
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- v=| Exemplificando
Qual a polarizagdo de duas ondas quando Exo:Eyo
e¢x_¢y::|:90°?

Resolucdo:

Nesse caso, teremos uma polarizagao circular, e essa polarizagao sera
caracterizada pelo grafico a seguir:

Figura 4.5 | Polarizag&o circular

Fonte: WENTWORTH (2006) Y,

- |:|9 Pesquise mais

O sentido de rotacao da polarizagdo de uma onda é descrito como
sendo no sentido da mao direita (RHCP) ou no sentido da méo
esquerda (LHCP). Como determinar esse sentido estd detalhado na
Secdo 5.6 do livro:

WENTWORTH, S. M. Fundamentos de eletromagnetismo Rio de
S Janeiro: LTC, 2006.

J
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Sem medo de errar

Vamos continuar imaginando a situacdo em que vocé faz
parte de uma equipe de projetos em uma agéncia espacial. Com
0s conhecimentos adquiridos nesta secdo, vocé esta apto a
desempenhar as tarefas que lhe foram delegadas nessa agéncia.
Vocé precisa realizar alguns testes com a antena que foi projetada,
sendo que com aparelhos de medicao localizados na saida da
antena foi identificado que o campo elétrico emitido tem a seguinte
forma senoidal:

E(t)=10cos(27 x10"t)VIm

Quando esse sinal for recebido pela sonda espacial na orbita de
Marte, deve-se verificar o que ocorre com o sinal ao incidir sobre
uma placa de cobre que esta montada sobre a sonda espacial.
Dessa forma, para a correta caracterizagao desse comportamento,
sua tarefa agora sera obter a equacao do campo elétrico incidente
na placa, a equagao do campo magnético incidente e a poténcia
media da onda incidente.

Primeiramente, devemos perceber que a equagao temporal do
campo elétrico apresentado corresponde a onda medida na antena.
Essa onda € a onda que ira se propagar no espaco livre até chegar
na sonda espacial localizada em Marte. Podemos considerar entao
que, ao incidir sobre a superficie da placa de cobre, a onda sofrera
uma atenuacgao. A equacgao temporal para um campo elétrico que
atinge um meio condutor pode ser escrita da seguinte forma:

E(z,t)= E,e * cos(wt — Bz + ¢)X

Se considerarmos t = 0 como 0 momento que a onda incide
na placa e z = 0 como o plano da placa (considerando incidéncia
normal a placa), entdo a equacao apresentada se reduz a:

E(0,0) = E, cos(wt + ¢)X

Essa equacdo corresponde a equacao apresentada, com
E, =10 w= 27 %107, e ¢ =0. A equacio temporal da onda
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incidente na placa sera:
E(0,t)=10e " cos(27 x10"t)x
Conseguentemente, a onda propagada no cobre sera:
E(z,t)=10e “cos(2rx10"t — z)Xx

Como o cobre € um bom condutor, podemos obter a constante
de atenuacao e a constante de fase para definir completamente
a expressdo do campo elétrico, uma vez que de w =21 x 10’
sabemos que a frequéncia da onda ¢ 107 HZ e, assim, para o cobre
teremos os coeficientes:

a= 0= Jrfuo =7 x107 x 47 x107 x5,8x10” = 47,8 x10°

E entdo podemos escrever:

E(z,t)=10e"7*""" cos(27 x 107t — 47,8 x10°2)% = 10e 71" 1g~47210"2%

Para o campo magnético, basta aplicar a equacdo dos
campos propagantes:

A=13xE — H(zt)= 1264781 cos(2r x 107t - 47,8x10°2)y
n

n
A impedancia intrinseca do cobre pode ser calculada como:

= |Lel® =117 x10%e/*°Q
o
E assim temos definida a equacao do campo magnético:

H(z,t) = 8,54 x10 2 47810 g=i45" 00527 x 10t — 47,8 x10°Z)y [Alm]

H(z,t)= 8,54 x 1073 e—47,8><103ze—47,8><103te—j45°}'} [A / m]
Para o campo incidente teremos:
3 iAEC A
H(0,t)=8,54x10 e **1%te /%"y [A/m]
A poténcia média pode ser calculada conforme a equacao a seguir:

Ped:%%[éxﬁ*}

m
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Utilizando os valores literais para as equacdes, podemos deduzir
a expressao para a poténcia media da onda plana:

1 sz —ion Ey _ Lo Al B2 .
P, ==R|Ese e e g x —0 g tef2g iog/ | = 0 _g 207 cos(6,)2
2 [l 2|n]|

Substituindo os valores, a poténcia média da onda sera

102

s —————————€ 4787 cos(45°)2 = 30218e " Z W | m?
211,17 x107% |

Ainda, vocé deve verificar o que ocorre com essa onda quando
ela atinge a superficie da placa de forma a apresentar um relatorio
detalhado com os resultados do seu estudo. Na superficie da placa
de cobre, quando z = 0, a densidade de poténcia ¢ 30218 W/m?
. Mas, apds uma certa profundidade de penetracdo da ordem de
micrometros, a densidade de poténcia da onda cai para abaixo
de 15% do seu valor na superficie. Sendo assim, o cobre atenua
significativamente essa onda.

Esses resultados devem ser detalhados no seu relatorio, inclusive
mostrando os calculos e as conclusdes a que vocé chegou, de
forma a concluir o seu trabalho com éxito.

Avancando na pratica

Propagacdo de ondas nas aguas do mar

Descricao da situagao-problema

A marinha brasileira esta trabalhando em um projeto de
transmissdo de informacdes para submarinos que estarao em missao
submersos. Essa transmissao de informacado deve ser feita por meio
de ondas eletromagnéticas de frequéncias mais altas do que as
ELF (da ordem de 10Hz, utilizada na comunicacao de submarinos).
ldealmente, na agua, uma onda magnetica se propagando sofre
poucas perdas. Na dagua do mar, entretanto, a presenca de cloreto
de sodio estabelece uma caracteristica condutiva a agua, ou seja,
esta possui alguma condutividade. Como consequéncia, existira
uma constante de atenuacdo diferente de zero.
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Vocé foi chamado pelo departamento da marinha para auxiliar
nesse projeto. Sua funcao sera realizar alguns calculos para
determinar a profundidade de penetracdo da onda, sendo essa
a profundidade na qual a onda sofre uma atenuacao para 13,5%
do seu valor. Com base nesse valor, serd recomendado que 0s
submarinos ndo posicionem suas antenas para recepgao a uma
profundidade 50% maior do que a profundidade de penetracao.
Considere que uma onda de 1kHz devera ser propagada entre a
torre de comando e o submarino submerso. Como vocé faria para
determinar essa profundidade? Que conceitos aprendidos nesta
Secao serao necessarios?

Resolucdo da situacdo-problema

A profundidade de penetracao para um meio condutor sera
determinada pelo inverso da constante de atenuacao, ou seja:

6:—: = 1

1
@ E Jrfue

Entretanto, primeiramente € necessario saber se € possivel
considerar a agua do mar como um bom condutor. Para isso,
devemos calcular a tangente de perdas para essa onda a ser
propagada. Como na agua do mar a condutividade é igual a 4 S/m,
e permissividade relativa ¢ igual a 81, calculamos:

o o 4

g — . — =8,9%10° >>1
we weg, 2mx10°x81x8,85x10

Como a tangente de perdas € muito maior do que um, podemaos
considerar um bom condutor. Logo, podemos calcular a
profundidade de penetracdo utilizando a equacao apresentada,
substituindo os valores que estao considerados para a agua do mar:

\/7r><103x47rx1O’7X4

Assim, as antenas deverdo ser posicionadas a uma profundidade
maxima de aproximadamente 4 metros para recepcao do sinal.
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Entretanto, como vocé realizou esses estudos e ja sabe como
obter a profundidade de penetracdo, € possivel tambem que
vOCcé sugira em seu relatorio diferentes profundidades para
diferentes frequéncias.

Faca valer a pena

1.
Considere um meio no qual uma onda eletromagnética de 1 MHz se
propaga e que apresenta os seguintes parametros: o=10°SIm e
g, = 1. Sobre esse meio, sdo feitas as seguintes afirmativas:
I. A magnitude da impedancia intrinseca pode ser calculada
pela expressdo

wi
20

PORQUE
Il. A tangente de perdas do material € um valor muito maior do que um.

Assinale a alternativa que relaciona corretamente as afirmativas.
a) A afirmativa | estd errada e a Il esta correta.

b) A afirmativa | esta correta e a Il esta errada.

c) Ambas as afirmativas estdo corretas, sendo que a | justifica a Il.
d) Ambas as afirmativas estdo corretas, sendo que a Il justifica a I.
e) As duas afirmativas estdo erradas.

2. Considere uma onda eletromagnética, cujo campo elétrico se propaga
polarizado no eixo z, na diregdo do eixoy, de acordo com a seguinte expressao:

E(t) = 5cos(r x 10°t -+ 40000y )2

A onda se propaga em um meio dielétrico sem perdas, com permissividade
relativa igual a 5.

A diregao de propagacao e o valor maximo do campo magnético H, sera:

a) eixo x,1,73x107° Alm
b) eixoy,1,73x107> Alm
) eixo 2,1,73x1072 Alm
d) eixo x,1,73 Alm
e) eixoy, 1,73 Alm
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3. As ondas planas normalmente se propagam com uma polarizacéo linear,
em que 0s campos elétricos e magnéticos se propagam na diregdo de um
eixo, sendo os campos perpendiculares entre si. Considere duas ondas
polarizadas linearmente nos eixos x e y, conforme mostrado a sequir:

E(z,t)=4cos(2r x10°t)x + 3cos(27 x10%t)y

Com base na polarizacdo das ondas, assinale a alternativa correta.

a) As ondas tém polarizacdo linear, com angulo de inclinagdo igual a 45
graus.

b) As ondas tém polarizacdo eliptica e a frequéncia da onda € igual a 1 GHz.
c) As ondas tém polarizagdo circular, com raio igual a 5.

d) As ondas tém polarizagdo linear, com angulo de inclinagdo igual
a 36,86 graus.

e) As ondas tém polarizagdo eliptica e o sentido de rotagdo é RHCP.
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Secaon 4.3

Reflexao e dispersao de ondas eletromagnéticas

Dialogo aberto

Caro aluno, esta é a Ultima secado desta ultima unidade sobre as
ondas eletromagnéticas. Ja estamos cientes de que nas aplicacdes
da area de comunicag¢des esse assunto € de extrema importancia.
Ja aprendemos como obter uma equacao de onda eletromagnética
a partir das equacdes de Maxwell, analisamos a solu¢cao da equacao
de onda em meios com perda e no espaco livre, determinamos
a velocidade da luz e estudamos a propagacdo das ondas
eletromagnéticas no espaco livre e em outros meios.

Agora, iremos estudar os fenbmenos de reflexdo e dispersdo
das ondas eletromagneéticas. Esses fenbmenos ocorrem por que
as ondas eletromagnéticas ndo se propagam indefinidamente nos
meios, mas podem ser atenuadas e além disso terem parte de sua
onda refletida, e as caracteristicas dessa reflexdo dependerdo de
como a onda incide na fronteira de separacdo dos meios, assim
como da quantidade de meios.

Vamos dar continuidade a situacdo em que vocé faz parte de
uma equipe de projetos em uma agéncia espacial. Vocé ja tomou
uma decisdo para escolher o material de fabricacdo de uma antena
e aléem disso auxiliou nos testes necessarios para essa antena. Nesta,
que sera a ultima etapa do projeto antes do envio dos equipamentos,
serd necessario projetar um filtro que sera responsavel por
filtrar um espectro otico de largura total medida no espaco livre
correspondente a 40 nm. Nesse espectro, o comprimento de onda
central estard em 1000 nm. Para esse projeto vocé possui placas
de vidro sem perdas no ar com indice de refracdo n = 1,45. Qual
tipo de filtro vocé utilizaria nesse projeto? Ainda, sera importante
para esse projeto que vocé determine como ajustar as espessuras
do vidro para que ordens multiplas do comprimento de onda nao
sejam transmitidas. Vocé imagina como poderia fazer isso?

Para que vocé complete seu trabalho com exceléncia, nesta
secdo iniciaremos por analisar a reflexdo de ondas quando a
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incidéncia € normal e, em seguida, analisaremos a incidéncia
obligua. Além disso, estudaremos a reflexdo das ondas em multiplos
meios, situacao na qual sera viabilizada a aplicacdo de um material
para construcdo de um filtro.

Sugerimos muita aten¢ao e dedicacdo aos topicos de estudo
nesta secao, que vocé realize as atividades propostas e elengue
0s conhecimentos necessarios para o desempenho da sua tarefa.

Bons estudos!

Nao pode faltar

As ondas eletromagnéticas ndo se propagam indefinidamente
devido aos muitos obstaculos pelo caminho que percorrem e
esses obstaculos interferem na propagacdo, podendo nao so
atenuar como tambem refletir essas ondas. Os parametros dos
meios definem se ocorrerd uma propagacao sem perdas ou se
a propagacao ocorrera com perdas devido a atenuacdo até uma
pequena profundidade, definida como profundidade pelicular.

c@ Reflita

Como base no que estudamos na se¢ao anterior, como a constante de
atenuacao interfere na profundidade pelicular?

Além da atenuacgdo, a incidéncia de ondas planas em diferentes
meios ira causar o efeito da reflexdo. Isso € o que ocorre guando
observamos a nossa imagem em um espelho, por exemplo. A onda
de luz incide no espelho e quase que sua totalidade é refletida para
Nnossos olhos. Uma pequena parte da luz apenas passa pelo espelho
e e rapidamente atenuada.

A forma como as ondas incidem em um tipo diferente de meio
define como sera a reflexdo. NOs iniciaremos com o estudo da
incidéncia normal, ou seja, quando a direcdo de propagacao da onda
incide perpendicularmente na superficie do meio. Estudaremos a
reflexao de ondas em interfaces multiplas e também estudaremos
a situacdo quando a incidéncia ocorre obliqguamente na superficie
de separacao entre os meios. Vamos tomar como exemplo um
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caso geral de uma onda plana uniforme com o campo elétrico
harmonico se propagando de acordo com a equacao:

E'(zt)= Eje "* cos(wt — 3,2)X

Conforme pode ser observado, esse campo elétrico se
propaga na diregcdo do eixo z polarizado no eixo x. Com base nas
informacdes que tivemos na ultima secdo, podemos observar que
0 meio indicado por 1, no qual essa onda se propaga, € um meio
com constante de atenuagdo igual a a4 e constante de fase igual a
B4, conforme mostra a Figura 4.6. A intensidade do campo elétrico,
quando este incide sobre a superficie de separacdo com um meio
2 (z=0) € igual a Eé. Considerando essa situagdo, tem-se uma
incidéncia normal. Em notagao de fasor, podemos representar os
campos incidentes, conforme segue:

E! =Eje e /""x
i
H! = Eogroegisey
S
Ux

Figura 4.6 | Incidéncia normal de onda plana uniforme
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e
OW— &, E
H,
£ N a,
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a, N\
H

z
Meio 1 10 Meio 2

Fonte: Wentworth (2006)

Ainda, teremos o0s campos transmitidos, correspondendo
aqueles que passam a se propagar no segundo meio, em z>0:

E! =Ele "?e /"%
t
Ht = o gomgineg
S
h
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No caso dos campos transmitidos, considera-se um meio com
constante de atenuacdo igual a a, e a constante de fase igual a
B, . Ainda, E(t, € o valor maximo do campo elétrico transmitido para
O meio 2, correspondente ao valor quando z = 0.

Supondo gue toda a onda incidente se propaga do meio 1 para
0 meio 2, significa que algumas condicdes de fronteira em z = 0
precisam ser satisfeitas. Essas condicdes partem do principio de que
tanto o campo elétrico como 0 campo magnetico devem ser iguais
dos dois lados da superficie de separacao dos meios. Se isso for
verdade, teremos para © campo elétrico que:
E; = E; =E = Eé
A principio, essa condicdo nos parece razoavel. Entretanto,
0 mesmo deve valer para © campo magnéetico, ou seja:
i t
H.=H! = E_&
L
Da relacdo anterior, so teremos as condicdes de fronteira
satisfeitas se a impedancia intrinseca dos meios 1 e 2 forem iguais, O
gue ndo é verdade para todos os casos em geral. Dessa forma, para
gue as condicdes de fronteira sejam satisfeitas, se faz necessario
que exista uma onda refletida. Essa onda pode ser representada
por meio dos campos refletidos (Eg e H;)A Na notagao de fasor,
considerando que E(; € o valor maximo do campo elétrico, esses
campos podem ser representados conforme segue:

r _ ra—Za—j0z 8

E, =Eje e "X
E] ;

r__ 0 A—YZA— 3128

Hy = ——e e ’'"x
Us

Note que o sinal negativo do campo magnético indica a
propagacado na direcao oposta ao campo magnético incidente.
Agora, considerando a existéncia desses campos, podemos
reescrever as condi¢des de fronteira conforme segue:

El +E.=E.=E)+E,=E}

i r t
H;+H£:H;:>5—5:5
™o Th Tk
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Combinando as equacdes podemos fazer:

Tpi _Tpr gl _E 4 E
Us Ux
Manipulando de forma a obter uma relacao entre o campo
refletido e incidente, temos o coeficiente de reflexdo dado por T’
r-fo_m—m —|r|e’
Ey mptmy
O coeficiente de reflexao pode ser um numero complexo, uma vez
que as impedancias intrinsecas dos meios podem ser complexas. Alem
do coeficiente de reflexdo, podemos obter uma relagdo entre as ondas
incidentes e transmitidas, chamada de coeficiente de transmissdo.

t
_EOZ 21, :1+F:|T|ej¢i

T=7r
Ey, myt+my

‘t"’ Assimile
Em uma incidéncia normal, a relacdo das amplitudes das ondas

incidente, refletida e transmitida determinam os coeficientes de
reflexdo e de transmisséo, conforme indicado a sequir:
E; -1 E! 2 y
== h et o oo 2 _qypopel
Ey, m,+m Ey 1ty

E] Exemplificando

Obtenha os coeficientes de reflexdo e de transmissao para uma onda
incidente de um meio com impedancia intrinseca de 120 Q para um
meio de impedéancia intrinseca igual a 360 Q. Ainda, considerando
um campo elétrico incidente com amplitude igual a 30 V/m, calcule as
amplitudes dos campos elétricos refletidos e transmitidos.

Resolucao:

Aplicando  diretamente as equacdes para © calculo dos
coeficientes, teremos:

L_Mp—m _280-120 160 _
m, 1y, 2804120 400 >
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__ 2y, _2x280 _
np+my 400

1,4

As amplitudes dos campos refletidos e transmitidos podem ser
calculadas utilizando-se estes coeficientes:

—2=04—--2=04—-E;=12VIm
El 30

t t
Eo 44 B0 44 Et—s2vim
E, 0

Vamos considerar o caso em que 0 meio 1 € um dielétrico
perfeito enquanto o meio 2 € um condutor perfeito. Nesse caso, a
condutividade do meio 2 ¢ infinita e a impedancia intrinseca € nula
(n, =0). Logo, os coeficientes de reflexdo e transmissdo serdo:

poMle=h T4 2

1, + 74 T e TNy + 1y

Com base nisso, podemos concluir que as magnitudes das ondas
refletidas e transmitidas sao:

E—Q:—1—> 5 =—E,
E

Isso significa que todo o campo incidente ¢é refletido pelo

condutor perfeito. Se calcularmos a profundidade de penetracao,
veremos gue ela € zero.

t
E o k-0
Eo

|:|_C|1 Pesquise mais
Note que, devido a reflexdo da onda, no mesmo meio teremos uma
onda incidente e uma onda refletida. A superposi¢cao dessas duas
ondas forma uma onda estacionaria. Essa onda possui um padrdo de
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vibragao estacionario devido a essa superposi¢ao, sendo caracterizada
por Minimos € maximos fixos. A razdo desses minimos e maximos €
chamada de razdao de onda estacionaria e pode ser determinada por
meio do coeficiente de reflexao, conforme segue:

SWR:Eméx :1+|F|
E.. 11T

Mais sobre esse assunto pode ser estudado nos livros a seguir, que
estdo disponiveis na sua biblioteca virtual nos links relacionados:

WENTWORTH, S. M. Fundamentos de eletromagnetismo Rio de
Janeiro: LTC, 2006.

Disponivel em:  <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/978-85-216-2670-1/cfi/6/341/4/860/2/18@0:83.6>. Acesso
em: 25 jan. 2018.

HAYT JUNIOR, W. H. et al. Eletromagnetismo. 8. ed. Porto Alegre:
AMGH, 2014.

Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/9788580551549/cfi/427!/4/4@0.00:56.7>. Acesso em: 25 jan. 2018.

Mas, e se a incidéncia da onda na superficie nao for a normal,
ou seja, nao for perpendicular ao plano do meio incidente? Nesse
caso, iremos falar da incidéncia obliqua, onde teremos que
as direcbes de incidéncia dos campos formam um angulo no
plano incidente, conforme mostrado na Figura 4.7. Os angulos
de incidéncia, reflexdo e transmissdao sdo denominados por 6;,
6. e 0,. Nessa figura, vemos que existe um plano de incidéncia
determinado pelos eixos x e z, e a direcdo de propagacao das ondas
incidente, refletida e transmitida sdao determinadas nas direcdes
a;, a, e a;, respectivamente. A superficie de incidéncia da onda
€ representada pelo plano x-y. Quando uma incidéncia € obliqua,
pode-se decompor em um par de polarizacdo: uma € a polarizacao
TE (transversal elétrica) (a), em que a direcao de propagacdo do
campo elétrico é perpendicular ao plano de incidéncia, e outra
a polarizacdo TM (transversal magneética) (b), em que o campo
magneético e perpendicular ao plano de incidéncia.
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Figura 4.7 | Onda com incidéncia obliqua. (a) Polarizacéo transversal elétrica — TE, (b)
polarizacao transversal magnética - TM

X
) g
XZ\@ H g \gi.® £ E g
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o\ z 9\ Ty z
E"/@Xk’ g £ ,@f:/ g
H

() (b)

Fonte: Wentworth (2006)

Assim como a reflexdo em incidéncia normal, estaremos
interessados em determinar a relacdao entre as amplitudes
dos campos incidente, refletido e transmitido, mas tambéem
estamos interessados em determinar a relagao entre os angulos
0;, 6, e 0;. Apds uma analise da geometria das polarizagbes,

podemos chegar nas equagdes para 0S Campos incidente (E'S e
r

H¢), refletido (Eg e HZ) e transmitido (E§ e HY). Primeiramente,
para a polarizagao TE teremos:

i _ i 5o—JiBi(xsen;+zcosb;)
E,=Ee " y

By is(xsens _ . N
H; =—0%¢ 1»31(xsen9,+zcosa,)(_COSHIX+Seneiz)
Th
E; — Ege—fﬂ1(xsen9,—zcosﬁ, )}7
Er j 0 6
Hg — _Oe*/@(xsen ), —zcos ’)(COS 9,X + sen&,z)
™h

Ei — Eéefjﬂz(xsenf)ﬁzcosf),)y
s

E

Hi — _e—jﬁz(xsenﬁtJrzcosﬁt)(
s

—Cos 0, X + senb,z)
T2

E, assim, a relacdo entre as amplitudes dos campos € dada
conforme indicado a sequir:
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1), €08 0; —n,COS0,
7, COS §; + 1, cOS 0,

E6 E(i) = FTEE(S

21, cos 0,
7, COS 0; + 1, COS 0,

t i i
E, = o = Treko

Ja para a polarizacao TM, teremos 0s sequintes campos:
Ei _ Ei —jBi(xsenb; +zcosb;) o 5
s = Epe (cosf;x —send,z)
- EL
H; :_oefjm(xseneﬁzcos&,»)y
Ux
E! = Eje /hbent 20036 (6086 X 4 send), 2)

E/
H — 0 e—[&(xsen@,—zcos@,)y
s
Us

E! = Elg /P:Ueentitze0sh)(cog 9, X — senb,Z)

i
Hi = 5 e—/ﬂz(xsen9t+zcoset )}7
s
T2

E as relacdes entre as amplitudes serdo dadas por:

_ 1M, C0806;, —n,cosb, _;

E; Ey =Ty, E}
0 1, COS 8 + 1, COS 0, 0 o

2n, cos 0,

Ey =
0
7, COS 6, + 1), COS 0,

i j
o = TmEo

Além disso, a Lei de Snell para reflexao e refracdo determina as

relacdes entre os angulos conforme segue:

By _ senb,
0i=06 e, seny

A partir dessas relacdes, pode-se achar na polarizacao TM o
angulo na qual toda onda incidente € transmitida, denominado

angulo de Brewster, conforme seque:
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B3 (5 —nf)
2 2 2 2
115 — B

sentg, =

&3” Assimile

Em uma incidéncia obliqua, a relacdo das amplitudes das ondas incidente,
refletida e transmitida determinam os coeficientes de reflexdo e de
transmissdo, para as polarizagdes TE e TM, conforme segue.

_ 1,C086; —1,C0806;

E; E, =T,.E]

® " p,cosf, +1nc086, ° F°

By = RO gl et
1, COS 0; + 1), COS b,

£ — 7, COS 6, — 1, cos b, El -1 El
1, COS 0, + 1), COS 0,

2n, cosb; ; j

Eo = 2 ; o =TmEo

o 1, COS 0; + 1, COS 0,

O angulo na qual toda onda incidente é transmitida na polarizacdo TM
€ denominado de angulo Brewster:

B3 (n5 —nf)
2 2 2 2
112 — Bam;

senfg, =

ﬂ9 Pesquise mais

E interessante que vocé aprofunde seus estudos com explicacdo mais
detalhada sobre como as equacdes das ondas incidente, refletida e
transmitida podem ser obtidas, assim como os coeficientes de reflexdo
e transmissdo nas polarizagdes TE e TM. Isso pode ser feito por meio
de uma leitura atenta da Secdo 5.8 — Reflexao e transmissao em ondas
obliquas, do livro a seguir:

WENTWORTH, S. M. Fundamentos de eletromagnetismo Rio de
Janeiro: LTC, 2006.
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Vocé tambem pode encontrar esse livro acessando a biblioteca virtual,
atraves do link a sequir:

<https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/978-85-216-2670-1/cfi/6/34!/4/886/2@0:100>. Acesso em: 24
jan. 2018.

Por fim, precisamos compreender como ocorre o fendbmeno
da reflexdo em meios multiplos. Isso ocorre, por exemplo, quando
uma onda intercepta do ar para a superficie de um vidro de
espessura grossa, sendo transmitida por ele e novamente intercepta
a superficie do ar, sendo refletida no vidro. A Figura 4.8 mostra a
interface entre trés meios, cujo meio incidente € o meio 1, com
impedancia intrinseca .

Figura 4.8 | Incidéncia em multiplos meios

T 2 s

Energia
incidente

—_—

Nentrada
e

Fonte: adaptado de Hayt Junior et al. (2014)

Estamos considerando z = O para a localizacdo da interface
entre 0s meios 2 e 3, sendo que a fronteira entre os meios 1 e 2
estd localizada em Z=—/{ . Nesse caso, supondo que 0s meios
sejam sem perdas, temos uma onda incidente (consideraremos a
incidéncia normal) e refletida no meio 1, uma onda transmitida no
meio 3 e no meio 3 a onda transmitida do meio 1 para 0 meio 2, que
incide na superficie de separacao dos meios 2 e 3 e também reflete,
sendo um total de cinco ondas quando em regime permanente.
Podemos entdo concluir gue no meio 2 existe uma superposicao
dos campos em sentidos opostos, conforme as equacdes a sequir,
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em gue o sinal superscrito positivo indica a onda se propagando nNo
sentido positivo do eixo, e o sinal negativo superscrito o oposto:

Ey, = Eje /% + Ejpe %

+ —
[ g

UP) Up)

Hsz =

Podemos definir uma impedancia de onda, como a razao entre
os campos Eg,e Hg,

_ Es2 _ 73 COS /322 - jnzsenﬂzz
Hy, 21,0083,z — jn,senp,z

Na fronteira do meio 1 com o meio 2, os campos H e E sao
tangenciais e continuos, de forma que estabelecendo as condicdes
de fronteira podemos calcular uma impedancia de entrada quando
Z=—/{, conforme abaixo:

15 COS 3,0 + jn,senp,l
% 1,08 B,0 + jn.senp,t

E o coeficiente de reflexdo no meio incidente considera as

amplitudes do campo incidente e refletido no meio 1, logo:

i_l—\:nent_m

Eio Nent T Th
Um outro conceito importante quando trabalhamos com ondas
de frequéncia otica é o indice de refracao. Esse indice expressa a

constante dielétrica do meio na forma:

Em meios sem perdas, pode-se expressar a constante de fase e a
impedancia intrinseca atraveés do indice de refracao, tal como mostrado
a sequir, em que Mg € a impedancia intrinseca do espaco livre:

1 fu Ul
whn —__ [0 _ N
= = — 77 - -
ﬂ w\/ Ho&oEr C o R lgr € n

Nent = My (Z=—L)=1n
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Finalmente, podemos obter a velocidade de fase e a largura de
comprimento de onda:

Sem medo de errar

Apenas para relembrar, nessa ultima etapa do projeto da agéncia
espacial, sera necessario projetar um filtro para um espectro otico
de largura total medida no espaco livre correspondente a 40 nm,
com o comprimento de onda central em 1000 nm. Para esse
projeto, vocé possui placas de vidro sem perdas no ar com indice
de refracdo n = 1,45,

Tomando como exemplo a Figura 4.8 que foi apresentada,
poderiamos considerar o meio 2 como uma placa de vidro de espessura
£, enquanto os meios 1 e 3 se referem ao espaco livre, ou seja, Ny = 15
. Nesse caso, existe a possibilidade de se atingir uma transmissao total, o
que ocorre quando o coeficiente de reflexdo for nulo, ou que Mg, = M4
. Assim, a espessura da regido 2 serd tal que 3,¢ = mMm , com m sendo
um numero inteiro, e S, :)\—W, de forma que:

2
mr 2w, my
l A 2

A relacdo nos diz que a espessura sera igual a um multiplo de
meio comprimento de onda na regido do vidro. O efeito de uma
espessura igual a um multiplo de meio comprimento de onda € que
essa regiao ndo tenha influéncia na reflexdo e transmissao. Esse € o
principio de funcionamento de um interferbmetro de Fabry-Perot.

Assim, uma sugestao € o projeto de um interferdbmetro de
Fabry-Perot, que consiste em um bloco de material transparente,
por exemplo o vidro. A espessura € projetada de forma que o0s
comprimentos de onda transmitidos satisfacam a relacao a sequir,
onde £ corresponde a espessura do material e m & o numero de
meio comprimento de onda no material utilizado para construir
o interferdbmetro:

N o2
2

n m

U4 - Ondas eletromagnéticas 209



O objetivo do filtro é separar os comprimentos de onda
adjacentes que passassem pelo dispositivo, restando apenas o
espectro de frequéncia de entrada. A largura de comprimento de
onda para esse filtro entao pode ser descrita por:

Mo —aao 2L 20 2 2
m—-1 m mm-1) m

20 ~
Como m=—, entdo:
2

Y
2/
Pode-se considerar o comprimento de onda no espago livre,

sabendo que m:%. Obtem-se entdo a faixa espectral livre para o
interferémetro de Fabry-Perot, dada por AXs.

AN,

2
Ay =NAN = %g

Dessa forma, pode-se projetar o interferdbmetro para atuar como
um filtro passa-faixa, de forma a transmitir um espectro estreito em
torno de um comprimento de onda especifico. Para isso, 0 espectro
a ser filtrado deve ser mais estreito do que a faixa espectral livre.

Para determinar a faixa necessaria de espessuras do vidro para que
ordens multiplas do comprimento de onda ndo sejam transmitidas,
necessitamos que Al > A, onde A), corresponde a largura
espectral otica, logo:

2
! < L

AN 2n

Substituindo os valores, teremos que:

e AN 10007
AN2n  40x2x1,45

=8,62 um

Logo, a espessura do vidro deveria ser menor do que 8,62 um
. No entanto, uma placa de vidro dessa espessura € infactivel. Para
contornar essa situacao, deve-se utilizar duas placas grossas com
um espacamento de ar entre elas, da ordem da espessura calculada.
As superficies nos lados opostos ao espacamento de ar devem
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ser revestidas de um material antirrefletivo, conferindo assim uma
versatilidade para o ajuste do comprimento de onda a ser transmitido
e da faixa espectral livre pelo ajuste do espacamento entre as placas.

Dessa forma, vocé pode propor a solucdo mais indicada
para a construcdo do filtro. Agora, basta reportar todo o seu
desenvolvimento ao longo do projeto em seu relatorio e a tarefa
tera sido concluida com sucesso.

Avancando na pratica

Calculo dos campos em uma incidéncia obliqua

Descricao da situagao-problema

Uma estacdo de TV localizada na regiao sul de um certo territorio
pretende expandir a abrangéncia de seu sinal para a regido norte.
Para isso, montou um esquema para reflexao do sinal, redirecionado
por um refletor que esta localizado em uma torre, conforme mostra
0 esquema da Figura 4.9. O esquema permite que, a partir da regiao
sul, a estacao transmita o seu sinal para a regiao norte pelo ar.

Figura 4.9 | Esquema para transmisséo do sinal

Estacdo \ Estacdo
norte sul

Fonte: elaborada pelo autor

Sabe-se que o sinal transmitido € uma onda plana que pPossui
frequéncia de 100 MHz com amplitude de 5 V/m e polarizagcao
TE. O material do refletor € ndo magnetico sem perdas e possuli
g, =4 Nessas condicdes, vocé foi chamado para realizar os
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calculos e determinar os campos incidentes, refletidos e transmitidos,
sabendo que o dngulo de incidéncia & de 60°. Como vocé realizaria
essa tarefa?

oS

Resolucdo da situacao-problema

Para que vocé desempenhe essa tarefa, sera necessario conhecer
coeficientes de reflexdo e transmissdo. Sabemos que no ar a

impedancia intrinseca ¢ de 120r Q. Como a onda ¢ de 100 MHz
e se propaga no espaco livre, podemos obter o comprimento de
onda e em seguida o coeficiente de fase dado por:

212

)\:£:3m—>ﬂ:2—7r:2—7rrad/m
f A 3

Logo, os campos incidentes sao (considerando a polarizacao TE):

—jz?w(xsenﬁo"-&-zcos 60°) .

i
E, =5e
i 5 —/‘%(Xsen60°+zc0360°)
= e
* 1207

Para o meio do refletor, teremos o coeficiente de fase dado por:

(—cos60°x + sen60°z)

_wfe,  2wx100x10°V4  4x
c 3x10° 3

= &770 = 120 =607 €2
\/ g 2

O angulo de transmissao sera obtido da Lei de Snell:

5,

— send,
2

rad/m

B,

By _ send,
3, send,

-1

— 6, =sen = 25,65°

Assim, € possivel calcular os coeficientes de reflexdo e transmissao:

_ m,cos0, —n,cost  60x0,5-120x0,9

[ = = =-0,565
7, C0S0; +n,cosd, 60x0,5+120x0,9
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2n, cos b, 2x60x0,5

Tre = = =0,435
n,cos6; +n,cosf, 60x0,5+120x0,9
Entao, as amplitudes podem ser obtidas:
.
E} =T;zEy =—0,565x5=—2,825V/m — H} =5=ﬂ=77,5 mA/m
o 1207
t
E! = 7,.E) =0,435x5=2175VIm — H}, _Eo 2175 _ 4453 maim
T2 n

E, escrevendo as equacdes para 0s campos refletidos e
transmitidos, teremos:

~

—j%r(xsen60°—z cos60°)

El = -2,825¢ y
r —jz—ﬂ(xsen60°—zc0360°) oA o A
H; =-75e 3 (cos60°x + sen60°, z)
. 7j4—7r(xsen25,65°+zcos25,65") R
El =2175¢ 3 y
. —jﬁ(xsen25,65°+zcos25,65°) . .
H;=1153e "3 (—c0s25,65°X + sen25,65°2)

Dessa forma, ao apresentar esses calculos, sua tarefa estara
cumprida com éxito.

Faca valer a pena

1. As ondas eletromagnéticas ndo se propagam indefinidamente,
mas dependem das caracteristicas do meio de propagacdo, além das
caracteristicas dos diversos meios que fazem fronteira no qual pode
ocorrer a incidéncia das ondas e, consequentemente, a reflexdo. Com
base nisso, considere as assertivas a seguir:
I. No estabelecimento das condicdes de fronteira para a incidéncia
de ondas planas em meios multiplos, ndo é possivel considerar na
fronteira que o campo incidente € igual ao campo transmitido.
PORQUE
IILA incidéncia de uma onda plana em uma fronteira entre dois
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meios fara com que a onda seja transmitida do primeiro para um
segundo meio, a menos que a incidéncia seja obliqua, situagcdo em
que ocorre a reflexdo da onda.

Com base nas assertivas, pode-se afirmar que:
a) A assertiva | esta correta e a |l esta errada.

b) A assertiva | esta errada e a |l esta correta.
c) Ambas estdo corretas e a |l justifica a |.

d) Ambas estdo corretas e a Il ndo justifica a |.
e) Nenhuma das assertivas esta correta.

2. Uma onda plana se propaga de um meio 1 e incide em um meio 2,
sendo que parte da onda é transmitida e outra parte é refletida. Sabe-se
que o0 meio 1 possui uma impedancia intrinseca de 100 Ohms e que o
coeficiente de transmissdo ¢ igual a 1,5.

Nessas condicdes, o coeficiente de reflexdo e a impedancia intrinseca do
meio 2 em Ohms serdo respectivamente:

a) 0,22 e 150.

b) 0,22 e 300.

c) 0,33 e 150.

d) 0,33 e 300.

e) 0,33 e 450.

3. Uma onda plana uniforme se propaga no ar incidindo em um meio néo
magnético sem perdas com &, = 9,00 . Essa onda tem frequéncia de 50
MHz e o campo elétrico incidente tem amplitude de 10 V/m. O angulo de
incidéncia ¢ de 60° e a onda possui uma polarizacdo TE.

Nessas condi¢cBes, as amplitudes dos campos magnéticos incidente,
refletido e transmitido sdo, em mA/m, respectivamente:

a) 5; 20; 30.

b) 24,5; 19; 30.

c) 26,5; 20; 27.

d) 26,5; 17,5; 27.

e) 30; 40; 50.
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