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Palavras do autor

Nesta disciplina vocé vai estudar um conjunto de ferramentas
matematicas gue possuem enorme importancia para a engenharia
e o desenvolvimento da tecnologia: séries, séries de Taylor e
MaclLaurin, séries de Fourier, resolucao de equacdes diferenciais
com séries de Fourier, autovalores e autovetores, alem de técnicas
de resolucdo de sistemas de equacdes diferenciais lineares,
divergente, rotacional, integral de linha, integral de superficie e os
teoremas de Green, Stokes e da divergéncia.

Na primeira unidade, vocé trabalharéa competéncias
necessarias para determinar aproximacdes numeéricas para
funcdes e resolver equacdes diferenciais com séries de Fourier.
Estas sao fundamentais para seus estudos posteriores, tanto na
resolucao de equacdes diferenciais que modelam fendmenos de
conducdo do calor e fendmenos vibratorios quanto em estudos
de processamentos de sinais.

Na segunda unidade, vocé desenvolvera competéncias para
resolver problemas, de autovalores e autovetores, e sistemas de
equacdes diferenciais lineares. Esses sistemas de equacdes sao
importantes como modelos de fendmenos de ressonancia em
sistemas mecanicos e circuitos elétricos, por exemplo. Sao os
primeiros modelos que 0s engenheiros estudam ao iniciar Novos
projetos e equipamentos.

Na terceira unidade, vocé estudara o rotacional, o divergente, 0s
campos conservativos e o teorema de Green no plano. Divergente e
rotacional séo objetos matematicos importantes, tanto na mecanica
de fluidos quanto para estudos de campos elétricos ou magnéticos.
Sdo também algumas das ferramentas matematicas fundamentais
para seus estudos posteriores em eletromagnetismo. Campos de
forcas centrais (como os campos gravitacionais, por exemplo) sdo
campos conservativos. SO por isso, ja podemos intuir a importancia
de se estudar campos conservativos. Para esse fim, vocé devera
desenvolver as competéncias necessarias para aplicar o calculo
de integrais de linha. Vocé também determinara o rotacional e o
divergente para campos vetoriais.



Por fim, na quarta unidade, vocé estudard as integrais de
superficie e dois teoremas muito importantes no calculo vetorial:
de Stokes e divergéncia, que sdo importantes para calculos de
fluxos e circulagao, tanto na mecanica de fluidos quanto no
eletromagnetismo. As famosas Leis de Maxwell s6 podem ser
expressas com o tratamento matematico apropriado, utilizando-se
o calculo vetorial e os teoremas Green, Stokes e da divergéncia.

Ao final desse livro, suas habilidades matematicas certamente
estardo em um patamar muito mais elevado. Vocé fard conexao
com os topicos ja estudados nos outros “Calculos’, e isso sera
muito gratificante para vocé: assuntos gue antes estavam um pouco
obscuros, agora vao assumir novo significado. Como sempre, vocé
deve estudar disciplinas de matematica com lapis, papel e, sempre
que possivel, um computador ao seu lado: rascunhe e faca calculos,
esbocos, figuras e graficos, além disso, pense em outros exemplos
para adquirir maior compreensao sobre o material apresentado.



Unidade 1

Séries

Convite ao estudo

Um engenheiro utiliza modelos matematicos para estudar
fenbmenos e projetos na sua rotina de trabalho. Os modelos
matematicos permitem que o engenheiro simule a realidade,
adquirindo conhecimento sobre sistemas reais de forma muito
mais pratica e barata. Tais modelos matematicos podem ser,
por exemplo, funcdes matematicas ou equacdes diferenciais.

Nesta unidade, vocé estudara séries, series de poténcias,
Taylor, Maclaurin, séeries de Fourier e como aplicar series
de Fourier na resolucdo de uma determinada classe de
equacoes diferenciais.

Para relacionar os topicos anteriores com a sua atividade
profissional, suponha que vocé foi contratado como consultor
para uma empresa que produz softwares tecnico-cientificos
para engenheiros. Neste projeto, vocé devera apresentar
a fundamentacao teorica para problemas de aproximacao
numerica de funcdes por meio de séries e polindmios de Taylor.
Esse estudo tedrico sera utilizado para construir o codigo-
fonte do software. Em algumas situagdes praticas, o usuario
do programa devera inserir uma precisao preé-especificada no
software, dentro da qual a aproximacao numerica sera valida.

Por exemplo, suponha que, no caso das funcdes
f(x)=sen(x), f(x)=cos(x) ou f(x)=e€*, queiramos determinar
o valor de algumas dessas em um determinado ponto X = X,,
com um determinado numero de casas decimais corretas.
Como proceder? Esse € um tipo de problema que vocé
estudara nesta unidade.

Outro problema que vocé estudara € para obter a solucao
aproximada por meio das séries de Fourier, para equacdes



diferenciais que modelam circuitos elétricos sujeitos a uma
forca eletromotriz E(t).

Vejamos, a sequir, de forma sucinta, o que sera tratado em
cada sec¢ao desta unidade.

Na primeira secdo, apresentaremos a definicdo do que €
uma serie e 0s principais testes para verificar se uma serie €
convergente. Em sequida, estudaremos um tipo especifico de
série: as séries de poténcias e, logo na sequéncia, as series de
Taylor e de Maclaurin. Finalmente, na uUltima subsecado desta
primeira secdo, trataremos dos polindbmios de Taylor e o seu
UsO Nna aproximagao numerica de valores de fungbes com
uma precisao predefinida.

Na segunda secao desta unidade, estudaremos as séries de
Fourier: sua definicdo, sob quais condi¢cdes elas convergem, a
determinacao delas para funcdes pares, impares e periodicas.
Por fim, nesta secao, ainda estudaremos a forma complexa
das séries de Fourier.

Na terceira e ultima secao, veremos como aplicar o que
aprendemos sobre séries de Fourier para determinar a solucao
de equacdes diferenciais bastantes usadas na engenharia.

Ul - Séries



Secaoll

Séries, séries de poténcias, séries de Taylor
e de Maclaurin

Dialogo aberto

Muitos problemas da engenharia e da tecnologia nao possuem
uma “formula fechada” para a solucdo. Em matematica, quando ndo
temos uma formula fechada, € impossivel obter a resposta para o
problema em questdao simplesmente substituindo valores numericos
em uma formula. Nos temos, obrigatoriamente, de utilizar métodos
de aproximacao. Isso € bastante comum em equacdes diferenciais:
a maior parte das equacdes diferenciais sO pode ser resolvida por
metodos aproximados.

Muitas vezes, os engenheiros, fisicos, matematicos ou economistas
modelam um problema usando uma equacao diferencial. Contudo,
nao € possivel determinar uma formula fechada para indicar a solu¢ao
da equacao diferencial. Assim, determinamos a solu¢ao apenas por
meio de aproximacdes com alguma ferramenta numerica. Uma das
ferramentas mais usadas desde os tempos primordios do calculo
diferencial e da integral sdo as séries. E, aqui, entramos na primeira
secdao desta unidade.

Apresentaremos O que Sao as series na primeira subsecao e os
principais testes para decidir se uma série € convergente ou divergente:
teste da integral, da comparacao, da raiz e da razao.

Na subsecao seguinte, trataremos das séries de poténcias (um tipo
particular de série).

Continuando, na proxima subsecao, apresentaremos as séries
de Taylor e Maclaurin. Estas formam a base tedrica para tratar a
aproximacao de funcdes em problemas de engenharia e fisica. Assim,
elas sdo particularmente importantes para o seu trabalho como
consultor da empresa de producao de softwares técnicos para o uso
de engenheiros.

Por fim, na ultima subsecao, trataremos dos polindbmios de Taylor
€ O seu Uso na determinagao de valores numericos de fungcdes como
Seno, Cosseno, exponencial, raizes e outras.

UL - Séries 9



Dentro do contexto do seu trabalho de consultoria para a empresa
que vai produzir o software cientifico a ser utilizado por engenheiros
e técnicos especializados, vocé foi incumbido de apresentar oS
fundamentos teodricos de determinadas ferramentas matematicas que
serao adotadas por esse software.

Neste momento, vocé foi encarregado de apresentar estudos
sobre aproximacao de funcdes por séries de Taylor e Maclaurin.
Dada a importancia das funcdes seno e cosseno em fendmenos
periodicos e problemas de conducao do calor, a questao que vocé
deve investigar €. como determinar até qual valor de x podemaos
aproximar a fungdo sen(x) por um polinbmio de Taylor de grau 5,
Com um erro menor que 107°7?

Sugeriu-se que, para facilitar a visualizacdo da convergéncia de
polindmios de Taylor em relacdo a funcao seno, vocé plotasse no
mesmo plano cartesiano os polindbmios de Taylor de graus n=1,
n=3,n=5 n=7 e n=9 e o grafico da funcao seno. Para realizar
tudo isso, faz-se necessario o estudo de alguns conceitos que
veremaos na sequéncia.

Nao pode faltar

1.1.1 Séries

Vocé ja estudou sequéncias numeéricas e series: as progressdes
aritméticas (PA) e as progressdes geomeétricas (PG) sdo exemplos de
sequéncias numéricas. Para relembrar o conteudo de sequéncias,
sugerimos a consulta aos capitulos sobre sequéncias em Stewart
(2006) ou Guidorizzi (1997). Vocé também pode consultar videoaulas
sobre sequéncias.

UNIVESP. Calculo IV - Aula 1 - Sequéncias Numéricas | - Parte2de 4.
Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=-WXsYcWLr30>.
Acesso em: 1 set. 2017".

Se somarmos os termos de uma sequéncia infinita {an }:; , teremos
O que se chama de série infinita, ou, Mais simplesmente, de série.

Costuma-se representar uma série com o simbolo somatorio (a
letra grega sigma maiuscula: ian:a1+a2+a3+~- ou, excluindo-se os

limites inferior e superior da soma, escrevemos sucintamente Y _a,.

Certamente, se somarmos infinitos termos de uma sequéncia,
como a,=2, a,=4, a,=6, .., teremos a soma 2+4+6+--, que €
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infinita. Assim, Nao ha interesse nesses tipos de soma. Por outro lado,
voce ja efetuou somas de progressdes geometricas, por exemplo, da
sequéncia g, zzin. Aplicando-se a formula da soma de PG s infinitas,

1

oo ~. 4 5
temos que ;an :ZZ—H:Z:L

2

Interessa, portanto, estudar se a soma de infinitos termos de uma
sequéncia converge para um valor numerico ou nao. Para isso, define-

se O que se chama de somas parciais de uma série.

Considere uma sequéncia a,, a,. a,. - a,. .. . Definimos as
somas parciais:

S =a, 32:a1+az’ S;=a,ta,+a,

n
Em geral: s,=a,+a,+a,++a,=y.a. A partr das somas

i=1
parciais, define-se uma nova sequéncia {s,}. A caracterizacdo sobre a
convergéncia da soma da série > a, € realizada a partir da sequéncia
{s,} das somas parciais. =

*"’ Assimile
Definicdo de convergéncia de séries, sequndo Stewart (2006): seja a
iai e suas somas parciais s, = a,. A série ia/. sera denominada

i=1 i=1 i=1

convergente se a sequéncia {s,,} convergir, ou seja, se lims,=s.
n—oo

Dizemos que a soma da série € igual a S e escrevemos » a,=S. Se a
i=1

sequéncia {s,} ndo convergir, dizemos que a série Y _a, ¢ divergente.
i=1

Um exemplo de série convergente € o da série geometrica,
constituida pela soma de infinitos termos de uma progressao
geometrica com o primeiro termo igual a a, e razdo |q|<1. Para a PG

~ o . a
a,8,,8,, = 8,,8,9,8,9°,+, COM razao |q|<1, vale que » a,q"" :1—". Se
i=1 _q
lg|>1 a serie geometrica sera divergente.

Note que, antes de “sair somando” os termos de uma série, devemos
verificar se a série € convergente ou divergente. Vejamos um primeiro
teorema relativo a convergéncia de séries.

UL - Séries 11



Teorema: suponha que a série ».a seja convergente.
Entdo lima, =0. -

n—oo

Com esse teorema, se pudermos mostrar que o termo geral da
série dado por a, for tal que lima, =0 ou se lima, ndo existir, entdo a
n—oo n—oo
série Y a, é divergente. Contudo, se lima, =0, nada podemos afirmar
= n—oc

sobre a convergéncia da série.

JG Reflita

¢ divergente e ¢é verdadeiro que

00
A série harmonica Y.

n=1

S|

n'Ell a,=0 . Por que essas duas afirmacdes verdadeiras ndo contradizem
o teorema anterior?

Duas séries convergentes podem ser somadas ou subtraidas
termo a termo, ou podemos multiplicar cada termo por uma constante,
resultando em outras séries também convergentes. Esse resultado vem
exposto No proximo teorema.

Teorema: considere as séries convergentes »_.a, € » b, € ¢ um

i=1 i=1

numero real. Entdo, também serdo convergentes as series > ca;,

ia, +b e f:a, —b, evale que:
i=1 i=1

i=1

s ~
ca,=cd a, » a+b=>) a-+
i=1 i=1 i

i=1 i

M

g *ib«‘.

i=1

™

boda-b=
=

i

i

Vejamos, agora, trés testes de convergéncia de séries: o teste da
comparacao, o teste da razao e o teste da raiz.

O teste da comparacao é usado quando temos informacao sobre a
convergéncia (ou divergéncia de uma serie) e sabemos ainda que cada
termo seu € sempre maior ou menor que outra serie.

Teste de comparacgao: sejam as séries f:an e ibn ,emaque a, >0
e b,, >0, n=1 n=1

Entdo:

i) Se a,<h,e a serie ian convergir, entdo a serie f:an tambem

. n=1 n=1
sera convergente.

12 U1 - Séries



i) Se a,>b, e a série Y_b, divergir, entdo a série >_a, também
. . n=1 n=1
sera divergente.

Convergéncia absoluta, condicional e séries alternadas

Nao existem apenas seéries nas quais todos os termaos sejam positivos.
Podem existir séries nas quais existam termos positivos e negativos. Sao
as chamadas séries alternadas. Um exemplo de série alternada € a série
harmonica alternada:

oc1)"*1 11 1 1 1
Z ——+

- 2'3 45 6

A partir do conceito de séries alternadas, faz sentido falar em
convergéncia em maodulo ou em convergéncia absoluta.

&&9 Assimile
Definicdo de série absolutamente convergente, segundo Stewart (2006):

a série S a, € absolutamente convergente se a série Y _|a,|

n=1
for convergente. ‘
Definicdo de série condicionalmente convergente: a série » a,

n=1

condicionalmente convergente se a série Za for convergente, mas a
n=1

série a nao convergir.
>a 9

Asérieharmdnicaalternadaéumexemplodesérie condicionalmente
convergente, mas gque ndo € absolutamente convergente.

Para algumas seéries, podemos determinar sua convergéncia
absoluta ou divergéncia usando os testes da razdo e da raiz a seguir.

Teste da razdo (STEWART, 2006): seja a série Za e K_,![Dc
Entdo existem trés possibilidades:

a,

i) Se K <1, entdo a série > _a, converge absolutamente.

n=1

i) Se K>1ouse K=o00, entdo a série Y _a, ¢ divergente.

n=1

i) Se K=1, entdo nada podemos concluir pelo teste da razdo

sobre a convergéncia ou a divergéncia da série >a,.

n=1

UL - Séries 13



Teste da raiz (STEWART, 2006): seja a série Za e K= Ilrgcq/m.
Trés situagcdes podem ocorrer:

i) Se K <1, entdo a série Za converge absolutamente.

n=1

i) Se K>1ouse K=o0, entdo a série Ean é divergente.

n=1

i) Se K =1, entdo nada podemos concluir pelo teste da raiz.

Destacamos que: se o limite do teste da razéo K = lim for igual

an+1
a

n

a 1, entéo vocé ndo deve tentar o teste da raiz, pois o limite K = lim ¢/a,|

também sera igual a 1. O teorema a sequir € especifico para testar
convergéncia de séries alternadas.
Teorema (de Leibniz) para séries alternadas (STEWART, 2006):

uma série alternada > (-1)""'a, =a,—a, +a, —a, +a, - € convergente

n
n=1

se as condicdes a seguir forem atendidas:
i) Todos 0s a, sdo positivos.
ii) Para todo n>n,, vale que a, >a, ,

i) lima, =0.

1.1.2 Séries de poténcias
Existe um tipo particular de série bastante importante em

aplicagdes de engenharia e fisica. Sao as séries de poténcias. Veja a
definicdo a sequir.

& Assimile
4
Definicdo de série de poténcias, segundo Stewart (2006): sejam &,, a,, a,,

a,, ... numeros reais. A série representada por » a,x’ é denominada série
i=0

de poténcias centrada em x =0. Ja a série de poténcias > g, (x—xo)’ e
i=0

uma serie de poténcias centrada em X = X, .

Nos ja vimos um exemplo de série de poténcias. E a série
geomeétrica. Seja |¥<1, isto € —1<x<1. Se fizermos todos os
coeficientes a, =1, a,=1, a, =1, a,=1, na serie Za,x’, entdo teremos

. . . i=0
uma serie geometr\ca Convergente:

14 U1 - Séries



X =1+ x+x2+x3+x*+... . Da formula para a soma infinita de

)
i=0

= 1 : o
uma PG, temos que 2_x =1+x+x*+x° +x* 4= Essaigualdade e valida

para |x|<1. Ou seja, para |x|<1a série acima possui uma férmula fechada

e pode ser escrita como a funcgao f(x):i. Em outras palavras,

1—x

X =14 x+ X2+ X+ x" 4.

~

Il
o

podemos escrever que f(x)= % =
—X

Uma série de poténcias pode convergir apenas em um unico
ponto, pode convergir para todo x real ou, ainda, convergir em um
intervalo real. Associado a toda série de poténcias, existe um numero
real R>0 denominado raio de convergéncia. E o que veremos no
proximo resultado.

Teorema (convergéncia de série de poténcias), segundo Stewart
(2006): considere a série de poténcia) (xfxo)"_ Entdo pode ocorrer

i=0
apenas uma dentre as possibilidades a sequir:

i) A série serd convergente para x = x,. Diz-se, neste caso, que o raio
de convergénciae€ R=0.

ii) A série converge para todo x tal que |x — x| <R, com ReR, R>0
e a série diverge para |x—x|>R.

iii) A série converge para todo x real. Neste caso, dizemos que o raio
de convergéncia ¢ R = .

Destacamos que, no caso i), se x=X,—R ou x=x,—R (ou seja,
se estivermos em um dos extremos do intervalo de convergéncia), a
série pode convergir nos dois extremos, pode divergir nos dois
extremos ou pode convergir em um dos extremos e divergir no outro.
Os testes da razdo e da raiz nunca sdo conclusivos nos extremos do
intervalo de convergéncia de uma série de poténcias.

|:[9 Pesquise mais

No link a sequir, vocé encontrara videoaulas sobre séries de poténcias
apresentadas pelo Prof. Dr. Claudio Possani do IME-USP. E um otimo
complemento a esse assunto.

USP. Séries de Poténcias (Parte 1 de 5). Disponivel em: <http://eaulas.usp.
br/portal/video.action?idltem=7017>. Acesso em: 8 ago. 2017."
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Séries de poténcias podem ser derivadas ou integradas para
valores de x dentro do raio de convergéncia da série. Temos o
seguinte teorema.

Teorema (derivacao e integracao de séries de poténcias): suponha

que a série de poténcias Za,(x—xo)" tenha raio de convergéncia

i=0

R >0 . Entdo, a funcao f(x)_Za X — X, ) pode ser derivada termo a
i=0

termo para todo x tal que [x—x|<R e vale que: F(x)= ia, (x—x,) "

i=0

Tambeém vale que a funcao f(x):ia,(xfxo)i pode ser integrada

termo a termo para todo x tal que |x-x|<R e vale que:

+1

B (x—x,)"
ff(x Yax' = c+; 1
Seja a série de poténcias f(x Ex’ T+ x4+ x2+x° +x* + -

i=0

Podemos deriva-la termo a termo:

F(x)= 7 L ST =14 204 34X 45 e
- i=0

1.3.3 Séries de Taylor e MacLaurin

Acabamos de estudar séries de poténcias e vimos que € possivel
representar funcdes por meio delas. As funcdes que podem ser
representadas por séries de poténcias sao extremamente importantes
para 0s engenheiros e fisicos. Sdo tdo importantes que recebem
um nome especial: sao as séries de Taylor. Sobre essas séries vale o
teorema a sequir.

Teorema (STEWART, 2006): sempre que uma funcao f(x) puder ser
escrita como uma série de poténcias Y. a,(x—X,)" em torno do ponto

n=0
X,, com raio de convergéncia R, ou seja, f(x)=3_a,(x—x,)", com a
n=0
série convergindo para |x — X,| <R, entdo os coeficientes da série serdo

(n)
dados por a, = # em que f(x,) representa a n-ésima derivada da

funcdo f calculada no ponto X, e n! representa o fatorial no numero
natural n.

16 U1 - Séries



Se f possui expansdo em série de poténcias convergente para
X = X,, costuma-se escrever:

f(x):i (x—x,)" =F(x,)+

~ 1

) ()4 L),

()

X—x) + 2 (x=x) -

3

Essa expansdo é chamada de série de Taylor da funcdo f em torno
de X,.

Se o ponto X, for a origem (ou seja, se x, =0), a série de Taylor fica:

= (0 f'(0 (0
f(x):nZ:0 o )x":f(O)Jr¥x+72(!)x2

+... € recebe o nome de série

de Maclaurin.

v—

JZ| Exemplificando

Vejamos como obter a série de Maclaurin para f(x)=e*. Por ser uma série
de Maclaurin, entdo x,=0. Todas as derivadas de ordem n de f(x)=e*
sdo iguais a f"(x)=¢". Tais derivadas calculadas em x,=0 sdo iguais a
f"(0)=e® =1. Entdo, a série de Maclaurin de f(x)=e€" sera:

o f(ﬂ)(o) 2 X3

S X
e = 71+ R TRETR
P Z ! 21 3!

1.1.4. Polinbmios de Taylor

Podemos representar as funcdes como exponencial, seno,
cosseno, logaritmo, entre outras em termos de sua série de Taylor (ou
Maclaurin). Contudo, isso ndo é pratico, pois teremos que lidar com
uma soma infinita. Muitas vezes queremos representar uma funcao por
uma soma finita de sua série de Taylor. Essa soma finita recebe o nome
de polinbmio de Taylor.

&ﬁ& Assimile

Definicdo de polinébmio de Taylor de grau n (STEWART, 2006): Seja f(x)
uma fungdo que possui, No ponto X = X,, derivadas ate ordem n.

n £ .
Entdo, o polindbmio de grau n TAX):Z#(X*%)I =
i=0 .

1)+ P08 TV e T D)y

e denominado polindbmio de Taylor de grau n para a fungédo f(x).
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A figura a seguir, desenvolvida no software GeoGebra (Disponivel
em: <https://www.geogebra.org/>. Acesso em: 30 ago. 2017),
apresenta o grafico da funcao seno e dos polindbmios de Taylor para

3 3 5
a fungdo seno T(x)=x, T3(x):x—% e Ts(X):X—%Jr%A Conforme

aumentamos o grau do polindbmio de Taylor, a convergéncia fica cada
vez melhor para valores cada vez mais distantes de x,=0. Por outro
lado, a medida que aumentamos o grau do Polindmio de Taylor, sdo
necessarios mais calculos. E mais trabalhoso calcular um polindmio de
grau 5 do que um polindbmio de grau 3.

Figura 11 | Graficos dos polindmios de Taylor para a funcdo seno (f) de
graus 1(g), 3 (h) e 5 (p).

3
y R
'¢
¢"
2 R’
’l
h ~°
1 L
S
0 X
SF \ -2 -1 0 1 2 3
-
p <l
'l
'I
'I
'¢' -2
9
'¢
’é

Fonte: elaborada pelo autor.

Quando a funcdo f(x) pode ser representada em termos de uma
série de Taylor no ponto x=x,, também define-se a funcao resto de
ordem de f no ponto x=x,. E a definicdo a sequir.

‘tz” Assimile

Definicdo de resto de ordem n da funcgdo f no ponto X=X, (STEWART,
2006): seja f(x) uma funcdo que possui, NO ponto X = X,, derivadas até
ordem n. Entdo a funcdo pode ser escrita como f(x)=T,(x)+R,(x), em
que T,(x) € o polinbmio de grau n para a funcao f(x) e R,(x) recebe o
nome de resto de ordem n de f(x) No ponto x = x,.

O resultado a sequir € de extrema importancia para aproximacoes
numeéricas de funcdes com n derivadas.
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Teorema: sejam C e L € R . Suponha que seja valida a desigualdade

f("“)(x)‘ < paratodo x tal que |x—x,|<L.Entdo, a fungdo resto da série

de Taylor de ordem n atende a desigualdade |R,(x)| < Lﬂ,\x*xo\"“ para

todo x tal que |x—x,|<L.

Com esse teorema, podemos obter aproximacdes para uma funcao

com uma precisdo prefixada.

J=| Exemplificando

Neste exemplo, veremos como utilizar o teorema para a desigualdade
do resto da série de Taylor para obter uma aproximagao de e (base dos
logaritmos neperianos) com quatro casas decimais de precisdo. Para isso,

X

faremos a expansdo em série de MaclLaurin da fungdo f(x)=e*.

X

Lembremos que a expanséo em série de Maclaurin para f(x)=e¢"* é

0 2 3 n

. oof(n)
=> Z _ +—+§+ +—+

n=0 =0

Como queremos aproximar o numero €, tomamos X =1

€ Nnosso problema € determinar para qual n a aproximacdo a

2 3 n
X X X X
+—+—+- +— esta correta com cinco casas decimais.

1mn' 21 31

Queremos determinar o valor n tal que o resto da série de Taylor atenda
a desigualdade |R,(x) <0,00005. Substituindo x =1 na formula do resto,

e' =14+

teremos: IR,(1) < %‘1, ‘"“ ( ¢ ] . Ovalor C € uma quantidade
T (n+ ) n+1)!

que majora a derivada de ordem n+1da funcéo f(x)=e* nointervalo [0,1]

(intervalo no qual queremos aproximar a funcéo). Como essa funcdo
€ crescente, neste intervalo, seu valor maximo € o proprio numero
e. Como esse € 0 numero que queremaos aproximar, nao podemaos
utiliza-lo. Mas sabemos que e ¢ limitado superiormente por 3. Entao:

(< —— 1)\7 i <0,00005 O

que € equivalente a resolver a inequagéo (n+1)!260000A O menor n que
atende a essa exigénciaé n =8 .

O I I I O
Portanto: e :1+i+§+a+ﬂ+a+a+7l+ ~2,71828.

3
n+1 (n+1)

Sem medo de errar

Vamos relembrar a situacao-problema desta secao.
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Neste ponto do seu trabalho de consultoria, vocé deve mostrar
como determinarmos © maior valor de x para o qual podemaos
substituir a fungdo sen(x) por um polinémio de Taylor de grau 5, com

um erro menor que 107°. Para facilitar a visualizagdo da aproximagéo
de uma funcao pelos seus polindbmios de Taylor, também foi solicitado
gue vocé apresentasse, em um mesmo plano cartesiano, os graficos
de sen(x) e dos polinébmios de Taylor de graus n=1,n=3, n=5,

n=7en=9.

Para tratar essa situacao, em primeiro lugar, precisamos dos
polindmios de Taylor da funcao seno dos graus solicitados.

Temos que as derivadas da funcdo seno na origem sdo sen®(0)=1,
sen®(0)=—-1, sen®(0)=1, sen”(0)=-1 e sen®(0)=1.

O polinbmio de grau n para a funcao seno é:

X x* x X

Pn(x):X_§+§_ﬂ a%—

Como a questao solicita que se forneca até qual valor de x podemos
substituir seno pelo polindbmio de Taylor de grau 5 com erro menor que
107%, queremos determinar o valor de x que atende a desigualdade:

X7
7!

Na desigualdade anterior, observe que o valor n+1 seria igual a 6.

Contudo, como neste exemplo especifico que estamos tratando a

derivada € nula, passamaos para o proximo termo da série.

<10°°

Resolvendo a desigualdade anterior:
[X7| <71107° « |x| <{/7110°° =/0,0504 = 0,6526

No grafico a seguir, plotamos a funcao seno e os graficos dos
polindbmios de Taylor para o seno até grau 9.

ﬂ9 Pesquise mais

Fica este objeto como sugestdo para vocé consultar e manusear. Neste
link vocé podera experimentar varios graus para os polindmios de Taylor
para a funcao seno. Vai facilitar muito a sua compreensao.

"GEOGEBRA. Discover Math with GeoGebra. Disponivel em: <https://
www.geogebra.org/m/pyXKjfg2>. Acesso em: 13 set. 2017."

Neste video, comenta-se sobre a construcdo de um objeto semelhante a
esse e é dado destaque a diferenca entra a série e a fungao. }
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"APROXIMACAO de sen(x) por polinémios de Taylor utilizando o GeoGebra.
Disponivel em: <https://youtu.be/6cdRYPJ-UEg>. Acesso em: 19 set. 2017."

<

Figura 1.2 | Comparacdo entre a funcéo sen(x) e polinémios de Taylor até grau 9
/ !

h N |
X /

4

7.
I\ |
/ \-\ "
i B\ f
! \ /
lp N\ ’,’g
3 5 3
f(x)=sin(x), g(x)=x, h(x):,%Jr . p(x) 1)(707%
7 5 3 9 7 5 s
X X X k) X X Xy
362880 5040 120 6

120 6

909="50a0 120

Fonte: elaborada pelo autor.
Agora que vocé realizou esta etapa, sintetize os resultados
obtidos e envie-0s na forma de um relatorio técnico para a equipe de

desenvolvimento do software.

Avancando na pratica
Usando o teste da razdo com fungdes de Bessel

Descri¢ao da situacdo-problema
Uma das principais aplicacdes de series (e, em particular, séries

de poténcias) é na resolucdo de equacdes diferenciais ordinarias
para as quais metodos mais simples ndo podem ser aplicados. Um
dos exemplos historicos de resolucdo de equacao diferencial com
uma série de poténcias € a equacao diferencial de Bessel (p € um

numero real):
xzy'w—xy'—&-(x2 - pz)y -0
21
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Pode-se resolver essa equacao diferencial com séries de poténcias,
obtendo-se as chamadas fun¢des de Bessel. Essas equacdes diferenciais
sao utilizadas para modelar fendmenos em diversas areas da fisica e
da engenharia: eletromagnéticos, vibratorios, de conducao de calor,
difusdo e processamento de sinais, entre outros. A sua resolucao em
série de poténcias produz uma funcao chamada funcdo de Bessel de
primeira espécie, dada a sequir:

J_(x)= i(_—ﬂi[g]zfum.

= (N +m)!

. 00 (_1)’ X2 o (_1)7 [X]Zl
Se fizermos =0 ., temos J,(x)= , = = .
m=0 =2 (i1 2 (i (2

Na Figura 1.3 a seguir, apresentamos o grafico das funcdes de Bessel
de 12 espécie para m=0 até m=2. Observe o carater oscilatorio
amortecido destas func¢des. Para produzir este grafico, usamos a
funcao BESSELJ do Excel®.

Figura 1.3 | Func®es de Bessel de 12 espécie (m =0 até 2)

11
[,

09 { @
n\
07 - X .
WoAA
i T A
0s s A o --3--J0(x)
‘ . o ®F.
034 & - B LW o a-feg et J1(X)
A \ A a T y
| & o a a A - e -J2(x)
. ] , B ,.
0,1 4 1 2 ‘1; 4&._&ﬁ§=’ 5 A..-ﬁA( R
03 - This aaS O-oe®
Beg T A
05

Fonte: elaborada pelo autor.

A empresa de producao de softwares de engenharia produzird um
modulo do novo software especifico sobre fungdes de Bessel.

Sua tarefa é elaborar um texto mostrando que a série de poténcias
para a funcdo de Bessel converge para todos os valores de x. Este
texto sera incluso no manual de uso do software e, por esse motivo, €
preciso que voceé seja sucinto e explicativo, pensando no usuario final.

22 U1 - Séries



Resolucao da situacdo-problema

DadaapropriacaracteristicadafuncaodeBessel, determinaremos
O seu raio de convergéncia usando o teste da razdo. Fazemos
uso desse teste porque ele permitira o cancelamento de fatores
comuns. Vejal
i)
an
Se esse limite for nulo, entdo o raio de convergéncia sera, por
definicdo, infinito e a série de poténcias para a funcao de Bessel
converge para todo x real. Substituindo a expressao dos coeficientes
da série de poténcias para a funcao de Bessel:

(_ 1)"+1 [1]2('7“)
2

Para aplicar o teste da razao, devemos avaliar o limite K = lim

n—oo

n'n! ‘

‘ (=1'(=)

|2 2n
K = lim |21 = jim [("H)'l = lim 22 2=
mexla, |l (1) (x 2n n=>|(n+1)-nl(n+1)-n1{2) (2 (71>,, X
(ny 5] 2
2
' ;[5] ~0<1 tod L Ass ¢
Y , para todo x real. Assim, mostramos

que o raio de convergéncia € infinito.

Agora, basta vocé elaborar o texto conforme as necessidades expressas
anteriormente, pensando que ele sera um texto apresentado ao usuario
do futuro software.

Faca valer a pena

1. Um exemplo de série importante é a chamada série telescdpica. A série
= 1
=in(n+1)

€ uma serie desse tipo.

Uma soma telescopica € uma soma do tipo:
(a,—a)+(a,—a,)+(a,—a,)+-+(a,—a,,)=a,—a.

Denominam-se séries telescopicas aquelas que sao o limite de uma soma
telescopica:

)

Y (a,1—a,)=Ilma, —a,.

n—oc
n=1

Portanto, se a série telescopica for convergente, entdo existe e é finito o limite
lima, —a,.

n—oc

Por outro lado, se existir e for finito o limite lim a, —a,, entdo a série telescopica
n—oo

sera convergente. i 1 1 S 3

Outros exemplos de séries telescopicas s30: 4Jn  Jn+1 e o= (2n=1)(2n +1)
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Considere a série Zx/ﬁf\/n +1. Entdo, é correto afirmar que:

n=1
a) Essa série é convergente pelo teste da raiz.

b) A série Z«/ﬁf\/nﬂ é convergente, pois € uma série de poténcias.

n=1

c)Asérie Zx/;—«/n-H édivergente, pois vale que i\f—«/n+1 =lim1—+n+1
n=1 1 n—oo

e o limite lim1—+/n+1né&o é finito.

d) Essa série é divergente, pois lim +/n —n+1 é finito.
e) Como limn—n+1=0, a série Z\/ﬁ—\/nﬂ € convergente.
n—oo n=1

2. Lembremos a definicdo de série convergente.

Dizemos que a série »_a, & convergente se a sequéncia {s,} de suas somas

i=1
n
parciais, definida por s, =Y _a,, for convergente. Se a sequéncia das somas
i=1

parciais ndo for convergente, dizemos que a série > a, € divergente.
i=1

Existe um outro critério para a verificacdo de convergéncia de séries. E o teste
da Integral.

Teste da Integral: considere f uma funcdo continua, decrescente para todo
X €[1,00) e tal que f(x)>0. Para aplicar o teste da Integral, adotamos

a, =f(n). Entdo vale que:

n=1

i) Se a Integral ff(x)dx for convergente, entdo a série > a, sera convergente.
1

n=

ii) Se a Integral ff(x)dx for divergente, entdo a série >, sera divergente.
1
1

O teste da Integral pode ser utilizado para demonstrar a convergéncia das

- =1
p-séries: ZF'

n=1

Uma p-série sera convergente se p >1 e sera divergente se p<1.

Existem varios testes para determinar se uma série € convergente, divergente
ou absolutamente convergente.

A sequir, apresentamos uma sugestao de estratégia para testar a convergéncia
de séries:

1. Teste se o limite lima, =0. Se lim a, = 0, a série diverge. Se o limite for

n—oo n—oo
nulo, a série pode convergir ou divergir.
2. Avalie se a série € uma série geomeétrica.
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3. Avalie se a série € uma p-série.

4. Avalie se é possivel efetuar o teste da Integral.

5. Avalie se os testes da razao ou da raiz sdo conclusivos.

6. Se a série for alternada, efetue o teste da série alternada.
Usando os testes para convergéncia de séries estudados nesta secao, assinale
a alternativa correta.

a) A série i'”[
n=1 n

b) A série alternada i% € convergente pelo teste de Leibniz para séries
n=1

11] e divergente, pois lim a, = 0.

_1)
alternadas, apesar de lim ) =0.
n—-x/n+2

-n

c) Usando o teste da comparacdo, podemos concluir que a série Z nil €

divergente, pois a série » 2" 2
n=1
L. >.sen(n) . -
d) A série Y ==~ ¢ condicionalmente convergente e absolutamente

n=1
convergente.

)

e) A série ZL € convergente pelo teste da integral, pois € uma p-série

n=1 n%
com p<1.

3. A expansdo em série de Taylor de uma funcdo f no ponto X=X, ¢

< fin) ) ) )
f) =2 %(X—Xo) _f(x0)+f 1(|X°)(x X,) +%(x—xo) +(...)

Além disso, se

f(n+1)(x)| < C para [x—x,|<L. entéo o resto R,(x) da série

de Taylor atende a desigualdade:

C n
|f?n(X)|f;z;;qraji|X«—-xb| *ﬂ

Facilitara seus calculos neste exercicio utilizar o resultado a seguir.
Se feg sdo duas funcdes cujas séries de poténcias sejam f(x)=> a,x" e
n=0

g(x)=>"b,x" entdo, a série de poténcias da funcio f(x)-g(x) & obtida pelo
n=0

produto das séries » "a,x"e > b, x".

n=0 n=0

Considere a funcdo f(x)=7x*cos(x). Assinale a alternativa que apresenta a
série de Maclaurin para a funcdo anterior.
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a) 7xzcos(x):7x—2|+ﬁ o

b) 7x2 cos( )=7x277zil4+%776i'8

) 7xzcos(x):7x3773—)(!5+%777—X!9

d) 7xzcos(x):7x—§+%4—%6+m-
CTxE Txt 7x8

e) 7x*cos(x) =

TR TR
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Secao 1.2
Séries de Fourier

Dialogo aberto

Nesta secao, vocé sera apresentado as séries de Fourier. O
matematico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) foi
aluno de Lagrange, Laplace e Monge. Fourier publicou seu trabalho,
Théorie analytique de la chaleur (Teoria analitica do calor), em 1822.
Nesse trabalho, Fourier propde que € possivel representar uma funcao
por somas trigonomeétricas infinitas. Embora essa teoria apresente
deficiéncias de rigor (0 que é compreensivel historicamente), foram
justamente essas imprecisdes e as investigacdes subsequentes, para
tratar de forma rigorosa as afirmacdes de Fourier, que conduziram a
extensas pesquisas com resultados altamente relevantes na atualidade
nas aplicacdes da engenharia e da fisica. As aplicacdes atuais do
trabalho iniciado por Fourier envolvem, além da conducao do calor
em uma barra, equacao da corda vibrante, oscilacdes forcadas em
sistermas mecanicos e em circuitos elétricos, musica, equacao da
onda, estudo da equagado da membrana, processamento de sinais,
telecomunicacdes e calculo numeérico. Assim, ndo tenha a menor
duvida: vocé esta iniciando seus estudos em uma area historica da
matematica e da engenharia.

Como as séries de Fourier sdo somas infinitas de senos e cossenos,
elas exigem, entre outros, 0s conceitos de periodicidade de funcdes e
a discussdo sobre a convergéncia dessas somas infinitas. Além disso,
se soubermos que a funcao a ser representada pela serie de Fourier
€ par (ou impar), poderemos simplificar os calculos utilizando certas
propriedades de integrais de funcdes pares (ou impares).

Vocé vera, nesta secao, algumas funcdes que sdo bastante
frequentes em aplicacdes da engenharia: as funcdes de onda quadrada,
onda triangular e funcdes do tipo “dente de serra”. Essas funcdes
aparecem, por exemplo, em circuitos elétricos ou processamento de
sinais. Dal sua relevancia.

A obtencdo de aproximagdes do 7T com cada vez mais casas
decimais sempre foi perseguida ao longo da historia da Matematica.

UL - Séries 27



Com o advento de computadores e calculadoras, ndo foi diferente.
Cada novo modelo de computador mais potente ou software com
novos algoritmos oferecia espagco para mais investigacdes acerca
da aproximacao do 70 . Utilizam-se essas aproximacdes do 70
para validar algoritmos e softwares cientificos. Esse € o seu papel
nesta nova etapa do contexto que lhe apresentamos no inicio desta
unidade. Como vocé foi contratado para produzir o conteudo teorico
para os fundamentos do software cientifico, a ser desenvolvido por
uma empresa prestadora de servicos de engenharia, vocé decidiu
utilizar esse aspecto historico para apresentar como utilizar séries de
Fourier em aproximacdes numericas.

O matematico francés Joseph Fourier desenvolveu as séries de
Fourier para resolver o problema da conducao do calor em uma barra.
No entanto, os matematicos, fisicos e engenheiros, ao longo do tempo,
foram descobrindo inumeros aspectos interessantes, surpreendentes e
aplicaveis dessas séries. Uma aplicacao inicialmente inesperada para as
séries de Fourier € sua utilizacdo na aproximac¢ao do 7T .

Como vocé poderia, utilizando séries de Fourier para a funcao

1 2

1 1
f(x)=x?, 0 < x <27, mostrar que 1—2+2—2+3_2+...:??

Nao pode faltar

1.2.1 Definicdo de Séries de Fourier

Antes de iniciarmos propriamente nosso estudo sobre séries
de Fourier, € necessario nos atentarmos a alguns aspectos sobre
funcdes periodicas.

Observe a Figura 1.4, na qual vemos o grafico de uma funcao
periodica de periodo genérico T e amplitude de onda A, com valor

medio igual a zero.
Figura 1.4 | Onda quadrada: exemplo de funcéo periddica descontinua

Ay
A

Xy

0
-A

S|

Fonte: elaborada pelo autor.
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A onda quadrada da Figura 1.4 € um exemplo de funcao periddica
descontinua. As funcdes seno e cosseno sao exemplos de funcdes
periodicas continuas. Fendbmenos periodicos fazem parte da vida dos
engenheiros. A voltagem sobre um circuito elétrico pode consistir de
uma sequéncia de pulsos periddicos, como mostrado na Figura 1.4.
Fendmenos periodicos também aparecem em sistemas mecanicos
(@ amplitude do angulo de oscilacdo de um trem pode aumentar
com a velocidade se o sistema ndo foi cuidadosamente projetado ou
operado), em sistemas bioldgicos e também econdmicos. Portanto,
precisamos definir claramente o que sao fungdes periodicas.

Veja a definicao a sequir.

Q&& Assimile
Definicao de funcdo periddica: seja a fungdo f: R — R .- Dizemos que
f é periddica se, e somente se, existir um numero positivo P tal que para

todo t no dominio de f vale que f(t+P)=f(t). O numero P é chamado
de periodo de f (WYLIE e PRATT, 1985).

As séries de Fourier sdo definidas a partir de somas infinitas de
senos e cossenos. Por esse motivo, trataremos a seguir, com um
pouco mais de detalhe, sobre estas duas funcdes.

A funcdo f(x)=sen(x) €& periddica de periodo 2w, pois
f,(x)=f(x+27) para todo x. J& a fungdo f,(x)=sen(2x) € periddica
de periodo 7T, pois f,(x)=f,(x+n). Observe que, ao multiplicarmos
0 argumento do seno por 2, € como se estivessemos percorrendo o
dominio da funcdo seno com o ‘dobro da velocidade” com que este
dominio é percorrido pela fungdo sen(x). Se estamos “andando” com
o dobro da velocidade, o tempo para repetirmos os valores da funcao
f,(x) serd a metade do periodo da fungdo f,(x)= sen(x). Veja a seguir 0s
graficos das funcdes f,(x) e f,(x) na Figura 1.5.
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Figura 1.5 | Gréficos das fungdes #(x) e £(x)

Y ,,_ge\n(X)
0.8 ¢ .
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Fonte: elaborada pelo autor.

Em geral, vale que o periodo da funcdo g;(x)=sen(wx) & 2r o
w
que o periodo da fungao g,(x)=cos(wx) € 2—7r. Considere a funcgao

w
g;(x)=sen(wx+¢). Na Figura 1.6, plotamos os graficos das funcdes g,

e g;comw=2e ¢:%. A constante ¢ tem o efeito de deslocar o
grafico da fungdo g, para a esquerda de ¢ unidades. Ela ndo altera o

periodo da fungao g,. Assim, o periodo da fungédo g5 também é 2—”.
w

Figura 1.6 | Gréficos das funcdes g, e g,

d g(x) = sen (2x+1)

Fonte: elaborada pelo autor.

oé) Reflita

Use softwares como wxMaxima ou GeoGebra para fazer os graficos das
funcdes g, e g com varios valores para W e ¢ . Serd que modificar ¢
altera o periodo de g, e g5?
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Observe que vale a identidade sen|w

x+2—7r] = sen(wx + 2r) = sen(wx)

w

para todo x. Assim, 2% ¢ o periodo da funcio gy(x)=sen(wx).
w

Também vale a identidade semelhante para a fungcao cosseno:

Cos|w
w

X+ 2—”]] = c0s (wx + 27 ) = cos(wx) .

U9 Pesquise mais

Vocé pode conhecer um pouco mais sobre J. B. Fourier consultando os
links indicados a sequir:

ALENCAR, M.S.de. AAndlise de Fouriere o Aquecimento Global. Disponivel
em: <http://www.difusaocientifica.com.br/artigos/Aquecimento_Global_
Fourier.pdf>. Acesso em: 9 set. 2017/.

JEAN Baptiste Joseph Fourier (Traduzido pelo GooGle). Disponivel em
<https://goo.gl/VvMbgFN>. Acesso em: 23 set. 2017.

1.2.2 Convergéncia de séries de Fourier

Agora gue ja expusemos como lidar com os argumentos das
funcdes seno e cosseno, vejamos a definicao das séries de Fourier.

&z” Assimile

Considere f:R—R uma fungdo definida sobre o intervalo (-L.L).
Supomos que essa funcao seja periodica de periodo 2L,L e R .

A expansdo em série de Fourier da funcdo f é dada por

+Z

Sao dados por:

= ij(x)dx
Lf COS

Vejamos um exemplo de utilizacdo das séries de Fourier para
aproximar a onda quadrada.

nmx

., em que os coeficientes a, e b,

a, cos + b,sen|——

nmx

dx € b, =— ff sen|—— dxparan7123

Podemos aproximar, com o grau desejado de aproximacao, uma
onda quadrada por uma série de Fourier. Veja os graficos da Figura 1.7.
Nela vemos graficos de funcdes seno para a frequéncia fundamental
k=1 e para os harmoénicos k=3, k=5, k=7, k=9, k=11
Adotamos, para estes graficos, que o periodo € T =1.
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Figura 17 | Gréficos para as funcées f(x)

k=5 k=7eT=1

<

com k=1 k=3,

™
— X

Fonte: elaborada pelo autor.

ELIQ Pesquise mais

Para melhor compreensao do exposto na Figura 1.7, recomendamos que
voceé acesse o link indicado a seguir para experimentar outros valores para k

e observar o que ocorre com o grafico das fungdes f, (x)= [i
k

sen

k.[ﬁf

)|

GEOGEBRA. Gréfico de f(x)=(1/k)sen(k (27/T) x). Disponivel em: <https://
www.geogebra.org/m/hMWZH5PW>. Acesso em: 9 set. 2017.

Na Figura 18, temos
direita, respectivamente,
95 (X)=(x) £ (1) + £ (x) € g4y (x)=

Figura 1.8 | Graficos das funcoes g5 (X), gs (X) e gi4(X)

\

para

y

as

graficos,
funcdes
£ (%) + £ (%) + 5 (%) + £ (%) + 55 (%) + £ (x).-

da esquerda

para a

95 (x) = fi(x) +£(x),

[T\ /3

-1 1 -0 0,
-0.

: 1 (. 2= 1 27
gs(x) faica(x) sen (1 r) + = sen (:xv .-)
by i T 2)*5 i

AV,

AU AANIE: et W Aot WY o
o, O

95(@) = Y foica()
P
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Fonte: elaborada pelo autor.

D9 Pesquise mais

Para que sua experiéncia de visualizagdo da Figura 1.8 seja mais completa,
recomendamos que vocé acesse o link apresentado a sequir.
GEOGEBRA. Séries de Fourier para aproximar a onda quadrada.

Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/VwAvymzr>. Acesso em:
25 set. 2017.

Note que nos pontos de descontinuidade da fung¢aof, aaproximagao
obtida pela série de Fourier apresenta oscilacdes. Esse fendbmeno €
conhecido como fendmeno de Gibbs.

Observe, ainda, nos graficos da Figura 1.8, que a medida que
adicionamos fung¢des seno com harmonicos mais elevados, melhor
fica nossa aproximacao de uma onda quadrada. Essa € a ideia basica
de séries de Fourier: somas de senos (e cossenos) para representarem
funcdes continuas ou descontinuas com descontinuidades finitas em
um numero finito de pontos.

Mas surge aqui uma questdo matematica de extrema importancia:
sob quais condicdes a série de Fourier para a funcao f efetivamente
se aproxima da funcao f que queremos aproximar? O matematico
aleméo Peter Lejeune Dirichlet (1805-1859) foi o primeiro a apresentar
condicdes suficientes relativas a convergéncia das séries de Fourier.
Nesse trabalho, Dirichlet acabou por propor a definicdo moderna do
conceito de func¢do. Essas condi¢des sao conhecidas atualmente
como Condicdes de Dirichlet.

"‘” Assimile
Teorema (Condigdes de Dirichlet)

Suponha que f seja uma fungcao continua por partes em um intervalo
[-L,L], e que 0s pontos —L=t, <t <--<t, ,<t, =L sejam Os pontos em
[-L,L]. para os quais a fungao € estritamente decrescente ou estritamente
crescente entre cada t; e t;,. Entdo, a série de Fourier de f converge para }
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<4 %[f(x‘)+f(x )xel-LLl e %[f(fL+)+f(L,)], x=-Loux=L.

Além disso, se f for continua em qualquer intervalo fechado contido em
[-L,L], a convergéncia sera uniforme (BUTKOV, 1978).

Em outras palavras, se a funcdo f for descontinua apenas em um
numero finito de pontos no intervalo [-L.L]I, e estritamente crescente
ou estritamente decrescente em subintervalos de [-L,L], a série
de Fourier de f converge para f nos pontos em que f & continua e
converge para o valor médio de f nos seus pontos de descontinuidade.
Deve ser destacado, ainda, do Teorema acima, que ele fornece apenas
condi¢des suficientes para a convergéncia de séries de Fourier e ndo
condi¢cdes necessarias.

|:|_<|1 Pesquise mais

No video indicado, vocé vai ver um exemplo de como encontrar a série
| x+ 2, -2<x<0

|2-2x, 0<x<2”

SERIE de Fourier. Disponivel em: <https://www.youtube.com/
watch?v=8xjK2l-WhWk>. Acesso em: 26 ago. 2017.

No link indicado, vocé encontrard uma sequéncia de videoaulas sobre
séries de Fourier: <https://www.youtube.com/watch?v=JFdBfemyXRU>.
Acesso em: 29 ago. 2017.

UNIVESP. Calculo IV - Aula 11 - Séries de Fourier - Parte 1 de 8. Disponivel
em: <https://www.youtube.com/watch?v=JFdBfemyXRU>. Acesso em: 29
ago. 2017.

de Fourier da funcéo f(x)

1.2.3 Séries de Fourier de fungBes pares, impares e
extensdes periddicas

Nesta subsecao, veremos as series de Fourier em senos € cossenos
€ a sua determinacao para extensdes periodicas de uma fungao.

Existem dois tipos de funcdes para 0s quais as series de Fourier
podem ter os calculos dos coeficientes a, e b, facilitados: sdo as
funcdes pares e impares.

Qﬁ’ Assimile

Definicdo funcao par: uma funcao f € denominada de funcgao par se,
sempre que o dominio de f contiver o ponto x, ele também contiver o
ponto —X e valer que f(-x)=f(x),vx € Dom(f) (BOYCE; DIPRIMA, 2015).
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Defini¢do fungdo impar: uma fungao f € denominada de funcdo impar
se, sempre que o dominio de f contiver o ponto x, ele tambéem contiver o
ponto —X e valer que f(—x)=—f(x),vx € Dom(f) (BOYCE; DIPRIMA, 2015).

Valem as seguintes propriedades para funcdes pares e impares: a
soma (e a diferenca) de fungdes pares também é uma fungdo par; a
soma (e a diferenca) de funcdes impares também é uma fungao impar;
O produto de uma funcao impar por outra impar resulta em uma
funcdo par; o produto (ou quociente) de uma funcgdo par com uma
impar resulta em uma fungao impar.

?Z| Exemplificando

S&0 exemplos de funcdes pares: f(x)=2, f(x)=cos(x), f(x)=x>.

S0 exemplos de funcdes impares: f(x)=x, f(x)=sen(x), f(x)=x".

A caracteristica importante de funcdes pares relacionada as séries

de Fourier € que se f € uma funcado par, vale que f f(x)dx = 2f x)dx .
Se a funcao for impar, vale que f X)dx=0-

o(b Reflita

Por que a igualdade ﬁtf(X)dx:ZﬁLf(X)dx é valida para funcdes pares?

Em funcdo da observacao anterior para funcdes pares, se
soubermos que a funcao com relacao a qual precisamos determinar
a série de Fourier ¢ uma funcao par, nossos calculos ficarao
bastante simplificados.

Série de Fourier em cossenos (BOYCE; DIPRIMA, 2015): seja f uma
funcao par, perioddica de periodo 2L e continua por partes, com sua

primeira derivada tambéem continua por partes. Entao, como o produto

de funcdes pares ¢ uma funcdo par, a fungdo f(x)cos| "~

1l } também

nmx

) « « - 1 L
é um fungdo par. Entdo, os coeficientes an:zﬁLf(x) os|——|dx

serdo iguais a a, —f cos| ™ ax. Como o produto de funcao

par por funcao impar resulta em funcao impar, temos que a integral
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n|7™|gx—0. Portanto, a série de Fourier para uma

b= [ f(x)s

funcao par é —+Za cos| X

Vale um resultado anadlogo para funcdes impares, para as quais
teremos séries de Fourier em senos. Veja o resultado a sequir.

Série de Fourier em senos (BOYCE; DIPRIMA, 2015): seja f uma
funcdo impar, periodica de periodo 2L e continua por partes, com

sua primeira derivada também continua por partes. Entéo, como o

produto de fungdes impares € uma fungado par, as fungdes f(x)sen amx

nmx

~ ~ ~ . 1t
sdo fungdes pares. Entdo os coeficientes bn=Z£Lf(x)sen ——|dx

L
serdo iguais a b, =%f f(x)sen X1 4x . Como o produto de funcéo
0

impar por fungdo par resulta em funcao impar, temos que a integral
nmx

1 L
a, :Zj:Lf(x)cos —

funcao impar é Zb sen|——

dx=0. Portanto, a série de Fourier para uma

nmwx

Em muitas S|tuac;oes praticas, temos uma funcao f definida apenas
para o intervalo 10,L[ e queremos representar essa fungdo por uma série
de Fourier de periodo 2L. Temos duas alternativas usuais: a extensao
par de periodo 2L da funcao f e a extensao impar de periodo 2L da
funcao f. A escolha de uma ou outra extensao é dada pelo problema
em particular que estivermos tratando.

&z” Assimile

Extenséo par de periodo 2L (BOYCE; DIPRIMA, 2015): a extensdo periddica
par da fungdo f € dada por: f,,, (x)= F(x).0<x<L
i —f(x),—-L<x<0

Extensdo impar de periodo 2L (BOYCE; DIPRIMA, 2015): a extensdo
f(x),0<x<L

periodica impar da fungdo f & dada por: fi., (X)= —F(=x),~L<x<0

e f}mpar (O) = f/’mpar (L) = 0

Suponha que a funcao f satisfaca as condicdes de convergéncia
de Dirichlet. Entao, a série de Fourier em cossenos convergira para a
extensdo par da funcao f, e a série de Fourier em senos convergira para
a extensdo impar da fungao f.
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?=| Exemplificando

8-2x,0<x<4
0,4<x<8 ’
A expansaoc em cossenos dessa funcdo convergira para a extensao
periddica par de f(x) cujo grafico € dado pela Figura 1.9.

Exemplo adaptado de Boyce e Diprima (2015): seja f(x):{

Figura 1.9 | Extensado periodica par de f(x)

AN /A

-20-16-12-8 -4 0 4 8 12 16 20 X

-8

Fonte: elaborada pelo autor.

Ja a expansdo em senos de f(x) convergira para a extensdo periodica
impar de f(x) cujo grafico € dado pela Figura 1.10.

Figura 1.10 | Extensao periddica impar de f(x)

8}’

_20\1%—12 -8 -4 0 4 8 12\1’6 20 24 x
-8

Fonte: elaborada pelo autor.

1.2.4 Forma complexa das séries de Fourier

O matematico suico Leonhard Euler (1717-1783) apresentou
contribuicdes para inuUmeras areas da Matematica: Geometria, Analise,
Topologia, Teoria dos Numeros, e, ainda, colaborou para a Fisica e a
Astronomia. Euler apresentou a identidade que se denomina atualmente
como a identidade de Euler:

e” = cos(x) +isen(x),vx e R,i = J=1

Da identidade acima, temos que e ™ =cos(x)—isen(x). Se definirmos
0s coeficientes €, por — aqui, seguimos a notac¢do utilizada por
Butkov (1988):
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%(an —ib,),n>0

o %(an+ibn),n<0,podemos reescrever a série de Fourier na sua forma

1
anx”:()

.nmwx ’.n7rX

complexa: f(x)= 3" ¢e ¢ ,comx€l-LLlec, =ifif(x)e Ldx.

n=—oo

A vantagem dessa notacao € que ela € mais compacta.

Sem medo de errar

Lembre-se de que, nessa unidade, estamos supondo que vocé
esta trabalhando na producao de um novo software especializado em
aplicacdes cientificas e de engenharia. Sua atribuicdo nesse processo
€ apresentar os desenvolvimentos tedricos e as aplicacdes das séries
de Fourier.

Uma das ideias para o conteudo que sera utilizado no manual do
novo software € sobre como utilizar séries de Fourier na aproximacao
do 77 . De forma mais especifica, € necessario que vocé mostre,
utilizando séries de Fourier para a funcdo f(x)=x* —1<x<1, COMo

. , 1 1 1 7
validar o sequinte resultado: — 4+ — + — + - = —.

J 1?22 3 6

Consideremos a funcdo f(x)=x* com sua extensdo periddica par,

tal como observamos na Figura 1.11. O periodo é 2, portanto L=1.

Figura 1.11 | Grafico da extensdo periddica par de f(x) = x*

T
G

=]

Fonte: elaborada pelo autor
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Como a funcao ¢ par, a expansao em seérie de Fourier serda uma
serie em cossenos (ou seja, os coeficientes b, =0,vn>0). A sequir,
estdo os calculos dos coeficientes a, e a,

2o 2
_1j;xdx_3

Efetuamos integracao por partes para determinar os a, :

nmx n
cos|—|d. 1
1f X X = n2772< )
Entdo, f(x i cos|—= 1+i4(71>n cos(nmx).
P 3 o n’r?
o1, A
Fazendo x=1 teremos T =_+> ———2-cos(nr), em que
3 4= n°w
——Z cos(nm).
n?
2 &1 11 1
i SN e Sy
Finalmente: 6 ;nz +4+9+16+

Vocé pode utilizar uma planilha Excel® para avaliar a velocidade de
convergéncia dessa série.

Na tabela a sequir, apresentamos os valores aproximados para
7T com essa série comparados ao valor correto de 7T, que €
3,1415926536, com dez casas decimais corretas.

U9 Pesquise mais

O valor do 7T com muito mais do que dez casas decimais pode ser
obtido, por exemplo, no link indicado.

Disponivel em: <http://www.geom.uiuc.edu/~huberty/math5337/groupe/
digits.ntml>. Acesso em: 23 set. 2017.

Para saber mais detalhes sobre a historia do 77, sugerimos a consulta ao
link apresentado.

WENDPAP, B. G.; BASTIANI, F. De ; GUZZO, S. M. Uma abordagem
histérico-matematica do numero pi (r). Disponivel em: <http://projetos.
unioeste.br/cursos/cascavel/matematica/xxiisam/artigos/19.pdf>. Acesso
em: 23 set. 2017.
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Tabela 1.1 | Comparacéo 7, e |v —,|

10 3,049362 0,092231
100 3132077 0,09516

500 3,139684 0,001909
1000 3140638 0,000955

Fonte: elaborada pelo autor.

Nesteponto,vocéconcluiumaisumaetapadoseudesenvolvimento
tedrico para a documentacao do software especializado da empresa
de consultoria de Engenharia para a qual seus servicos foram
contratados. Sintetize os resultados obtidos e envie um relatorio
técnico para a equipe de desenvolvimento do software.

Avancando na pratica

Expansdo em série de senos e cossenos para f(x)=x,0<x <4
Descricao da situacao-problema

Dentro do seu contrato para produzir os desenvolvimentos tedricos
para 0 novo software especializado para cientistas e engenheiros, a
empresa solicitou que vocé apresentasse alguns exemplos ilustrativos
de calculos de expansdo de uma funcao em série de Fourier de senos
e de cossenos. Quais vocé poderia incluir?

Resolugao da situagdo-problema

Antes de iniciar os calculos para determinar as expansdes em série
de senos e de cossenos, seria interessante apresentar, por exemplo, 0s
graficos de f(x)=x, 0<x <4 para cada um dos casos. Para a expansdo
em série de senos, teremos a expansao periodica impar da funcao f e,
para a expansao em serie de cossenos, teremos a expansdo periddica
par de f.
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Figura 1.12 | Expansado periddica impar de f

*,V
——20 4 /8 12 /16 20 /24 x
-4
Fonte: elaborada pelo autor.
Figura 1.13 | Expansdo periddica par de f
uy

-24 -20-16-12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 x

-4

Fonte: elaborada pelo autor.
Determinacao da expansao em série de senos.
Neste caso, os coeficientes a, séo todos nulos. Resta calcular os b, :

nmx 1
f f T dx——f xsen|—— dx
2 4
Efetuamos integragéo por partes:
4
4 2
1f“xsen anx dx:1 xucos X j' sen| ™% :—1Ecos(mr)'
2Jo 2 nmw 4 n*r? b 2 nrw
Assim,
nmx

f(x)= i;—jjcos(mr)sen —_—

n=1

Determinacao da expansdo em série de cossenos.
Neste caso, os coeficientes b, sao todos nulos. Resta calcular

f f f xdx =4
f f [mrx]dxf f XC [nzx]dx.
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Efetuamos integracao por partes:

nmx 1 p4 nmx
a, 4f f(x cos[ ]dx:ij; xcos[T]dx

nmx 1 4 42 nmwx
a Xxcos dx = —|x—sen|——|+ Cos|—— cos —1
f [ ] 2" nr 4]n27r2 4]0222 (nm)
a = cos(nm)—1
Assim,

4

F()= 5 + 3 i (cos () ~T)cos| 5% | = 2.+ 32 (cos (nr) — 1) cos [ "5

Observe que a fungdo f(x)=x,0<x<4 ¢ igualmente bem
aproximada, tanto pela série de Fourier em senos quanto pela série de
Fourier em cossenos

Faca valer a pena

1. Uma funcdo f é par se, sempre que seu dominio contiver x, seu dominio
também contiver —x e valer que f(—x)=f(x),vx € Dom(f).

Uma funcao f € impar se, sempre que seu dominio contiver x, seu dominio
também contiver —X e valer que f(-x)=—f(x),vx € Dom(f).

Se f é uma fungao par, entdo, vale que fif(x)dx = ZJ;Lf(x)dx, e, se féfuncdo
impar, vale que f x)dx=0.

4-2x,0<x<2

, entdo a extensao periddica par e a extensao
0,2<x<3

Seja f(x) ={

periddica impar de f sdo dadas, respectivamente, pela alternativa:

y
4
-12 -8 -4 4 8\12

NN\ "

a) Extensdo par:

Extensdo impar:
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b) Extensdo par:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 x

Extensdo impar:

y

4 \
1 2 3 4 5 6 x

-5 -4 -3 -2 -1 0

c) Extensédo par:

N AN A/

-12-10 -8 6 -4 -2 00 2 4 6 8 10 12 x

Extensdo impar:

d) Extensdo par:

L\

N\ NS
NINTNN™
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Extensdo impar:

\ il \
—6—\—4—3—2—10 12345\6x
-4

e) Extens&o par:

-6 5 -4—3-2“ 1 2 3\5 6 x
-4

Extensdo impar:

\ AN/

-10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 «x

-4
2. Se uma funcéo f ¢ periddica com periodo T = 2L, os coeficientes de sua
expansdo em série de Fourier serdo dados por:
1 pt nmx
a, _Zf,Lf(X)COS T}dx,n =0,12,...
m}dx,n =12,...
L

A série de Fourier para f é dada por f(x)= %uzan cos

Considere a funcao definida por: "

F(x)— 0, para —4<x<0
C,para0<x<4

1 pL
b, :Zf_Lf(x)sen

nmx

+ b,sen

nmx ]

, com periodo igual a 8. Os coeficientes da

expansdo em série de Fourier para esta funcdo sao dados pela alternativa:

a) €4 2% cos|™X| 4 Leos| 37X A oos| 37X .
2 T 4 3 4 5 4 :
b) €+ 3 sen|3™X| _ L gen|®X| L L gen| 77X 4 ...
2 T 4 3 4 5 4 .
C) €L C | cenl™ dsen!3™| _ Loen|d7X| ...
2+37r sen 1 +3sen 1 5 4 +
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C  2C X 1 37wx 1 57x
d) o T |sen| | g sen| == 4 gsen|= =
T

3 4 5 4
e) €426 gon|mX| 4+ 3 sen|™X| 1 S gen|™X| 4 ..
2 T |4 1 4 3 4 5 :

3. Se as funcdes f e ' sdo continuas por partes no intervalo 1—L.L[ e f é
uma funcéo periddica par com periodo 2L, teremos, das propriedades das

fungdes pares e impares, que o produto f(x)cos

nmTx,| . -
T] € uma funcao par e

nmx

que o produto f(x)sen T] € uma funcao impar.

Portanto, os coeficientes de Fourier da funcdo f sao dados por
a, = %L/;Lf(x)cos[?]dx,n >0e b, =0,vn >0 efpossuiserie de Fourier
apenas em cossenos.

Resultado analogo vale se as funcgdes f e f' sdo continuas por partes no
intervalo 1-L.L[ e f for periddica impar de periodo 2L . Entdo a fungdo f

possui série de Fourier apenas em senos.

§—0—x,—5§x§0

Considere afuncdo f(x) = . Considere a extensao periddica

é7x,0§x§5
2
desta fungdo (vocé terd uma “onda triangular”).

Denote por f,(x) a série de Fourier para f sobre todo o dominio de f; denote
por f,(x) a série em senos de Fourier para a funcéo g(X):gfx,O <x<5 e

L . < 5
por f;(x) a série em cossenos de Fourier para a funcdo g(x) =5 —x0<x<5.
Entdo, é correto afirmar que:

a) f,(x) possui expansdo em série de Fourier dada por

= 5
f(x)= Z:; (o7 (1—cos(5nm))sen(nmx) = :r—gsen(wx) + %sen (37mx) + %sen (57x) + -+

b) f(x) converge para a extensdo periddica par da funcéo

g(x)=2-x0=x<5, cujo grafico ¢ dado por:

5

%

-25 -15 25
-20 -10 -5 5 10 15W;
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c) f(x) converge para a extensdo periddica impar da funcdo

g(x) :g+ x,0 < x < 5. cujo grafico € dado por:

5\715 20 25x
-5/

d) Os coeficientes para a série de

Fourier em cossenos de

§—x,ogxgs sao a, =0, an:%(1—cos(5n7r)),Vn>0 e

2 (n)

b,=0,vn>0.
. » . 5

e) Os coeficientes para a série de Fourier em senos de g(x)=

——x,0<x<5
2
sdo a, =0,vn>0, b, 42[7—sen[m]],Vn>0.
() 3
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Secao 1.3
Aplicacoes das séries de Fourier

Dialogo aberto

Apos estudar as séries de Fourier, chegou a hora de aplica-las na
resolucdo de problemas de engenharia. E o que faremos nesta secio.

As séries de Fourier podem ser utilizadas para resolver um tipo
de equacdo diferencial chamado de equacdo a derivadas parciais
(costuma-se utilizar a abreviacdo EDP). Nesse tipo de equacdo
diferencial, temos a presenca de derivadas parciais de uma funcao
desconhecida. Existem muitos problemas importantes na fisica e na
engenharia nos quais temos uma geometria especifica: pode ser a
condugao do calor em uma barra (que nos levard a um problema
em um retangulo) ou a vibracdo de uma membrana circular. Tais
configuracdes geomeétricas impdem condicdes sobre os valores da
funcdo incognita nos bordos da figura geométrica. Esses problemas
recebem, entdo, onomede problemasdevaloresde contorno (abrevia-
se para PVQ). E interessante vocé recordar que, quando estudamos as
equacdes diferenciais ordinarias (EDO 's), estudamos problemas de
condigdo inicial (precisamos informar os valores da funcdo incognita
para t =0). Observe gque temos agora uma mudanca de “qualidade”
no tipo de problema que estamos estudando.

As séries de Fourier foram desenvolvidas, inicialmente, para
resolver equacdes diferenciais que modelam a conducao do calor
em uma barra. Mas elas tambéem podem ser utilizadas na resolu¢cao
de outras equacdes diferenciais, como equacdes diferenciais que
modelam uma viga, simplesmente, apoiada.

Além dessas aplicacdes, as series de Fourier também podem
ser aplicadas para se obter a resposta de um circuito elétrico,
como apresentado na Figura 1.14, sujeito a uma forca eletromotriz
periodica E(t).
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Figura 1.14 | Circuito elétrico com forca eletromotriz periodica

0.04
HE0N L
350 T5><1o6
8

Fonte: elaborada pelo autor.

Suponha que a forca eletromotriz £(t) seja como apresentada no
grafico da Figura 1.15:

Figura 1.15 | Forca eletromotriz

AE(®)

Al

]

|

y . . . >
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 t
-A

Fonte: elaborada pelo autor.

Lembremos de suas atribuicdes na empresa de software cientifico:
vocé deve produzir conteudo tedrico para os fundamentos do
programa a ser desenvolvido por uma empresa prestadora de servicos
de engenharia. Nesse sentido, a ideia € que vocé apresente a resolucdo
de um problema com valores numeéricos como sendo um exemplo
dos desenvolvimentos tedricos. E proposto ainda que vocé exponha
a resolucdo das seguintes questdes: como a corrente desse sistema
depende do valor A da forca eletromotriz? Se A duplicar, entao é
correto concluir que a corrente resposta também sera duplicada?

Nao pode faltar

1.3.1 Problemas de valores de contorno e séries de Fourier

Joseph-Baptiste Fourier apresentou para a Academia Francesa de
Ciéncia, em 1807, uma primeira memoria de suas pesquisas sobre o
calor. Em 1822, ele publicou sua notavel obra Theorie analytique de
la chaleur (Teoria Analitica do Calor), na qual ele expds seus trabalhos
sobre a conducdo do calor em uma barra homogénea utilizando o que
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chamamos atualmente de séries de Fourier. Considere a Figura 1.16, a
fungao representa o calor em uma barra homogénea na posicao x e
no instante t.

Figura 1.16 | Conducdo do calor em uma barra homogénea

u(x, t)\

x=0 X x=L
Fonte: elaborada pelo autor.
A modelagem matematica desse problema recai numa equacao a
derivadas parciais (abreviadamente, EDP) do tipo:
ou_
ot ax?
denominada equacgdo unidimensional do calor (unidimensional
porque temos apenas uma variavel para representar o espaco). Mas
nos referiremos a ela simplesmente como equacgao do calor.

U9 Pesquise mais

A equacédo do calor ndo sera deduzida nesse texto, mas vocé pode
consulta-la no apéndice A do capitulo 10 do seguinte livro:

BOYCE, Wiliam E.; DIPRIMA, Richard C. Equagdes diferenciais
elementares e problemas de valores de contorno. /. ed. Rio de Janeiro:
LTC, 2002. 416 p.

A deducao estd também disponivel nas obras de Edwards e Penney (1999)
e Zill (2001).

Em EDP's temos a presenca de derivadas parciais da funcéo
incognita, algo que ndo estd presente em equacdes diferenciais
ordinarias (EDOs), tema possivelmente ja de seu conhecimento. Na
equacao do calor, consideramos u como uma funcao das variaveis x e
tisto é u=u(xt), e k uma constante que depende do material e esta
associada com a forma como o calor se difunde nele.

Com o conhecimento que temos até o momento, Ndo € possivel
resolvermos a equacao do calor, e € preciso, ainda, detalhar as
condicdes auxiliares do problema.
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Nessa classe de problemas, precisamos definir dois tipos
de condicdes:

i) Condices iniciais (ou seja, qual a temperatura inicial da barra).

i) Condicdes de contorno (neste caso, quais sao as temperaturas
nas extremidades da barra em qualguer instante de tempo, ou seja, em
x=0¢ex=L).

A condic3o inicial € dada por uma condicdo do tipo u(x,0)=f(x).
Essa condigao significa que, no instante inicial, t = 0, a temperatura u
da barra é dada por uma funcdo f(x).

Ja como condigdes de contorno, vamos assumir, por
enguanto, que, nas extremidades da barra, a temperatura € zero:
u(0,t)=u(L,t)=0.Temos, entdo, o que é denominado de um problema
de valores de contorno, dado pelas equacdes:

ou _, du
at = ox?
u(x,0)="f(x),

u(0,t)=u(Lt)=0,
para x €]0,L[,t > 0.
Na Figura 1.17, ilustramos geometricamente as condicdes anteriores.
Figura 117 | Geometria do problema de contorno representado pelas equacdes

Ou O 0y~ f(x) € u(0t) = u(Lt) =0

57 ox?
ou 0%u
oU_ oy
t ot ox?
¥
u(0,t)=0== =u(Lt)=0
]I P%
u(x,0)=f(x)

Fonte: elaborada pelo autor.

Nao é possivel escrever a solucao da maior parte das equacdes
diferenciais (sejam EDO's ou EDP's) em termos de funcdes
elementares. Em algumas poucas situagdes, dependendo do tipo da
EDP e da geometria do problema (retangular, circular, sdo situacdes
frequentes), existem procedimentos para determinar uma solugdo da
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EDP. Mesmo assim, essa solucao sera escrita como uma série infinita
ou alguma integral ndo trivial. A vantagem de obtermos estas solu¢des
nessas situacoes especiais € que elas proporcionam um entendimento
e uma compreensao mais qualitativa das situacdes mais complexas.
Existem poucos métodos gerais para a resolucdo de EDP's. Um desses
metodos € o método da separacdo de variaveis, que se baseia no
principio da superposicao. A aplicacado do metodo de separacao de
variaveis nos conduz as series de Fourier.
Para aplicar o metodo, vamos supor gue a solucao do problema
2
de valores de contorno, dado pelas equagdes ?’TL: = kg—g, u(x,0)=f(x)
X
e u(0t)=u(Lt)=0 possui uma solucdo u(xt) que possa ser escrita

na forma u(x.t)= X(x)T(t), em que a funcdo X depende apenas da

variavel x e a funcao T depende apenas de t. Como a funcao X depende
apenas da variavel x, vale que ?—u —X'T e %Y _ x7/ Assim, Qu _ X"T .
ox ot ox?
Aqui, a notacao X" significa que estamos efetuando a derivada da
fungdo X(x) duas vezes e, como ela é apenas funcao da variavel x,
nao e uma derivada parcial. Além disso, vamos assumir que as funcoes
X e T nao sejam identicamente nulas. Substituindo as expressdes para
du du 8%u

2
X7 e 94 _ yrr em 24—k 9°Y temos:
ot T ot ox?

X (x)T'(t)= kX" (x)T (t)

Entdo, temos que:
X"(x) 1T(t

X(x) Kk T(t)
X"(x) 1Tt
X(x) Kk T(t)
Portanto, tem de serigual a uma mesma constante. Vamos denomina-la
de constante de separagdo e representa-la pela letra grega —A\
X" (x)
X (x)

~—

A equagao € valida para todo x€]0,L[t>0.

=)

(veremos que é conveniente adotar o sinal negativo). Logo:
T'(1)
€70 =k
Temos, agora, as duas equacdes diferenciais: X" (x)+AX(x)=0 €
T'(t)+ kAT (t)=0.
Neste ponto, usamos as condicdes de contorno nas equacdes
u(0t)=u(Lt)=0: X(0)T(t)=0 € X(L)T(t)=0.
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Como estamos supondo que T ndo € identicamente nula,
necessariamente devemaos ter X (0) = X(L)=0. Assim, a funcao X satisfaz

ao problema de valor de contorno:
X"(x)+AX(x)=0, X(0)=X(L)=0

&ﬁ*’ Assimile
O problema de contorno apresentado em  X”(x)+AX(x)=0,
X(0)=Xx(L)=0 recebe o nome de problema de autovalor. Para
cada solugdo ndo trivial em X”(x)+AX(x)=0, X(0)=X(L)=0, temos

associados valores de A que recebem o nome de autovalores. As
solucdes associadas a esses autovalores sao denominadas autofungdes.

Para apresentar a solucao do problema de autovalor
X"(x)+AX(x)=0, X(0)=X(L)=0, consideraremos as trés possibilidades
para A : positivo, negativo e nulo. Vejamos cada uma delas.

) Se A=0, a equacao diferencial do problema de autovalor
X"(x)+AX(x)=0, Xx(0)=Xx(L)=0 reduz-se a Xx"(x)=0, CuUja
solucdo € x(x)=ax+b. Lembrando das condicdes de contorno
x(0)=x(L)=0, forcosamente a=b=0, o que implica na
solucdo identicamente nula x(x)=0,vx elo,L[. Assim, A =0 nao
€ autovalor para o problema de autovalor x”(x)+xx(x)=o0,
X(0)=X(L)=0.

i) Se A <0, a solucdo da equacio diferencial & X(x) = ae™* 1 a,e**
Também, neste caso, em funcao das condicdes de contorno
X(0)=X(L)=0, teremos a =a, =0 e a unica solucdo sera a
solucao trivial. Assim, o problema de autovalor x”(x)+Ax(x)=0,
X(0)= X(L)=0 NA0 pOSsui autovalores negativos.

i) Se A>0, seguiremos o padrao adotado pela literatura e
escreveremos A =a?. A solucdo geral da equacdo
diferencial ~ X”"(x)+a2X(x)=0 &  X(x)=a;cos(ax)+a,sen(ax).
A condicdo de contorno  X(0)=0 implica que a =0.
Para que X(L)=aysen(al)=0 com a,=0, devemos ter

> n%m?

al = nm,n=12,3,.... Portanto: a® = 2 ,n=123,...

Ou seja, neste caso, teremos infinitos autovalores positivos:

2_2
N, =21 n=123,.. cuas autofuncdes associadas s30

n L2

X, (x)= sen[?],n =123,... (adotamos a, =1).
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Voltandoaequagdo T'(t)+ kAT (t) = 0, temos que uma solucdo dessa
kn27_2r2t

equagdoé T(t)=e . Temosentdo un(X-f):Sen[%]e Eoon=123..

Contudo, ndo temos como assegurar que u,(xt) satisfagca a

condi¢do inicial u(x,0)=f(x). Pelo principio da superposi¢cdo, a

funcdo u(xt)=> c,u,(xt) satisfard u(x0)=f(x) para valores
n=1
a determinar dos coeficientes ¢,,. Da condicdo inicial, temos

u(x,0)= chun (x,0) = chsen
n=1 n=1

”zrix]:f(x)_ Do que ja estudamos

- , 2 rt nmwx
sobre séries de Fourier, temos que ¢, 7f»/; f(x)sen[—L ]dX.
Com isso, resolvemos o problema de autovalor X”(x)+AX(x)=0,
X(0)=Xx(L)=0, sendo a solucdo dada por u(xt)= chun(x,t)l com
n=1

u,(x.t) e ¢, descritos anteriormente.
E[9 Pesquise mais

Para saber mais sobre o Principio da Superposicao sugerimos a consulta a
pagina 110 do seguinte livro-texto:

CENGEL, Yunus A.; lll, William J. Palm. Equag¢des Diferenciais. Sdo Paulo:
Porto Alegre, 2014. 600 p.
Esta videoaula da Univesp TV aborda a explicacdo anterior sobre o Método
de Separacao de variaveis.

UNIVESP. Célculo Ill - Aula 21 - Introducdo ao estudo das equagdes
diferenciais parciais. Disponivel em: <https://www.youtube.com/
watch?v=u_UZuWXNfu8&list=PLyMTbTyU2PsSxypO5IKNIMvXWVh5jfx
IH> Acesso em: 29 set. 2017.

1.3.2 Aplicacao de séries de Fourier: circuito elétrico
Veremos, agora, um exemplo de utilizacao das séries de Fourier,
na forma complexa, em equacdes diferenciais ordinarias de segunda

ordem. Na sequéncia, particularizamos a solucdo para um circuito
elétrico RLC. Considere a EDO:

ax” + bx’ +cx =f(t)

com a,b,c € R e f(t) uma funcdo eletromotriz periddica (que
pode ser descontinua, por exemplo, uma onda quadrada).

A ideia basica para resolver uma equacao diferencial com séries
de Fourier consiste em substituir na equacao a expansao em serie de
Fourier das funcdes incognitas e da forca externa na equacao, igualar os
coeficientes da expansao e, entao, expressar os coeficientes da funcao

incognita em termos dos coeficientes da funcao que representa a forca
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externa. Vejamos, neste exemplo, 0 passo a passo desse procedimento.

Para determinar a funcdo x(t), admitimos que tanto x(t) quanto
f(t) tenham desenvolvimento em série de Fourier, dados, a sequir, na
forma comglexa‘

o inwt > inwt 27

f(l‘)—n;xa ™ o X(t)fn;xﬂne onde w=Z2T.

Para que possamos utilizar séries de Fourier na resolucao de
equacdes diferenciais, € necessario efetuar a derivagdo da funcdo
incognita representada por série de Fourier na equacao. Contudo,
Nnao € qualquer série infinita que pode ser derivada termo a termo. O
teorema seguinte fornece as condicdes para a diferenciacdo termo a
termo de uma série de Fourier.

&3" Assimile
Edwards e Penney (1999): Teorema (diferenciacdo termo a termo de
séries de Fourier): considere a funcéo f continua em toda reta, periodica
com periodo 2L. Considere, ainda, que a derivada de f & derivavel por
partes para toda reta real. Entao, podemos derivar a serie de Fourier da
a nrt .
fungédo f(t)==2 +Z{a cos[ ]+b sen[ T ]) e vale que:

nrt +n—7rb cos nrt
L L L))

=)

= Z [7%ansen

n=1

Derivando  X(t) termo a termo, temos x' Z inws,e™ e
X”(t): i 7n2w2ﬂnefmut .

Substituimos as expressdes para £ (t), x(t), x'(t) € x"'(t) naequagao
diferencial ax” +bx’+cx = f(t):

o

z : UJ B eln.ut

n=—oc

o0

2 : /n/} elmut

n=—oo

a +b +c

Z B emwt

n=—oo

§ :Q elnwt

n=-—oo

z :a elnwt

n=—oo

Zoc: (—an w +b/nw+c)/5 et | =

n=—oo

Vale a igualdade coeficiente a coeficiente: (-anw? + binw +c)s, = a,,
Ou seja, teremos a expressdo a sequir para os coeficientes de x(t)

B, = L a,
(—anzw2 + binw + c)

Os coeficientes @, sdo os coeficientes da expansdao em série de

. ~ . 1 L —inw
Fourier da fungdo eletromotriz, dados por @, = ZﬁLf(t)e ‘dt
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Um dos problemas no qual as séries de Fourier podem ser aplicadas
€ a determinacdo da corrente elétrica i(t) em um circuito elétrico RLC.

Nesse ponto, vamos particularizar nossa solucdo para a EDO
definida a partir do circuito apresentado na Figura 1.18:

Figura 1.18 | Circuito elétrico RLC

Fonte: elaborada pelo autor.

Suponha que uma forca eletromotriz periddica f(t) atue sobre esse
circuito. Queremos determinar a corrente I(t) neste circuito elétrico. A
equacao diferencial que modela a corrente I(t) é:

p R, 1
! (t)+fl (t)+al(t):f(t)_

A corrente I(t) serd periodica com o mesmo periodo que a forca

eletromotriz f(t). Esta pode ser, por exemplo, uma onda quadrada.

A O0<t<1
Suponha que a fungao f(t) seja definida por f(t)=10, t=1out=2,
. . " —A 1<t<?2

em que A € um numero real positivo.

Comparando as equagoes ax’’ +bx' +cx =f(t) e
" R ’ 1 o o o R 1
")+ V(O + () =1(1), temos que a=1, bff e o=z

o 1
Substituindo em 8, = Y @, , temos:
(—an w +b/nw+c)
;
=TSR 1% . Falta determinar os coeficientes da
—N-w +flnw+a]

expansdo, em série de Fourier, da forca eletromotriz. Eles sdo dados

——, n impar
por «, =4 nm .
0, n par o )
Concluindo, a corrente sera dada por /(t)= >  B,e™' com
1 4A i n=—oo,n impar
By = 1Y e [11IMpar.

—n?w? + Binw + =
L CL
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1.3.3 Aplicacdo de séries de Fourier: condugao do calor em
uma barra

Considere uma barra metalica de 80 cm de comprimento, aquecida
lateralmente a 40 °C ao longo da barra. As extremidades da barra
sao mantidas a 0 °C para todo t > 0. Determine a expressdo para a
temperatura u(x,t) da barra ao longo do tempo.

No item 1 desta secdo, vimos que a solucao do problema de valor

de contorno apresentado nas equacdes % 3 s, u(x,0)=f(x)

e u(0t)=u(Lt)=0 é dada por u(xt) Z (x,t), em que
B n2 2!

c, Lf f(x [ ]dxeu (x.t)=e L sen[ i ]n_123

No nosso caso, temos que L =80 e f(x)=40° para0 < x <80.
Substituindo esses valores: L,
N —kn 7t

entdo U, (x,t)=e 6400 sen[”;)x] n=123, e

80
N7X gx — f sen [an] ax — 89 (1 - cos(mr))
0 80 nm

2 80
c, = —f 40sen|——
80Jo

160 .
——,n impar
nm .

Logo, fica ¢, =
0,n par

Finalmente, a solugdo u(x,t) chun x,t) sera dada por:
=1

272¢
u(x,t)z Z @e 64oosen[%]

1.3.4 Aplicacado de séries de Fourier: sistemas mecanicos

Considere um sistema com uma massa m e uma mola de
constante k, com uma forca externa periddica f impar de periodo
4. A hipotese de paridade da forca externa € utilizada apenas para
facilitar os calculos nesse exemplo. Representamos por x(t) o
deslocamento da massa a partir do ponto de equilibrio. Esse sistema
estd representado na Figura 1.19.
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Figura 1.19 | Sistema mecanico com forca externa

" . |
@

.
s — e — )
x=0 x(t)

Fonte: elaborada pelo autor.

Odeslocamento x(t) satisfaz aequaciodiferencial mx’’ + kx = f(t)
cuja solucao geral € dada por x(t) = acos(wgt )+ bsen(wpt) + Xpar (t).

em que Xpar (t) representa uma solucao particular da equacao

k
diferencial e wo = J; € a frequéncia natural. A partir das condicdes

iniciais do problema, € possivel determinar os valores para a e b. Nao
Nos ocuparemos desse aspecto aqui. Nosso foco, neste momento, € a

determinacdo de Xy (t) periddica usando séries de Fourier. Devermos

supor que, para todo n, 27 ., .
L

D Reflita
o
nm

Qual o significado fisico da hipotese = wg ? Existe alguma situagdo

na Engenharia para a qual a igualdade r;_l:wo possa resultar em
algum problema?

Como a forga externa € supostamente impar, vamos determinar
OO
~ . T nmx
uma solugéo particular periodica da forma X, (t) = E ansen[%].
n=1
Para resolvermos um problema especifico, suponha que a forca

30<x<?2

xterna seja uma on r rro= '
externa seja uma onda quadrada dada po (t) {73,2<X<4

Como assumimos f de periodo 4, entdo 2L =4, portanto L = 2. Sua

~ L ., 6 <~ 1—cos(nnw nwx
expansaoc em serie de Fourier e f(t) = ;Z%Sen[T].
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Substituimos as expressdes para Xpan(f)zz%se”[%x]
n=1

1—cos(n
f(t) = Z#Sen[%x] na equacao diferencial mx" +kx =f(t).

n=1

— cos n
mzfia sen[ J+kZa sen[ TFX]: SZ Tr en[n—ng
oo 2_2
Z[kan o mn47r a,

n=1

[mrx] >, 6 1—cos(nm) [nﬂx
sen|—=|= ———— Jsen|—=
2 — 2

s

Entdo, os coeficientes «, sdo dados por:
1 6 1—cos(nr)

mn?r? |7 n

4

Kk —

Sem medo de errar

Recordemos que vocé foi contratado por uma empresa de prestacao
de servicos em engenharia para produzir conteudo teorico para oS
fundamentos de um software de resolucdo de equacdes diferenciais
em estudo pela empresa. Vocé ja entregou parte desse material teorico
e, para concluir o projeto, a ideia € que vocé apresente a eles um
exemplo com valores numéricos. E nesse contexto que se insere a
questao de como obter a resposta do circuito elétrico apresentado na
Figura 1.14 desta secao, sujeito a uma forca eletromotriz do tipo onda
quadrada (apresentada na Figura 1.15 desta sec¢ao).

Seguindo a exposicao feita na Subsecdo 1.3.2 (Aplicacdo de séries de
Fourier: circuito elétrico), temos que a equacao diferencial que modela

este circuito e /”(t)+§//(t)+él(t) E(t), em que a forca eletromotriz

€ a onda quadrada apresentada na Figura 1.18, e na figura 1.14 temos os
valores R=350Q, L =0,04H e C=5ufF .

Os coeficientes da expansao em série de Fourier da
P _
forca eletromotriz  sdo dados  por an:—sz E(t)e ™tat,
-P

no qual estamos adotando, neste caso, P para representar
O periodo da forga eletromotriz. No caso da onda quadrada

apresentada na Figura 117, temos P =0,02 € 2P =0,04. Assim,

0,02
0,02 e—in#;zt {1 _ e—imr}
= 25A =A

—mwt

0,02 .
a, = Lf Ae Nt — 254|2 :
0,04 Jo 2inm

—inw o —in- "
0,02},
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[1 - e”"’”]

2int  2inmw

[1—(cosnr —isennm)| = ,i,n impar .

a, = A
n inm

) ,i,n impar
Logo, fica an = qinm
0,n par

. 1 0,04
Temos ainda: :—f Adt — 2A.
emos ainda: «ag 002Js

Como mostramos na Subsecao 1.3.2, os coeficientes da funcao

1

corrente serao dados por g, = a,. A frequéncia

—n?w? + Binw + 1
L CL

1 . -
oL Entdo, a expressao para os
. , 1
coeficientes 3, pode ser reescrita como 8, = o .

(woz — n2w2) + %inw

natural do circuito é dada por w§ =

Agora, vocé pode substituir os valores para R, L e C na expressao
anterior para os coeficientes 5, . Assim, se duplicarmos o valor de A, a
corrente também sera duplicada.

Neste momento, vocé pode sintetizar os resultados obtidos nesta
Secao junto aos resultados ja obtidos nas duas primeiras secdes desta
unidade e enviar seu relatorio técnico para a equipe de desenvolvimento
do software.

Avancando na pratica

Equacgdes diferenciais com oscilacdes
forcadas descontinuas impares

Descricao da situacao-problema

Suponha que vocé esteja prestando servicos para um escritorio
de engenharia que vem desenvolvendo analises para a industria de
maquinas e equipamentos industriais. Para modelar tais situacdes, sao
utilizados problemas de contorno do tipo:

mx” +kx=F(t), 0 <t <L, x(0)= x(L)=0, em que F(t) representa
uma forca externa descontinua impar.
. ~ A . o .
Considere que a funcao F(t)zft,A>0 seja periodica de periodo

2L, como vemos na Figura 1.20 a seqguir.
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Figura 1.20 | Forca externa periddica

r Fm
A /

A

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucao da situacdo-problema

A extensdo periddica da fungdo F(t) é impar de periodo 2L. Os
coeficientes a, da série de Fourier para F(t) sdo todos nulos. Os

coeficientes b, para F(t) sdo dados por:

L
b 2 Atsen[nTm‘

= dt .
" LJo L

Efetuando a integracao por

L
b, =22 [“tsen| ™ |t — 2A (4
L Jo L nm :

A série de Fourier para F(t) sera F('):i%(‘1

partes, teremos

)n+1 sen [ nwt ] .
L

Uma solucao particular da equacao diferencial pode ser escrita

COMO Uma soma de Senos:

Xpart (1) = chsen[nTﬂ] )
n=1

A segunda derivada de Xy (t) € Xpar (t) = ifnz

2
B Cpsen| =

n=1

Substituindo na equacao diferencial, temos:

Z” _n’n® sen[’lt] Z“ o sen L’rf]
n n
L2 L — L

n=1

=)

m +k

nrt

lgualando os coeficientes de sen[ i

n=1 n=1

2_2
Fntéo: [— e +k]c,, =%(—1)”“.

Podemos escrever os coeficientes ¢, % =

Finalmente, temos que: Xpar ()= 28_

n=1

nm

L2
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[ mn?z2 nnt S~ 2A 41 nzt
Z[— B +k]cnsen[T] = ZE(_ﬂ sen[T

nﬂ't]

— Zﬁ(,1>"+1 sen[ﬂt],
£~ nm L




Faca valer a pena

1. A sequir, apresentamos, nos itens de (A) até (D), varios comprimentos de
barras, indicados por L (em centimetros), e a temperatura inicial da barra,
indicada por t, (em graus Celsius). Nos itens identificados pelos algarismos
romanos de () até (IV), temos problemas de valores de contorno que
representam as condi¢cdes dadas pelos itens (A) a (D).

(A) L=120, t,=30
(B) L =30,
(C) L =280,

ty =120
ty = 40

() du_ O

at o ox?
u(x,0)=40
u(0,t)=u(80,t)=0

(D) L=150, t, =75 () o %u

o e
u(x,0)=30
u(0,t)=u(120,t)=0

2
(i =k
u(x,0)=120
u(0,t)=u(30,t)=0
ou , 9u
(V) a5 k(‘)?
u(x,0)=75
u(0,t)=u(150,t)=0

A alternativa que contém a associacao correta das letras com os algarismos
romanos é:

aAJA-L;B-1;C-1lI;D - IV.

b)B-1,A-1;D-1ll;C-IV.

cAC-LA-1;B-1ll;D-IV.

dB-1;C—-1;D-1I;A-IV.

e)D-LA-I;C—-1II; B-IV.

2. O problema do calor com condicdes de contorno homogéneas é dado
pelas equacdes:

u _ | 0%
ot ox?
u(x,0)="7(x)

u(0,t)=u(Lt)=0

A constante k é denominada difusividade térmica. Na tabela a seguir,
apresentamos o valor de k para alguns materiais (BOYCE e DIPRIMA, 2002).
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Tabela 1.2 | Valores de difusividade térmica para materiais selecionados

Prata 1,71
Cobre 114
Aluminio 0,86
Tijolo 0,0038

Fonte: Boyce e Diprima, 2002.

Considere que uma barra de cobre com 40 cm de comprimento seja
submetida a um ambiente com temperatura de 120 °C. No instante inicial, as
laterais da barra sao colocadas em contato com um resfriador a temperatura
de 0 °C e mantidas assim para todo t > 0.

A expressdo para a solugdo u(x,t) é dada por:

nnt

>\ 1600 4800 (prx
a) u(x,t)= Z e nmx
n=135,.. n*x? 60
_ n?rt
e 4800
b)u(x,t)= Z 1600e x|
nm 120
n=135.,...
Lt
e 40
o) u(x.t)= Z 12Ooe nmx1.
K nm 80
N=135,...
27l'2
>\ 480 o0 nmx
d) u(xt)= Z e /=
n135,. M 40
2_2
_mn Tt
S 3200
e) u(x,t)= Z 2421026 sen| 7™ )
n-135,.. 1T 220

3. No problema de valores de contorno estudado nesta secdo, diz-se que
as condicdes de contorno sdo homogéneas (iguais a zero). Apenas para
relembrarmos, esse problema é dado pelas equacgdes:

ou _, du
u(x,0)=f(x) (1b)
u(0t)=u(Lt)=0 (lc)

para x €]0,L[,t >0.
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Dizemos que temos condicdes de contorno ndo homogéneas se o problema
de valores de contorno for dado pelas equacdes:

ou | 9%

= okSs 2

o k8x2 (2a)

u(x0)=f(x),0<x<L (2b)
u(0,t)=£(t),t>0 € u(Lt)=£,(t),t>0 (2c)

para X€|0,L[t>0, em que f(t) e f(t) sdo as temperaturas nas
extremidades da barra.

No «caso particular em que f(t)=A e £(t)=B, se tomarmos
v(x,t)=A+(BzA)x a funcdo u(xt)=u"(xt)+v(xt) serd solucdo da equacio

ou_ P
ot ox? '
e u(O,t):ﬂ(t),t>0 e ulLt)=h(t)t>0 com f(t)=A e £(t)=B sendo

ndo homogénea dada pelas equagdes u(x0)=Ff(x),0<x<L

22k

[ i ] na qual os coeficientes C, sdo os coeficientes

~ B-A
seno da fungdo f(x)fv(x):f(x)—A—( I )x:
L —-A
cn:gf f(x)— )xsenwdx.
LJo L L
Considere o problema
au_ du
at ox?

u(x0)=20<x<6
u(0t)=2t>0 € u(6t)=51t>0
para x €]0,6[,t >0 .

Considere as afirmagdes a seguir: ~ n’=%k
~ . _ X r nmx
I. A solucdo deste problema é dada por u(xt)= 2+E+Zc,,e sen|——
6cos(nm) =
emaque ¢, = ———=.
nm n? zk
nmx
II. A solucdo deste problema é dada por u(x.t)= —+Zc e © 'sen|MX
6 nm
em que ¢, 7WCOS it
2 2k
lll. A solucdo deste problema € dada por u(x,t) —+Zc e 3 sen X

2_2
emque ¢, = ”T”cos[%”].
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Agora, marque a alternativa correta:

a) Apenas a afirmacéo | é verdadeira.

b) Apenas a afirmacdo Il é verdadeira.

c) Saéo verdadeiras apenas as afirmacdes Il e lIl.
d) Sdo verdadeiras apenas as afirmacdes | e lll.
e) As afirmacdes |, Il e lll séo falsas.
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Unidade 2

Sistemas de equacdes
diferenciais ordinarias lineares

Convite ao estudo

Ola, estudante! Na primeira unidade vocé teve a oportunidade
de estudar as séries de Taylor e Fourier e suas aplicacdes. O foco
da Unidade 2 ¢ fornecer as ferramentas matematicas necessarias
para a resolucao de sistemas de equacdes diferenciais ordinarias
lineares. Esses sistemas envolvem problemas contendo um vetor
de variaveis dependentes, no qual cada uma das componentes
depende de um conjunto de variaveis independentes, e essas
equacdes estao interligadas por alguns vinculos.

Como uma situacdo de aprendizagem, vocé sera o
engenheiro de uma empresa que desenvolve projetos de
circuitos eletréonicos de acordo com a exigéncia do cliente. Essa
empresa tem varios setores e profissionais, de modo que cada
pessoa contribui com uma parte do processo até a concepcao
do produto final. Nesse contexto, sua tarefa € analisar partes
especificas de trés projetos diferentes que estao em andamento.
No primeiro, vocé devera encontrar os autovalores e autovetores
de um circuito. Para o segundo projeto, sera necessario resolver
um sistema de equacdes diferenciais ordinarias lineares por
meio do metodo da eliminacao. Finalmente, no ultimo projeto,
sua parte sera resolver um sistema EDO linear utilizando o
metodo dos autovalores e autovetores.

Iniciaremos a Secdo 2.1 apresentando o problema de autovalor
e autovetor de uma matriz, bem como sua solucao. Na Secao
2.2, classificaremos e apresentaremos exemplos de sistemas de
equacoes diferenciais ordinarias lineares e um método simples de
solucao. Na ultima secao, utilizaremos o metodo dos autovalores
e autovetores para resolver sistemas de equacdes diferenciais
ordinarias lineares.



Secao 2.1
Autovalores e autovetores

Dialogo aberto

Aprender e aplicar modelos fisicos com solucdes e técnicas
matematicas conhecidas a problemas reais € uma tarefa que um
engenheiro realiza constantemente. Nesta secdo, vamos descrever
técnicas de resolucio de problemas de autovalores e autovetores. A
primeira vista pode parecer apenas uma técnica matematica. Porém,
com o passar das secdes, vocé percebera sua importancia na solucao
de sistemas de equacdes diferenciais, 0s quais sao utilizados para
modelar problemas reais.

Lembre-se de que nesta unidade vocé € um dos engenheiros de
uma empresa que desenvolve circuitos eletronicos de acordo com a
exigéncia do cliente. Um dos projetos que a empresa esta desenvolvendo
consiste em modelar um trecho RLC paralelo do circuito. A Figura 2.1
mostra esquematicamente esse circuito, assim como os sentidos das
correntes, arbitrariamente escolhidos como positivos.

Figura 2.1 | Par de um circuito RLC

_>—|%

R
- AW

T

Sabendo que a tensao fornecida para esse trecho em paralelo € Ve
a corrente no indutor € /, vocé consegue escrever o seguinte sistema
de equacdes que envolve a corrente e a tensao, bem como suas
derivadas primeiras.

Fonte: elaborada pelo autor.
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av__1_v
d¢ C RC

Para facilitar a visualizacao do sistema, podemos escrevé-lo na sua
correspondente forma matricial:

"y (0 1L (1
V'l |-1/Cc -1/RC||V

Na sua bancada existem o0s componentes eletronicos com
as sequintes especificacdes: R=4Q, L=01H e C=0,001F
Primeiramente, sua tarefa sera determinar os autovalores e o0s
autovetores associados com os componentes disponiveis para essa
parte do circuito. Com esses valores sera possivel, em um segundo
momento, resolver o sistema de equacdes diferenciais lineares do
circuito RLC paralelo. Dessa forma, vocé precisa aprender essa
técnica para poder comecar a trabalhar nessa parte do projeto.
Vamos comecar?

Nao pode faltar

O prefixo “auto” nas palavras autovalor e autovetor refere-se a palavra
em alemao “eigen’, que significa proprio, caracteristico. Vamos definir
a classe de escalares e vetores que recebem o nome de autovalores e
autovetores, respectivamente, da seguinte forma:

(t:” Assimile
Definicdo de autovalores e autovetores: seja A uma matriz n x n , x vetor
ndo-nulo em R"e )\ um escalar. Se a seguinte equagao é satisfeita:

Ax = )x.

Entdo, A € autovalor de A e x € autovetor de A associado a A.

Em geral, a aplicagao de uma matriz A sobre um vetor x rotaciona
tal vetor no espaco. Contudo, se x € autovetor de A, entdo, a acao de A
sobre x sera apenas uma compressao ou Uma expansao por um fator
|)\|, na direcdo inicial de x. A Figura 2.2 exemplifica esse conceito e
mostra um vetor x e quatro possiveis situagdes, ou seja, Compressao e
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expansao na mesma direcdo e sentido de x, e na mesma direcdo, mas
no sentido contrario a x.

Figura 2.2 | Resultado da aplicacdo de A sobre x

AX X 0<A <l
X - X X >1
' —_—X ~1<A<0
AX X L <—1

Fonte: elaborada pelo autor.

Podemos explorar o significado geomeétrico dos autovalores e
autovetores de uma matriz da sequinte forma:

- ?Z| Exemplificando

Seja a matriz A:E :13] mostre que u= 1/12 € um autovetor de A,

Resolucao:
Multiplicando a matriz A pelo vetor u, temos:

A

Como o resultado da multiplicacao € um escalar multiplicado por u, esse
vetor é autovetor de A. O escalar 4 € o autovalor associado ao autovetor u.
A Figura 2.3 mostra que a matriz A tem o efeito de expandir u por um fator
4, e o resultado dessa expansdo esta representado pelo vetor v.

Au=

Figura 2.3 | Efeito de aplicar uma matriz em um de seus autovetores

—4

-3.5 /’
3 -

-2:5

-0.5 -

1 //
u

0 02 04 0 L : L L L
i i [ i I i i 1 i ]

Fonte: elaborada pelo autor.

- J
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Até aqui, apenas citamos a existéncia dos autovalores e
autovetoresNo entanto, ndo mostramos um procedimento geral
para encontra-los. Para isso, precisamos reescrever a equacao
AX = \x da seguinte maneira:

(A-N)x=0.

na qual | € a matriz identidade n x n . Esse sistema so tera solucao
n3o nula para x se, e somente se, o determinante de (A—l) for zero.
Assim, podemos escrever O seguinte teorema:

&g& Assimile

Teorema: dada uma matriz A de ordem n x n, )\ serd autovalor de A se,
e somente se, satisfazer a seguinte equagao:

det(A —Al)=0.

A equacdo det(A—X)=0, que foi apresentada no teorema
anterior, € conhecida como equacao caracteristica da matriz A. Vamaos

~ ~ . . 21
entao encontrar e resolver a equacao caracteristica damatriz A= 9

que foi discutida no exemplo anterior.

J=| Exemplificando

2 1
Encontre os autovalores de A = {2 3}.
Resolucao:
Primeiro, encontramos A-JM= 21 - 1o_2-4 . Depois,
2 3 01 2 3-)

devemos calcular a equacao caracteristica, que é:
det(A—Al)=0

2—-)\ 1

=0
2 3-A

(2-N)(3-))-2=0-

Resolvendo a equagao, temos 0s sequintes autovalores: A, =1 e
A, =4

U2 - Sistemas de equagdes diferenciais ordinarias lineares 71



Ao desenvolver a equacao caracteristica da matriz nxn A, por
meio de det(A —Al)=0, temos a sequinte equacao:

AN 4+e, N +e, NP +--+¢,=0,comc,eC ouc, eR.

Como a matriz A € uma matriz n><n, a equacao caracteristica
fornece um polinbmio caracteristico de grau n:

p(A)=A"+c, A" +c, \"E 4

p(A) € o polinbmio caracteristico de A e do Teorema Fundamental
da Algebra, que possui exatamente n raizes e, portanto, A pode ter no
Maximo n autovalores, que podem ser reais ou complexos. Faca vocé

0 1 0
mesmo o calculo e verifigue que os autovaloresdamatrizB=-1 0 0
3 -12 6

sao as raizes de um polindbmio de grau 3: A\, =6 e A3 = +i .

A partir dos autovalores A de uma matriz A, podemos obter os
correspondentes autovetores x Nao nulos que estao No espaco solucao
da equacdo linear (A-A)x=0, que € chamado de autoespaco de A.

‘tz” Assimile

Definicdo: Sendo A uma matriz N x N e a sua equacao caracteristica
det(A —M)=0, Os autovetores associados a um autovalor A ¢
um espaco solucdo de A que € chamado de autoespaco de A
correspondente a A

. . 21 . ~
Seguindo com a mesma matriz A:[2 4 CUlos autovalores sdo

A=1e )\ =4, vamos encontrar os autovetores associados. Seja o

N B 2— 1 0
, utilizando a relagdo (A-N)x=0, temos { 2 3. *'0]

X1 X1

vetor x =

X5 X3

e, substituindo A=4, ficamos com:
-2 1 0
2 1

X

. que fica —2x, +1x, =0.

X,

Escolhendo x2:t_>x1:t%, O autovetor geral associado ao

12

autovalor 4 € x =t At Para t=1, esse € o vetor do inicio da secdo, e &
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uma base do autoespaco de A associado a 4. Fica como um exercicio

para vocé mostrar que x=t € a familia de autovetores associados

ao autovalor A =1.

?Z| Exemplificando

0 0 -5
Encontre as bases do autoespaco damatriz B={1 5 1
10 6

Resolucao: para encontrar os autovalores de B, calculamos:
-2 0 -5|-2 0
detB—Al)={1 5-—-2)\ 111 5-X=0
1 0 6-)\1 0
(5—A)(\*—6)+5)=0

que tem como solugdes: A=5e A=1.

Para encontrar o autovetor geralassociado ao autovalor A =5, resolvemos
O sistema:

=5 0 =5, —5v,—5v, =0 e
1 0 1|v,|=0— Vv, =0 —V,=t. Vs =SEeV,=—V;.
1 0 1|v,
—1 0
Temos: v=s| 0 |+t|1]|. Escolhendo s e tiguais a 1, temos que uma base
1 0
do autoespago de B, associado ao autovalor A=5, é composta pelos
-1 0
vetores u;=| 0 | eu, =[1|. Na Figura 2.4, esses vetores de base estdo
1 0

desenhados em coordenadas tridimensionais e, para quaisquer escolhas
de s e t, teremos um vetor x, que pertence ao plano que € gerado pelos }
vetores base.
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{Figura 2.4 | Autoespaco de B associado ao autovalor A=5 A
Fonte: elaborada pelo autor.
Seguindo 0s mesmos passos para A =1, temos:
-1 0 5|,
1 4 1|v,|=0—v,=5¢t, v,=t e vy =t, que nos fornece o
1 0 5y, _5
seguinte autovetor geral: v=t| 1 | . Escolhendo t =1 nesse vetor, temos
_5 1
uma base u, =| 1 | do autoespaco de B associada ao autovalor A=1.
1
N J

Seria bastante conveniente se existisse um procedimento para
transformar uma matriz A em uma matriz diagonal B que possuisse
0S mesmos autovalores de A. Esse procedimento ja foi desenvolvido
e envolve o conceito de similaridade entre matrizes. Por exemplo, €
mais facil calcular uma poténcia alta de uma matriz diagonal B do que
realizar © mesmo procedimento com sua matriz similar A.

Existem matrizes quadradas que sdo relacionadas a partir de uma
transformacdo de similaridade, tal que algumas propriedades sao
preservadas na transformacao.

@’) Assimile

Transformacdo de similaridade: se uma matriz quadrada B é similar a uma
outra matriz quadrada de mesma ordem A, entdo, existe uma matriz P e
sua inversa P! que satisfaca a seguinte transformacédo: B=P'AP .
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Se B e similar a A, entdo, A € similar a B, e essas duas matrizes
compartilham o mesmo determinante, traco, posto, polindmio
caracteristico, autovalores e dimensdo do autoespaco. Matrizes
diagonais sao importantes porque simplificam os calculos. Desse
modo, podemaos procurar por uma matriz que contenha elementos
nao nulos apenas em sua diagonal principal, a qual chamamos de
matriz diagonal D, que seja similar a uma matriz nao diagonal A.

Pela definicao de transformacdo de similaridade, o trabalho é
realizado encontrando-se uma matriz P que seja invertivel de modo
que D=P'AP. No entanto, antes de encontrar P, que diagonaliza A,
precisamos saber se a matriz N x N A ¢ diagonalizavel. Duas regras
garantem a diagonalizacdo de A:

Regra 1: se A possui n autovalores distintos, entdo, € diagonalizavel.

Regra 2: caso alguns autovalores sejam repetidos, mas as bases
referentes a cada autovalor compreendam n autovetores linearmente
independentes, ainda assim, A sera diagonalizavel e, nesse caso, cada
coluna da matriz P sera dada por cada um dos autovetores de A.

No exemplo anterior, obtivemos para a matriz B:

Autovalor:  A=5— Base do autovetor correspondente:

-5
Autovalor: A=1— Base do autovetor correspondente: u; =| 1
1
Como a ordem da matriz B € 3 e a base compreende 3 vetores
linearmente independentes, entdo, A € diagonalizavel, mesmo tendo
apenas dois autovalores distintos. A matriz P fica:

-1 0 -5
P=l0 1 1| que é composta pelos vetores da base de B, e
1 0 1
14 0 5/4
sua inversa P'=|14 1 14| Aplicando a transformacdo de
—1/4 0 -4

similaridade, temos:
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14 0 540 0 —5][-1 0 -5 [14 0 5/4]-5 0 -5
D=PBP=[14 1 Y41 5 1|0 1 1|=[14 1 vy4|0 5 1
—14 0 —141 0 6{1 0 1| |-4 0 —v4|5 0 1
50 0
D=P 'BP=[0 5 0.
00 1

oé) Reflita

O determinante e o traco de D sdo 25 e 11, respectivamente. Por que o
determinante e o traco de B também sao 25 e 11, respectivamente?

O calculo da poténcia de matrizes pode ser muito demorado. Por
exemplo, multiplicar uma matriz de ordem 3 por ela mesma envolve
27 multiplicacdes e 18 somas. No entanto, se a matriz € diagonal, o
resultado € a multiplicagao de cada elemento diagonal por ele mesmo,
O gue contabiliza apenas trés multiplicacdes. Se fosse requisitado o
valor de B'®, certamente, essa seria uma tarefa demorada até para
um computador que utilizasse o algoritmo da multiplicagcao. Se em
vez disso usassemos a propriedade da transformacao de similaridade,
poderiamos ter:

D=P 'BP ~PDP '=PP 'BPP ', com PP'=P P =1, temos:

B =P 'DP. Agora elevando os dois lados a poténcia 15 e usando
PP '=P 'P=1|. temos:

B* =(PDP ') =PDP 'PDP '-..PDP PDP ' =PDDDDDDDDDDDDDDDP ' =PD'P '

B"® =PD"P', em notacdo matricial:

0 0 -5 [-1 0 —5]5 0 0°[1¥4 0 5/4
15 1| =[0o 1 10 5 0 |14 1 14
10 6 1.0 110 0 1 |-74 0 -4
00 —5"° [-10 —5|5 0 0[°[14 0 5/4
15 1| =[0 1 10 5 0 |14 1 74
10 6 10 110 0 1 |-74 0 -4
00 -5° [-10 —5]5" 0 0]14 0 5/4
15 1| =0 1 1]/0 5° 0/vy4 1 4
10 6 1.0 1)0 0 114 0 —4
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0 0 -5 [-1 0 -5][30517578125 0 o[1/4 0 5/4
1 5 1 =0 1 1 0 30517578125 0|| 1/4 1 1/4
10 6 1.0 1 0 0 1|-14 0 —1/4
0 0 —5[° [-30517578125 0 —5][14 0 5/4
15 1| = 0 30517578125 1| 14 1 1/4
10 6 30517578125 0 1-14 0o —14
0 0 -5 [-7629394530 0 38146972655
1 5 1| =|7629394530 30517578125 7629394530
10 6 7629394530 0 38146972655

EL(II Pesquise mais

Muitos problemas da engenharia envolvem sistemas de equacdes
diferenciais. Para resolver esses sistemas, € possivel aplicar o conhecimento
de autovalor e autovetor juntamente com o calculo. Pesquise mais sobre
esse assunto no Capitulo 5.4 da sequinte referéncia: HOWARD, A.; RORRES
C. Algebra linear com aplicacdes. Traducdo de Claus lvo Doering. 10. ed.
Porto Alegre: Bookman, 2012.

Sem medo de errar

O sistema de equacdes diferenciais lineares do circuito RLC

paralelo é:
I (o 1L (!
V') |-1/C —-1/RC|\V

que, na forma compacta, fica x'=Ax e, assim, identificamos a
matriz associada ao sistema como:
0 1/L
~1/C —1/RC]'

¥

A primeira etapa da solucdao de um problema de autovalor/
autovetor consiste em encontrar as solu¢cdes da equacao caracteristica

00—\ 1/L
det(A—- M) = _ =0, que fica:
( ) -1/C —1—>\ :
RC

-1 1 A 1 -
A— A +—=0—- )+ 1+ Resolvendo essa equacio
[RC ]+LC Tt ReTIC duas

do segundo grau, temos:
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2
:,Lil 11 _ 4 sSubstitundo os valores dos
2RC 2\(RC LC

componentes  eletronicos  disponiveis R=4€Q, L=01H ¢

C =0,001F, ficamos com 0s seguintes autovalores:

N 1 1 1 4
~ 2(4)(0,001) 2\/[(4)(0,001) ~ (0,1)(0,001)
A:—125175:{/\1__50
A, =—200

Substituindo A, =-50 na matriz A e resolvendo o sistema
resultante, temos:
0
0

0-x 1/L 50 10
,Chamando x, =t — x, = 5t,

—1000 -200

1 X1

X3

1

“1/C — ) X,
RC

50x, +10x, =0 — x, = 5x,
—1000x, —200x, =0 — x, = 5Xx,

e 0 autovetor associado ao autovalor A=-50 é x= t[5].

Similarmente para A, =—200, temos:

200 10
—1000 -50

Xy

J

200X1 ‘|‘1OX2 =0— X2 = —20X1 , chamando X, = t— X, = _20t ,
—1000x, —50x, =0 — x, = —20x,
1
—20]'

Ao terminar seus calculos, exponha-os de forma sucinta a equipe
para que todos possam analisa-los e avaliar 0s proximos passos. Essa
apresentacao pode ser em forma de slides, por exemplo.

X3

e 0 autovetor associado ao autovalor A=—-200 ¢ x =¢
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Avancando na pratica

Animacdes computacionais
Descricao da situacao-problema

Uma empresa de engenharia presta servicos para uma produtora
de animacao computacional 2D. Em uma das etapas da consultoria,
sera preciso fornecer ao programador da empresa 0s passos exatos de
transformacdes vetoriais para que ele possa escrever uma rotina numa
linguagem de programacao. Uma operacdo exigida pela produtora
seria uma rotacdo de um angulo ¢ seguida de uma compressdo ou
X1

dilatacao por um fator |A| aplicada em vetor bidimensional x = .
X2

Os programadores precisam elaborar uma sub-rotina que
realize essas operacdes, € a sugestao € que vocé escreva um breve
relatorio com um exemplo numeérico que facilite o entendimento por
parte deles, auxiliando-os a generalizar essa operacao para outros
Casos possiveis.

Dada essa situacdao, como proceder para rotacionar o vetor X =

em 90° e, em seguida, expandi-lo por um fator 2? E interessante que
vocé forneca a matriz que realiza essas operacdes, aborde o modo
como foi obtida e garanta que o vetor resultante seja rotacionado
corretamente e que seu Mmodulo, apos a operagao, seja o dobro do
modulo do vetor de partida.

Resolucao da situagdo-problema

Para responder a essa etapa da consultoria, vocé decidiu produzir
um pequeno relatorio, e nele vocé organizou uma solu¢ao adequada
para o problema proposto da seguinte forma.

Inicialmente, sabemos que uma matriz quadrada 2 x 2 com

elementos reais, que tenha o formato , possui autovalores

b

complexos A =a£ib. Na forma polar, o autovalor complexo A pode
ser escrito como:
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a:|)\|003¢ e b:|)\|sen¢_ Dessa forma, podemos escrever:
a —bl ||\l 0
b a 0 A
dos autovalores, que sera o mesmo do seu complexo conjugado; e

¢ . 0 angulo de rotagdo. Como no exemplo a rotagdo € de 90° e a
expansado e por um fator 2, atribuimos, entao, os seguintes valores:

Cos¢ —seng

., sendo |)\| 0 mddulo de um
sen¢y Cos¢

¢ =90° ¢ \A\:Z Substituindo esses valores nas matrizes
anteriores, temos:

a —bl |20 cos90° —sen90°
b al| |0 2|/sen90° cos90°
a —b| [2 00 —1
b al |0 2[1 0
a -b| 0 -2
b al [2 0}

Essa € a matriz de elementos reais cujos autovalores sao A = £i2

. e . , 2
(Vocé pode verificar!). Aplicando essa matriz no vetor x = 1l temos:
— (2) _02 2]_ _42 ,em que x" é o vetor transformado.

Um teste para mostrar que a rotacao foi executada corretamente
seria calcular o produto interno entre os vetores x e X":

xx'=(21)(-24)=2.-2+1.4=0.
Como o produto interno € nulo, os vetores sdo ortogonais, portanto,

a rotacao de 90° foi satisfeita. Agora, precisamos comparar os modulos
dos vetores:

x| =22+ =5
x| =(—2)" +4% =20 =25 -

ou seja, |x|=2[x|, como exigia a proposta.

Agora vocé precisa enviar esse relatorio para os programadores
que o contrataram. Quais outros aspectos vocé acharia importante
incluir nesse relatorio para que ele figue ainda mais apresentavel? Vocé
poderia fazer um grafico do vetor antes e depois da operagao para
mostrar que realmente € uma rotacao seguida de uma expansao. Alem
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disso, vocé pode apresentar a forma genérica da rotacdo incluindo ¢
e |)\|

Faca valer a pena

1. A equacao caracteristica de uma matriz quadrada do tipo A = la b pode
ser escrita co ao:_ b
det(A—Al)zT e don =(a=A)(d=\)—bc =\ —\-tr(A)+det(A).

na qual det(A) é o determinante da matriz A e tr(A) é o traco da matriz A,
que € a soma dos elementos da diagonal principal. Nesse caso, teremos trés
tipos de solucdes:

- dois autovalores reais e distintos se tr(A)2 —4det(A)>0.

- dois autovalores reais e iguais se tr(A)2 —4det(A)=0.
- dois autovalores complexos e conjugados se tr(A) —4det(A)<0.

Seja a matriz A= , considere as seguintes afirmativas:

(I) Possui dois autovalores reais e distintos, pois satisfaz (i).

(I} Possui um autovalor igual a 5 4 4j correspondente ao autovetor X =

|

(111 Possui um autovalor iguala —5 + 4i correspondente ao autovetor X =

Encontre a alternativa que indica a sequéncia correta de verdadeiro (V) e falso
(F) referente as afirmativas.

avV-VvV-\V.
b)F-F-F
cV-F-V
dF-V-F
e)F-F-V

2. Para encontrar os autovalores e autovetores de uma matriz nxn,
primeiro encontramos as raizes da equagao caracteristica det(A —A\)=0
e, em seguida, resolvemos um sistema substituindo o valor do autovalor no
sistema (A —A)x=0.Seja a matriz:

4 4 6
A=|-4 6 4|
-8 4 10
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encontre a alternativa que indica corretamente cada autovalor e seu
autovetor associado para a matriz A.

112 1 1
a) A=—4 x=t| 1 |; A=2 x=t]0].- \=—6 ¢ x=t[ 1]
0 1 -1
1/2 1 1
b) A=4 x=t 1 |- Xx=2 x=t|0); \=6 & x=t|1].
0 1 1
—1/2 1 -1
) A=3 x=t| 1 |; A=1x=t0|; A=8 & x=t| 1.
0 1 -1
—1/2 1 -1
d) ) =-3 x=t| 1 A=1x=t0]; \=-8 &€ x=t|1].
0 1 —1
1/3 174 2
e) A=9 x=t{1/3; A=10 x=t| 0 [; A=12 & x=t[1].
0 174 2
17 3 9 4
025 25
3.Amatriz A=|0 0 3 1 8| ¢éuma matriz 5x5, cujas entradas abaixo da
00049
0 0O0O0S5

diagonal principal sdo todas nulas. Podemos dizer que:

I. A matriz é diagonalizavel

PORQUE

II. Possui 5 autovalores distintos.

Indique a alternativa que apresenta a resposta correta com relagao as
afirmacdes (1) e (1) e a relagdo entre elas.

a) Ambas as afirmacdes estdo incorretas.

b) A afirmacéo (I) estad correta, mas (ll) esta incorreta.

c) A afirmacéo (I) estd incorreta, mas (l1) esta correta.

d) A afirmacdo (I) esta correta, mas (Il) ndo é uma justificativa.
e) A afirmacéo (I) esta correta e (1) € uma justificativa.

—_ = = =
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Secao 2.2

Introducao aos sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias lineares

Dialogo aberto

Na ultima secdo, vocé aprendeu que 0 metodo de autovalores e
autovetores pode ser aplicado para resolver sistemas de equagdes
diferenciais lineares, como um circuito elétrico, por exemplo. No
entanto, nenhum método para obter as solucdes de tais sistemas foi
apresentado. Aqui, mostraremos 0 método da eliminacao para resolver
um problema nado homogéneo.

Como um dos engenheiros de uma empresa que desenvolve Circuitos
eletronicos customizados, seu papel nesta unidade € desenvolver e
projetar alguns trechos especificos de um circuito. Apos encontrar 0s
autovalores e autovetores do circuito RLC paralelo, serd necessario
encontrar as solucdes do sistema resultante.

AFigura2.5apresenta, maisumavez, ocircuitoRLCesquematicamente.

Figura 2.5 | Parte de um circuito RLC

Fonte: elaborada pelo autor.

O sistema de equacdes diferenciais ordinarias lineares
continua sendo:
a v
at L’
av_ 1V
dt C RC
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CUjos componentes possuem as sequintes especificagdes: R=4Q,
L=01H e C=0,001F.

Para resolver esse problema sera preciso aprender algum
metodo matematico, e € justamente isso que faremos nesta secao.
Vamos comecar?

Nao pode faltar

Quando estudamos funcdes, devemos identificar o tipo de variavel
que as compdem. As varidveis que constituem uma fungdo podem
ser separadas em variaveis independentes, ou seja, que podem
assumir quaisquer valores dentro de um certo dominio; e em variaveis
dependentes, que nao dependem so do valor que cada variavel
independente assume, mas também da relacao entre essas variaveis
independentes. A funcao f depende de x, y e z:

w=f(xyz)=ax’+by* —cz.

emauea, becsdoconstantes; x, y e zsao asvariaveisindependentes;
e w é a variavel dependente.

Em uma equacao diferencial ordinaria (EDO), as derivadas sdo
consideradas em relacdo a uma unica variavel independente.Por
exemplo, considere uma funcao desconhecida x que depende apenas
de t de acordo com a seguinte expressao:

ax" +bx'+cx=A,
em que a, b, c e Asao funcdes de t. Se @ =1 na equacao anterior,
a equacao diferencial esta na sua forma padrdo. Quando existe mais
de uma variavel independente, a equacao € chamada de equacao
diferencial parcial, como em:

2
0 u()z(,t) 7a<‘)u(x,t) _dxi 28
ox ot

na qual a € uma constante e a funcao desconhecida, e u depende
tanto de x como de t.

A forma mais geral de uma equacao diferencial ordinaria linear pode
ser escrita como:

Y7 e, ()Y ey (x)y" e (x)y +ay (x)y =R(x)
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Em que n é n-ésima derivada de y com relagdo a variavel independente
x. Quando o termo R(x)=0, a equacao diferencial € chamada de
homogénea e, no caso de R(x)=0., a equacdo diferencial € nao
homogénea. Nesta secao, trabalharemos apenas com EDOs lineares
cujos termos, que multiplicam a funcao desconhecida e suas derivadas,
Sa0 constantes.

Uma equacao diferencial ordinaria sera linear quando os expoentes
da variavel dependente e suas derivadas assumirem apenas o valor 1 e
os coeficientes que multiplicam a variavel dependente e suas derivadas
dependerem apenas da variavel independente. Veja os exemplos a
sequir de EDQOs lineares e nao lineares.

3t2y" —2y =t* (linear)
Jx" —x =0 (ndo linear)
y"y +2ty =0 (nao linear)
sen(t)x” +cos(t)x =0 (linear)
sen(x")+e* =¢' (ndo linear)

Para obter uma solu¢do, o numero de equac¢des em um sistema
deve ser o mesmo numero de incognitas. Por exemplo, no sistema a
sequir, temos duas equacdes e duas incognitas:

x+y=3,
2x—y=2.

Como existem duas incognitas, precisamos de duas equacdes
que, ao serem resolvidas em conjunto, fornecem a solugdo x=5/2
e y=1/2. No caso de sistemas de EDOs lineares, devemos ter duas
ou mais funcdes incognitas dependentes de uma Unica variavel
independente. Essa variavel independente pode ser o tempo.

Para exemplificar, considere o sistema a seguir, que apresenta
funcdes incognitas x e y e suas respectivas derivadas:

x”:x’+x+y’+y
y" =3x"—2x+42y' -3y

Uma das formas de se resolver esse sistema € expandindo cada

equacao de ordem n em n equacdes de primeira ordem. Desse

modo, podemos renomear as variaveis x e y do sistema e, em seguida,
derivando-as, temos:
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X=X X, =Yy
12 !
X, =X = X, e Xs=y =y, -
I/ g,
X, =X =X, X =Y =Y,

Assim, € possivel escrever o seguinte sistema com quatro equagoes
e quatro funcdes desconhecidas, a partir das duas equacdes originais:

!
X, =X, X + X5 + X,

!
X, =Xs

X, =3x, — 2x, 4+ 2x, — 3x,

A Figura 2.6 apresenta um conjunto de duas massas, m, e m,, e duas
molas cujas constantes elasticas sdo k; e k,. A massa m, esta sujeita a
uma forga externa F,(t); a mola 2 exerce uma forga k,(x, - x,) sobre as
massas 1 e 2; enquanto a mola 1 exerce uma forga k,x,. Aplicando a
segunda Lei de Newton no sistema, para uma situacao especifica em
que as molas estdo esticadas e a elongagao x, > x,, podemos escrever:

2
m, % =k, (Xz - X1) — kX,
d’x,
sz:Fext(t)*kz(Xz *X1)'

Figura 2.6 | Vibracdes acopladas

ki ky

Fonte: elaborada pelo autor.

X4
X2

As equacdes anteriores nao podem ser resolvidas isoladamente, pois
ambas dependem de duas funcdes incognitas (x,, x,) e das respectivas
derivadas sequndas. Nesse caso, € necessario desenvolver um metodo
para resolvé-las simultaneamente.

Um segundo exemplo de sistemas de equacdes diferenciais esta
associado a resolucao de circuitos eletronicos, como vocé pode se
lembrar da situacdo problema da Secao 2.1, na qual um circuito RLC
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em paralelo foi modelado a partir do seguinte sistema de equacdes
diferenciais:

av. |V
¢ C RC
Para resolver esses sistemas, devemos utilizar algum meétodo
matematico, como o da eliminagcao ou o dos autovalores e autovetores.
O método da eliminacdo € simples de ser aplicado, porém nao é
possivel obter uma generalizacdo como ocorre no caso do metodo
dos autovalores e autovetores. No exemplo a sequir, mostramos como
resolver um sistema de equagdes diferenciais lineares ndo homogéneas
por meio do metodo da eliminagao.

?Z| Exemplificando

Utilize o metodo da eliminagdo para resolver o seguinte sistema de
equacdes diferenciais lineares nao homogéneas:
x'=2x4+3y+2

!

y'=-2x-5y—t.
Resolucao:
Isolando a variavel dependente y e em seguida considerando a primeira
derivada na primeira das equacdes anteriores, temos:

"3 3 3

Agora, substituimos essas duas equag¢des na segunda equacao do sistema
original e obtemos o seguinte resultado:
x" 2x
3 3
x" —2x"=—-6x—-5x"+10x+10 -3t
x" +3x" —4x =10 -3t (ndo homogénea).

—2X —

Para essa equacdo, a equacao homogénea associada fica:
x" +3x" —4x =0 (homogénea),

que nos fornece a seguinte equacdo caracteristica:

A2 43\ —4=0, que possui as solucdes: \, =1¢e )\, =—4. }
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Portanto, uma solucdo homogénea geral pode ser escrita da seguinte
forma: x(t)= Ae" +Be™*', enquanto a solugdo particular assume a seguinte

forma: x, (t)=Ct+D.Logo, a solucdo geral e suas derivadas ficam:

X, (t)=Ae" +Be™* +Ct+D-
x, (t)=Ae" —4Be™*' +C-
x," (t)=Ae" +16Be™*'-
Substituindo a solugao e suas derivadas em x” +3x’' —4x=10-3t , temos:
Ae" +16Be*' +3Ae™ —12Be™*' +3C
—4Ae" —4Be "' —4Ct—4D=10-3t
ou, ainda,
3C—-4D—-4Ct=10-3t.
Resolvendo termo a termo a equagao anterior:

C=3/4 e D=-31/16, que fornece a seguinte solucao geral para a
variavel x: x, (t)=Ae" +Be™* +(3/4)t—31/16.

. . o x' 2x 2 )
Derivando essa solucao e substituindo em y = 3 3 3 temos:
y:i[Ae“ —4Be™* +3/4]—3[Ae“ +Be ™! +3/4t—31/16]—g
3 3 3

v, (t):—%Ae“ —2Be ' —(1/2)t +(21/24).

Assim, obtivemos duas solucdes gerais Xg (t) e yyl(t), que podem ser
particularizadas caso duas condi¢cdes iniciais sejam informadas para
determinar A e B.

Um sistema de equacdes diferenciais ordinarias pode conter um
numero grande de equacdes e, nesse contexto, a utilizacdo de uma
forma mais compacta para representar o sistema € muito util. Por
exemplo, observe o sistema mostrado a seguir:

X, =X, +2x, +m,(t)
X, = 3%, — X, — 5x, — m, (t)
X, =4x, —2x, +m,(t)

Esse sistema pode ser apresentado na sua forma matricial:
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!
(12 0)(x) [m(t)
x, =13 =1 =5{|x, |+
X, 0 4 -2)\x,

ou, simplesmente x’=Ax+m(t), em que x & o chamado vetor de
estado, que esta associado a matriz de estado A, enquanto m(t) € o

vetor que contém as entradas m,_,,, (t).

Um conjunto com n vetores distintos € linearmente dependente
se um desses vetores puder ser formado por uma combinacao
linear dos outros n-1 vetores. Em outras palavras, os n vetores so
serao linearmente independentes se a soma dos vetores v,, ..., v,,
multiplicados  respectivamente pelas constantes ¢, .., C,, da
seguinte forma:

Cv,+CyVv,+---+C,yv, =0,

for nula apenas quando o conjunto de constantes assumir valor zero:
C,=C,=--=C,=0. Quando resolvemos um sistema de n equacdes
diferenciais lineares de primeira ordem, temos como solucdo n
vetores e, em geral, queremos saber se esses vetores sdo linearmente
independentes ou linearmente dependentes. Para isso, a equacao
Cv,+C,v, +---+C,v, =0 pode ser escrita na seguinte forma matricial:

Vie, Vo 0 Vi C1 0
v?2 v.22 Vf'2 92 _ 0 , ou Ax:0,
v1n V2n o Vnn Cn 0

em que cada coluna da matriz A contém os n elementos
constantes de cada um dos n vetores v,, ..., v, € 0 vetor x contém as
n constantes ¢, .., C,. Como regra geral, vale a seguinte defini¢do.

(:z” Assimile
O sistema Ax=0, em que A € uma matriz N X N; cada coluna é

ocupada pelos n elementos dos vetores v,, .., v, € x contém as

n
n constantes ¢, .., C,, tera apenas a solugao trivial. Ou seja, x=0
(C,=C,=--=C,=0) se:

det(A)io,
e, nesse caso, 0s n vetores serao linearmente independentes. Caso
contrario, serdo linearmente dependentes.
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Na situacao discutida anteriormente, os elementos dos vetores
foram assumidos como constantes. Como no ultimo Exemplificando,
solucdes de equacdes diferenciais podem resultar em termaos
dependentes do tempo, como e'. Nesse caso, para determinar a
relacao de dependéncia ou independéncia linear de um conjunto de
vetores v,, v, e v;, por exemplo, cujos 0s elementos sao funcdes de t,
podemos verificar o Wronskiano dos vetores:

V11(t) V21(t) Vn1(t)
wity= )/ vl = valt)

v t) Varlt) Vi (1)

Se W(t) for diferente de zero no intervalo de tempo determinado,
entdo, os n vetores sdo linearmente independentes. Caso contrario,
serdo linearmente dependentes.

e 0
Por que os vetores v,=|é | ~v,=|e”
. t
linearmente dependentes?

ELC} Pesquise mais

Como referéncia sobre sistemas de equacdes diferenciais lineares, vocé
pode acessar o link disponivel em: <http://www.ime.unicamp.br/~valle/
Teaching/2016/MA311/Aulal4.pdf>. Acesso em: 19 dez. 2017.

Mais detalhes sobre o metodo de eliminagdo podem ser conferidos
no capitulo 6 de CENGEL, Y.; WILLIAM, J. P. lll. Equagdes diferenciais.
Traducao de Marco Elisio Marques. Porto Alegre: AMGH, 2014. 600 p.

Sem medo de errar

Para avancar no desenvolvimento do circuito eletrénico, sua
equipe necessita obter a solucao da parte do circuito que esta sob sua
responsabilidade. Ou seja, vocé precisa fornecer a tensdo e a corrente
NO Circuito para que as outras partes dele possam ser projetadas.
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O sistema do circuito RLC pode ser escrito como:

dv a _,
l _— / _:l .
No qual usamos ™ Vie ot

Substituimos a primeira das equacdes e sua derivada na segunda

equacao. Dessa forma, temos:

- L LI
C RC:
Dividimos essa equacdo por L e arrumamos os termos da

seguinte forma:
I /
L E—}
RC+LC
Em sequida, observamos que a equacao caracteristica dessa

I// 4

equacgao fica:
1 1 : x .
A2 4+ —)\+—=0. Cuja solucao nos fornece:
* RC * LC

2
S SR B I U
2RC 2\(RC LC
Substituindo os seguintes valores dos componentes eletronicos
R=4Q, L=01H e C=0,001F na equacdo anterior, temos as
solugdes: , =-50 e A\, =—-200. Podemos supor que a solugao para a

corrente tenha a seguinte forma:
I(t)=Ae ™ +Be ™" e, ao substituir sua derivada em /’:Z,

<

ficamos com:
V (t)=L(-50Ae * —200Be **")

V (t)=0,1(~50Ae * —200Be **)
V(t)=—5Ae*" —20Be ™"

Que tipo de tendéncia apresentam essas solucdes? Como apoio
para sua resposta, vocé pode conferir os graficos dessas solucdes em
<https://ggbm.at/7925zgHR>. Acesso em: 27 out. 2017). Vocé resolveu
O problema e apresentou as solucdes gerais do sistema do circuito RLC,
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€ agora precisa apresentar esses resultados para sua equipe em mais
uma apresentacao rapida. Tente produzir os slides dessa apresentacao.

Avancando na pratica

Simuladores de sistemas fisicos reais
Descricao da situacao-problema

Uma empresa decidiu desenvolver aplicativos simuladores de
situacdes reais. Como um primeiro prototipo, precisa encontrar uma
solucao para um simples sistema de duas molas acopladas a duas
massas, como apresentado na Figura 2.5, mas sem forcas externas.
Desse modo, a empresa lhe contratou para modelar esse problema.
Sua tarefa serd produzir um manual contendo todos os passos
matematicos até chegar a solugao do problema que, nesse caso,
seria encontrar as posicdes das massas 1 e 2 em fungdo do tempo.
Na primeira entrega, sera necessario mostrar um sistema de equacdes
diferenciais ordinarias lineares que modela o problema e, em seguida,
transforma-lo em um problema que contenha apenas equacdes
diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem.

Resolucao da situacdo-problema

Para resolver esse problema de forma simples, supomos que
inicialmente as molas estdo esticadas, que x,>Xx, e que no tempo
inicial o conjunto sera liberado. Assim, a equacdo de movimento de
cada massa pode ser escrita da seguinte forma:

d’x
m, dt21 =k, (x, — X,) — kX,
d?x
™ dt22 ==Ky (X, = x;)

em que k;, k,, m; e m, sdo as constantes de mola e as massas
envolvidas no problema (veja a Figura 2.5).

Devemos reescrever as equacdes de modo que a derivada de maior
ordem em cada equacao figue multiplicada por 1:

x," :rl;'—z(x2 —x1)—%x1
1 1
x," = f%(xz —-x,).
2

Aproveitamos para utilizar uma notagdo mais enxuta para

as derivadas em fungao do tempo com linhas. Nesse momento,
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temos que fazer a seguinte mudanca de variaveis para reduzirmaos

a equacao acima para uma equacao que envolva apenas derivadas
de primeira ordem:

Yi=X Yi= X,
! ! / /
Yo =X =Y, S Ys =X, =Y, .
— v _ ! " /
Ys=Xi =Y, Ye =X =5

em que utilizaremos as fungdes ¥, y,. y,. ys € suas derivadas primeiras
no sistema original:

Yi =Y,
k.
Y2/_F21(y4_y1)_ 11}/1
!
Yo =Vs
k
YS/:_m_zz(y4_Y1>

ou seja, transformamos um sistema com duas equacdes de segunda
ordem em um sistema de quatro equacdes de primeira ordem. Para
facilitar a visualizacao, vamaos escrever esse sistema na forma matricial:

0 1.0 0
!
y1l [k1+k2] o ko olf¥
y2 — m1 m1 y2
v, 0 0 0 1|V
Vs o 0 7 0 Vs
m2 m2

E possivel resolver o sistema anterior resolvendo a equacio
caracteristica para encontrar 0s autovalores e os autovetores da matriz
4 x4, 0 que vamos tratar em detalhes na proxima secao. Agora, vocé
precisa escrever a primeira parte do manual contendo o conteudo
exposto aqui.

Faca valer a pena

1. A forma padrdo de uma equacdo diferencial ordinaria linear deve
apresentar o termo de mais alta ordem multiplicado por 1, enquanto os
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demais termos devem ser funcdes apenas da varidvel independente, que
pode ser o tempo t, como mostrado a seguir:

YW ta, Oy o (t)y" +a(t)y +a(t)y = R(t).

Com base no texto, analise as seguintes equagdes:

. 7t°y" — 2y =At.
1. (y”)s—y’:o.
Il 3y"y +5t*y =0.

IV. cos(t)y” +sen(t)y’ =0.

Marque a alternativa que indica a resposta correta acerca das
equacdes apresentadas.

a) | e IV sdo equacgdes diferenciais lineares na forma padrao.

b) Il e lll sdo equagdes diferenciais lineares na forma padrdo.

c) I, II, Il e IV ndo sdo equagdes diferenciais lineares.

d) Il e lll sdo equacdes diferenciais lineares, mas ndo estao na forma padrao.
e) | e IV sdo equacdes diferenciais lineares, mas ndo estdo na forma padrao.

2. £ possivel definir se um conjunto de vetores de funcdes do tempo, por
exemplo, é linearmente independente (LI) ou linearmente dependente (LD)
calculando o Wronskiano w(t) construido a partir dos vetores do conjunto.
O conjunto de trés vetores:

sen(t) 0 cos(t)
v,=| 0 | v,=[1]0uv,=| 0 | cujoselementos sdo funcdes do tempo
—cos(t) 0 sen(t)

t. Aplique o método do Wronskiano para definir se os vetores sdo LI ou LD.
Marque a alternativa que indica a resposta correta acerca da questdo

proposta.
a) 0, LD. c) 1 LI e) 2, Ll
b) O, LI. d) 1, LD.

3. Um sistema de equacées diferenciais ordinarias lineares envolve mais de
uma variavel dependente que devem ser fun¢es de apenas uma variavel
independente. Nesse caso, as equag¢des que compdem o sistema devem
ser resolvidas simultaneamente. O método de eliminagdo consiste em isolar
uma variavel dependente e sua derivada a partir de uma equacao, e substituir
esses resultados em outra equacao, de modo que se obtenha uma equagao
diferencial com apenas uma variavel dependente. Desse modo, encontre as
solugdes do seguinte sistema de equacdes diferenciais ordinarias lineares:

x'=—5x+4y
y'=3x-2y
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(5,256 —2,25Be "**)

a) x(t)= A" +Be " e () = ,

(5,25A6"** —2,25Be"**")
4

b) X(t): e y(t):AeO’zs' 1 Be 7%
5,5A60’5' _ 9‘586714,2&)
7 .

e y(t) =Ae[),51 +Be—14,5( .

c) x(t)=Ae* +Be ™ e y(t):<

5,5A6% —9,5Be ")

d) x(t)=( 2

10Ae% — 5Be 1
e) x(t):Aes'+Be’1°' e y(t):w,
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Secao 2.3

Método dos autovalores e dos
autovetores para sistemas de EDOs

Dialogo aberto

Nesta secao, vamos aplicar o metodo dos autovalores e autovetores
para resolver sistemas de equacdes diferenciais lineares com coeficientes
constantes. Ou seja, aplicaremos o metodo utilizado na Secdo 2.1 aos
sistemas apresentados na Secao 2.2 para encontrar a solucao de cada
equacao diferencial de primeira ordem do sistema.

O proximo desafio de sua equipe de engenheiros € resolver o circuito
apresentado na Figura 2.7. Um dos profissionais construiu o sistema do
circuito da seguinte forma:

1 1 /

V/=——V, +—V, +—
! rc ' TRC2TC
1 1
vV, =—V,—2—V,
? RC' "RC?

Agora, sua tarefa é encontrar os valores das tensdes (solugdes) V;(t)
e v, (t) em fungdo da corrente | =10 mA, da resisténcia R =100 eda
capacitancia C=0,01F .

Figura 2.7 | Circuito RC

Fonte: elaborada pelo autor.

O método necessario para resolver esse sistema sera apresentado
ao longo desse texto. Vocé precisa aprendé-lo para poder cumprir sua
tarefa. Vamos comecar?
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Nao pode faltar

Vimos na se¢ao anterior que um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias lineares, de ordem superior a dois, pode ser escrito em
termos de um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem,
com o custo de ter um aumento no Nnumero de equacdes No sistema.
Podemos generalizar esse conceito estabelecendo que uma equacao
diferencial linear de ordem n pode ser reescrita como um sistema de
n equacoes diferenciais lineares de primeira ordem. A forma compacta
de um sistema como esse € expressa da seguinte maneira:

x'=A(t)x +m(t)

Em que A(t) € uma matriz nxn; xe x' sdo os vetores solucdo e
sua derivada respectivamente, cada um com n elementos; e m(t) é o
vetor que contém as n funcdes nao homogéneas. Se um conjunto de
n condicdes iniciais € atribuido as n funcdes do vetor solugao x, entao,
O teorema da existéncia e unicidade diz o seguinte.

‘rz” Assimile

Teorema da existéncia e unicidade: se os coeficientes da matriz A(t) e as
fungdes ndo homogéneas do vetor m(t) sdo continuos em um intervalo
de tempo ¢, <t <t, No qual o tempo {, esta contido e as fungbes do
vetor solu¢cdo sao conhecidas (X1 (to) = X0, X, (to) = Xpg1" s Xy (to) = Xno),
entdo, existe uma unica solucao para o sistema de n equacdes diferenciais
lineares de primeira ordem: X' =A(t)x+m(t) no intervalo At.

Para resolver o sistema de n equacgdes diferenciais lineares
x'=A(t)x+m(t), primeiro devemos encontrar a solugdo da parte
homogénea, ou seja, quando m(t)=0. O sistema x'=A(t)x pode ter
n vetores solucao, de modo que qualquer combinacao linear desses
vetores também sera uma solugao do sistema, o que € garantido pelo
teorema da superposicao.
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(tz” Assimile

Teorema da superposicio e solucdo geral: se o sistema X' =A(t)x de n
equacdes lineares possui 0s N vetores solugdo, Xy, X,, ..., X, linearmente
independentes, entdo, qualquer combinagdo linear (superposicdo
de solucdes):

X =CX, +C,X, +--+CX,,
também sera uma solugao do sistema com as constantes ¢, C,, ...,C,, .
Alem disso, a solucdo x € chamada de solugéo geral do sistema.

Como mostrado na Secdo 2.2, os vetores solucdo de um sistema

de equacdes diferenciais lineares serao linearmente independentes se
o determinante formado por esses vetores (Wronskiano) for diferente
de zero. Caso contrario, os vetores sdo linearmente dependentes. Veja
O que diz 0 quadro seguinte sobre o teorema de Abel.

&3” Assimile

Teorema de Abel: se os elementos de uma matriz A(t) sdo continuos e as
solugdes Xy, X,, -+ X, satisfazem o sistema linear homogéneo x’ = A(t)x
para um intervalo de tempo ¢, <t <t,:

i) Se o Wronskiano dos vetores solugdo € nulo em um tempo £, no
intervalo de tempo, entdo, ele sera nulo em todo o intervalo, e as solucdes
serdo linearmente dependentes.

i) Se o Wronskiano dos vetores solugdo € ndo nulo em um tempo t, no
intervalo de tempo, entdo, ele serd ndo nulo em todo o intervalo, e as
solucdes serdo linearmente independentes.

Na Secdo 2.1, aprendemos como encontrar os autovalores e o0s

autovetores de uma matriz A. Essa ferramenta matematica pode ser
utilizada para encontrar as solucdes do sistema de equacdes diferenciais
lineares de primeira ordem homogéneas, Como veremos a segulir.
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Vamos escrever o seguinte sistema X’ = AX na sua forma matricial:

X ay ap a, || %4
/

X, | _ y 8y || X2

X ! an1 an2 ann X3
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Em que os coeficientes da matriz A sao constantes. O teorema
da superposicdo e da solucao geral garante que esse sistema tera a
solucdo geral x=c¢x,+C,X, +---+¢,x,, de modo que precisamos
determinar os n vetores linearmente independentes x;(i=1:-,n).

Vamos assumir que o sistema de equacdes diferenciais lineares
anterior tenha a seguinte forma: x =we™, em que w é um vetor e

pode ser um numero complexo. Sua derivada fica x’' = Awe* e,
quando substituimos x e X’ em x’=Ax, temos:

Awe = Awe™,
qgue pode ser simplificado para:
(A-N)we' =0,
(A-A)w=0.

A equacdo anterior € um problema de autovalor e autovetor.
Como ja sabemos, primeiro determinamos os autovalores através da
equacao caracteristica det(A—A)=0 e, em sequida, para cada autovalor,
encontramos um autovetor associado w resolvendo (A-Ajw=0.
Assim, uma solugao x, pode ser definida a partir do vetor w,, que esta
associado ao autovalor ;-

- Mt
X, =w.e".

Esse procedimento deve ser repetido para os outros autovalores,
e a solucao geral pode ser escrita COmo uma superposi¢cao das n
solucdes individuais:

X=CX, +CX, +--+C X =we" +w,e? +...+w e

O restante da secao sera dedicado a exemplificar os possiveis casos
da solucdo anterior, que ocorrem guando a equacao caracteristica
apresenta raizes reais e distintas, complexas e repetidas. Todos os
casos serao exemplos de sistemas de equacdes diferenciais lineares
homogéneas com coeficientes constantes. Comecaremos pelo caso
Nno qual as raizes sao reais e distintas.
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Q Exemplificando

Caso 1 - Autovalores reais e distintos:

Encontre a solugao do seguinte sistema de equagdes diferenciais lineares
homogéneas de primeira ordem:

!
X, =X, +7X,

. x," = x, —5x,
Resolucao:

Primeiro, escrevemos o sistema anterior na forma matricial x’ = Ax:
x| (17
1 -5

Xy

/!

M
X, 2

~ . t .
As solucdes desse sistema devem ter a forma X, = w1e)“ ,em que w, €

. 17 .
um autovetor da matriz A:[1 5] associado ao autovalor )\, . Nesse caso,

resolvemos a equacao caracteristica det(A—AI):O, para determinar
todos os autovalores:

1-A 7
1 -5-A

(1-X)(-5-2)-7=0—X+41-12=0—-)1=2),=-6. Portanto, temos duas
raizes reais e distintas.

Agora, devemos encontrar os autovetores associados a cada autovalor.

Para \ =2:
R Nt

—w, +7w, =0
w,—7w, =0

Resolvendo o sistema anterior, temos que w, =7w, €, atribuindo w, =z,

ficamos com a solu¢cdo w,=

2

::1]:z[:} associada ao autovalor A =2.

N . 7 -
Nesse caso, a solucdo x, fica x, =w,e* =|" |e*, em que atribuimos z =1
1 1 1 1

arbitrariamente.
Para A\, =—6:

146 7 (w,) (0
1 —5+6)\w,) (0
Tw,+7w, =0
W, +w,=0"
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4 que nos fornece o resultado w,=-w,. E com w,=s, temos a
solucao: wzz[w*]:s[ 11]. Assim, a solucdo x, pode ser escrita como:
w, -

6t

e Através do principio da superposicdo, podemos

escrever a seguinte solugao geral:

X = C;X; + C,X,

o 2t -6t __
X=c,w,e” +c,w,e " =,

7e2t+c 1 efst
] 2| _4]¢ " emque ¢ e c,

sao constantes a serem determinadas a partir de duas condicdes iniciais
x,(t,) e x,(t,) que, arbitrariamente, podem ser x,(0)=1 e x,(0)=0,
Escrevendo a solucao x na forma de sistema, temos:

X, =c,7€* +c,e™”

X, =ce” —c,e® '
Substituindo as condig¢des iniciais, ficamos com:

1=c¢,7€*° +c,e®°

0=ce*® —c,e®

[1 =c7+¢,
0=c,—c,

Resolvendo a segunda equagdo do sistema anterior, temos ¢, = ¢, que,
substituindo na primeira equagao, fornece ¢, = ¢, =1/ 8. Logo, a solu¢do

geral fica:
7

1
x,=—e 4—e®
) 8
Xzzleﬂfie ot
8 8

Na situacdo em que uma solucdo do sistema x’ = AX ¢ X = we
com O autovetor complexo w=a+ib e o autovalor tambéem
complexo A =a + i, ficamos com:

x=we' =(a+ib)e""",
que pode ser escrito como:
x=(a+ib)e" (cos(st)+isen(st))

e simplificado da seguinte forma:

x = e" (acos(ft) —bsen(st))+ ie" (asen(pt) + bcos(6t)).
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Assim, a solug¢do x envolve uma parte real e uma parte imaginaria:
x, (t) =Re(x) = e (acos(st) —bsen(st))

e x, (t)=Im(x) = e (asen(Bt) + bcos(5t)).

Esse resultado seria obtido mesmo se tivessemos utilizado o

complexo conjugado do autovalor A=a + i3, ouseja, X' =a—i3,
O que Nnos possibilitaria escrever a solugao x como:

du

xsolugéo = C1x1 (t) + CZXZ (t)

X oeso = C1RE(X) + ¢, Im(x),

em que ¢, e C, sdo constantes a serem determinadas a partir de
as condicdes iniciais. Se o sistema possuir outro autovalor complexo

A=0+ip, mais duas solugdes linearmente independentes devem
ser incluidas na solucao geral, e assim por diante.
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E3) Exemplificando

Caso 2 — Autovalores complexos:

Encontre a solucao do seguinte sistema de equagdes diferenciais lineares

de primeira ordem:
X1

x| (1 4
-1

i
X, X2

Resolugdo:

O sistema ja esta na forma matricial na qual identificamos a matriz A como
1 4 ~ e
[_1 1}‘ Portanto, a equacao caracteristica fica:

-1 4 2

=(1-A\)"+4=0,
I R
que fornece solugdes A =1+i2 e A, =1-i2. Como os autovalores sdo
complexos, as solucdes serdo da forma x =we* =(a+ib)e""", em
que w € o autovetor associado a \ .

Para ) =1+i2, encontramos O autovetor associado resolvendo o
seguinte sistema:

1-(1+12) 4 w,
. =0
-1 1—-(1+i2))|\w,
—i2w, + 4w, =0
-w, —i2w, =0 ' >
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4 que nos fornece w,=—i2w,. Tomando W, =2z, ficamos com a

Segui te SOlugaOZ
=Z +ZI
0 l

' [W1]
w=a+ib= =
z 1
-2 .
e b:[ 0 ] A partir do autovalor

[i22

W,

0
da qual podemos identificar a= 1

associado N =1+i2, identificamos =1 e B=2, de modo que
podemos escrever as partes real e imaginaria da solucdo x substituindo os
valores encontrados em:

Re(x)=e" (acos(8t) —bsen(st)) e Im(x)=e" (asen(t) +bcos(st)).

Logo,
Re(x)=¢e' [[(1) cos(2t)7[702 sen(2t)]
Im(x)=e [?]sen(21)+[;2}cos(2t)], que sdo  solugdes  linearmente

independentes. Portanto, a solucdo x fica:

solugdo

0 _2 0
Xgua0 = C1€' [[1](:08(20 —[ o [1

sao constantes a serem determinadas a partir de duas condi¢des iniciais
arbitrarias. Essa solucao também pode ser expressa na forma de sistema
de equacgdes:

X =c,Re(x) +c,Im(x)

solugdo

sen(2t)|+c,e'

sen(2t)+[;2]cos(2t)], emaque ¢, € ¢,

x, = 2c,e'sen(2t) — 2c,e' cos(2t)

x, = c,e'cos (2t) + c,e'sen(2t)

Quando as raizes da equacao caracteristica apresentam
multiplicidades, ou seja, quando elas se repetem, por exemplo, k vezes,
O numero de autovetores linearmente independentes, associados a
esses k autovalores iguais, pode ser menores que k. Esse fato acarreta
um numero insuficiente de autovetores linearmente independentes
na solucao geral. Desse modo, precisamos estabelecer um meétodo
para encontrar as solu¢cdes complementares que preenchem todo o
autoespaco da matriz A em questao. De todo modo, se o numero de
autovetores linearmente independentes associados a um autovalor
com multiplicidade k for exatamente igual a k, a0 menos esse autovalor
Ndo causara problemas na solucao final.

Supondo que a matriz A possua um autovetor associado a um
autovalor A com multiplicidade 2, uma solugdo seria:
X, (t)=we"
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Para obter uma segunda solucédo linearmente independente,
multiplicamos a solucao anterior pela variavel independente ¢ e
adicionamos o vetor constante v, multiplicado pela exponencial:

X, (t)=w,te" +v,e*,

de modo que essa solucdo satisfaca o sistema x’ = Ax e o vetor v,

seja obtido por meio da relacdo (A —M)v, = w,.

J=| Exemplificando

Caso 3 — Autovalores repetidos:

Encontre a solugdo geral do seguinte sistema de equac¢des diferenciais
lineares de primeira ordem:

x, =10x, + 4x,
x," = —1x, + 6x,

Resolugdo:

Passando o sistema anterior para a forma matricial, temos:

10 4)(x,
X,

-1 6
O primeiro passo € encontrar 0s autovalores dessa matriz por meio da
equacao caracteristica:

!
X |

!
X2

10 4
do qual identificamos a matriz A:[ 0 ]

-1 6

10-1 4
—1 6-2\
A2 —16\+64=0-

Essa equacdo possui duas raizes reais iguais A, =8. O proximo

. , w
passo € procurar pelo autovetor associado w=[ "1, resolvendo o

seguinte sistema: 2
10-8 4 |(w,| (O
-1 6-8J\w,] (0]

O sistema anterior fornece uma unica relagdo w, = —2w, e, se escolhermos
w, =1, entdo, w,=-2, e O unico autovetor associado ao autovalor

A, =8, que tem multiplicidade 2, ¢ w :{_2 . Assim, uma solucao do

sistema € x, = e, que ¢ insuficiente para gerar a solucdo geral. }
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4 Assim, devemos procurar pela solucao:
X, = wte® +ve®

em que (A - )\I)V = W. Resolvendo a equagdo anterior, temos:

10-8 4 |(v,| (-2
-1 6-8jlv,] (1

2v, +4v,=-2 "
v, 2y, =1 e
v, +2v,=-1.

Tomando v, =0, temos v, = -1/ 2, e a solugdo x, fica:
| ted 8t
X, =\, |te +[_1/29

Agora, podemos construir a solucao geral como:

0
te® e8|
+[—1/2]
Na forma de sistema de equacdes, temos o seguinte resultado:
lx1 =(—c, —c,t)2e™

1

1

Xgera = CX4 + C,X, = C,

]es, e,

geral

x2:{01+02(t—1/2)]es'-

@ Reflita

Por que precisamos encontrar os autovalores e autovetores de uma
matriz que representa os coeficientes constantes de um sistema linear de
equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem?

ELIQ Pesquise mais

Detalhes de solucdes ndo homogéneas podem ser pesquisados no link
disponivel em:
<http://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/2016/MA311/Aulal6.pdf>.
Acesso em: 09 nov. 2017.

Exemplos de sistemas com autovalores repetidos e solucdes ndo homogéneas
podem ser conferidos no capitulo 7, especialmente nas paginas 391 a 402, de
CENGEL, Y.; WILLIAM, J. P. lll. Equagdes diferenciais. Traducao de Marco Elisio
Marques. Porto Alegre: AMGH, 2014. 600 p.
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Sem medo de errar

Escrevendo o sistema referente ao circuito da Figura 2.6, temos:
1 1 /

Vee—V +—V, +—
! RC1+RCZ+C
sziw_zivz

RC RC

qgue pode ser reescrito na forma matricial:
VI_ (=1 v, Lt
v/] RCl1 -2)l,) clof
1

da qual identificamos o sistema v/ =—AV +m, com A=

-1 1
1 -2
sendo uma matriz de elementos constantes e m=i[ ] sendo o vetor

nao homogéneo do sistema com solucao vz[\\f].

2
Primeiro resolveremos a parte homogénea, que deve possuir
solucdes do tipo v=we", em que A é o autovalor da matriz A
associado ao autovetor W. Portanto, a equacao caracteristica fica:

S S
det RC RC —0
2
RC RC
2
el -
RC RC RC
z+34+[i]i
RC |(RC)

~ . . . . 1
eessaequacdopossuiduasraizesreaisedistintas: A, = ﬁ(_:; + Jg) .

Substituindo os valores da resisténcia e da capacitancia R=1000Q

e C=0,01F, respectivamente, temos os seguintes autovalores:
\=-038 e\, =-262.

w,

O autovetor w, :[w

2

-1+0,38 1
1 -2+0,38

} associado ao autovalor A, =-0,38 ¢ calculado

w,) (o
w,] o
-0,62W, + W, =0
W, —1,62W, =0

da sequinte maneira: [
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tomando W,=1 em qualquer uma das equacdes anteriores e

, € uma solucao parcial do

. 1,62
W, =162. LOgo, O vetor solugao € w, :[ 1
1,62
1

sistema fica v, = e 0%t

Wi,

A, =—2,62, encontramos o autovetor associado w, = [W

—1+2,62 1 w,) (0
1 -2+2,62)\W,] |0

1,620, + W, =0
W, +0,62W, =0

Escolhendo Ww,=1, temos w,=-0,62. Portanto, a segunda

Repetindo o procedimento anterior para © oujtro autovalor

2

solucdo fica v, :[_0;62]@*62‘. Desse modo, a solucdo geral pode

ser escrita como:
V=cV, +c,V,

Vs [1, 62] oo 4o [—0,62

—1,62t
e

1 1

em que as constantes €, e ¢, devem ser determinadas a partir das
duas condigdes iniciais v, (0)=1 € V,(0)=0. Substituindo essas condi¢des
iniciais na solucao V, temos:
1=¢,162—c,0,62
0=c,+c,

A segunda equacdo resulta em ¢, = —c, que substituida na primeira
equacao fornece:
1=¢,1,62+¢,0,62. LOgoO,
¢,~0,45 € ¢, ~—0,45.

Assim, a solugao da parte homogénea pode ser escrita como:
1,62 -0,62

—1,62t
e .

V, =0,45| "% %% _0,45

Ainda precisamos resolver a parte ndo homogénea, que €

1
representada pelo vetor constante m:éo,

quando substituimos os valores da corrente =10 mA e da

que resulta em

m=

0
capacitancia C=0,01F .
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~ . V,J1
Nesse caso, uma solugdo particular deve ser V, = e que deve
satisfazer o sistema v, = AV, +m P2

!/

R Y
v, | 11 —2)v) [0
lO——vp1+vp2+1
0=v,—-2v,,+0

A partir da segunda das equagdes anteriores, temos v, =2v,,, que,
substituido na primeira equacao, fornece v,, =1 e, portanto, v,,=2. A

solucao particular resulta em V, =
escrita como:

2 . ~
1]. Assim, a solucao geral deve ser

\'

geral

=V, +V,
—0,62) e 2
e M 17
1 ] 1
Ao terminar a resolucao, vocé deve organiza-la em alguns slides
para apresenta-la para a sua equipe. Tente escrever a solucao na forma
algébrica para visualizar as solugdes para Vv, (t) € para V,(t).

162

vge,a,=0,45[ | et 045

Avancgando na pratica

Solugado de sistemas fisicos reais pelo método
dos autovalores e autovetores

Descricao da situacao-problema

O sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem na forma
matricial a sequir representa um sistema fisico de duas massas: m,
e m,, e molas acopladas a molas com constantes elasticas k, e k,,
similar ao apresentado na Figura 2.6. Na ultima secdo, uma empresa
de aplicativos de simuladores lhe requisitou a apresentacao do
sistema. A empresa aprovou seus metodos e lhe pediu que apresente
uma solucao geral que podera ser utilizada por seus programadores
nos aplicativos:

0 1 0 O
!
X1 k1+k2 0 ﬁ 0 X1
x, _ m, m, X,
X, 0 0 0 1|x
X
x, Loy 0o —fo o
m2 m2
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Dados: utilize o metodo dos autovalores e autovetores para resolver
O sisterma, com 0s seguintes valores das constantes elasticas e das
massas: k,=8N/m, m,=1kg, k,=3N/m e m,=1kg.

Resolucao da situacdo-problema

Para resolver o problema, devemos procurar por solugdes do
tipo x=we", em que w ¢ o autovetor associado ao autovalor .
Substituindo os valores das constantes elasticas e das massas
fornecidos, chegamos a sequinte matriz de elementos constantes:

0 1 0 O
A— -1 0 3 O
0 0 0 1
3 0 -30

Para encontrar os autovalores da matriz anterior, devemos resolver
a equacao caracteristica:

?1 1A g g A 1 0 A 1 0
det(A-N)=| = T =1=1)" 11 x 3| A(=)T11 0
B 3 0 -3 3 0 -

3 0 -3 X

Em que a terceira linha do determinante de quarta ordem foi
utilizada para reduzi-lo a dois determinantes de ordem trés, que podem
ser resolvidos como:

X 1 0 X 1 0
=11 11 A 3 |-A(=)T 11 —x 0=
3 0 -3 3 0 -

=-1(-24-3)) - A(-11 = X*)=0

=M 14N 424 = (N +2)(M +12) =0 cujas solucdes s30: A, = +iv2
€ )\, =+i12.

A partir de N=iv2 e A =iV12, podemos determinar quatro
autovetores linearmente independentes. Comegamos substituindo
N=0iN2 em (A-\)w, =0

W1
. w.
para determinar w, =| 2|.
3

W,
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Logo,
—i2 1 0 0 |(w,
~11 -2 3 0 |lw,
0 0 —iN2 1 ||Ws
3 0 -3 —i2)Ws
Podemos operar com as linhas da matriz para simplificar o sistema.

Assim, multiplicando a primeira linha da matriz anterior por 2 e
somando com a segunda linha, temos:

|
© O O o

—i2 10 0
9 0 3 0
0 0 —i2 1
3 0 -3 -i2

Multiplicando a terceira linha da matriz anterior por iN2 e somando
com a quarta linha, temos:

-2 1 0 0
9 0 3 0
0 0 —iv2 1
3 0 -1 0

Dividindo a segunda linha da matriz anterior por 3 € somando com
a quarta linha, temos:

—iN2
0
—I'\/EW1 +w,=0
—9w, +3w, =0
fix/fws +1w, =0

o
O O O -~
w
o -~ O O

Tomando w, =3, temos w, =1w, =i2e w, =3i\2 e, nesse caso,
1

i2 . .
podemos montar o autovetor wi=| = |, que € associado ao autovalor
N=i2. 3iv2

110 U2 - Sisternas de equagdes diferenciais ordinérias lineares



Agora, podemos reescrever o autovetor e autovalor anterior como:
w,=a,+b,e \=o,+ip,,
identificando as partes reais e imaginarias:

0

2

32

1
0
autovetor: a; = 3
0
autovalor: o, =0 e 8,=+2.

Como o autovalor e o autovetor sao complexos, podemos utilizar
a sequinte relacao para:

X, (t)=Re(x)=e"" (a,cos(5t) —b;sen(5t)) €
X, (t)=Im(x) = e (a;sen(st) + b, cos(t)).
que nos fornece duas solucdes linearmente independentes:

! 0 1 0
Xougaon (1) = €4 gCOS(\/Et)— f sen(x/it) +c, gsen<\/§t)+ f cos(ﬁt) .
0 32 0 32

Note que o termo exponencial fica e™ = =1.

Agora, precisamos repetir o procedimento anterior para o autovalor
X=i12 e, portanto, substituimos X =i12 em (A-Mw,=0 para

Wy

. w.
determinar w, = W2 .

3

W4
Logo,
—i12 1 0 0 |w,) (0
-1 -i12 3 0 |lw,| |0
0 0 —i12 1 |ws| |O
3 0 -3 —j1z)w.) 0

Operando sobre as linhas da matriz anterior, podemos construir
uma matriz mais simples:

-i12 1 0 0
1 0 3 0
0 0 —i12 1
0 0 0 0
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O sistema linear resultante da matriz anterior fica:

fi\/ﬁw1+w2:0
w,+w, =0

—ix/ﬁw3 +3w, =0

Tomando w,=-1, w,=1, w,=i12 e w4:—i@, podemos
1 0
escrever O autovetor w,=a,+ib, = _01+i J(;_z , com as partes real
0) 1273

e imaginaria ja identificadas. Esse autovetor estd associado ao
autovalor » =a, +ig, =0+iv12, com as partes real e imaginaria tambem
identificadas. Esse procedimento nos permite utilizar a relacao:

X, () =Re(x)=e"" (a, cos(B,t) —b,sen(B,t)) e

X, (t)=Im(x) = e (a,sen () + b, cos(53t))

1 0 1 0
Xoousaoz (1) = Cs ?1 cos(«/ﬁt)— \/(1? sen(«/ﬁt) +c, 31 sen(«/ﬁt)-%— J(? cos(«/ﬁt)
0 _\12/3 0 1213
Portanto, a solucao geral € a soma das duas solucdes parciais:
1 0 1 0
X eoingson (1) = Gt g cos(x/it)— \f sen(\/§t> +c, g sen(\/it)-i- ? cos(x/it)
0 32 0 32

X goral (t> = Xsolugdo,1 (t) + Xouczon (t) que na forma algébrica, fica:
x(t)=c, cos(x/it) +c,sen (ﬁt) te, cos(ﬂt) +e,sen («/ﬁt)

0= ) ) ) e 2

t)= c13cos(\/§t) + czsen(\/it) -, cos(ﬂt) —c,sen (\/ﬁt)

x, (t)=—c,3v/2sen (ﬁt) + 023\/§cos(ﬁt> +c, (Jﬁ/S)sen(ﬂt) —c, (\/ﬁ / 3)cos(J13t)

As constantes ¢,, ¢,, ¢, € ¢, devem ser determinadas a partir de

quatro condicdes iniciais. Com essa solucdo em maos, a sua tarefa
pode ser concluida com sucesso.
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Faca valer a pena

1. Um sistema de duas equacdes diferenciais lineares com coeficientes
constantes apresenta um autovalor complexo A = i6, que esta associado

ao autovetor w= . A solucao geral pode ser construida a partir dessas

1
i6 13
informacdes e por meio das relacdes:
X, (t)=e" [acos(Bt) —bsen(ft)]
X, (t)=e"[asen(Bt)+bcos(t)] -

em que o autovalor e o autovetor sdo numeros complexos A=a+i8 e
W =a+ib . Asolucdo geral é escrita como X(t)=cx, (t) + ¢ %, (t).

Assinale a alternativa que apresenta a solucdo correta encontrada a partir
dos autovalores e autovetores fornecidos no texto.

&) Xy ()=, o5 Bt - Jg"m]sen(@)ﬁz[ ]sen (V6] + ]oos (V)
D) Xy (t):c1[ ]sen (v8t)+ cos(JEt) c, cos (Vet) - [ 3]sen V6t) .
C) X (t) =, [JE()/3 cos /6t { }sen(JEt) +c, [JEO/ ]sen (vt)+ [;]cos
d) Xgw (t)=¢, [ JEO /3]sen (vt)+ cos(«/5t> +ec, 60 cos(6t) { ]sen

0
1

J61/3

e) Xgeral <t> =¢ +C,

cos(3) - [f ’3]sen<¢§t)

(§sen(vat) [

cos (/31 t)]

[N

2. De acordo com o seguinte sistema de equacdes diferenciais lineares de
primeira ordem:

/
X, =2X,
!/
X, =—X, +3X,

analise as afirmag¢des a sequir enquanto verdadeiras (V) ou falsas (F):
|. Os autovalores sdo complexos.

0
[I. O autovetor 1

. . 1
esta associado ao autovalor 2, enquanto o autovetor 1

estd associado ao autovalor 3.

0 1
lIl. A solugéo geral & x(t)= 01[1]e2‘ +6, [1]e3'.

Agora, assinale a alternativa que corresponde a ordem correta:
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aV-V-V
b)F-F-F

AF-V-F
d)V-F-V.
e)V-V-F

3. Um sistema de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem pode ser
escrito em sua matricial

X4

/

x| (3 1
=11

|
X, 2

Ao resolver esse sistema, encontra-se a seguinte solu¢do: x, = e*, que

€ insuficiente, pois ndo preenche todo o autoespaco da matriz de elementos

1

constantes A= . Um procedimento para encontrar outra solugao é

garantir que o autovalor w referente a solucao X, € repetido e, em seguida,

Vi

encontrar um outro autovetor v :[ ] realizando o seguinte calculo:

v2
(A-Njv=w.
A segunda solucdo deve ter a forma x, = wte™ +ve™ .

De acordo com os dados fornecidos no texto, encontre a solugdo X, .

a) X, = _01 te” + _11 e
b) x, = _11 te* 01 e
) X, = _11 te® + _01 e
d) x, = _01 te* — _11]62’
el x, = _01 te* + _01]e‘2‘
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Unidade 3

Introducao ao calculo vetorial

Convite ao estudo

Nas unidades anteriores estudamos diversos métodos para a
solucao de equacdes diferenciais e de sistemas de equacdes
diferenciais. Na presente unidade, estudaremos o calculo vetorial
e um de seus principais objetivos, a determinacao de fluxos.

Podemos ter fluxos de um fluido (dgua em torno de um navio
ouarem torno daasa de um avido ou das estruturas de uma ponte)
ou fluxos de eletricidade. Assim, o calculo vetorial reveste-se de
importancia para as varias especialidades da engenharia além de
aplicagces na geologia, meteorologia, fisica e medicina (lembre-
se de que o sangue também é um fluido!).

Para calcular as grandezas associadas ao fluxo de fluidos, os
matematicos, fisicos e engenheiros desenvolveram, ao longo dos
ultimos dois séculos, outros “tipos” de integrais alem daquelas
que voce ja estudou.

Iniciaremos a Secdo 3.1 com o estudo das integrais de linha,
as quais sao utilizadas para calcular, por exemplo, a massa de
um fio de arame ou o centro de massa de um arame. Veremos
ainda a importante aplicacao de integrais de linha no calculo do
trabalho de uma forca ao longo de uma curva. Na sequéncia
vemos uma generalizagdo do teorema fundamental do calculo:
o teorema fundamental para as integrais de linha. Fechamos
esta primeira secao com um teorema que estabelece uma
relacdo importante entre integrais duplas e integrais de linha: o
teorema de Green no plano.

Na segunda secao desta unidade estudaremos campos
vetoriais, 0 rotacional e o divergente de um campo vetorial.
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Enguanto o rotacional € uma medida do movimento angular de
um fluido, o divergente aponta se existem fontes ou sumidouros
em um campo vetorial, servindo como indicador da taxa de
variagao da densidade do fluxo em um ponto. Tanto o rotacional
quanto o divergente aplicam-se tanto a mecanica de fluidos
guanto aos campos de forcas eletromagneéticas. Finalizaremos
essa secao com a forma vetorial do teorema de Green.

Ja naterceira secdo desta unidade estudaremos a importante
classe dos campos conservativos e as funcdes potenciais
associadas a tais campos. Concluimos a unidade estudando a
relacdo entre integrais de linha e a independéncia de caminhos.

Com a finalidade de relacionar esses topicos com sua
atuacao profissional, considere que vocé foi contratado por
uma empresa que fabrica uma vasta gama de produtos:
desde guindastes com eletroimds e motores elétricos ate
asas de aviao. Mais especificamente vocé foi contratado para
atuar na coordenadoria de avaliacao de novos produtos. Essa
coordenadoria € responsavel por produzir relatorios técnicos
com estudos de viabilidade técnica de producao de qualquer
novo produto. A empresa esta estudando o lancamento de
uma nova linha de guindastes com eletroimas que apresentam
COMO iNovagao uma geometria inédita.

Vocé devera avaliar, para esta nova linha de guindastes
com eletroimas, em fungao de angulos associados a essa
nova geometria, © comportamento do campo magnéetico
bem como identificar para qual angulo o campo magnetico
€ maximo. Outras questdes que vocé devera tratar para essa
nova linha de guindastes € o fluxo associado a um campo
elétrico especifico. Por fim, vocé devera avaliar o calculo do
trabalho realizado por um campo vetorial.

Esta € mais uma etapa na construcao da sua carreira. Estude
com afinco.
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Secaon 3.1l

Caminhos suaves e integrais de linha

Dialogo aberto

Nesta secdo estudaremos as integrais de linha e suas aplicacdes.
Enquanto as integrais que vocé ja estudou sdo calculadas sobre
um intervalo do eixo cartesiano, as integrais de linha sdo calculadas
sobre uma curva C que pode estar no plano ou no espa¢o. Com as
integrais de linha vocé tera meios para resolver uma nova classe de
problemas: calcular a massa de um fio de arame, calcular o trabalho
realizado por uma forca, determinar fluxos de fluidos ou fluxos de
calor, entre outras.

Na empresa de fabricagdo de guindastes com eletroimas para a
qual vocé foi contratado, vocé desenvolvera a analise de viabilidade
de producdo de um novo modelo de guindaste. Esse modelo de
guindaste produz campos magnéeticos com variadas geometrias e
precisa gerar um campo magnético variavel em um certo ponto
P compativel com o material a ser movimentado, por meio de um
cabo condutor na forma da Figura 3.1.

Sabemos que, se a geometria do problema apresenta uma
simetria adequada, o calculo do campo magnético € bem simples.
No entanto, para geometrias mais complexas, precisamos aplicar a
chamada lei de Biot-Savart, que envolve a realizacao de integrais de
linha para o calculo do campo magnetico.

Do ponto de vista da Fisica, sabemos que uma carga elétrica

com velocidade vV deve gerar um campo magnético B em sua
vizinhanca. Uma corrente elétrica i consiste em um conjunto de
cargas em movimento, e assim concluimos que um fio atravessado
por correntes elétricas deve gerar um campo magnético.

O calculo desse campo é possivel por meio da lei de Biot-Savart.
A intensidade do campo magnético B, em um ponto P qualquer,
sob uma corrente de intensidade /, a uma distancia r de um elemento
asxr

3

de comprimento ds ¢ dada por: dB = Ki
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Podemos escrever a lei de Biot-Savart em termos de uma integral
de linha como:

i-r-sen(d)
c

Onde K é uma constante fisica. Considere um fio curvado como
a figura a seguir.

Figura 3.1 | Cabo curvado sob angulo o

A

Fonte: elaborada pelo autor

Vocé deve apresentar um breve relatério técnico direcionado
ao engenheiro-sénior de sua coordenadoria de avaliagcdo de novos
produtos analisando as duas situacdes a seguir. Seu texto deve
incluir os calculos necessarios para justificar suas conclusdes para
os itens.

a) Apresente o grafico do comportamento do campo magneéetico
B no ponto P a medida que o raio r aumenta. O modulo do campo
magnetico aumenta ou diminui?

b) Como o valor do campo magneético B em P se comporta para
a=30° a=45° a=60° a=90° a=150° a=180° a=270°e a=360°"

O campo magnético € maximo para a espira completa?

Para concluir esse desafio, vocé precisa de novos conhecimentos.
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Nao pode faltar

1. Orientacao de curvas e integrais de linha

Considere um arame bem fino cuja massa por unidade de
comprimento seja um valor conhecido, como representado na
Figura 3.2. Esse arame serd representado por uma curva que
simbolizaremos pela letra C, ligando os pontos A e B.

Figura 3.2 | Um arame pode ser representado por uma curva suave

B

A

Fonte: elaborada pelo autor.

O procedimento que faremos agora € inteiramente analogo ao
que ja fizemos para definir as integrais de uma Unica variavel na reta.
Efetuamos uma particdo da curva C usando os pontos P, com
A=PF, e B=P, com o comprimento de arco entre dois pontos
sucessivos P,_, e B, denotado por As, e representamos a fungéo
densidade do arame em cada ponto (x,y) pela funcdo f(x,y), de
tal forma que a massa de um subintervalo qualquer sera dada por
Am, >~ f(x,y)ASk. Essa particdo esta ilustrada na Figura 3.3.

Figura 3.3 | Particdes do fio de arame

A=

Fonte: elaborada pelo autor.
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Se somarmos todos esses elementos e tomarmos o limite dessa
soma quando o numero de elementos tende a infinito, teremos,
de forma analoga a integral de Riemann, o que se define como a
integral de linha da funcao fem relacdo a curva C.

" Definicdo de integral de linha de f em relagdo a s sobre a
curva C (STEWART, 2006, p. 954): “Seja f uma fungdo com

dominio sobre a curva lisa C. Define-se a integral de linha de f

sobre C como ff(x,y)ds = lim if(x;,y;)AS, (se
i=1

n—oo
C

o limite existir), onde o ponto (X,- i ) representa um ponto

qualquer em cada i-ésimo sub-arco Asi i

Se a curva C for uma curva no espago, vale a definicao analoga:
n

ff(x,y,Z)ds = Jijrgoz;f(x,,y,,z, )As,. .

c i=

Uma interpretacao importante para as integrais de linha ¢ a

seguinte: se f(X,y) >0, entdo a integral ff(x,y)ds representa a
c
area da superficie desenhada na Figura 3.4. Observe que a base da

superficie € dada pela curva C e a altura, para cada ponto (x,y), e
dada pelo valor f(x,y).

Figura 3.4 | Interpretacdo para ff(x,y)ds quando f(x,y) >0
c

Fonte: adaptada de Stewart (2006, p. 954).
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@ Reflita

Suponha que d(x,y,z) represente a funcao densidade de massa de
um arame simbolizada por uma curva lisa C no espaco. Por que a

massa do arame € dada pela integral fd(X,y,Z)dS?

A definicao dada nao e pratica para os calculos das integrais de
linha.

Voltemos ao nosso problema inicial de se calcular a massa
do arame sobre uma regido plana de forma que a curva C possa
ser representada pelas equacbes X = X(t) e y:y(t> com
te [a,b]. Assim, a curva C pode ser descrita pela expressao vetorial
r(t)=x(t)i+y(t)j. Lembremos que o comprimento da curva C

entre os pontos a e b € dado por L= fbHr’(t)Hdt :f

Entdo se f € uma funcao continua, a igualdade a seguir torna
bem mais simples muitos calculos de integrais de linha:

[rtsvias= [ rixeyte)on= [ sty )| & +[ 2 a por

dt
consultar os detalhes a respeito da igualdade anterior, sugerimos que
vocé consulte as obras de Stewart (2006, p. 1061) ou Anton, Bivens e
Davis (2012, p. 1096).

?Z| Exemplificando

Calcule a integral de linha f(xzny)ds, onde C ¢é a curva
C:r(t)=ti+3t,t[0,2]. ¢
Figura 3.5 | Curva C a ser utilizada na integral | (¥ 3)ds

c

y
6

2 Fonte: elaborada pelo autor.
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Resolucao: temos r’(t) =i+3j e assim
[F' (1) =1 +3> =10
2
A integral fica f(xzy — 3>ds = j; [tz (31‘) — 3}\/ﬁdt =

C

2
:j;z{3t3—3}\/ﬁdt:\/ﬁl¥—3f =610

0

Ao apresentar a parametrizacdo de uma curva, teremos uma
orientacdo associada para percorrer essa curva. No caso do
exemplo anterior, para t =0 estaremos na origem (0,0) e para
t =2 estaremos no ponto (2,6). Costuma-se denominar de
orientagdo positiva a orientacdo associada aos valores crescentes
para t. Mas poderiamos, por algum motivo do problema especifico
que estivermos tratando, adotar uma orientacao contraria. Denota-
se por —C a curva que possui 0s Mesmos pontos que a curva
C, mas com orientacao contraria. No caso do exemplo anterior,
teremos —C:r(t)=(2—t)i+(6—3t>j,t6[0,2]

Destaquemos o importante resultado que o valor das integrais
de linha de f com respeito a s ao longo da curva C independe da
orientacdo adotada para a curva C, pois o elemento de comprimento
de arco As; é sempre positivo.

§> Reflita

Qual é o valor da integral f(xzy—3)ds ao longo da curva
c
—C:r(t)=(2—t)i+(6-3t)j,t[0,2)?

De forma analoga as propriedades para as integrais ja estudadas,
temos o resultado a seguir.

Teorema (STEWART, 2006, p. 1062): "Se C € uma curva lisa por
partes (ou por trechos), constituida pelas curvas lisas C;, C,, ..., C,

entdo vale que ff(x,y,z)ds:ff(x,y,z)ds+ff(x,y,z)ds+-~-+ff(x,y,z)ds".
c c, C, C,
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Veremos agora as integrais de linhaem relacdo ax, y e z. Teremos
um outro tipo de integral de linha se, ao inves de integrarmos em
relacdo a s (usando o elemento dS), efetuarmos a integracdo em
relacdo a x, y e z. Teremos as integrais de linha de f ao longo da
curva suave C comrelacdoax, y e z:

Definicdo (STEWART, 2006, p. 1066): "Seja C uma ,,
curva lisa por partes.

Define-se a integral de linha de f em relagdo a x ao
longo de C por

b
[fxy.z)ax= [ F(x(t).y(t).2(1) X (t)et

©

Define-se a integral de linha de f em relacao a y ao

longo de C por

ff(x,y,z)dy:Lbf<x(t),y(t),z(t))y’(t)dt_

Define-se a integral de linha de f em relagcaoc a z ao

longo de C por

[t(xy.2)dz= [ 1(x(t)y(0).2(t) 2 (t)at

Note que, se invertermos a orientacao da curva C para integrais

delinhaemrelacdo ax, y e z, 0 sinal da integral sera trocado, ou seja:

ff X,y,Z :—ff X,y,z)dx, ff XY,z y:—ff(x,y,z)dy e
ff X, Y, z = —ff X, Y, z)dz pois, ao invertermos a orientagdo

da curva, os sinais dos elementos dx, dy e dz se invertem.
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2. Integrais de linha de campos vetoriais

Vocé ja estudou o conceito de trabalho W efetuado por uma forca f
para deslocar, ao longo de um dos eixos coordenados, de ur;m ponto A
até um ponto B . Para isso vocé calculava a integral W = f f(x)dx .
Suponha agora que tenhamos uma particula em um campg de forcas
F(x,y, z) =f(x.y, z)i + g(x,y, z)j+h(x,y,z2)k no espaco e
desejamos calcular o trabalho efetuado para se deslocar uma particula
entre dois pontos quaisquer A e B ao longo de uma trajetoria suave

representada pela curva C. Esse campo de forcas pode ser um campo
gravitacional ou um campo elétrico.

®: Dica
Como um exemplo de campo de vetores no GeoGebra, acesse o link
<https://www.geogebra.org/m/ZGgddgVD> (acesso em: 7 fev. 2018).

Nesse aplicativo, o campo de vetores € F(X,y)=V,i +Vv,j  onde
vV, e v, sao funcdes que vocé mesmo pode inserir. Experimente!

Para obter a integral que apresenta o trabalho efetuado pelo
campo de forcas F(X,y,z), para deslocar uma particula entre os
pontos A e B ao longo de uma trajetoria suave representada pela
curva C, repetimos o procedimento de dividir a curva C em sub-

arcos definidos pelos pontos B,_,,P,, cujo comprimento de cada
sub-arco é dado pelos elementos AS, . O deslocamento da particula

entre cada um dos pontos P, _4,P, ocorre, aproximadamente, na
direcao do vetor tangente a curva C. Apresentamos a definicao para
integral de linha para campos vetoriais a seguir.

" Definicdo (integral de linha para campos vetoriais)
(STEWART,2006,p.1068): "Considereumcampovetorial

F(x,y,z)=f(xy.2)i+g(xy.2)j+ h(x,y,z)k

para o qual as fungoes f(x,y, Z),g(x,y, Z) e h(x,y,z)
sdo supostas continuas e a curva C € suave por
partes e representada por r(t),te[a,b]. Define-
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se a integral de linha de F ao longo de C por

der—fF t)dt"

Se representarmos por T " o vetor tangente a curva

||r

C, entdo a integral acima pode ser apresentada também na forma:

[F-dr:[FTdS.

Cabe destacar ainda que pode-se escrever
fF~dr:f[f(x,y,z)i—l—g(x,y,z)j+h(x,y,z)k]~[x’(t)i+y’(t)i+z’(t)k]dt:
C C

:ff(x,y,z)derg(x,y,z)dy+h(x,y,z)dz.

E] Exemplificando
Considere uma particula, sob a acdo do campo de forgas
F(x,y): x%i +2yj . que deve ser deslocada ao longo da curva

C:iti+2t%te [0,1] entre os pontos A= (0,0) e B= (1,2) A
Determine o trabalho efetuado por F(x,y) .

Resolucdo: temos F(r(t)>:(t)2i+2(2t2)j e r’(t):i—|—4tj_

entio F(r(1))-r'(£) = (% + 4t°f)- (i + 44) = > +16> Assim
o 1o 3 _E

[F(r)-dr_ﬁt 16t ==

3. Teorema fundamental para integrais de linha
Lembremos o teorema fundamental do calculo: se f € continua
b
no intervalo [a,b], entdo f f(x)dx=F(b)—F(a), onde a
a

funcdo F & uma primitiva qualquer da funcdo f (F' = f). O teorema
fundamental do calculo diz-nos que a area definida pelo grafico da
fung¢do f, no intervalo [a,b] pode ser determinada, conhecendo-
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se os valores da primitiva de f apenas no extremo de integracao.
Antes de apresentar o teorema fundamental para integrais de linha,
recordemos o gradiente de uma fungao.

" Definicdo (gradiente) (ANTON: BIVENS: DAVIS, 2012,
p. 963): “Seja f:R? — R . Define-se o gradiente de f

por Vf (x,y) = al—i-—j'

Se f:R® > R. Define-se o gradiente de f por

of . of . Of
Vf(x,y,Z)za +5/+5k

Agora podemos apresentar o teorema fundamental para integrais
de linha:

" Teorema (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2012, p. 1112): "Seja
C uma curva lisa por partes com extremidade inicial

no ponto P—(Xo,yo) e final no ponto Q—(x1,y1>
e fuma funcao diferenciavel com gradiente dado por
Vf . Entdo vale que

fo(x,y)dr:f(x1,y1)—f(x0,y0) se f possui duas

variaveis e

fo(x,y,z)-dr:f(x1,y1,z1)—f(x0,yo,zo) se f
C

pOsSsui trés variaveis”.

Em outras palavras, nas condicdes dadas pelo teorema, o valor
da integral depende apenas dos pontos inicial e final da curva C, ndo
dependendo da particular curva adotada.
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‘tz" Assimile
E importante que vocé estabeleca a relacdo entre o teorema fundamental
do calculo e o teorema fundamental para integrais de linha. Nos dois
casos, o resultado da integral depende apenas do valor da “primitiva”
calculada nos extremos de integracao. Note que no caso do teorema

fundamental para integrais de linha, ndo temos uma primitiva no sentido
rigoroso do termo.

o(b Reflita

Considere a funcdo f(x,y) =5Xy eascurvas G, ti +tj,t € [0,1]
e C, i+ 2t 6[0,1} Qual é o valor das integrais fo.dre

Gy

fo-dl‘ tomando como ponto inicial P = <0,0) e como ponto
C2

final Q = (1,1) para ambas as curvas?

4. Teorema de Green no plano

O teorema de Green apresenta uma ligacao entre integrais duplas
em uma regiao plana R e integrais de linha em torno da fronteira
dessa regido. Ele facilita o calculo ao permitir a transformacao de
algumas integrais de linha em integrais duplas que podem ser de
calculo mais simples.

Antes de apresentarmos o teorema de Green no plano, €
necessario definirmos o que sao regides simplesmente conexas,
multiplamente conexas e curvas simples e nao simples.

Definicdo (regides conexas e ndo conexas) (ANTON; , ,
BIVENS; DAVIS, 2012, p. 1114): "Um conjunto A do plano
€ definido como conexo se, para quaisquer dois pontos
pertencentes ao conjunto A, eles podem ser conectados
por uma curva lisa por partes totalmente contida em A”.
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Na Figura 3.6, 0 conjunto A € conexo, mas o conjunto B nao &
conexo (ndo € possivel ligar quaisquer dois elementos desse sequndo
conjunto com uma curva simples inteiramente contida em B).

Figura 3.6 | Regides conexas e ndo conexas

A B

Fonte: elaborada pelo autor.

" Definicdo (curvas simples e ndo simples) (ANTON;
BIVENS; DAVIS, 2012, p. 1115): "diz-se que uma curva
é simples se ela nao se auto-intersecta. Uma curva
gue apresenta um ou mMais Pontos NOs quais se auto-
intersecta é dita nao simples”.

Na Figura 3.7 a sequir, a curva C, ¢ um exemplo de curva fechada
nado simples, enquanto a curva C, é um exemplo de curva fechada
simples.

Figura 3.7 | Curvas fechadas né&o simples e simples

Fonte: elaborada pelo autor.
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Definicdo (conjuntos simplesmente conexos e ,,
multiplamente conexos) (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2012,
p. 1115): “Um conjunto é definido como simplesmente
conexo se nao existe nenhuma curva simples fechada
sobre este conjunto de tal forma a envolver elementos
que nao pertencam ao conjunto. Caso contrario
denominamos o conjunto de multiplamente conexo”.

Uma forma intuitiva de entender conjuntos simplesmente
conexos € dizer que eles nao contém ‘buracos’. Conjuntos
multiplamente conexos contém um ou mais “buracos”. Na Figura
3.8 0 conjunto A ¢ simplesmente conexo (ndo contém “buracos”),
ja o conjunto B € multiplamente conexo (contém “buracos”).

Figura 3.8 | Conjuntos simplesmente conexos e multiplamente conexos

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora estamos em condicdes de apresentar o teorema de Green
no plano.

Teorema (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2012, p. 1122): ,,
‘Considere R uma regiao do plano simplesmente

conexa com a fronteira de R dada por uma curva C lisa

por partes. Supde-se ainda que a curva C seja fechada,

simples e orientada no sentido anti-horario. Considere

funcoes f(X,y) @ g(X,y) continuas cujas derivadas

parciais de primeira ordem sejam continuas em um

conjunto aberto A com R C A Entdo vale que

fx dx+ X, d a—g—a—fdA".
J1(eoera (o= [[[52 o
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D_C} Pesquise mais

Vocé pode encontrar material adicional para leitura sobre campos
vetoriais e o teorema fundamental das integrais de linha acessando as
aulas contidas nos links a sequir:

VALLE, Marcos Eduardo. Campos vetoriais e integrais de linha.
Disponivel em: <http://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MA211/
Aulal8.pdf>. Acesso em: 7 fev. 2018.

,,,,,, Teorema fundamental das integrais de linha. Disponivel em:
<http://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MA211/Aulal9.pdf>.
Acesso em: 7/ fev. 2018.

Sem medo de errar

Vocé foicontratado porumaempresa de fabricacdo de guindastes
com eletroimds e na sua nova posicdo desenvolvera a analise de
viabilidade de producdo de um novo modelo de guindastes. Sua
primeira tarefa sera determinar a intensidade de campos magnéticos
produzidos por correntes elétricas em diferentes geometrias dos
cabos no interior dos novos modelos de guindastes em avaliacao.

Suponha uma carga positiva g, puntiforme, com velocidade
\7. Com o _movimento dessa carga sera produzido um campo
magnético B Pela lei de Biot-Savart, a intensidade do campo
magneético § em um ponto P qualquer, sob uma corrente de
intensidade /, a uma distémcia r de um elemento de comprimento ds

ds x

e
intensidade do campo magnetico neste ponto P.

¢ dada por: dB = Ki . Destacamos que queremos calcular a

Podemos escrever a lei de Biot-Savart em termos de uma integral

i sen(e)

de linha como: B = Kf ds, onde K & uma constante fisica

(permeabilidade magnetlca). A corrente elétrica € denotada por /. A
geometria do problema € dada pela figura a seguir.
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Figura 3.1 | Cabo curvado sob angulo &

A

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolugao:

Observamos que o angulo 6 ¢ o angulo entre as direcdes ds
e I . Neste caso este angulo sempre é de s (veja a figura a sequir).
2

Figura 3.9 | O angulo entre dS e I é K
2
X
ds
P (04
Y P

Fonte: elaborada pelo autor.

A distdncia ao ponto P é constante e igual a R. Temos

Bk [15en®) 46 _ K Mds. Parametrizamos o arco com
R? R?

r(t)=Rcos(t)i+ Rsen(t)].
Entdo |r(t “—“—Rsen(t)'+Rcos jH

/Hr Hdt

A integral fica B= Kf , para cada um dos angulos

a=30° a=45° a=60° a=90° a=150° a=180° a=270°e a=360°.
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Assim, a resposta ao item a) € que O campo magnético é
inversamente proporcionalaoraior. Para o item b), basta substituirmos
cada um dos valores dos angulos solicitados em radianos.

T Ki m T Ki m T
—30e=X: g NT o —ase T g KT 00T
o=30"=2" B="1% 0 a 7 B="1 a ;
NI - —epe=T p_KT . _150°-2T g_Kibr
r r 2 6 r 6
0g=180°—x - B=Klo o —2700=3" g KI3T o 3600—2r
r 2 r
:B:ﬁz

Concluséo: o campo magnético €& maximo quando
ag =360° =27 . Ndo se esquega de organizar essas informagdes
Nno relatorio técnico ao seu supervisor, apresentando a analise das
duas questdes colocadas.

Avancando na pratica

Trabalho realizado por um campo vetorial ao longo de uma
circunferéncia

Descricao da situagcao-problema

Vocé estava em busca de novos desafios profissionais e surgiu
a oportunidade de atuar em uma empresa que realiza testes
aerodinamicos. A empresa solicitou que vocé desenvolvesse um
estudo relacionado com o projeto de um novo modelo de asa de avido.

Foram realizados testes aerodindmicos e observou-se que o
campo vetorial que descreve o0 escoamento de ar no entorno desse
novo modelo de asa de avido é dado por F(X,y) =T7xyi +4x%) .
Sabe-se também que esse novo perfil de asa é representado pelas
funcdes fi(x)= x* e f, (x)=3x entre os pontos P = (0,0) e
Q=(39).

Foi solicitado que vocé apresentasse os calculos, usando
O teorema de Green, para a circulacdo desse fluido no perfil
de asa apresentado. Para isso vocé devera calcular a integral

f?xydx+4x2dy sabendo que a curva C ¢ a curva fechada
c
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definida pelos gréaficos das funcdes f1(X) =x?e fz(x>:3x entre
os pontos P = (0,0) e Q= (3,9)‘
Resolucgdo da situagdo-problema

Lembramos o resultado do teorema de Green:
ff X,y dx+g X,y dy ff[a—g—a—f]dA

Ident|f|camos com o teorema de Green que f(x,y):7xy e
g(xy)=4x*

Entéo‘£7xydx+4x2dy:Lf[8x77x]dA:J;3|j:Xxdy

3
fos(3x27x3)dx:%f);—4 _3 ¥ g7
0

dx:f:xy\jj dxij:(3X2 —x*)dx =

4

Com essa solucao em maos, € possivel dar andamento ao
projeto. Sua tarefa foi concluida com éxito.

Faca valer a pena

1. Considere as assercdes a sequir.
() Seja C uma curva lisa por partes. Uma integral de linha de uma funcéo
f com relacao ao comprimento de arco nao depende da orientacdo da

curva C, pois os elementos ASK sdo sempre positivos.

() Se F(x,y,z) = f(x,y,z)i + g(x, y, z)j + h(x,y,z)k representa
um campo vetorial com f,g e h funcdes continuas e C uma curva lisa
por partes representada por r(t),t € [a, b]. A definicdo da integral de

linha de F ao longo de C é dada por fF-dr = fF(I’ (t))-r’(t)dt.
c c
() Considere o problema de se determinar o trabalho realizado pelo

campo de vetores definido pela fungao F(x,y,z) =Vf (x,y,z) para
deslocar uma particula de um ponto A para um ponto B ao longo de uma
curva C lisa por trechos dada por r(t),a <t < b .Entdo é correto afirmar

que [F-dr =F(r(b))~F(r(a))

() O conceito de integral de linha para curvas suaves pode ser estendido
para curvas constituidas por um numero finito de curvas suaves C1, C,, .
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Cn e a integral de linha ao longo de uma curva C suave por partes
pode ser escrita como a soma das integrais de linha ao longo de cada

curva: ff(x,y,z)ds:ff(x,y,z)ds—i—ff(x,y,z)ds+-~~+ff(x,y,z)ds-
c C, C, G,

n

() Considere um arame disposto ao longo de um semicirculo C . Se a
funcdo densidade de massa de um arame for igual a d(x,y) =5-3y
, entdo a massa do arame pode ser expressa como a integral de linha

M:fxd(x,y)ds:fx(5—3y)ds.
c c
Agora, assinale a alternativa que apresenta a sequéncia correta:

AV-V-V-F-V.
b)V-V-F-V-F
F-V-F-V-F

)
)
c)
dV-F-V-F-F
F-F-F-V-V.

2. Uma das aplicac®es mais importantes das integrais de linha é no calculo
do trabalho efetuado por uma forga variavel, deslocando uma particula ao
longo de uma trajetdria suave, seja no plano, ou no espago.

Seja o campo F(x,y,z)=(4xz,—22,3y), a curva definida por

3 442
l'<t) = <t +2,t°,4t ) e os valores para t, os pontos inicial e final dados
port=2et=2.
Considerando o campo de forgas e a curva apresentada, o trabalho total

efetuado pelo campo no deslocamento dessa particula entre os pontos
dados e:

a)5_01.
7
219
13
404
3
o) 303
5
129
11

b)
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3. Considere as afirmacées a seguir.
|. Seja a regido do plano limitada pelos graficos f, (X) =x%e f, (X) =X,
como ilustrado na figura a seguir.
. . _— - 2
Figura | Regigo R limitada pelos graficos f1(X) =x“ef, (X) =X
Iv4

Fonte: elaborada pelo autor.

Usando o teorema de Green para calcular a integral f3xydx + 2x4dy.

c
obtemos como resposta um valor maior que — .

Il. Considere a regido triangular do plano apresentada na figura a seguir.

Figura | Caminho triangular para a integral f5X3de + 3xdy

Ay ¢

Fonte: elaborada pelo autor.
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Colado sem ser meta-arquivo avancado:
A integral f5X3de+3Xdy ao longo desse trajeto triangular, no
¢ 1
sentido anti-horario, é iguala _— .
2
. A integral f[(2x+6y2>i—3yzj+5xzk}-dr entre os pontos

C
P= <0,0,0) e Q= (1,1,1) pela trajetoria r(t) =1+ tzj + 3k ¢éigual
a 145
19
Agora, assinale a alternativa que apresenta a resposta CORRETA:
a) Somente a afirmativa Ill esta correta.
b) As afirmativas Il e lll estdo corretas.
c) As afirmativas | e Il estdo corretas.
)
)

d) As afirmativas | e Il estdo corretas.
e) Somente a afirmativa Il esta correta.
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Secao 3.2

Campos vetoriais, rotacionais e divergentes

Dialogo aberto

Na secdo anterior estudamos integrais de linha, que podem ser
efetuadas sobre campos escalares ou sobre campos vetoriais. O
exemplo classico de aplicagcao de integrais de linha sobre campos
escalares € o calculo da massa de um arame. Ja o exemplo classico
de aplicacdo de integrais de linha sobre campos vetoriais € o calculo
do trabalho realizado por um campo de forcas F para deslocar uma
particula entre os pontos P e Q. Vimos o teorema fundamental para
integrais de linha e encerramos a secao com o teorema de Green
no plano.

Na presente secao estudaremos em mais detalhes o que sdo
campos vetoriais, incluindo alguns exemplos de campos vetoriais,
e como eles aparecem nas mais diversas aplicacdes: campos
gravitacionais, elétricos, magnéticos, mecanica de fluidos em
geral e em particular, meteorologia e aerodinamica. Em seguida
estudaremos o rotacional e o divergente de um campo vetorial,
que possuem interpretacdes fisicas bastante importantes para a
engenharia e afisica. Essas interpretacdes sao utilizadas em conjunto
com as formas vetoriais do teorema de Green, que também sera
visto nesta secao.

Lembremos que vocé foi contratado por uma empresa de
producao de guindastes com eletroimas e motores elétricos para
atuar na coordenadoria de avaliacdo de novos produtos. Vocé ja
vem desenvolvendo suas atividades com sucesso.

Neste momento vocé devera tratar de problemas que envolvem
0 conceito de fluxo. Neste tipo de problemas vocé deve calcular a
taxa com que um fluido entra ou sai de uma regiao R limitada por
uma curva suave C. Tais problemas aparecem tanto em situacoes
na mecanica de fluidos quanto em situacdes relacionadas com
eletromagnetismo.

Considere um campo vetorial F. Denomina-se de fluxo do campo
vetorial F através da curva C a integral curvilinea ao longo de C.
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Em termos simbolicos, o fluxo do campo F através de C ¢ dado
pela integral ands
Suponha qglie n seja o vetor normal unitario exterior & curva C.

Se pensarmos em termos do escoamento de um fluido, o fluxo
corresponde a taxa com que o fluido esta saindo de uma regido R
delimitada pela curva C.

Vocé continua estudando a nova linha de guindastes com
eletroimds, e agora surgiu a necessidade de determinar o fluxo
para um campo elétrico especifico. Considere o campo dado por
F =3xi+ 5y?%j. Pela geometria do novo modelo de eletroimd, vocé deve
estudar o fluxo para dois quadrados: em primeiro lugar, o quadrado
definido  pelos pontos P =(-2-2), B,=(-22), P,=(2-2), P, =(22)

e em seguida, um outro quadrado definido pelos pontos
P, =(-3,-3), B,=(-33), P, =(3,-3), B, =(3,3) NO plano xy.

O engenheiro-coordenador sob o qual vocé trabalha solicitou
que voceé explicasse como e possivel determinar o fluxo do campo
vetorial por F=3xi+5y?j através dos dois quadrados definidos
anteriormente, utilizando o teorema de Green. Além disso, ele quer
saber se esse fluxo é positivo ou negativo e se ha diferenca para o
resultado do valor do fluxo para cada um dos quadrados.

Este € mais um desafio que, temos certeza, voce esta capacitado
a superar. Faca todos os exercicios propostos, assista aos videos
sugeridos e leia 0s materiais complementares. Nao deixe as duvidas
se acumularem.

Nao pode faltar

1. Campos vetoriais

Embora vocé ja tenha entrado em contato com campos
escalares e campos vetoriais na secao anterior, apresentaremaos
agora as definicdes formais desses dois objetos matematicos. Vocé
ja entrou em contato com campos escalares ao calcular a massa de
um arame usando integrais de linha.
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Definicdo (campo escalar) (GONCALVES, 2011, p. 193): “Seja ,,
uma funcdo f: A C R® — R que a cada ponto do espaco

associa um escalar. Os valores da funcao f juntamente com

a regido A definem um campo escalar”.

Sao exemplos de campos escalares: a densidade de um fluido
em cada ponto do espaco, a fungcao T(X,y, Z), que a cada ponto
do espaco associa a temperatura naquele ponto, ou ainda a funcao
P(X,y,z), que a cada ponto do espaco associa a pressao do ar
naquele ponto do espaco. Nesta mesma unidade veremos, na
subsecao sobre divergente, gue o divergente de um campo vetorial
€ um exemplo de um campo escalar.

Definicdo (campo vetorial) (STEWART, 2006, p. 1054): ,,
"Seja uma funcao vetorial F: A C R* — R? que a cada

ponto do plano associa um vetor. Os valores da funcao

F juntamente com a regido A definem um campo

vetorial no plano.

Se a funcdo F for definida sobre uma regiao do espaco
F:ACR® - R® teremos um campo vetorial no
espaco”.

Em um campo vetorial associamos, a cada ponto (do plano ou
do espaco) um vetor. Campos vetoriais sao 0s objetos matematicos
utilizados para descrever o fluxo (que pode ser o fluxo da agua em
rio, o fluxo de um fluido em um duto industrial ou ainda o fluxo de
um campo magnético). Acesse o link disponivel em <http://ondas.
cptec.inpe.br/> (acesso em: 8 fev. 2018) e veja 0 modelo de ondas
do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE). E um exemplo
de campo vetorial de velocidades.
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Figura 3.10 | Campo vetorial do modelo de ondas (INPE)
Altura Significativa(m) e Diregao Média das Ondas

Fonte: <http://img0.cptec.inpe.br/~rgrafico/portal_ondas/wwatch/global/altura/capa_glb_alt_m.png>.
Acesso em: 8 fev. 2018.

Segundo a lei da gravitacdo universal de Newton, a forca de

atracdo gravitacional entre duas particulas de massas m e M ¢ dada

pelo campo vetorial F(xy,z)=——XMMC__; __ ymMG _, MG

(X2+y2+zz)§'2 <X2+y2+22)3£ (X2+y2+22>3é

, onde G é a constante gravitacional que, a cada ponto P(x,y,z)

do espaco, associa o vetor forca F(x,y,z). Se denotarmos
por r={x*+y’+z 0O modulo (comprimento) do vetor posicdo
mMG
rz

gravitacional decai com o inverso do quadrado da distancia.

oé}) Reflita

Pesquise acerca da lei de Coulomb sobre a forca elétrica exercida por
uma carga @ na origem sobre uma carga § na posicdo P(X,y,z)
e responda: € possivel estabelecer alguma analogia entre a lei de
gravitagao e a lei de Coulomb?

r=xi+yj+zk, veremos que [F|=

0 que mostra que a forca

Na secdo anterior ja haviamos apresentado este link: <https://
www.geogebra.org/m/ZGgddgVD> (acesso em: 8 fev. 2018). Os
campos vetoriais da Figura 3.12 foram construidos a partir dele. Para

construir a figura do campo F;(xy)= ;y =i+ zx
JE+yr Ity

: j, usamos

o comando sart() do Geogebra.
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Figura 3.11 | Exemplos de campos vetoriais

pS e o o e P
TEESHRNEN N I A
SRR IS SN A L
b= B e e e
b= o o s Nl A o s e
S e
Lz ol e 8 el 8
- - = 2 e NN R e e
el o ey A T s W T )
L A | IR T VR N N N
@ =R N NN N B
SR PR p——,
T G —
S s e e — =R
P 2 o i S W V. I N
Vo 7 o S S RENG A,
IR A ESSESUEER BN BN
LRl e s e e e
A S 4 A 3
SR P 3
S e S
BN G e Cr R
NN AN e R AT CEL T o
LR T s S e
NN NN~ - s sy
SRS = e

Imagine que O campo vetorial F3(x,y):\/ >
X

F,(x,y)= xi+0j

F,(x,y)=xi+yj

F, (X,y

-y

X

):szﬂf

it .
i \/x2+y21

_yw

o(b Reflita

Xw

+y?

n .
! \/Xz_’_yzj

represente agua rodando em torno da origem com velocidade angular

em w radianos por segundo. Denote por r = NS +y2 o circulo de
raio r em torno da origem. O que podemos dizer a respeito do produto

escalar F3 (x,y)-r ? Reflita sobre a informacgao que o resultado do

produto escalar F3(x,y).r nos fornece acerca do angulo entre os

vetores envolvidos.

Considere

um

campo

escalar

f(x,y,z):ACR* - R

tal

que existam as derivadas parciais de primeira ordem de f onde
ela estd definida. O gradiente de f € um vetor definido por
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f., of . Of
gradf=Vf:a—|+a—j+a—k. Assim, o gradiente define um
ox 9y~ 0z

campo vetorial a partir de um campo escalar.

ﬂ9 Pesquise mais

Assista a duas videoaulas sobre campos escalares e campos vetorias:
Campos vetoriais. Disponivel em: <https://youtu.be/1s7Fh86dOMO>.
Acesso em: 8 fev. 2018.

Campos escalares e campos vetoriais. Disponivel em: <https://youtu.
be/0400y3lavRM>. Acesso em: 8 fev. 2018.

Nas duas subsecdes a seguir apresentamos duas operacdes
sobre campos vetoriais que sdo bastante utilizadas nas aplicagdes:
O rotacional e o divergente.

2. Rotacional e fluidos irrotacionais

A sequir apresentamos a definicdo do rotacional de um campo
vetorial.

" Definicao (Rotacional) (STEWART, 2006, p. 1088): "Seja
um campo vetorial F(x,y,z):ﬁ+gj+hk_ Suponha que as
derivadas parciais de f, g e h existam. Define-se o rotacional
de F por:

rotF = oh _ 99
dy 0z

of oh

0z 0Ox

i+

og_or),.
ox dy)

Ndo se pretende que vOCé memorize essa expressao para o
rotacional. Para facilitar a memorizacao da expressao do rotacional

é conveniente considerar o operador conhecido como “del’,
0 0 0

V=—i+—j+—k, € memorizar o rotacional em termos do
ox 9dy~ 0z
produto vetorial V xF . Assim, temos o "determinante”:
i j k
roz‘F:VxF:i 9 g:@_aﬁi+[g_@. 99 _of k.
ox oy 0z dy 0z 0z 0Ox ox oy
f g h
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Q Exemplificando

Considere o campo vetorial F(x,y,z)=3xzi —4yz’j+5x°y*k  Calcule
o rotacional de F.

Resolucdo:
i j k
o 0 0 oh dg|. (of oh), (0g Of
Usamo que rofF =V xF=— — —=|"—=—Lli+|—-—|j+|=-—|k
d * ox 9oy 0z oy 0z 0z 0x ox i)y]
f g h
Assim: 2 10,0y, 99— gz I 55 O _15x2y2, 29 0. .
oy 0z 0z ox ox oy

Portanto: rotF =(10x"y +8yz)i+(3x —15x°y?)j+ Ok.

Apresentamos agora duas propriedades do rotacional.

Considere os campos vetoriais Fy(x,y,z) e F,(x,y,z) com
derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio A.
Seja f(x,y,z) uma funcao escalar diferenciavel em um conjunto

aberto AC R?. Entdo valem as propriedades:
) rot(F, +F,) = rot (F,) + rot (F,)
i) rot(f F1) =f rot<F1) + V£ xF,

Interpretacéo fisica do rotacional

O rotacional recebe esse nome pois ele € uma medida das
rotacdes em um fluido, sendo uma medida do movimento angular do

fluido. Considere um ponto P(xo,yo,zo) no fluido. Se o fluido ndo
roda ao redor do eixo na diregdo de rotF , entdo rotF (x,,,,2,) = 0.
Quanto mais rapido as particulas do fluido giram em torno deste
ponto P (Xy,¥,,2,). entdo rotF(X,,Y4,2,) =0 e maior serd o
modulo do vetor rotF(Xo,yO,ZO). Campos vetoriais para os quais

rotF(xO,yo,zo) =0 s&o denominados de campos irrotacionais.

Seja f(X,y,Z) com derivadas parciais de segunda ordem

continuas. O gradiente de f é grad(f)= Vf = a—fi—i—a—fj—i-a—fk,
ox oy~ 0z
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Qualquer que seja f, atendendo essas condicdes, o rotacional do
gradiente de f sera sempre nulo.

o(;} Reflita

Vocé se lembra do campo vetorial Fs(x,y): Y i+ X j
JE 4yt I +y?

apresentado na Figura 3.107 Vocé pode visualizar que esse campo Nno

Geogebra e observar que ele representa rotacdes em torno da origem.

3. Divergente e fluidos incompressiveis

Enguanto o rotacional de um campo vetorial define outro campo

vetorial, o divergente de um campo vetorial associa um escalar a um
campo vetorial.

" Definicdo (Divergéncia) (Stewart, 2006, p. 1091): "Seja
F(x,y.z)=f(xy.2)i+9g(xy.2)j+h(x.y.zZk um campo

vetorial no espaco e suponha que existam as derivadas

parciais 8—f 6—ge — A divergéncia do campo F ¢é
ox 9oy Oy
definida como divF:nga—g il
ox oy 0z

Também de forma similar ao rotacional, para o qual usamos a
notacao V xF para facilitar a memorizacdo, no caso do divergente

0 g]k
0z

usamos o produto escalar entre o operador V= [;X]i +|—
Q Exemplificando

- i+
e F: divF=V-F.

ay

Considere o campo F(xy,z)= x*y?zi+3x’y?zj+ 4xz’k . Determine

divF .
Resolucdo:

divF =V -F :g—|—a—g+@:4x3yzz+6x3yz+8xz.
z

Propriedades do divergente (GONCALVES, 2011, p. 215):
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“‘Considere os campos vetoriais F(X,y,z) e G(x, Y, z) ,,

. Se existirem os divergentes dos dois campos vetoriais,
entao vale que:

a) div (F + G) = divF £ divG
Se p(X, Y, Z) for uma funcao escalar, vale que:
b) div (pF) = pdivF +Vp-F

Um campo vetorial F tal que div (F) =0 édenominado
de campo solenoidal”.

Interpretacao fisica do divergente

Uma interpretacdo fisica para o divergente pode ser dada
considerando-se  um fluido escoando, com o escoamento
representado por um campo vetorial de velocidades dado por
V(x,y,z)=f(xy,2)i+9g(x,y.z)j+ h(x,y,z)k. A divergéncia
mede a velocidade com que varia a densidade do fluido em um
ponto (xo,yo,zo)_

Se a div(v(xo,yo,zo))>0, entdo a densidade do fluido esta
diminuindo ao longo do tempo. O fluido esta “se espalhando”.

Por outro lado, se a div(v(xo,yo,zo))<0, entdo a densidade
do fluido estd aumentando ao longo do tempo. E se div (V) =0 em

uma regidao do espaco, entao a taxa com que o fluido entra nesta
regido € a mesma com que o fluido sai.

3
4 Facavocé mesmo

Considere um campo vetorial
F(x,y,z)=f(xy.2)i+g(xy.z)j+h(xy,z)k tal que as fungdes f, g e h
possuam derivadas parciais de segunda ordem continuas. Calcule o
div (rotF).
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EL? Pesquise mais
Neste video vocé assistird a uma aula com o Prof. Gil da Costa Marques
com exemplos da Fisica com campos irrotacionais e com divergente nulo:

Campos irrotacionais e campos com divergéncia nula. Disponivel em:
<https://youtu.be/lHe43zmqgRPk>. Acesso em: 8 fev. 2018.

4. Forma vetorial do teorema de Green

Considereumcampovetorial F(x,y)=f(x,y)i+g(x.y)j, umaregido
doplanorepresentada por S, com a curva C como fronteira. Suponha
que as funcdes f e g possuam derivadas parciais de primeira ordem
continuas em uma regidao aberta contendo a regiao A. O rotacional

i i k
do campo F é dado por rol‘F:i i i: 8_g_ﬁ k
ox 0Oy 0z ox Oy
f g O

Por outro lado, vale que fF-dr:ff(x,y)dx—i—g(X,y)dy.
C c

Assim, o teorema de Green pode ser reescrito na seguinte forma
vetorial:

[F-dr:ﬁfrotF.de.

Essa forma vetorial do teorema de Green também € chamada
de forma tangencial ou circulagdo rotacional. Lembremos, da

secao anterior, que vale a igualdade fF~dr=fF~Tds. Por vezes,
C C

essa primeira forma vetorial do teorema de Green também ¢ escrita
como:

[F-Tds:fsfrotF-de

Vocé estudara, na proxima unidade, o teorema de Stokes. Ele
€ uma generalizacao desse resultado para superficies do espaco
limitadas por uma curva C.
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Existe uma segunda forma vetorial do teorema de Green,
conhecida como fluxo-divergéncia ou forma normal:

[F-nds:j;fdideA

A forma tangencial representa a igualdade entre a circulacdo
F-dr de um campo F em torno do caminho C e a integral dupla

C
do rotF -k sobre a regido S.

Ja a forma normal nos informa que efetuarmos a integral de linha
da componente normal do campo F ao longo do caminho C € igual
a efetuarmos a integral da divergéncia deste campo F na regidao S

limitada pelo caminho C. A integral fF -nds corresponde ao fluxo
C

exterior do campo F atraveés do caminho C. Ela corresponde a taxa
com gue um fluido entra ou sai de uma regiao do plano, limitada
pela curva C.

Qﬁ& Assimile
Observe que a forma vetorial do teorema de Green fF-dr = ffrotF-de
c S

significa, em palavras, que a componente tangencial de um campo
vetorial F ao longo de um caminho suave C € igual a integral dupla da
componente na direcdo K do rotacional deste mesmo campo vetorial
sobre uma regido S delimitada pela curva C. Cabe ainda lembrar que
a componente na direcdo K do rotacional corresponde & taxa de
rotacao de um fluido em torno de um ponto.

Vocé estudara, na proxima unidade, o teorema da divergéncia.
Ele € uma generalizacao da forma normal ou fluxo-divergéncia do
teorema de Green. Assim, € interessante que vocé mantenha em
mente esses dois resultados quando estiver estudando esses dois
teoremas.

Sem medo de errar

Relembremos o problema que a coordenadoria de novos
produtos encaminhou para vocé: vocé deve determinar o fluxo para

0 campo elétrico F=3xi+5y%j, considerando primeiro o quadrado
definido pelos pontos P =(-2-2),P,=(-22),P,=(2,-2),P, =(22)
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€, Na seguéncia, para um outro modelo de eletroima, o
fluxo considerando o quadrado definido pelos pontos

P, =(-3,-3),F, =(-33),P, =(3,-3),F, =(3,3) no plano xy.

Entdo, vocé precisa elaborar a explicacao com base no que esta
apresentado a sequir.

O fluxo é dado pela integral fF-nds. Lembremos da forma
normal do teorema de Green: c

[F-nds:fs divFdA .

O divergente de F neste caso € div(F)=

Substituindo na integral acima, teremaos:

fF»nds:ffdideA:]j 3+10y)dxdy = f[3x+10xy} dy =
C S -2 -2
2

:f{3-2+10-2~y7(3~(72)+10~(72)-y)}dy:f[12+40~y]dy:‘12-y+40»y?22

-2 -2 -2

—48

Tente calcular a integral para o calculo do fluxo ggF-nds

usando integral de linha. Vocé vai perceber a vantagem do teorema
de Green: reduzimos o calculo para uma integral dupla. Calcular a

integral L(}QF-nds usando integral de linha exigiria quatro integracdes

(cada lado do quadrado exige uma integral).
Assim, neste primeiro quadrado, o fluxo é positivo.

Vejamos agora os calculos para o sequndo quadrado.

fF-nds:ffdideA:]](S—HOy)dxdy: ][3x+10xyﬁ3 dy =
Y373 -3

= [[3:3+10:3.y-(3:(- 3)+10~(—3)‘y)]dy=f[18+60~y]dy=|18~y+60‘y72] =108
Para o segundo quadrado, o fluxo também é positivo.
O fluxo para os dois quadrados nao € igual.

Agora vocé deve entregar um relatorio sucinto desses calculos
para O engenheiro-sénior da coordenadoria de novos produtos,
apresentando seus resultados.
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Avancando na pratica
Calculo de areas usando o teorema de Green
Descricao da situagao-problema

Vocé foi contratado por uma empresa da industria cimenteira para
avaliar a influéncia de varios tipos de secdo transversal na eficiéncia
do reforco e ductilidade de pilares de concreto encamisados com
polimeros reforcados com fibra de carbono (PRFC). Uma referéncia é
o artigo de Sudano e Hanai (2006), Avaliagdo do coeficiente de forma
da secdo transversal e suas implicacbes no desempenho de pilares
reforcados com PRFC (disponivel em: <http://www.set.eesc.usp.br/
cadernos/nova_versao/pdf/cee35_95.pdf>. Acesso em: 8 fev. 2018).
Seu estudo deverd envolver varios tipos de secao transversal. Um
deles consiste em secdes transversais elipticas. Assim, vocé devera
calcular a area de secdes transversais elipticas.

Vocé se recordou que uma das aplicacdes do teorema de Green
consiste justamente na determinacao de areas.

A expressao para se calcular a area de uma regidao R limitada pela
curva C é dada por

A:fxdy:gg—ydx:%fﬁ—yderxdy.
C C C

Como exemplo de aplicacdo do teorema de Green na

determinacdo de areas, vocé se propds a apresentar para O
2 2

coordenador da area o calculo da area da elipse ;—2-1-%:1

utilizando o teorema de Green.

Resolucdo da situagcdo-problema

Para realizar o calculo solicitado, podemos representar
parametricamente a elipse escrevendo:

x =3cost , y =5sent com t €[0,2x].

U3 - Introdugéo ao calculo vetorial 151



Entdo, substituindo a representacao parameétrica da elipse na

integral A= 9§xdy = Sg—ydx = %f—ydx + xdy , teremos:
C C C

1 27 27

15
A= EL([(—Ssent) (—3sent)dt + (3cost)(5cost)dt = ?Lof(senzt +cos’ t)dt =157 .

O que deixa bastante claro o ganho de simplicidade para esse
tipo de calculo.

Assim, sua tarefa foi concluida, e agora vocé devera produzir
um relatorio técnico sucinto para o coordenador apresentando os
resultados de seu trabalho.
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Faca valer a pena

1. Considere os campos vetoriais apresentados na figura a seguir:

Figura | Campos vetoriais para a questdo 1

il = ettty Sveteve et
T RS RS R ER s s s S
PR AR R L h D e s xan ma
PR L gt A B F e R AR N NN RS
IR AR TG AR R TR AT GRS
SR R G R B R SRR R R
b5t e e yw_www»“hwrrw i s
ARG R U SRR TN I
YA RV SRR A7 A (1
IR R LR R E TR RS S ]
[ T T T T L T W U S U A AP AP 4 VAV A A
1R S _._;A",,,\N«\\\ SO AP
L e e A A PP AV Py AVl
AT I SR R S B | S R e s
NNNANN VO S e e e e e e e e e e
SNNANN NS S S e e e e e e e e e e e
SNNNN N (o /S S e e e e e e - e e o
ANNNNN N S S e e e e e e = = = — -
S N e e e
S S e e L
P A A NN N N N e - -
A TR P - -
AT NN e S
B ISR SR e
L o B I, Sl .

Fonte: elaborada pelo autor.

0i + 5j

A F(x,y)

—3xi— 3yj

B. F(x,y)
C. F(x,y)

4i+1j

3i+ Xj

D. F(xy)

Assinale a alternativa que contém a sequéncia correta de associacao entre

as colunas.

al-All-B;Ill-C;IV-D.

b)I =B Il -C;lll = A IV-D.
ol-Cll-A 1l -D;IV-B.

d) I -D; Il -C; Il = A IV-B.

e)l-AIl-D; Il -B;IV-C.
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2. Seja o campo vetorial F(x,y,z)=f(x,y.z)i +9g(x,y.z)j + h(xy.2)k.

A divergéncia do campo F é definida por: divF = of + %9 + @
ox 0oy 0z
O rotacional de F € definido por rotF = oh_99 i+ or _onl; |29 _of k.
0z 0z 0x ox Oy

Considere os campos vetoriais F(x,y,z) = x%i —yzj + 3k e
G(x,y,z)=y’i+4j+ 2’k Analise as afirmativas a seguir e assinale V para

verdadeiro e F para falso:

()rotG=0.

() divF=0.

() Adivergéncia de G no ponto (2,—3,—4) ¢ iguala —8.

() As constantes a, b e c de forma que o campo

H(x,y,z)=(az—x)i +(4z—bx)j+(3x+ yc)k seja irrotacional s&o
a=3b=0c=4.

Assinale a alternativa que apresenta a sequéncia correta.
ajF-V-F-V.

b)V-V-F-F
AV-F-F-V
DF-F-V-V
eV-F-V-F
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3. O teorema de Green escrito na primeira forma vetorial ou forma normal
afirma que vale a igualdade fF-nds:ffdideA_
C S

O teorema de Green escrito na segunda forma vetorial ou forma tangencial
afirma que vale a igualdade fF-Tds:ffrotdeA.
C S

Considere o campo vetorial F(x,y)=(3x—2y)i+5xj e a regido R limitada
pela curva
r(t)=(cost,sent),t €[0,2x].

Considerando as informacdes do texto-base, assinale a alternativa correta:
2) $F-nds =6 e $F-Tds =4
Cc C
o) fF-nds=3x e §F -Tds=7r.
Cc Cc
c) §F-nds=0e fF-Tds=9r.
Cc Cc
d) fFnds=—1e fF-Tds=1.
Cc Cc

e) 5ﬁF~nds:12 e 9§F~Tds:4.
C C
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Secao 3.3

Campos conservativos

Dialogo aberto

Antes de iniciar esta aula sugerimos que voceé resgate o teorema
fundamental para integrais de linha. Ele é parte relevante desta sec¢ao.

Como sugestdes de material adicional apresentamos:

Célculo lI. Disponivel em: <http://pbx-brasil.com/calculo03/
Notas/Area01/dia07/rotccon.html>. Acesso em: 8 fev. 2018.

Breve revisdo de calculo vetorial. Disponivel em: <http://
engenhariaaeroespacial.ufabc.edu.br/old/profs/cristiano/Rev_calc_
vet.pdf>. Acesso em: 8 fev. 2018.

No link <http://www.mat.unb.br/grad/aulas/cadernos_calculo/
calculo3/b_e/exibe_exercicio.php?id=281> (acesso em: 8 fev.
2018), vocé encontrara varios exemplos resolvidos de calculo de
potenciais. Como esse procedimento pode apresentar duvidas por
parte dos alunos, pode ser interessante apresentar mais exemplos
desse topico para eles.

Cabe ressaltar que o teorema apresentado ao final da subsec¢ao
3 desta secao, sobre as afirmacdes equivalentes a um campo ser
conservativo, nao constitui uma ferramenta Util para determinar se
um campo vetorial € conservativo ou nao. Dai a importancia dos
resultados apresentados na subsecao 4.

O link <https://www.youtube.com/watch?v=ghH-JcFgngA>
(acesso em: 8 fev. 2018) disponibiliza uma videoaula sobre campos
conservativos que podera ajuda-lo com mais exemplos para os alunos.

Caso vocé tenha tempo disponivel, € enriquecedor demonstrar
O teorema de conservacdo de energia mecanica.
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Nao pode faltar
1. Campos conservativos

Inicialmente apresentaremos a definicdo de campos conservativos.

Definicdo: Campo vetorial conservativo (ANTON; ,,
BIVENS; DAVIS, 2012, p. 1085): "Seja F um campo
vetorial em duas ou trés dimensdes. Este campo sera
denominado de campo conservativo em uma regiao
ACR? ou ACR?® se existir uma fungdo ¢ definida na

regido A tal que F= V¢ . Diz-se que a funcdo ¢ € uma
funcao potencial do campo F na regiao A".

Exemplos importantes de campos conservativos sdo 0s campos
gravitacionais e 0s campos elétricos.

?=| Exemplificando

Vamos mostrar que © campo

F(xy,2)=— i &y j— ¢z k, onde C é uma

3/ 3, j 3,
(+y*+27)7 (x2+y2+zz)4 (x2+y2+z2)4
constante, & conservativo.

C

Considere a fungdo ¢(X.,z) = ————
Wy ez

O gradiente de ¢(X.y,2) ¢ V¢(X’y’z):%i+%j+%k'
ol Cx ol Cy
Como 527—y 87:7—y e
(x2+y2+22)2 y (Xz+y2+22)2
?sz, mostramos que Vo (x,y,z)=F(x,y,z).
z

2 2 2\%
(¥ +y*+2°)7
Observe que o campo F € justamente o campo gravitacional, com a
substituicdo C=mMG .

Naturalmente vocé deve estar se perguntando, dado um campo
vetorial F conservativo, como podemos determinar a funcao
potencial deste campo.
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2. Calculo de uma funcgao potencial

Suponha que F(x,y)=f(x,y)i+g(xy)i seja um campo vetorial

conservativo. Entdo existe uma funcao potencial ¢(X,,V) tal que

g—:f e ¢(xy) %:g. Podemos determinar a funcdo ¢(x.y)
X y

9¢

primeiro integrando c’)_:f com respeito a x e posteriormente
X

integrando ?:g com respeito a 'y, comparando os resultados das
y

integracdes. Vejamos com um exemplo.

’Z| Exemplificando
a) Considere o campo

F(x.y)=f(xy)i+g(xy)i= (y2 76x2)i+(3+2xy)j_ Determine uma
funcgo ¢(X.¥,2) tal que F(x,y,2) =V¢(x,y,2).

Resolug¢do: queremos determinar P(X,J/) tal que

oP oP
a:f(x,y):yz—ze e @:g(x,y):3+2xy.

Integramos (Sj =f(x,y)=y*—6x*> com respeito a x obtendo:
X

P(x.y)=xy?—2x* +f(y)-

Agora derivamos esta expressdo com respeito a y para compararmos

com a fungéo g(x,y) =3+2xy:

P (x, : .
é;y):g(x,y):%xy% (y)=38+2xy. Assim, f/(y)=3. Logo

Substituimos esta expresséo por f,(y)=3y +C em
P(x,y)=xy?—2x*+f(y): P(xy)=xy*—2x*+3y +C.
Assim, nossa funcao potencial € (x,y)=xy? —=2x* +3y +C

Voceé pode verificar que Vo (x,y)=F(x,y).
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O procedimento anterior vale também para campos vetoriais definidos
Nno espaco. Vejamos como fazer isto a partir de um exemplo:

b) Considere o campo F(x,y,z)=f(xy.2)i+g(xy.2)j+h(x,y,z)k =
F(x.y.2)=(2xy + 2%)i+(x* +5y)j+ (2x2)k .
Determine uma fungdo ¢(X.¥.2) tal que F(x,y,z)=Vé(x,y,z).
Resolugdo: integramos (C?)—/:':ny-kz2 em relacdo a x:

X
P(x,y,z)= Xy + xz* +f,(y.2).

Agora derivamos essa funcao com respeito a y e igualamos a funcao
OP(x,y,2) e of,(y.2)
dy dy

g(x.y,z)=x*+5y : =x* +5y.

of., 2
Entdo 1(y’z):5y:»ﬂ(y,z):5%+f2(z)-
2 ,  5y? .
Temos que: P(xy,z)=Xy +xz* + 5 +£(z). Derivamos esta
funcdo com respeito a z e igualamos a h(x,y,z)=2xz:
IOP(x,y, of,
M=2x2+£=2xz. Donde M:O;sfz(z)zc
0z 0z 0z

5 2
Finalmente, nossa funcdo potencial ¢ <Z5(X,y,2)= X’y + xz* +%+C.

De forma similar ao exemplo anterior, verifique que Vé(X.y,z) =F(x,y,z).

3. Integrais de linha e independéncia de caminhos

Ao estudar integrais de linha, vimos que o trabalho realizado por
um campo de forcas F para deslocar uma particula ao longo de
um caminho suave C é dado pela integral fF-dr ou, ainda, pela

C

integral fF~Tds- Sejam C, e C, dois caminhos suaves por partes
Cc

tais que ambos possuem o mesmo ponto inicial P(X,.Y.2,) €
mesmo ponto final Q(x,y,,z,). Em geral, para um campo de forgas F

gualquer, temos que as integrais fF~dr e fF-dr sdo diferentes, ou
o C;
seja, o trabalho efetuado pelo campo F para deslocar uma particula
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entre os pontos P(xo,yo,zo) e Q(x,y,,z) depende do caminho de
integragao.

oé) Reflita

Considere o campo F(x,y)=3y?%—2xj, o ponto inicial P=(-1-1), o
ponto final Q = (O,3> e dois caminhos quaisquer a sua escolha ligando

esses dois pontos. Verifigue se fder éigual a fF-dr, Compare com
o3 C

0s caminhos adotados por seus colegas e reflitam sobre a questao:

€ possivel explicar os diferentes resultados obtidos a partir de algum

atributo do campo F?

Lembremos agora do teorema fundamental para integrais de
linha ja estudado:

Se C for uma curva suave por partes cujas extremidades inicial
e final sejam os pontos P=(x,Y,) € Q=(x,y,) e f. uma fungéo

diferenciavel com gradiente dado por Vf, entdo vale que:

fo(X,Y)'d":f(X1,Y1)—f(Xo,,Vo) (para o caso de f com duas
C

variaveis) e fo(x,y,z)dr=f(x1,y1,z1)—f(xo,yo,zo) (para o caso de f
C
com trés variaveis).

O teorema fundamental para integrais de linha nos indica que, se
calcularmos o trabalho para deslocar uma particula entre os pontos
P=(x5.Ys) € Q=(x,y,) para um campo de forgas F

tal que F(x,y)=Vf(x,y),0 trabalho dependerd apenas dos pontos
P=(X.¥,) e Q=(x,y,), € ndo do particular caminho adotado para
a integragao.

Em outras palavras, se F for um campo conservativo, entdo a

integral j;QF-dr:LQV¢-dr independe do particular caminho
adotado.

Observe que afirmar que aintegral fF~dr independe de caminhos
Cc

na regido A significa que, para gualguer caminho gue adotemos na
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integracao, o resultado da integral sera sempre 0 mesmo.

Ainda sobre o teorema fundamental para integrais
de linha, observamos que, se o ponto inicial e o ponto
final coincidem (ou seja  P(X,Y,)=Q(x,y,), temos que
fF~dr:fo~dr:f(x1,y1) f(Xo:¥o)=F(Xo.¥o)—F(Xo,¥o)=0. Curvas
C (o}

para as quais o ponto inicial coincide com o ponto final sdo
chamadas de curvas fechadas. A seguir apresentamos a definicao
formal de curvas fechadas.

Definicdo (curva fechada) (ANTON; BIVENS; DAVIES, 2012, p.
1113): "Uma curva I (t),t €[a,b] é denominada de curva fechada se
seu ponto inicial coincide com seu ponto final, isto €, se r(a)=r(b)
€ um campo vetorial conservativo”.

Na Figura 3.12 apresentamos exemplos de curvas fechadas e nao
fechadas.

Figura 3.12 | Exemplos de curvas fechadas e ndo fechadas

Fonte: elaborada pelo autor.

Acabamos de observar que, se C € um caminho fechado e F, um
campo vetorial conservativo, entdo fF -dr =0 _Sera que areciproca
desse resultado é verdadeira? Ou sej':a: se fF-dr =0 para todos os
caminhos fechados, entdo o campo F € conservativo?

O proximo teorema nos mostra que, sob as hipoteses adequadas,
se for verdade que fF-dr =0 para todos os caminhos fechados C,
C

entdo o campo vetorial F ¢ conservativo.
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" Teorema (ANTON; BIVENS: DAVIS, 2012, p. 1114)

“ConsidereumcampovetorialF (x,y) =f (x,y)i+g(x.y)j

definido sobre uma regido aberta e conexa A com f e

g funcdes continuas em A. As afirmacdes a seguir sao
equivalentes entre si.

) O campo vetorial F(xy)=f(xy)i+g(xy)j ¢
conservativo na regiao A.

ii) fF~dr =0 para qualquer curva fechada C suave por
parctes contida na regiao A.

i) A integral fF~dr independe do caminho de
integracao que li;a 0s pontos P e Q contidos na regiao

A, qualguer que seja a curva C suave por partes”.

Qﬁ& Assimile
Dizer que as afirmagdes acima i), ii) e iii) sdo equivalentes significa
dizer que, se uma delas for verdadeira, entdo as outras duas tambem

sao verdadeiras, e se uma delas for falsa, entdo as outras duas tambem
serdo falsas.

4. Condi¢cbes para um campo vetorial ser conservativo

O teorema anterior apresenta informacdes importantes sobre
campos vetoriais conservativos, mas nao € util do ponto de vista
pratico. Apesar de sabermos agora gue um campo F & conservativo

se, e somente se, fF~dr:O para qualquer caminho fechado C
[}

contido na regido A. Como nao é possivel, em geral, calcular as
integrais fF-dr para todos os caminhos C, ndo temos ainda uma

C
forma de se testar se um campo vetorial € conservativo ou nao.
Essa dificuldade € tratada pelo teste de campos conservativos
apresentado a sequir.
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Teorema (teste para campos conservativos) (ANTON; ,,
BIVENS; DAVIS, 2012, p. 1116): ‘Considere o campo
vetorial F(x,y)=f(x,y)i+g(xy)j. onde as funcdes f
e g sao continuas com derivadas parciais de primeira
ordem continuas em um aberto A do plano. Se o

campo F for conservativo entdo vale a igualdade

of _99 para todo (X,y) € R?".
o0x

oy

Vale a reciproca: se a regiao A for simplesmente conexa
f

e valer a igualdade S—yzg—i para todo (x,y)€R?,

entdo o campo vetorial F(x,y)=f(x,y)i+g(xy)j €
conservativo.

6&6 Assimile
Compare os dois ultimos teoremas: no teorema que apresenta as trés
afirmacdes equivalentes entre si, vemos que F ser campo conservativo
€ equivalente a integral fF-dr ser independente de caminhos, além
Cc

de valer que fF~dr =0. Mas tais equivaléncias ndo constituem testes
C

para facilmente verificarmos se um campo é conservativo — o que €
apresentado no teorema anterior.

Ressaltamos que a reciproca € verdadeira, mas exige-se como
hipotese que a regido A seja simplesmente conexa. A demonstracao
da reciproca ¢ uma consequéncia do teorema de Green.

?=| Exemplificando

Vamos aplicar o teste para campos conservativos para verificar se o
campo F(x,y)=(x*—y?)i+(3y —5x)j ¢ conservativo para algum
conjunto aberto.

Resoluggo: neste caso, temos que f(x,y) = x> —y*e g(x,y) =3y —5x.
a9 of  dg

0

=-5. Como —=—-—, o campo F ndo ¢
X 0 0

Entdo 8—f:—2y e
oy y X

conservativo.
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Vamos relembrar um box Reflita da secdo anterior: nele
deixamos para vocé responder a questao sobre o que podemos
afirmar a respeito do rot(grad(f)), onde f(x,y.z) é uma fungao
com derivadas parciais de segunda ordem continuas. Vejamos:

i j k

o 0 0 o%f 0%f ). 0°f o°f |, 0°f o°f
rot(Vf)=— — —|= - i - -

ox oy 0z oyoz 0zdy 0zox  0x0z oxdy  Jyox

of or of

ox oy 0z

Como f(x,y,z) possui derivadas parciais de segunda ordem

2 2 2 2 2 2
continuas, entdovale que ot = o’f , o’f = of e ofr _ ot
dydz 0zdy 0zdx Oxdz Oxdy Odyox
Assim, rot(Vf)=0i+0j+0k=0. Portanto, o rotacional do gradiente ¢

sempre nulo.

Em outras palavras, se F for um campo vetorial conservativo (ou
seja, existe uma fungdo potencial tal que F = Vf), entdo rot(F)=0,
O gue nos conduz ao teorema:

Teorema (condicdao necessaria mas nao suficiente para um
campo F ser conservativo) (GUIDORIZZI,1997, p. 1115): "Considere
um campo vetorial F definido sobre um conjunto aberto A do plano
ou do espaco. Suponha que todas as derivadas parciais existem e sao
continuas neste aberto. Entdo, uma condicao necessaria mas nao
suficiente para que o campo F seja conservativo € que rot(F) =0"

Esse teorema nos informa que, dado um campo vetorial definido
sobre um aberto do plano ou do espaco, se rot(F)=0, entdo o
campo F ndo é conservativo.

Como a condicdo rot (F) =0 ¢ necessaria mas nao suficiente
para que 0 campo F seja conservativo, considere o campo vetorial
ja visto na secao anterior: F(x,y) = ——2—i+————j definido em

\/Xz +y2 \/XZ +y2
{(x,y)e R?:(x,y)= (0,0)}. O rotacional desse campo € nulo no conjunto
{(xy)eR?:(xy)=(0,0)} (confiral).

Contudo ele ndo é conservativo. Para mostrar isto, considere a
curva fechada F(t):cos(t)i+sen(t) ).t €[0,2x]
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A integral fF-dr:fj”F(r(t))-r’(t)dt:

—sen(t) - cos(t)

27 . .
- f \/Cos )+ sen® \/Cos )+ sen® J -[—sen(t)l " COS(t)j]dt -

= j; "[—sen(t)i +cos(t)j]-[—sen(t)i + cos(t)j] dt

27
:fo [senz(t)+cosz(t)]-dt =27 =0 mostrando que F ndo é

conservativo.

Se o campo vetorial F for definido sobre todo o espaco (e nao
apenas em um aberto), entdo o teorema a sequir fornece condi¢cdes
necessarias e suficientes para que F seja conservativo.

Teorema (condicdes necessarias e suficientes ,,
para que um campo Vvetorial seja conservativo)
(STEWART, 2006, p. 1090): "Se o campo vetorial
F(x,y,z)=f(x.y,2)i+9g(xy.2)j+h(x,y,z)k for

definido sobre todo o R® e as funcdes f(x,y,z),

g(x,y,z) e h(xy,z) possuem derivadas parciais

de segunda ordem continuas e rot(F):O, entdo F

€ conservativo”.

Fica a sugestdo a seguir para pesquisar mais exemplos sobre
determinacdo de potenciais de campos conservativos e uso dos
testes para campos conservativos.

|'_'|9 Pesquise mais

No link a seguir vocé encontrara exemplos de uso do Maple no calculo
de potenciais de campos conservativos:

Campos conservativos. Disponivel em: <http://www.dma.uem.br/kit/
textos/conservativo/conservativol.html>. Acesso em: 8 fev. 2018.
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Sem medo de errar

Queremos saber se o calculo do trabalho efetuado pelo campo
vetorial descrito por F(x,y)= (10x+ 3y2)i + (6xy — 12y2)j para
deslocar uma particula entre dois pontos P(X,,¥,) € Q(X,,y,) pode
ser simplificado de alguma forma. Calcular o trabalho corresponde
a efetuar a integral W:fF-dr.

C

Se for possivel determinar se 0 campo F € conservativo e, em
seqguida, construir a funcao potencial associada, entao a integral
W:fF-dr dependera apenas do valor da funcdo potencial nos

C
pontos P(X,,¥,) € Q(Xo,Y,)-

Inicialmente vamos utilizar o teste para campos conservativos
para o campo F(xy)=(10x+3y?)i+(6xy —12y?)j. Temos que
f(x,y)=10x+3y? e g(x,y)=6xy —12y*.

Como %:Gyzg—g para todo ponto do plano, entdo o campo

F é conservativo.

Para construir a funcao potencial, queremos determinar uma

funcao P(X,y) tal que g—f::10x+3y2 e %:ny—myz_

Integramos 2—5:10x+3y2 com respeito a X:
P(x,y)=5x"+3xy? +f(y)
Derivamos esta Ultima expressédo comrelagéoay: % =6xy +1/(y)
: oP
e igualamos com @= 6xy —12y* obtendo: 6xy +f (y)=6xy —12y°.

Assim, f/ (y)=—12y? = f,(y) = —4y* + C. Substituindo esta expressdo
para f(y)=-4y*+C em P(xy)=5x*+3xy*+f(y), chegamos a
P(x,y)=5x"+3xy® —4y® +C, determinando a fun¢éo potencial.

Agora aplicamos o teorema que diz que
fF-dr:fo-dr:f(x1,y1)—f(x0,yo)'
C C

Temos que a integral W:fF-dr nao depende de nenhum
Cc
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caminho em particular. O calculo nao seria mais simples se
adotarmos segmentos de retas. A integral depende apenas das
extremidades do caminho de integracdo. Substituindo os valores do
problema:

fF~dr=fVP~dr=P(x1,y1)—P(x0,y0)=(5x12 +3)qyf—4y13)—(5x02+3x0y02 —4y03)

fF~dr:(5~(3)2 +3-(3)(-2) _4‘(_2)3)_(5.(_1)2 +3-(=1)-(2 _4.(2)3):

C
JFdr—(45+68)~(~7-32)=152.
C

Neste ponto vocé chegou com éxito ao final de seus trés
projetos: o estudo sobre 0 campo magneético, o fluxo para © campo
elétrico da nova linha de guindastes com eletroimdas e a avaliagcao
do trabalho efetuado pelo campo magnético no deslocamento de
uma particula entre dois pontos P (Xo,Y,) € Q(X,,Y,). Agora vocé
devera produzir um relatorio sintetizando os resultados obtidos
para entregar ao coordenador-chefe da coordenadoria de novos
projetos. Neste relatorio deverao constar os principais elementos
teoricos utilizados para fundamentar seu trabalho nos trés projetos.

Avancando na pratica

Campos vetoriais conservativos no espaco
Descricao da situagcao-problema

Vocé esta atuando em uma empresa especializada em
engenharia consultiva. Um novo projeto solicitado para a empresa
esta relacionado com a questdao da sustentabilidade ambiental:
um nNovo equipamento para filtragem de metais magnéticos em
determinados liquidos lubrificantes refrigerantes. Este equipamento
pode ser utilizado para grande variedade de maquinas-ferramentas.
Na pesquisa para este projeto, vocé encontrou o link a seguir:
<http://www filtra.it/pt/produzir/filtragem-de-lubrificantes-
refrigerantes/separadores-magneticos/disk-c/> (acesso em: 8
fev. 2018). Para analisar a viabilidade desse novo processo de
filtragem, seu supervisor trouxe uma questdo: avaliar o trabalho
realizado pelo campo de for¢ca magnética do filtro, dado por
F(x,y,z)=(2yz+3,2xz+3,2xy +3), para deslocar uma particula
entre o ponto P(2,2,2) e o ponto Q(3,3,3).
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Também foi solicitado a vocé que apresentasse o valor do
trabalho ao deslocar a particula de P(2,2,2) para Q(3,3,3) e trazé-
la de volta por qualguer caminho distinto do utilizado na ida.

Resolucdo da situagcdo-problema

Para resolver esse problema, queremos calcular a
integral W:fF~dr. Se for possivel mostrar que o campo
C

F(x,y.z)=(2yz+3,2xz+3,2xy +3) ¢ conservativo e determinar

a funcdo potencial associada a este campo, entdo o calculo da
integral se resume a determinar a diferenca do valor da funcao
potencial nos pontos P(2,2,2) para Q(3,3,3).

Inicialmente vamos verificar se F(xy,z)=(2yz+32xz+3,2xy +3) &
conservativo.

Como F(x.y,z)=f(xy,2)i+g(xy.2)j+h(x,y,z)k, onde

f(x,y,z)=2yz+3,g(x,y,z)=2xz+3,h(x,y,z)=2xy + 3, a verificagdo
se deve ao fato de que rotF =0 para campos conservativos.

Para isto precisamos verificar as igualdades:
oh _9g.0f _oh.dg _ of

dy 0z 0z 0x'ox Oy

Como @:ZX e 99 =2x e temos que @:6—9, a igualdade esta
e 0z oy 0z
satisfeita.
of oh of 0h . .
Como —=2y e — =2y e temos que — ==", a igualdade esta
oz~ ox . 0z  Ox d
satisfeita.
Como 6—9:22 e g=2z e temos que 879:87", aigualdade esta
ox aay ox oy
satisfeita.

Assim, verificamos que F(x,y,z)=(2yz+3,2xz+3,2xy +3) ¢, de
fato, conservativo.

Para determinar a funcdo potencial, usamos as equacoes:

%:2y2+3;%:2xz+3;@:2xy+3.
0x oy 0z
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Integramos Z—i: 2yz+3 com respeito a x obtendo:

P(x,y,z)=2xyz+3x +f(y,z).

Derivamos esta ultima expressao com respeito a y e usamaos que:
oP

—=2xz+3
dy
f,
g";=2xz+81(y’z)=2xz+3:>f1(y,z):3y+f2(z).

Substituimos  a  expressdo  por  f(y.z)=3y +f(z) em
P(x,y,z)=2xyz+3x+f,(y,z), obtendo:

P(x,y.z)=2xyz+3x+3y +1,(z).

Derivamos este resultado com respeito a z € usamos Z—P =2xy +3:
z

Z—Z:2xy+f2'(z):2xy+3:>f2(z):32+0.

Substituindo  esta  expressao  para  f,(z)=3z+C em
P(x,y,z)=2xyz+3x +3y +3z+C, obtemos a fungdo potencial.

O célculo da integral fica:
W= [Far= [Vo-dr=6(333)-(222)=(2:3-3:3+3:3+3:3+3.3) -
C Cc

W=(23-3-3+3.3+3.3+3.3)—(2.2.2.243.24+3.243.2)=81-34—47_

Falta responder a segunda questao: como o caminho para levar
a particula do ponto P(22.2) até Q(3,3,3) e a traz de volta € um
caminho fechado e o campo F € conservativo, podemos concluir
que o trabalho realizado pelo campo vetorial € nulo.

Dessa forma, vocé conclui sua tarefa com sucesso. Agora vocé
deve apresentar um relatorio para toda a equipe com os fundamentos
tedricos e os resultados do seu trabalho.
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Faca valer a pena

1. O teste de campos conservativos consiste em verificar, dado um campo
vetorial F(x,y)=Ff(x,y)i+g(x,y)j . com f e g funcdes continuas

com derivadas parciais de primeira ordem continuas em uma regidao
of 0g
— . Se a

simplesmente conexa A do plano, se vale a igualdade 6_: 3

X
igualdade for satisfeita para todo ponto (X.y) S Rz, entdo o campo F é
conservativo.
No caso de um campo vetorial F(x,y.2)=f(x,y,2)i+g(x.y.2)j+h(x.y.z)k

3 ~ . ..

no R’ sendo f g e h funcdes com derivadas parciais de segunda
ordem continuas, o teste para campos conservativos afirma que F sera

conservativo se, e somente se, estao satisfeitas as igualdades
Ooh _0g . of 0oh dg _of

E)y 9z’ 9z  9x ox 8y

Considerando o teste de campos conservativos, analise 0os campos
vetoriais a seguir e assinale V para verdadeiro e F para falso:

() F(x,y)=ye*i+e*] nso ¢ conservativo.

() F(xy)=(2x—y)i+(3y —x)]j é conservativo.

() F(xy.z)=sen(z)e’i+(xy —cos(y)e")j+(zv +3xe’ )k nio ¢
conservativo.

() F(X, Y, Z) =5yzi+ 5xzj+ 5xyk ¢ conservativo.

Agora, assinale a alternativa que apresenta a sequéncia correta:
a)V-V-F-F

b)F-V-F-V.
AF-V-V-V.
dV-F-V-V.
eF-F-F-V.
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2. Se o campo vetorial F(x,y,z)=f(x,y,z)i+g(x.,y,z)j+h(x.y.z)k for
conservativo, a integral fF.dr depende apenas das extremidades do
caminho suave de integ?ac;éo. Se soubermos a funcdo potencial de
F(x,y,z) entdo vale que fFAdr=fv¢~dr:¢(X1,y1,z1)f¢(xo,yo,zo).
Considere o campo F(x,yc,z) = —2xczi + senyj — x’k .

(20,1
Assinale a alternativa que apresenta a integral ‘/; ))F~dr ao longo de
103

qualquer caminho suave C entre os pontos P(1,0,3) e Q(2,0,1).

3. Seja F(x,y,z)=f(xy,2)i+g(xy,z)j+h(xy,z)k um campo vetorial
conservativo. Entdo a integral fF-dr:fo~dr independe do particular
C C

caminhodeintegral,dependendoapenasdospontosinicialefinaldocaminho
suave C e valendo que fF-dr = qus-dr =¢ (X, Y12) = (X0, Y01 Z) -
C C

Seja o campo F(x,y,z) = 2yi+2xj+ 3K .

. . . (-212)
Assinale a alternativa que apresenta o valor correto da integral J;O F-dr.
a) 4.

b) 5.

A1)

@)

o
© N o

)
)
)
)

e
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Unidade 4

Aplicacdes do Calculo Vetorial

Convite ao estudo

Esta é a ultima Unidade do nosso livro de Calculo Diferencial
e Integral |V. Ao longo desse estudo, vimos conceitos
e técnicas matematicas fundamentais do Calculo para
resolver problemas envolvendo séries, sistemas de equacdes
diferenciais lineares, integrais de linha e campos vetoriais.
Nesta Unidade, realizaremos o calculo vetorial envolvendo
superficies e serdo discutidos os Teoremas de Stokes e de
Gauss que sao fundamentais, por exemplo, na Mecanica dos
Fluidos e no Eletromagnetismo. A tendéncia de rotagao de um
fluido pode ser calculada por meio da circulagcao que esta no
Teorema de Stokes, da mesma forma se um campo elétrico
€ conhecido em um certo volume € possivel encontrar
distribuicdo de cargas utilizando o Teorema da divergéncia.

Iniciaremos na Secao 1 abordando a parametrizacao de
uma superficie No espaco com base em dois parametros. A
partir dessa parametrizacao seremos capazes de encontrar
planos tangentes em pontos especificos da superficie. O
processo de parametrizacao sera util inclusive no calculo
da area da superficie e também na integral de uma funcao
qualguer sobre a superficie. Na Secdo 2, discutiremos o
Teorema de Stokes e sera apresentado um significado fisico
para um rotacional. Finalizaremos a Unidade na Secdo 3 com
o Teorema da divergéncia ou da Lei de Gauss que estabelece
uma relacdo entre o fluxo de um campo vetorial atraves de
uma superficie com a divergéncia desse campo no volume
envolto pela superficie.

Para motivar a secao, vocé sera um funcionario de uma
industria automotiva que desenvolve novas tubulacdes



de fluido de freios. Essas tubulacOes serdo instaladas na
proxima geracao dos veiculos da fabrica. Sua tarefa é realizar
simulagcdes e calculos para estabelecer critérios de qualidade
€ seguranca para o sistema tubulacdo + fluidos dos freios. Por
exemplo, como calcular a massa de um revestimento de uma
tubulacdo? Como averiguar o tipo de escoamento e o fluxo do
fluido nessa tubulacao? Essas sdo questdes que vocé devera
responder ao final desta Unidade.

Em particular, num primeiro passo, vocé devera calcular
a area de superficie de um revestimento de um tubo de freio
por meio de uma integral de superficie. Em seguida, voceé tera
de aplicar o teorema de Stokes e garantir o regime laminar do
fluido com o auxilio do Teorema de Stokes. Finalmente, vocé
terad a oportunidade de calcular o fluxo do fluido em um certo
volume da tubulacao utilizando o Teorema de Gauss. Ao final
de cada tarefa, vocé precisara escrever um relatorio para que
0s outros funcionarios possam consultar posteriormente.

Teremos um grande desafio pela frente, ndo se esqueca
de consultar a Unidade 3 sempre que necessario para rever
alguns conceitos do calculo vetorial que serdo também
utilizados aqui nesta Unidade. Para enfrentar esse desafio,
VOCE precisara obter o conhecimento apresentado aqui, entao
aproveite a leitura e bons estudos.



Secao 4.1

Integrais de superficies

Dialogo aberto

Quando entramos em um supermercado, e observamos as
embalagens dos produtos regularmente dispostos nas prateleiras,
nos deparamos com bons exemplos de superficies no espaco
cartesiano. Muitas garrafas, por exemplo, podem ser geradas a partir
de uma fungdo y =f(x) rotacionada em torno do eixo-x. Nessa
secdo veremos como parametrizar superficies tridimensionais a
partir de dois parametros, o que sera Util para descobrir a integral de
uma fungdo qualquer f(x,y,z) sobre a area da superficie.

Lembre-se que vocé e sua equipe estdo desenvolvendo um
novo material de revestimento para uma tubulacdo de freio que
deve ser instalada em uma parte especifica do sistema, como, por
exemplo, a conexdo entre o tubo e a pinca de freio. Para essa etapa
do desenvolvimento do produto sera necessario calcular sua massa.
A parte interessante do material € que sua densidade aumenta
linearmente em relacdo a sua posicao ao longo do tubo.

Para efeitos de simulacdo e testes, suponha que o tubo esteja
orientado na direcao do eixo-x, que ele possua um raio de 5 mm e
que esteja limitado pelos planos, x=0 e x=4-0,5y . Esse ultimo
plano corta o final do tubo em um certo angulo, que permite sua
conexdo com outras partes do sistema. Sua tarefa é determinar
a massa do revestimento do tubo de acordo com os requisitos
apresentados anteriormente.

Agora vocé precisa aprender 0s conceitos de superficie
parametrizada e integral de superficie para poder completar o
desafio. Vamos comecar?

Nao pode faltar

Vimos na secao 3 que o calculo de uma integral sobre uma curva
Cerealizado com o auxilio da parametrizacdo dessa curvaem funcao
de um Unico parametro t da seguinte maneira: r(t)=x(t)i+y(t)j
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De modo similar, uma superficie S pode ser parametrizada em
funcdo de dois parametros u e v.em um dominio bidimensional D.
Nesse caso, como mostra a Figura 4.1, o vetor r(u,v)associa cada
ponto no dominio D a um ponto sobre a superficie S pela relacao:

r(uv)=x(uv)i+yuv)j+z(uv)k,

onde cada coordenada € representada por duas variaveis tais
gue a ponta do vetor r se move sobre a superficie a medida que 0s
parametros u e v, variam em D.

Figura 4.1 | Parametrizacdo de superficie.

v Zz

r(u, v)

Fonte: Stewart (2013, p. 984).

O cilindro € uma superficie familiar que pode ser tratada como
uma circunferéncia de raio a no plano-xy, por exemplo, expandido
na direcao z. A parametrizacdo dessa superficie em particular, ou
seja, as componentes x(u,v), y(u,v) e z(uv) do vetor r(u,v),
podem ser escritas como:

x(u,v)=acos(u), y(uv)=a-sen(u) e z(uv)=v.

Substituindo a=2 nas coordenadas anteriores, no dominio
D: 0<u<2r e 0<v <6, e com o auxilio de um software como
o Geogebra, por exemplo, construimos a superficie cilindrica da
Figura 4.2:
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Figura 4.2 | Parametrizacdo de uma superficie cilindrica.

Fonte: elaborada pelo autor.

Sao apresentadas algumas linhas constantes na figura anterior
que sdo conhecidas como curvas da grade. Se mantivermos v
constante, teremos apenas um dos circulos mostrados na figura.
Jé se mantivermos u constante, andaremos sobre uma das linhas
verticais.

Em coordenadas esféricas, um ponto P(X,y,Z) € determinado
por:

X=r-senf-cosy, y=r-senfd-cosp e z=r-cosl,

onderéomodulo do vetor que liga o ponto P a origem do espaco
cartesiano, 0 ¢ o angulo entre esse vetor e o eixo-z, enquanto ¥
€ o angulo entre o eixo-x e a projecao do vetor no plano-xy. Se
impusermos r constante em um dominio D: 0<0<7m e 0 <y <2,
podemos parametrizar uma esfera através do vetor r(6,¢) com as
mesmas coordenadas X, y e z anteriores:

r(6,¢)=r-send-cospi+r-send-seny j+r-costk,

onde invés de usarmos u e v, utilizamos € e ¥ . Utilizando essa
parametrizacao com a = 3 no dominio D anterior em um software
matematico podemos construir uma superficie esférica como

a da Figura 4.3(a). Modificando o dominio D: £W<0<75_7T e

15 15 180 — 180
—— g <p<—n. temos parte de uma esfera, como mostra a
180 — T 180

Figura 4.3(b).
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Figura 4.3 | Parametrizacdo de superficies esféricas.

Fonte: elaborada pelo autor.

Se uma superficie € descrita por uma funcdo da forma z = f(x,y),
sua parametrizacao pode ser escrita em fun¢ao de x e y da seguinte
maneira:

x=x,y=yez=Ff(xy).

- ?=| Exemplificando
Escreva a parametrizacdo de uma superficie que € descrita por
f(x,y)=sen(x)-sen(y).

Resolucdo:

Como a superficie € descrita por uma fungédo sz(X,)/), sua
parametrizacao fica:

X=X,y=Yy ef(xy)=sen(x)-sen(y).
Utilizando um software matematico e o dominio D: —m < X <7 e
—m <y <7, podemos desenhar essa superficie como na Figura 4.4:

Figura 4.4 | Parametrizacdo de uma superficie senoidal.

Fonte: elaborada pelo autor.

. J
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Plano Tangente

Todos as superficies que construimos até aqui ndo apresentam
quinas ou descontinuidades. Nesse caso, podemos considera-las
como superficies suaves Nos respectivos dominios, e dessa forma
€ possivel determinar um plano tangente a cada ponto dessa
superficie. Suponha que queremos encontrar um plano tangente
a uma superficie r(u,v)=x(u,v)i+y(u,v)j+z(uv)k e que passe pelo
ponto P:(XO’yO’ZO)-

Inicialmente devemos calcular as derivadas parciais de r em
relacdo a u e v para encontrar dois vetores tangente a superficie
e que também tenham o ponto P =(X,¥,.2,) em comum. Os
vetores sdo:

_ 8x(u,v)i+ Ay (u,v) it 0z (u,v)

r, k
ov ov ov
ox(uv), dy(uv), oz(uv)
p— k
fu ou ' ou I+ ou

O produto vetorial entre esses dois vetores F, Xr,, desde que
nao nulo, nos fornece um vetor normal a superficie. O produto
escalar entre T, xr, e o vetor (X=X, )i+(y—¥,)i+(z—2)k deve
ser nulo, ja que sdo ortogonais, e esse resultado sera uma equagao
do plano tangente. Como um exemplo, vamos construir o plano
que ¢ tangente a superficie esférica com raio @a=3, no ponto

455 457 457r] [457r] [457(]] 33 3\/5]
—|sen|——|,3cos|—||=|=.=.—|"

P =|3sen|——|cos|——|,3sen VT
180 180 180 22 2

180 180
A parametrizagao da esfera em termos 6 e ¥ com a constante fica:
r(f,o)=a-senfd-cospi+a-send-seny j+a-cosfk.

Assim, os vetores tangentes serdo:
r,=a-cosf-cosypi+a-cosf-seny j—a-senfk

r,=-—a-senf-senpi+a-senf-cosy j+ 0k
Calculando o produto vetorial:
i j k
r,xr,=|a-cosf-cosy a-cosf-senp —a-send
—a-senf-seny a-senf-cosy 0

r, xr, = a’sen’dcos i+ a’sen’fseny j+ a’send cosd (senzap + cos® <p) k.
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Como para o ponto P os parametros sao Ozw_% O vetor

normal fica:

rgxry}:T\/_ +£ +2k logo uma equacao do plano
tangente fica:

%[ _> 9f[y_§]+g z——3\/§ = 0. Vocé pode conferir

4 2 4 2) 2 2

esse resultado no seguinte link <https://ggbm.at/ZQDTpe3s>,
(Acesso em: 22 dez. 2017) onde temos o plano, o ponto e uma
superficie esférica.

Figura 4.5 | Area infinitesimal de uma superficie.

DA Z)

(19, 1)

Fonte Stewart (2013, p. 994).

Como podemos observar a partir da Figura 4.5, se dividirmos a
area do dominio D em retangulos infinitesimais Rij de lados AU, e
Av,, relacionados com o ponto (Y;,V; ), teremos em S um retalho
S com o vetor r(U;V;) associado a um ponto F;, bem como
vetores tangentes r, e I, a esse ponto sobre a superficie. Nesse
Caso, a area infinitesimal da superficie pode ser aproximada por:

logo, a area da superficie pode ser aproximada por:
Areag = ZZ|r xr,|AuAv,
i=1 j=

se fizermos a area dos quadrados no dominio D ficarem cada vez
menores podemaos aproximar a relacao anterior por:

Areag :ff|ru xr,|dudv,
D
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onde D é o dominio dos parametros u e v.

Como exemplo, vamos calcular a area de uma superficie esférica
aproveitando o resultado do produto vetorial Fy XT que obtivemos
anteriormente. Para calcular a area precisamos do modulo desse
produto vetorial, assim:

Ik, xr | = \/(azsenze cos w)z + (azsenzesenw)2 + (azsene cosf)(sen’p + cos’ Ap))z

‘r() X rw‘ = \/(azsenze)z (cos2 o+ senzp) + (azsene cos 9)2 (senzgo + cos? 99)2

Ir, xr | = \/(azzsen20)2 +(a”sendcos 0)2 = az\/senze(senZG +cos” 0)

Ir, xr.| = \/(azsen29>2 +(a’send cos 9)2 =a’send
utilizando o dominio D:0<0<m0<¢ <27 na integral
Areag = ff|r0 xr,|dode temos:
D

Areag = ff‘rﬁ xrp‘dedgo = j:fohazsenededap = —2ra’ cosHZ =47a°.
D

Caso a superficie seja uma funcdo Z = f(x,y), e f tenha derivadas
parciais continuas, os vetores tangentes podem ser encontrados
por meio das seguintes relacoes:

r,= k er,=j+|——- 0z k.
d 2 2
, 0z 0z
sendo o modulo do produto vetorial |rX ><ry| =, 1+ —
~ . o dx dy
entdo a area da superficie fica:
2
ff ozY’ 82 dA.
dx dy

Como vimos anteriormente, a area aproximada de um retalho na
superficie S é:

AS; =~

Agora, supondo que temos uma fungdo f(x,y,z) cujo dominio é
a superficie S, o valor de f sobre a superficie S pode ser escrito como
uma soma dupla:

>.3°1(R)as,.

i=1 j=1

onde f € avaliada em um ponto P,/ do retalho e esse valor ¢
multiplicado pela drea do retalho AS,/.. Novamente, se o retalho for
infinitesimal o suficiente, de modo que o numero de retangulos seja
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infinito, definimos a integral de f sobre a superficie S como:

[[(xy.z)ds = iim ZZ)‘( P,)AS,; .

m,n—o0

cujo lado direito pode ser reescrito em termos dos seus valores
no dominio D que nos permite calcular uma integral de superficie
em termos parametros u e v:

fsff(x,y,z)dS:fff(r(u,v))|ruX,-V|dudv_

Nesse ponto vale ressaltar que se f(x,y,z) =1, aintegral anterior
nos fornece a area da superficie S.

‘tz” Assimile

Uma superficie S no espaco X,¥,Z pode ser parametrizada por duas
variaveis em um dominio D no plano-U,V . Esse fato implica que a
integral de uma funcdo f(x,y,z) sobre uma superficie S pode ser
resolvida a partir de uma integral dupla no dominio D no plano-u,v
cComo:

JJ tsi2)as = [ (o <

v—

J=| Exemplificando

Calcule a integral de superficie ffy dS ondeSéa superficie de uma
esfera de raio 3.

Resolucdo:

Primeiro precisamos encontrar os dois termos, bem como os limites
de integracao do lado direito da expressao:

fff(x,y,z)dS:fff(r(u,v))|ru xr,|dudv

Tomando U =10 e V = teremos:
f(r(0.0))=y*= (3sendseny)’,
Ir, xr.|=3send,

com o dominio D:0<60 <m0 <¢ <27 Portanto:
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T 27

ffyzdS:ff(gsenzesenzgo)(gsenze)d9d<p,
S 0 0
Reagrupando os termos e utilizando a relacdo sen’x = 1(1—cos2x):

s 27

81/ 4(1-cos20)(1-cos 20)d0 [ 1(1—cos2)des
0 0
” 27

81 4(1-2c0s20 + cos® 20)dd [ 4(1-cos2)dys
0 0

- 27
81/ 4(1-2cos20 + 1 (1+ cos40))dd [ 3(1- cos2p)dy
0 0

Observando que todos os termos em cosseno ao serem integrados
resultam em um termo seno que se anula devido aos limites de
integracdo, a integral fica bem mais simples de avaliar:

2
[t sp S et
0

422 8

Uma aplicacdo simples da integral de superficie € o calculo de
massa. Por exemplo, se a funcdo f for a densidade p(X.Y.Z) de um
certo material que possui o formato de uma superficie S, entdo a
massa pode ser calculada com a expressao: Massa =ffp(x,y,z)d8.

S

Como fizemos anteriormente para o calculo da area de uma
superficie, se a superficie pode ser definida como uma fungao
z:f(x,y) entdo a integral de uma funcao f(X,y,Z) sobre essa

superficie fica:
2
of of
ffxyz ffxy, xy\/ ] [dy

Quando uma superficie € composta pela fronteira de varias
superficies suaves, dizemos que a superficie total € suave por partes.
Ou seja, a integral anterior pode ser subdividida em termos de cada
uma das partes suaves da superficie global.

dA .
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oé) Reflita

Por que parametrizamos uma superficie tridimensional No processo
de integragdo?

D9 Pesquise mais

Ao longo da sec¢do vocé visualizou varias superficies interessantes. Elas
foram construidas a partir da parametrizacdo de cada superficie em
guestao utilizando um software gratuito chamado Geogebra.

Primeiro acesse <www.mat.ufrgs.br/~calculo/quadrica/elipso.htm>
(Acesso em: 10 dez. 2017) para lembrar o que é um elipsoide.

Em sequida, acesse o software Geogebra em <www.geogebra.org/>
(Acesso em: 10 dez. 2017), faca uma conta e procure pelo modulo
calculadora grafica GeoGebra 3D.

No canto esquerdo da tela digite dois comandos em duas celulas

separadas:
2 2
uv,2 1-% Y 353mv, 37,31
4 9

u2 V2

u,v,—2,1————u,—3m,3mv,—3m, 37
4 9

Cima = Superficie

Baixo = Superficie

Vocé devera visualizar as duas partes de um elipsoide. Tente entender
O uso das constantes.

Sem medo de errar

Vocé € um funcionario de uma empresa automotiva que
desenvolve o sistema de freios de automoveis. Nesse desafio, sua
tarefa € determinar a massa de um revestimento de uma tubulacao.
Para realizar esse calculo, primeiro precisamos determinar o vetor de
parametrizacdo. Como o revestimento do tubo deve estar ao longo
do eixo-x, podemos imagina-lo como uma circunferéncia de raio
5 mm no plano-zy expandido em x. Nesse caso, a parametrizagcao
pode ser escrita da seguinte maneira:

X=X, y=>5cosf e z=5send,
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onde o vetor de parametrizacao € dado por:
r(x,0)= xi+5cosf j+ 5send k

Nesse ponto, precisamos determinar o dominio de x e
0 através do que foi recomendado para o calculo. Assim,
D:0<x<4-0,5y;0<0<27. Acesse o seguinte link para ter uma
ideia de como fica a superficie cilindrica e as fronteiras: https://
ggbm.at/j33th7Ca. (Acesso em: 22 dez. 2017).

A massa do revestimento deve ser calculada utilizando a
relacdo: Massa:ffp(x,y,z)ds. Sabemos que a densidade aumenta
S

linearmente com x gramas/mm?, entdo, p(X.y.z)= xgramas/mm?
e a massa fica: Massaszxds, onde S ¢é a superficie cilindrica
S

da tubulacdo. Modificando a integral anterior para o dominio dos
pardmetros x e 0, temos:

Massa= || x|r, xr,jdxd6 .
If
Antes de calcular a massa, vamos calcular os vetores tangentes e
O produto vetorial entre eles:
r,=i
r, = —5send j+ 5cosf k
i i k
r,xr,=|1 0 0 |=-5cosfj—5senfk.
0 —5send 5cosé

O modulo desse produto vetorial fica:

r, xr,|=/5? cos? 0 + 5%sen’) =5.

Alterando a variavel y no dominio da parametrizacao, os limites
de integracdo em x ficam:

0<x<4-05y—-0<x<4-25-cosb,
enquanto nos limites de integracao para theta temos:
0<0<2r,

assim a integral resulta em:
27 1-2,5¢c0s0

Massa:ffx\rxxrg\dxdazf f x~5dxd9:7%(1—2,50030)2d0
D 0

0 0
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27 27
—[34- 296-2 [(1— 2
7[2(1 2,5¢0s6) de*z[“ 5c0s 0+ 6,25c0s” 6)d
6,250  6,255en20|"
2 22 |,

6,25

5% 5
— | |1—5cos@ 1+ cos20)|df =—|0 —5send
2[[ +222(1 4 )] 2{ +

agui os termos em seno sao nulos, logo:

Massa = 20,6257 g,

Ou seja, pouco mais de 60 gramas de material serdo necessarios
parafazer esse trecho de revestimento. Ao finalizar esse calculo, vocé
submeteu a equipe de producdo da sua companhia um relatorio
especificando a quantidade de material que deve ser utilizada na
fabricacdo dessa pequena parte do sistema de freios. Quais outras
informacdes vocé acha pertinente colocar nesse relatorio? Por
exemplo, a quantidade exata calculada deve ser empregada ou deve
existir alguma tolerancia? Muito bem! A primeira parte da tarefa foi
concluida.

Avancgando na pratica

Enfeites de Natal

Descri¢cdo da situacao-problema

Um artista plastico resolveu fazer um suporte para enfeite de
Natal, que seria uma cunha esférica apoiada por dois planos que a
tangenciam, como mostra a Figura 4.6. Sua ideia € enfeitar o suporte
com flores, frutas e velas:

Figura 4.6 | Enfeite de Natal.

Fonte: elaborada pelo autor

Apos realizar o prototipo e ter visto que ficou bom, o artista
resolveu produzir o produto em série. Para isso ele contratou vocé
como um consultor de calculo de superficies e pediu-lhe para
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encontrar uma maneira de sistematizar o desenho de modo que ele
possa ser enviado para uma fabrica de produc¢ao.

Ao observar o prototipo, observa-se que a cunha esférica possui
um raio de 100 cm, e que os planos tocam a parte de baixo da cunha
em um angulo que faz 30° com o topo da cunha. Dessa forma vocé
precisa encontrar as equagdes desses planos e em sequida enviar
O projeto para uma oficina ou até mesmao para uma impressao 3D.

Resolucédo da situacdo-problema

Inicialmente vocé decide fazer um esquema bidimensional (veja
Figura 4.7) do prototipo, onde identifica-se os dois pontos onde 0s
planos tangenciam a parte de baixo da cunha esférica.

Figura 4.7 | Esquema bidimensional do problema da cunha entre planos.

z

Fonte: elaborada pelo autor.

A ilustragdo nos ajuda a identificar que o ponto P, possui
0=120° e ¢ =90°, da mesma forma, P, também tem 6=120° e
»=-90°. Utilizando o raio da cunha como 100 cm, identificamos

V3 V3

esses pontos como P, = 0,1007,—50 e P,= 0,—1007,—50

A parametrizacdo de uma esfera em termos de coordenadas
esféricas fornece o seguinte vetor:

r(f,o)=a-senf-cospi+a-send-seny j+a-cosfk,

bem como o produto vetorial entre os vetores tangentes €:

U4 - Aplicagdes do calculo vetorial 187



r, xr, =a’sen’fcosy i+ a’sen’dseny j + a’send cos&(senzgo + cos? gp) k

Aqui, aplicamos as coordenadas dos pontos P, e P, no produto
vetorial anterior e temos:

(r, xr,), =0i+100%sen” (120)sen(90) j+ 100%sen(120)cos (120)(1) k

(r,xr,), =0i+100? [g]z (1) j+100? [g][—%]k

(v, xr,), = 0i+100°sen’ (120)sen(—90) j+100°sen(120) cos (120) (1) k

2
V3 V3 1
=1 (=1)j+100*| —=||—=|k.
2 ( )H_ 2 2]
A equacdo do plano tangente a cunha no ponto P, pode ser
escrita da seguinte forma:

(r, xr,), =0i+100?

Equacdo do Plano 1:

\/52

V3

—100? y—1007 —1002[§ (z+50)=0.

Similarmente, a equac¢do do plano tangente a cunha no ponto
P, pode ser escrita da seguinte forma:

Equacdo do Plano 2:

\/52

V3 V3

Vocé pode conferir a cunha, os pontos, bem como os planos
tangentes, no seguinte link: <https://www.geogebra.org/m/kQRPzYtZ>.
Agora que vocé preparou os planos, podera enviar esse resultado para
uma oficina ou para uma impressora 3D. Assim, o decorador podera ter
seus suportes, todos com as mesmas dimensoes.
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Faca valer a pena

1. Um cilindro que possui um raio 4 mm e uma altura de 8 mm é orientado
Nno espago cartesiano com seu eixo maior ao longo do eixo-y. Nesse caso,
podemos afirmar que:

(1) Uma parametrizacdo em termos de u e v seria: x =4cosu, y =4senu,
Z=V.

(I) No dominio D:0<u<2m0<v <8mm_

() A éarea lateral do cilindro é 64xmm® ¢é dada pela integral
Areag :ffr(u,v)dudv:
D

Marque a alternativa que indica a resposta correta acerca das afirmativas
anteriores.

a) Apenas a afirmativa | é correta.

b) Apenas a afirmativa Il € correta.

c) Apenas a afirmativa lll € correta.

d) As afirmativas | e Il estao corretas.
e) As afirmativas Il e Il estdo corretas.

2. A Figura 4.8 a seguir ilustra metade de uma superficie de um cone de
altura h =3 cm com geratriz iguala g =92 .

Figura — Superficie de meio cone.

Fonte: elaborada pelo autor.
Uma parametrizacao dessa superficie no plano-uv pode ser escrita como:

r(u,v)=vcosui+vsenuj+vk.

Sabendo que o dominio da parametrizagédo é D:0<u<m0<v<3cm,
encontra a area do meio-cone a partir da integral de superficie

Areag :ff|ru xr,|dudv .
D
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Marque a alternativa que indica a area correta da superficie do meio-cone
na questdo anterior em cm®.
a) Areag, = 9r.
b) Areag =218
c) Areag = V297

d) Area, :%QW :

e Areay :g187r :

3. A superficie apresentada na Figura 4.9 é gerada pela rotacdo de meia
volta de meio periodo da fungao seno em torno do eixo-y. Ascomponentes
da parametrizacdo para essa superficie ficam:

x=senysenf; Y=Y z=senycost .

Figura | Superficie de rotacdo de meio periodo da funcéo seno.

Fonte: elaborada pelo autor.
A respeito desse problema podemos afirmar:
() r(y.0)=senycosfi+y j+senysenfk ¢ vetor de parametrizacéo.
(Il) r, =cosysendi+ j+cosycosfk e r, =—senycosdi+O0 j+senysendk
sdo os vetores tangentes.
(I) se a densidade é p(r(y,9)) S amassaé .
J1+cos?’y
Marqgue a alternativa que indica corretamente a sequéncia de verdadeiro V
e Falso F acerca das afirmativas anteriores.

a)V-V-V.
b)V-V-F.
cV-F-F
dV-F-V.
e)F-F-V.
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Secaon 4.2

Teorema de Stokes

Dialogo aberto

Na secao anterior estudamos parametrizacdo e integrais de
superficies, 0 que tornou possivel calcular a area de uma superficie,
por exemplo. Na presente secdo, estudaremos um importante
teorema do calculo vetorial, o Teorema de Stokes. Ele relaciona
a circulagdo de um campo vetorial através de uma curva fechada
C com o fluxo do rotacional desse campo por uma superficie
orientada S cuja fronteira € justamente a curva fechada C.

Um exemplo interessante de aplicacdo € a producao de energia
em parques eolicos que utilizam os aerogeradores, que nada
mais sdo que enormes hélices geradoras de energia. A forca do
vento movimenta as hélices, e de alguma maneira a eficiéncia do
aerogerador deve estar relacionada com a tendéncia do vento em
circular ao redor das suas pas, ou melhor, deve estar relacionada
com o rotacional da velocidade do ar, que sera influenciado pelo
formato das pas.

Lembre-se que nesta unidade vocé trabalha em uma industria
automotiva que desenvolve novas tubulacdes de fluido de freios.
Nesse contexto, € uma de suas tarefas realizar simulacdes e calculos
e, em particular nesta secao, vocé devera desenvolver um metodo
para testar o regime de fluxo de um fluido dentro de um tubo de freio.

Considere o tubo como um cilindro de raio unitario com eixo na
direcao do eixo-y como apresentado na Figura 4.8 e como campo
vetorial teste F = zi — xk . A partir desse campo vetorial, vocé precisa
determinar se o fluido estd em regime laminar (sem rotacdes) ou
apresenta turbuléncias (rotacdes).
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Figura 4.8 | Cilindro unitario com eixo na direcéo y

Fonte: elaborada pelo autor

Para resolver esse desafio vocé precisa aprender o Teorema de
Stokes e adquirir novos conhecimentos. Vamos comegar?

Nao pode faltar

Fluxo € uma grandeza que pode representar a quantidade de
fluido atravessando a area de uma superficie ou, por exemplo, a
quantidade de campo, magnético ou elétrico, atravessando uma
secao de area em um determinado espaco. Se definimos uma area
infinitesimal com seu versor normal, como na Figura 4.9, e um
campo vetorial representado por F atravessando essa pequena area,
o fluxo d¢ serd dado pela projecdo de F ao longo de n. Somando
todas as contribuicdes da superficie, teremos o fluxo total de F
sobre S tal como:

ffF-ndszﬁfF.ds

S

Figura 4.9 | Fluxo de F através da superficie S

Fonte: elaborada pelo autor
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Essa integral de fluxo, € a integral de superficie que vimos na
secdo anterior. Caso a superficie S seja parametrizada como r(u,v),
a ultima integral fica:

ffF-dS:ffF(ruxrv)dA, onde dA ¢ o elemento de area
S D

infinitesimal no dominio D dos parametros u e v, enquanto, r, er,
sao as derivadas parciais de r com respeito a u e v.

Na unidade anterior, discutimos o Teorema de Green, que
relaciona uma integral dupla sobre uma regido plana D com uma
integral de linha sobre uma linha de fronteira C da regidgo D. Uma
generalizacdo do Teorema de Green € o Teorema de Stokes que diz:

Teorema de Stokes: a integral de superficie do rotacional de um
campo vetorial F sobre uma superficie S € igual a integral do campo
vetorial F em alguma curva de fronteira C da superficie:

[F-dr:f;frotF-dS,

desde que S seja orientada, lisa por trechos, e as fronteiras
tenham curvas simples e as componentes do campo vetorial F
tenham derivadas parciais continuas na regiao que contém S.

A Figura 4.10 apresenta uma superficie orientada com versores
normais n e essa orientacao induz a escolha da orientacdo positiva
da fronteira C. Para memorizar, uma pessoa caminhando sobre C
com sua cabeca apontada na direcao do versor normal, tera sempre
a superficie a sua esquerda.

Figura 4.10 | Superficie e Curva orientada

z

Fonte: elaborada pelo autor.
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oé) Reflita

Existe alguma semelhanga entre o Teorema de Stokes, o Teorema de
Green, a integral de linha e o Teorema fundamental do Calculo?

Podemos enunciar o Teorema de Stokes em outras palavras, a
integral da componente tangencial de F sobre uma curva fronteira C
de S éigual a integral da componente normal de F sobre a superficie
S, ou seja,

fF~dr:fF~Tds=ffrotF-dS=ffrotF~ndS.
C C S S

No caso, onde S € uma superficie plana, como um dominio D no
plano-xy, o versor normal aponta na dire¢cdo z e assim o Teorema
de Stokes reduz-se ao Teorema de Green:

fF~dr=ffrotF-dS=ffrotF~de
C S D

D9 Pesquise mais

A prova do Teorema de Stokes para um caso especial no qual a
superficie S ¢ um grafico z= f(x,y) pode ser conferida na pagina 1004
da obra a seguir:

STEWART, J. Calculo Volume II. Trad. EZ2 Translate, Sdo Paulo:
Cengage Learning, 2013. 664p.

O Teorema de Stokes nos da a possibilidade de resolver um
problema a partir de dois mecanismos distintos, e cabe a nos julgar
qual € o caminho mais adequado para uma situacao em particular.
Assim, para trabalhar esses dois pontos de vista, vamos resolver dois
problemas relacionados com integrais de rotacionais de campos
vetoriais.

?=| Exemplificando

A Figura 4.11 mostra um cilindro X2 4y? =1 que é interceptado por
um plano X +z=4_Ainterseccdo forma uma superficie S e uma curva
com orientagdo positiva C. Sabe-se que existe um campo vetorial
F(x,y,z)=-y’i+x’j+ 2’k que atravessa C e S. Calcule ffrotF-dS
sobre a superficie S. s

>
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Figura 4.11 | Cilindro interceptado por um plano

y
Primeiro vamos modificar a integral ffrothS da seguinte maneira:
S

ffrothS:ffrotF-(ruxr dA
S D

A superficie S pode ser parametrizada por:

r(xy)=xi+yj+(4-xk,

e logo suas derivadas parciais com respeito a x e a y ficam:
rr=i—-ke

r,= j-

Agora precisamos calcular o rotacional de F e o produto vetorial de
roer,.

i i k
rotF =|0/ox 0/dy 0/0z|=(2x+3y* )k,
_y3 X2 Z3
i j k
roxr,=11 0 —1=i+k.
01 0

Portanto, a integral dupla fica:
f 2x +3y?)k-(i+k)dA = ff 2x+3y”)dA.

Aqui podemos modificar o sistema para coordenadas polares, com
dA = rdrdé e dominio r =[0,1] e 6 =[0,2x]. Assim,
d0, para

ff(Zr cosf + 3r2sen 9)rdrd0 f

00

—cos«9+3Tsen 0

27 1
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( )

prosseguir devemos usar a identidade sen%’:# na integral
anterior:
2m 2 27 27
f 2 cosd +§[M d0 = |2 seno +P0] B A L
013 4 2 3 b 8 | 4 o 4
pois 0s termos em seno se anulam.
. _J

No exemplo anterior avaliamos a integral do rotacional de F
sobre a superficie, no proximo exemplo vamos integrar F sobre um
caminho C, ou seja, vamos resolver o lado esquerdo do Teorema
de Stokes.

I ?=| Exemplificando
Utilize o Teorema de Stokes para calcular fF -dr paraumcampo vetorial
C

F=yzi+ xzj+ xyk, onde S ¢ a parte do paraboloide z=4+ x> +y*
que esta dentro do cilindro X* +y* =1 e C é a interseccdo entre essas
duas figuras geomeétricas, como mostra a Figura 4.12 a seguir.

Figura 4.12 | Intersecdo entre um paraboloide e um cilindro

Fonte: elaborada pelo autor.

Solugdo: Segundo o Teorema de Stokes, a integral do fluxo do
rotacional de um campo vetorial sobre a superficie S pode ser
trocada pela integral do campo sobre uma curva de fronteira C de S,
exatamente o que queremos calcular:

fF~dr=ffrotF~dS.
C S

Nesse caso, podemos identificar a curva C como a interseccdo entre o
paraboloide e o cilindro, e a equa¢ao pode ser obtida pela soma entre f

suas equacdes da seguinte forma:
N
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z—x2—y?=4
x4+ y?=1
z=5
ou seja, a interseccdo sera o cilindro x* +y*=1 com z=5 A partir
desses resultados, podemos parametrizar o caminho C como:

r(t)=costi+ sentj+ 5k, l0ogo sua derivada fica:

r'(t) = —senti+ costj.

Reescrevendo o campo vetorial em termos da parametrizagdo
temos:

F(r(t))=sent-5i+cost-5j+cost-sentk, e implementando-a na

integral com o dominio sendo o plano-xy com x* 4 y? <1, temos:
[Fear=[F(r(t))-r(t)at =
C Cc

f(sent -5i + cost -5+ cost - sentk) - (—senti + costj) dt =

C

27

f(-senzt -5+ cos’t-5)at,

0

para continuar essa integral, devemos realizar as substitui¢cdes:

Senzt:ﬂ e
2
Coszt:M, logo:
27 27 2
fF»dr :sf[_[1—0032t +[1+0032t ]dt:Sf(cosZt)dt:S sen2t|
(o] 0 2 2 0 0

Esse resultado é bastante interessante, pois mostra que no
limite a soma das componentes do campo ao longo de C se
anula.

Vamos agora encontrar um significado fisico para o rotacional
poder ser explorado aplicando-se o Teorema de Stokes. Supondo
que v é o campo de velocidade de um fluido e que C é uma curva

fechada simples, podemos escrever a integral de linha fV'dl' que
Cc

também pode ser escrita como fv~Tds, onde T é o versor tangente
C

a curva C. O produto escalar v-T é a projecdo da velocidade do
fluido ao longo da curva C. Quanto menor for o angulo entre os
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vetores v e T maior serd o produto escalar entre eles. Por outro
lado, quanto maior o angulo entre os vetores, menor sera o produto
escalar entre eles. Ou seja, a integral fv.dr mede a tendéncia do

C
campo vetorial v circular através de C e € chamada de circulacao.

Para relacionar a circulacdo com o rotacional, escolhemos um
pequeno circulo C, de raio a em torno do ponto R, (Xy,Yq.2,) . Vamos
supor que o rotacional de um campo vetorial v seja constante
dentro do circulo e igual ao valor encontrado no seu centro, entao
rotv(P)~rotv(R,). Nesse caso, podemos escrever:

fvdr_ffrotv ds = ffrotv ndS forotv (R,)dS ~rotv(R,)-n(R,)ra* .

Note que o versor normal na superficie € o mesmo em todos
0s pontos e essa aproximacao fica cada vez melhor no limite, onde
a— 0, ou seja, a circulacao relaciona-se com o rotacional atraves
da sequinte relagdo:

rotv(R,)-n(P, _Ilm—fvdr,

ou seja, o efeito do rotacional em torno do eixo n € maior quanto
mais paralelo for o rotv desse eixo.

Vimos na unidade anterior que se rotF =0 sobre R® entdo F é um
campo vetorial conservativo. Se F € conservativo entao fF~dr:O

para todos os caminhos C. Cada um desses caminhos € uma
fronteira de uma superficie orientada S. Assim, podemos escrever o
Teorema de Stokes para cada para par caminho/superficie para um
campo conservativo F:

fF~dr:ffrotF~dS:O,
C S

de onde podemos concluir que se F € conservativo, entdao
rotF=0.

Q"’ Assimile

O Teorema de Stokes afirma que a integral de superficie do rotacional
de um campo vetorial F sobre uma superficie S € igual a integral do
campo vetorial F em alguma curva de fronteira C da superficie:

[F-dr:fs rotF-dS. >
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Para que S seja orientada, lisa por trechos, fronteiras com curvas
simples e as componentes do campo vetorial F com derivadas parciais
continuas na regido que contém S.

Para um campo conservativo, obtém-se que:

dr — .dS—0, entio rotF =0
[F dr j;frotF dS =0, entdo ro

Sem medo de errar

Retornando a situagcao em gue vocé trabalha com simulagdes de
fluidos para uma industria automobilistica, a tarefa agora exige testar
um certo campo vetorial, que representa a velocidade do fluido
dentro de um cilindro.

O campo vetorial escolhido para testar a simulacdo do fluido
na tubulacdo de freios foi F=2i— XK que claramente apresenta
apenas componente rotacional ao longo do eixo y (veja Figura
4.15). Mas, para construir um meétodo de analise precisamos de um
mecanismo que garanta sistematicamente a presenca ou nao de
componentes rotacionais e isso pode ser feito com o auxilio do
Teorema de Stokes.

Figura 4.13 | O campo vetorial de F

Fonte: elaborada pelo autor

Um cilindro com eixo na direcdo y, € um prototipo para testar o
regime de escoamento do fluido na tubulacao de freio. Comecamos
encontrando o rotacional do campo vetorial F = zi— xk :

i j k
rotF =|0/0x 8/dy 0/0z|=2j-
z 0 —X
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Agora precisamos determinar a superficie sobre a qual sera
avaliada a integral do rotacional de F. Essa superficie € a que gera o
caminho C sobre o cilindro que aponta a direcao y, ou seja, o plano
y =4, como estd mostrado na Figura 4.10. A parametrizacdo dessa
superficie resulta em:

r(x,z)=xi+4j+zk, com as sequintes derivadas parciais:

r,=ie

r,=k.

O produto vetorial entre esses vetores tangentes fica:
i j k

r.xr,=|1 0 Oj=-j-
0 0 1

Utilizando a definicao  [F-dr= [[rotF-as= [[rotF-(r, xr,)dA
C S S

podemos calcular o fluxo do rotacional sobre a superficie
com o elemento infinitesimal de area dA=rdrdd e o dominio
D:0<r<10<0<27 temos:

27 1

ffrotF-(rux JdA = ff j)rdrd6 = f

0 0

d9:27r.

0

Portanto, como a integral ¢ diferente de zero, sabemos que
existem componentes rotacionais ao longo do eixo y, ou seja, nesse
regime o fluido apresentara rotacdes em torno do eixo da tubulacao.
Agora gue vocé terminou os calculos, vocé pode organiza-los em
um manual ou relatorio que possa ser consultado posteriormente.

Avancando na pratica

Laudo sobre o escoamento de um rio.
Descricao da situagcao-problema

Um certo trecho de um rio em uma cidade possui um
escoamento com velocidade que pode ser descrita pelo campo
vetorial v=Zz%—x’*k que estd ilustrado na Figura 4.14 a seguir:
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Figura 4.14 | Campo vetorial v referente a velocidade do rio.

Fonte: elaborada pelo autor.

A prefeitura da cidade contratou vocé para gerar um laudo sobre
0 escoamento do rio, no qual devem constar informacdes sobre 0s
locais de maxima e minima circulacao. O que vocé pode concluir a
respeito disso?

Resolucédo da situacdo-problema

Quanto maior for a componente de um campo vetorial v
tangente a um certo caminho C,, que compreende uma pequena
. 2 . . . a . . .
drea m@ em que a é o raio da circunferéncia C,, maior serd o

valor da circulacao IV-dr 0. Nesse caso, podemos aproximar essa
C,

a

circulacao pelo Teorema de Stokes:
rotv(RJ)~n(P0):Iingi2fv~dr, onde P, (X,,¥0.2,) € um ponto no
a0 g
Ca

dominio do campo vetorial.

Tomando como area infinitesimal, uma peqguena circunferéncia
com raio a com versor normal paralelo ao eixo-y, que estamos
assumindo ser a direcao da profundidade do rio, temos para
qualquer Ry:

n(R)=]

Calculando o rotacional de v no ponto Ry
i i k

rotv(R))=0/0x 0/dy 0/0z]=2(z,—X,)}-
z? 0 x?

Assim, rotv(R,))-n(Ry)=2(z, — X,)j-(1)i=2(z, — X,). Esse resultado
nos permite inferir pontos onde a circulagcdo sera nula, ou seja,
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sempre que Z,=X,. Além disso, os pontos onde Z,=-—X, S3ao
pontos que maximizam o rotacional ao longo da diregao normal e,
portanto, a circulagao.

Dessa forma, vocé escreve seu laudo apontando esses fatos e
conclui sua tarefa.

Faca valer a pena

1. Utilizando o Teorema de Stokes, calcule a integral ffrotF-dS, onde S
S

é a superficie formada pela parte de cima do paraboloide z=5—x* —y?

que & cortado pelo plano z=1 e que esta imersa em um campo vetorial
F=zi+ zxj+ xk. Lembre-se que a interseccao entre o paraboloide e o
plano, nesse caso, gera um caminho simples que € uma circunferéncia.
Encontre a parametrizacao dessa circunferéncia e use o lado esquerdo do
Teorema de Stokes.

Marque a alternativa que indica a resposta correta:
a) [Fedr=4.
C
b) [F.-dr=2+4r.
I
o) [Fedr=4n.
C
d) |F-dr=2427.
I

e) fF~dr:27r.
C

2. O Teorema de Stokes pode ser utilizado para calcular a integral
de um rotacional de um campo vetorial através de uma superficie S,

ou seja ffrothS. Deste modo, se o campo vetorial ¢ F=2xj e a
S

superficie é a metade de uma esfera unitaria acima do plano-xy, calcule

ffrothS . Para isso, utilize coordenadas esféricas para representar
assuperficie no dominio 0<0<n/2 e 0<¢p<27m, entdo calcule

ffrotF-dS:ffrotF(r(Q,cp))-(rg xr_)r’senddody .

Marqgue a alternativa que indica corretamente a resposta para o calculo da
integral apresentada no texto anterior:
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a) f F.dS=0.
S

) [[E.gs~ 147"
JJFdS o

d]deS:—%?-
S

d) gs 147
Ldes 5

e) ffF-dS:—ssiz-
S

3. Suponha um campo vetorial v = senyi 4 senxj em todo R? e um circulo
em torno do ponto Po(xo,yo,zo) de raio a muito pequeno cuja normal &
n=K. A respeito da circulagdo do campo [ v.dr em torno desse circulo
podemos afirmar: ¢

. .1
(1) dlvv(%)~n(%):lalmg[v.dr
(I A circulagdo do campo vetorial v .em um ponto Py(Xy,Y,.2,) €
aproximadamente a” (Cos X, +C0s Y, ).
(Il) © campo vetorial v é conservativo.

Marque a alternativa que indica a sequéncia correta de verdadeiro V e falso
F acerca das afirmativas anteriores.

avV-Vv-V
b)F—F—F
cF-V-V
dV-F-V
e)F-V-F
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Secaon 4.3

Teorema da Divergéncia ou Lei de Gauss

Dialogo aberto

Na ultima secdo estudamos o Teorema de Stokes, que conectauma
integral da projecdo de um campo vetorial em torno de um caminho
fechado C com uma integral dupla da projecao do rotacional na
direcdo de uma superficie S delimitada por C. Dedicaremos a proxima
secao ao estudo do Teorema da Divergéncia que tem aplicacdes, por
exemplo, no eletromagnetismo e na mecanica dos fluidos.

Uma carga elétrica gera ao seu redor um campo vetorial elétrico
de tal modo que o seu fluxo através de qualquer superficie pode
ser calculado com o auxilio do Teorema da Divergéncia, que no
contexto do eletromagnetismo ¢ conhecido como Lei de Gauss.
Por outro lado, o Teorema da Divergéncia também € aplicado no
estudo dos fluidos para calcular, por exemplo, a vazao de um fluido
por uma superficie qualquer. O Teorema da Divergéncia mostra
que uma integral de superficie de um campo, cujo calculo pode ser
complicado ou demorado, pode ser reduzido a unica integral tripla
do divergente do campo no volume envolto pela superficie.

Como sabemos, nesta Unidade vocé trabalha em uma indUstria
automotiva que desenvolve tubulacdes e fluido de freios. Nesta
secdo, voceé sera chamado a resolver uma situacao na qual se deseja
saber precisamente o fluxo de um fluido de freio cuja taxa de vazao
por unidade de area pode ser dada por F=xe’i+ x’j+e*k . A sua
empresa esta realizando um teste com esse fluido e gostaria de saber
qual e precisamente o fluxo através de uma superficie cilindrica,
que pode ser especificada como x* +z* =4 entre os planos y =0 e
y =10. Sua tarefa sera encontrar uma maneira simples de obter esse
resultado e no final continuar a escrever um relatorio compilando o
que foi realizado até agora para que 0 mesmao possa ser consultado
no futuro.

Na situacdo apresentada, o cilindro possui trés superficies,
de modo que seria necessario realizar trés integrais duplas. Uma
maneira de reduzir os passos desse calculo seria utilizar o Teorema
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da Divergéncia que sera apresentado agora. Entdo vamos 1a, vocé
precisa aprender esse Teorema para poder realizar sua tarefa na
empresa. Vamos comegar?

Nao pode faltar

a Unidade 3 vimos que o Teorema de Green para um campo
vetorial F(x,y)=f(x,y)i+g(xy)j pode ser escrito como:

ffxydx+gxydy ff[@g_@f

onde D € uma regido no plano-xy circulada pela fronteira C.

’

Vimos também que as formas vetoriais do Teorema de Green
fornecem as seguintes relacdes:

[F.dr:forotdeA e
[F.nds:fD divFdA .

A ultima expressao, relaciona a integral de um campo F em torno
da fronteira C com o divergente desse campo calculado na area
da regido D em um plano. Se F € um campo que depende das trés
coordenadas do espago tridimensional, ou seja F(x,y,z), podemos
estender a uUltima expressao para o Teorema de Green da seguinte
forma:

fsfF-ndS:f[fdiv FaV,

onde S é uma superficie fechada que envolve um volume E. Essa
expressao € conhecida como Teorema da Divergéncia. Perceba
que, assim como nos Teoremas de Green e Stokes, o Teorema da
Divergéncia associa a integral da derivada de um campo vetorial
F em uma regido do lado direito com a integral da funcao F na
fronteira da regiao.

O Teorema da Divergéncia apresenta uma integral tripla em uma
regido solida simples E. Uma regido solida simples pode ser uma
caixa retangular, um elipsoide ou similar ao apresentado na Figura
4.15. Nesse caso, a definicao da regido solida simples fica:

E= {(x,y,z)|(x,y) eDu(xy)<z<u, (x,y)}.
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Outras duas regides solidas simples podem ser obtidas de modo
gue a regiao T pertenca aos planos-xz e yz, respectivamente.

Figura 4.15 | Regido solida simples.

uy(x, y)

2= (v, ¥)

<o |

el

Fonte: Stewart (2013, p. 914).

Teorema da Divergéncia: Se E € uma regiao simples envolta por
uma superficie S com orientagao positiva para fora e F € um campo
vetorial no espaco tridimensional com componentes com derivadas
continuas na regido, entao:

F-dS= div FadVv,

Ifre=]

em palavras, o fluxo de F sobre S é igual a integral tripla da
divergéncia de F no volume E.

Como definido anteriormente, a orientagdo positiva de uma
superficie S € sempre tomada na direcdo do vetor normal que aponta
para fora de E. No caso em que a regido E € o espaco formado entre
duas superficies S, e S,, como apresentado na Figura 4.16, deve-
se levar em conta que a normal que aponta para E em S, € n,,
enguanto que em S, € —n,. Assim, pelo Teorema da Divergéncia
temos:

[[[divFav=[[F-as= [[F-nds=[[F-(-n,)as+ [[F-(n,)as.

Figura 4.16 | Duas superficies esféricas S, e S,.

n,

Fonte: elaborada pelo autor.
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Q Exemplificando

Calcule o fluxo do campo vetorial F= X%+ y?j+ z’k através de uma
superficie S formada pelos planos 0< x<1, 0<y<1e 0<z<1.

Resolucdo:

O fluxo pode ser calculado por meio da integral de superficie de Fem S:
ffF.ds,
S

Podemos calcular diretamente o fluxo utilizando a integral anterior, no
entanto, vamos aplicar o Teorema da Divergéncia:

LfF-dS:f[fdidev.

Primeiro vamos calcular o divergente do campo vetorial F:
divF=V-F= [il+ij+ik
dy

(Xt y? i+ 2K)=2(x +y + 2).

Utilizando dV =dxdydz na integral tripla com os limites 0<x <1,
0<y<1e0<z<1temos:

11 1
f[ dIVFdVZ[{[Z X+ y +z)dxdydz

avaliando essa integral:
1

1 1
fffz x+y+z dxdydz = fo xz+yz+ dxdy =
00 0
11 1 1 y2 1
:2ff[x+y+§]dxdy:2 xy+7+§y dx =
0 0 0 0
1 1 1) 111
2| (x+=+—=ldx= 2 + X+—=X| =2|=—+—=+
-[ 2 2]d 2 2 2 [2 2 2]

Portanto, o fluxo de F através de S fica:

fsdeS:f[fdideV:&

Uma aplicacdo direta do Teorema da Divergéncia € a chamada
Lei de Gauss que estabelece que o fluxo de um campo elétrico

E devido a uma carga Q, localizada na origem atraves de uma

superficie qualquer S, € obtido pela integral ffE-dS:47T€Q, onde

= —— 1 , com g, sendo a permissividade do vacuo

4re,
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Vamos utilizar o Teorema da Divergéncia para mostrar essa
forma da Lei de Gauss no proximo Exemplificando.

J=| Exemplificando

Utilize o Teorema da Divergéncia para mostrar a seguinte forma da Lei
de Gauss ffEdS =47eQ, onde Q € uma carga localizada na origem
SZ

e S, é uma superficie qualquer envolvendo Q sabendo que o campo
elétrico calculado em um ponto (x,y,z) € dado por:

onde x & o vetor x=xi+yj+zk e €=
permissividade do vacuo.

, com & sendo a
e,

Resolucdo:

A superficie S, pode ser qualquer superficie que envolve a origem.
Internamente a S, construimos uma superficie esférica S; com um
raio pequeno a. Deste modo, o Teorema da Divergéncia para E fica:
ffE-ndS:ff div EqV .
S E

Nesse ponto, o divergente de E deve ser calculado na regido E entre
S, e S,. Como a orientacdo da superficie positiva estd na direcdo
do vetor normal que aponta para fora, em S, o vetor normal é n, e
em S, utilizamos o vetor —n,;, como mostrado na Figura 4.16. Assim
podemos manipular o lado esquerdo da integral dupla anterior como:

[[E-(-n)ds+ [[E:(n,)as = [[[divEav.

O divergente de E, pode ser calculado como:

dvE=V.-E=V LC:EX :EQ £I+ij+gk%:
‘x‘ ox By 0z [XZ + y2 + 22]
9 X K2 y + 9 z -
ox [x2+y2+22r'2 dy [xZer2+zz]3/2 0z [x2+y2+zz]3/2

Vamos calcular o primeiro termo da expressao anterior:

0 X B 1 B 3x? ,
ox x2+y2+22]3/2 _[Xz-l—yz-l—erlz [X2—|—y2—|—zz 5/2 }
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0s outros dois termos fornecem resultados similares, com 3y? e 32
no lugar de 3x%. O divergente fica:

3 3(x2+y2+22)

}5/2

divE=

= =0. Ou seja, o divergente
[X2+y2+z2} [X2+y2+z2

do campo elétrico € nulo. Por meio desse resultado podemos escrever:

[[E-(-n)ds+ [[E:(n,)as = [[[ divEdv -0, que

fornece:
[[E-(n,)as= [[E:(n)as

Aqui, podemos calcular a integral de superficie de E sobre S, que é
uma peqguena esfera de raio a. O campo elétrico em um ponto (x,y,z)
sobre S, €:

eQ ) X
E= WX, enguanto o vetor normal nesse ponto fica n, = M
X

Calculando a integral anterior temos

ffE n,)dS = ffE n,)ds = ff ff“4x\2d8:
ffE n,)ds = ff‘ 4x2dS£I‘j§d

como \X\ =a’ temos:
ffE n,)ds = ff—dS_E?fde,
S

como integral de superficie em S, é 478, temos:

ffE(nz)dS:fodS 47=Q.

Qu seja, a integral do fluxo de E através de qualquer superficie S, ¢é
dada por:

f E-dS=47:Q.
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oé) Reflita

Por que o fluxo do Campo elétrico E= xi—yj de um carga Q através
de qualquer superficie fechada é nulo?

Uma segunda aplicacdo do Teorema da Divergéncia refere-se
ao escoamento dos fluidos. O campo vetorial F representando a
vazao de um fluido por unidade de area com densidade constante
p e velocidade v(x,y,z) pode ser escrito como F=pv. Podemos
aproximar div F(P)~div F(R,) se fizermos uma pequena esfera em
torno de Ry, com um raio a pequeno suficiente, de modo que o
divergente de F em todos os pontos P no interior da esfera V,
seja constante e igual ao valor no centro F,. Assim, o Teorema da
Divergéncia pode ser escrito como:

[[Fdas= [[[dvF(P)av~[[[dvF(R)av~dvF(R) [[[dV~dvF(R)V,

Conforme o raio a torna-se cada vez menor a aproximagao
anterior fica melhor:

divF(PO)zLim)ViffF-dS.
a’s

Nesse caso, se divF(P)>0 o fluxo sai do ponto P que € uma
fonte. De outro modo, se divF(P)<0 o fluxo entra no ponto P que
€ considerado um sorvedouro.

(tz” Assimile
O Teorema da Divergéncia afirma que se £ € uma regidgo simples
envolta por uma superficie S com orientagcdo positiva para fora e F é

um campo vetorial no espaco tridimensional com componentes com
derivadas continuas na regido entdo:

LfF-dS:f[fdideV,

em palavras, o fluxo de F sobre S € igual a integral tripla da divergéncia
de F no volume E. Em um campo vetorial podem ser identificadas
fontes ou sorvedouros, que indicam uma convergéncia ou divergéncia
de vetores.
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D9 Pesquise mais

Nao deixe de conferir uma boa aula sobre o Teorema da Divergéncia
do professor da Unicamp Samuel Rocha de Oliveira que foi veiculada
no canal da Univesp TV:

UNIVESP. Calculo Il — Aula 28 — Teorema de divergéncia. Disponivel
em <www.youtube.com/watch?v=FbaHinLOoHQ>. Acesso em: 2 abr.
2018.

Sem medo de errar

Lembre-se, na presente Unidade a industria na qual vocé presta
servicos desenvolve tubulacdes e fluido de freios. Sua tarefa final
exige conhecer precisamente o fluxo de um fluido de freio cuja taxa
de vazdo por unidade de area pode ser dada por F = xe’i + x%j+ e’k
e a superficie € um cilindro.

Sabemos que fluxo de F atraves da superficie S pode ser dado
pela integral de superficie

foF-ds.

Como a superficie € o cilindro de raio 4 cm, x*+2z°=4?% entre
os planos z=0 e z=10cm, devemos calcular trés integrais de
superficies nas trés superficies do cilindro. No entanto, se utilizarmos
o Teorema da Divergéncia,

j;fF-dS:f[fdideV,

podemos calcular uma unica integral tripla. Nesse caso, temos
de primeiro calcular o divergente de F, como a sequir:

. 0 0 0 ..
divF=V-F=|—i+—j+—k|-(xe’i+ x"j+ e*k)=e* + xe*
ox oyl T oz d ! )
Assim, o lado direito do Teorema da Divergéncia fica:
4 4 10

f[fdidev:£f4[(ez+xexz)dydzdxl

onde utilizamos os limites 0<y <10, -4 <x<4 e —4<z<4 além
de dV =dydzdx . Avaliando a integral anterior temos:

]j‘jf (e* + xe ) dydzx = f]‘ (e y+xe”y);0 dzdx 2}]10(61 +xe ) dzax
Z4%4%0 Y4 Y'Y
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Nesse ponto, precisamos fazer as seguintes substituicdes apenas
para o0 segundo termo da integral anterior:

U= xz—du= xdz

u,=—4xeu,=4x
4 4 4 4x
10e”dzdx + 10e*dudx =
J Jroseeace [
]10[&}4 dx+]10 e|” dx:]"IO(e"—e"‘+e4x—e’“)dx:
’, —4 7, —4x J,
Y 4 _4 4x _4x 4 _4 e e )
£10(e —-e +e’" —e )dx:10(e —e )x+ 7 + 2 ]4
10 (e“ —e’4)(4—(—4))+ 614) + e:<4) —[64;4> + 67‘174) :80(94 —e"‘)_

Vocé mostrou rapidamente os calculos para sua equipe e a partir
dessa etapa o fluido pode passar por outros testes. Como estamos
finalizando todo o contexto, vocé precisa escrever um relatorio
detalhando os passos realizados até agora, para que possa ser
consultado posteriormente por seus colegas de trabalho.

Avancgando na pratica
Componentes eletronicos.

Descricao da situagcao-problema

Uma empresa de eletréonicos esta desenvolvendo um dispositivo,
em formato de caixa retangular de 3cmx3cmx3cm, que apresenta
um campo magneético como mostra a Figura 4.17 a sequir:

Figura 4.17 | Campo vetorial magnético em uma caixa.
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Fonte: elaborada pelo autor
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ApOs uma inspecao inicial, a equipe determinou que © campo
magnético possui a seguinte relacdo B=x’i+ y?j. Os profissionais
pretendem instalar um componente eletrbnico em um ponto
P(1-3). No entanto, esse ponto ndo pode ser um sorvedouro de
campo magnético, pois isso acarretara um mau funcionamento do
dispositivo. Assim, vocé, como parte da equipe, ficou encarregado
de mostrar a viabilidade da instalacao do componente, apresentando
um documento com os detalhes do calculo.

Resolucdo da situagcdo-problema

Inicialmente podemos utilizar a aproximagao do Teorema
da Divergéncia com o campo B, tomando, como exemplo, uma
peguena bola de volume V, e raio a em torno do ponto R,. Nesse
caso, o Teorema fica:

[[B-ds= [[[divB(P)av~[[[divB(R)av ~dvB(R,) [[[aV ~dvB(R)V,.

\;afsafs-dszdivs(/:o).

Para determinar se o ponto em questao € um sorvedouro ou
fonte, podemos simplesmente calcular o lado direito da equagao
anterior, ou seja:

. 0 0
dvB=V-B=|—i+—]j
[6x +8yj
Aplicando o divergente do campo magnético no ponto R, =(1,—3)

temos:
divB(P,)=3(1)° +2(-3)=-3.

(Xi+y%])=3x"+2y.

Como o divergente de B no ponto P, € menor que zero, inferimos
que esse € um sorvedouro de campo. Sabendo disso, VOocé preparou
um documento contendo os detalhes do calculo e informando que
Nno ponto em questdao ha um sorvedouro e, portanto, outro ponto
deve ser escolhido para a instalacdo do componente no dispositivo.
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Faca valer a pena

1. O fluxo de um campo vetorial através de uma superficie pode ser
calculado pela integral rffF-dS. Sabendo que o campo vetorial é descrito

S
por F=x?yi+ y®xj+ z’k e que a superficie € um quarto de hemisfério
acima do plano-xy de raio unitario, calcule o fluxo resultante. Dica: Utilize
o Teorema da Divergéncia para resolver a questdo.

Marque a alternativa que indica a resposta correta com respeito ao texto
anterior:

a)l_i.
16 15
by T _4
8 15
or 8
4 15
g 37 _4
8 5
e)5_”,f
8 3

2. Suponha um fio infinitamente longo, com uma densidade linear de
cargas positivas A . Em torno do fio é colocado um cilindro de raio r e
altura h. A partir da Lei de Gauss, podemos dizer que:

[) O campo aponta radialmente para dentro do cilindro na direcdo do fio.
II) © campo aponta radialmente para fora do cilindro para longe do fio.

I1) © campo elétrico é constante na superficie do cilindro, e seu valor ndo
depende derr.

Marqgue a alternativa que indica a sequéncia correta de Verdadeiro e Falso
acerca das afirmativas anteriores.

a)F-F-V.
b)V-F-V
c)F-V-F
dV-V-F
e)V-V-V
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3. Para um campo vetorial T, um ponto P serd sorvedouro ou fonte se
divT(P)<0> e div T(P)>0. respectivamente. Considerando os pontos
P.(12) e P,(1-2), e os campos vetoriais F=x%—y%j e G=xyi+ xyj,
podemos afirmar que:

I) P, é fonte de F e sorvedouro de G.
I) P, é sorvedouro de F e fonte de G.
lll) P, é fonte de F e sorvedouro de G.
IV) P, é sorvedouro de F e fonte de G.

Marque a alternativa que indica a sequéncia correta de Verdadeiro e Falso
acerca das afirmativas anteriores:

aV-F-V-F
b)F-F-V-V
AOV-V-F-F
AV-F-F-V
eF-V-V-F
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