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Palavras do autor

Seja bem-vindo! Aqui vocé tera a oportunidade de aprender sobre
uma das areas mais fascinantes e importantes da engenharia, com
grande influéncia sobre Nosso mundo atual e presente em celulares,
tablets e demais equipamentos eletronicos que usamos diariamente.
Exemplos de aplicacdes de analise e processamento de sinais sao vastos
e vao desde o reconhecimento de voz ou de imagens a identificacao
de padrbes em sinais de audio ou sensores, decomposicao de
informagdes em parcelas de maior € menor importancia etc.

Na Unidade 1, estudaremos os principais conceitos relacionados
a sinais e sistemas, bem como suas caracteristicas, classificacdes
e operacdes basicas. Assim, teremos conteudo para identificar
corretamente sinais e sistemas do mundo real para serem usados
em projetos.

Na Unidade 2, estudaremos a analise de Fourier, provavelmente, o
assunto mais importante deste livro. Aqui, n0s conheceremos como
representar sinais periodicos e aperiodicos pelas suas componentes
de frequéncia. A analise de Fourier pode ser usada para identificar,
por exemplo, a frequéncia fundamental de sinais, analisar circuitos
elétricos, verificar as componentes mais importantes de um sinal etc.

A Unidade 3 apresentara uma introducao a filtragem de sinais,
tanto analogica quanto digital. Nos vamos aprender métodos de
projetos de filtros analogicos usando componentes passivos e
ativos, alem de converté-los em filtros digitais usando uma nova
ferramenta: a Transformada Z.

Por fim, a Unidade 4 contém uma introducao ao processamento
digital de sinais, por meio do estudo do teorema da amostragem, o
algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT, do inglés Fast Fourier
Transform) e sistemas de aquisicdo de dados para este contexto.

Este livro € a base de estudo desta disciplina e 0 acompanhara
durante todo o curso. Mesmo assim, ndo deixe de consultar os
livros classicos sobre o tema, bem como os materiais listados nas
referéncias bibliograficas. O estudo continuo devera ser uma rotina
para gue vOCé consiga aproveitar O curso ao maximo. Portanto,
estude regularmente e faca todas as atividades propostas nas etapas
de pré-aula e pos-aula, além daquelas solicitadas pelo seu professor.






Unidade 1

Fundamentos da
analise de sinais

Convite ao estudo

Caro aluno, nesta unidade nos comecaremos NOSSOS
estudos com os fundamentos da analise de sinais. Esta unidade
€ a base para o estudo que desenvolveremos ao longo do livro
e, portanto, de extrema importancia. Vocé pode nao perceber
ainda, mas vocé esta imerso em um mundo moldado por uma
infinidade de sinais e de sistemas, desde dispositivos eletronicos
comuns ate sateélites de comunicacao. Podemos avaliar os mais
diversos tipos de sinais, aqueles produzidos por sensores ate
respostas de filtros em condicionadores de sinais. Para isso, €
necessarios termos um embasamento matematico adequado,
além de conhecimentos em circuitos elétricos e eletronicos de
forma a usa-los em nossos projetos.

Na primeira secao, nos estudaremos as classificacdes e
definices basicas de sinais. Na segunda secao, nos vamos
aprender algumas funcdes e operacgdes basicas de sinais, alem
de classificacdes de sistemas. Por fim, na terceira secao, nos
aprenderemos a calcular a resposta de sistemas lineares usando
alguns métodos como a integral de convolucao. Ao fim desta
unidade, vocé sera capaz, portanto, de avaliar completamente
O comportamento de sinais e sistemas e estara apto a usar este
conhecimento em projetos futuros.

Imagine agora que vocé € um engenheiro que trabalha
em um laboratorio de pesquisa e desenvolvimento. No seu
ultimo projeto, vocé e sua equipe comecaram a avaliar o
comportamento de um NOvVO Sensor capacitivo, que pPossui
potencial de aplicacao para sensores de pressao industriais. Um
modelo matematico foi criado para avaliar o comportamento
deste sensor, que corresponde a um circuito RC série. Para fazer



a aquisicao do sinal produzido pelo sensor, € necessario que
VOCé 0 conhega um pouco melhor. Assim, como vocé poderia
classificar este sinal?

Para responder a esta e outras perguntas, fique atento aos
conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos!



Secaoll
Introducao aos sinais e sistemas

Dialogo aberto

O estudo de sinais e sistemas esta presente em praticamente
todas as areas da engenharia e estende-se, inclusive, a medicina.
Praticamente todos 0s equipamentos modernos que conhecemaos
realizam alguma etapa de processamento de sinais. Para podermaos
desenvolver novas técnicas e equipamentos, € necessario conhecer
0s conceitos basicos de sinais a fundo.

Retomando o nosso contexto, vocé ¢ um engenheiro de um
laboratorio de pesquisa e desenvolvimento e foi designado para
avaliar o comportamento de um sensor capacitivo, que pode ser
modelado por um circuito RC série. Para fazer a aquisicdo do sinal
produzido pelo sensor, é necessario que vocé o conhega um pouco
melhor. Assim, como vocé poderia classificar este sinal?

Bons estudos!

Nao pode faltar

Sinais podem ser classificados como fendmenos fisicos que
carregam informacado. Assim, uma simples funcao senoidal pode ser
considerada como um sinal, uma vez que ela nos traz informacoes
como valores maximo e minimo, periodo, frequéncia, defasagem
etc. Além disso, sabemos que a funcdo senoidal pode ser descrita
matematicamente de acordo com

X(t) = Xpysv/2 s€0(27ft + ) (1.1)

em que Xgus € 0 valor RMS do sinal, f € a frequéncia (em Hz) e
@ e a fase. Assim, se tomarmos como exemplo a tensdo elétrica
disponivel nas tomadas de uma residéncia, seria possivel medir um
sinal senoidal com tensdo e frequéncias especificas (127 Vg,,s € 60 Hz,
respectivamente) e equaciona-lo como v(t):127ﬁsen(377t)v. Este
sinal estd apresentado na Figura 1.1.

U1 - Fundamentos da analise de sinais 9



Figura 1.1 | Sinal senoidal de tens&o de uma residéncia
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Fonte: elaborada pelo autor

Sistemas realizam alteracdes em sinais, isto &, processam um
sinal de entrada e causam uma transformacdo neste, produzindo
um sinal de saida. Um sistema amplificador de tensao com ganho 10,
por exemplo, produzira um sinal de tensdo de saida cuja amplitude ¢
10 vezes a amplitude do sinal de tensao de entrada.

O sinal de tensdo que vocé mediu € um sinal continuo no
tempo, uma vez que ele pode assumir valores em uma quantidade
infinita de instantes de tempo. Ja o sinal apresentado na Figura 1.2a
é classificado como sinal discreto no tempo, uma vez que ele pode
assumir valores apenas em uma quantidade finita de instantes de
tempo (LATHI, 2008). Para construir um sinal discreto no tempo a
partir de um sinal continuo no tempo, € necessario obter amostras
em instantes discretos no tempo igualmente espacadas. O intervalo
entre as amostras € conhecido como periodo de amostragem (T ) e
sera um importante parametro que deveremos considerar em NOssOs
projetos. Outro exemplo de sinal discreto no tempo é o perfil de
demanda de energia elétrica de uma instalagao (Figura 1.2b). No caso
apresentado, os valores de demanda sao apresentados para instantes
de tempo discretos (meses do ano).

10 U1 - Fundamentos da analise de sinais



Figura 1.2 | a) Sinal senoidal discreto no tempo. A linha pontilhada indica o sinal
original continuo no tempo, b) Perfil de demanda de energia elétrica de uma
instalagao
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Fonte: elaborada pelo autor.

Os sinais podem ser classificados em diversas categorias, tais
como analogicos, digitais, periodicos, aperiodicos, entre outros.
Vamos ver agora quais sao os critérios de classificacao de sinais.
Quando um sinal pode assumir qualquer valor de amplitude em
uma faixa continua, ele sera classificado como analégico. Caso
contrario, isto €, se um sinal puder assumir uma quantidade finita
de valores, ele sera classificado como digital. Sinais digitais usados
em sistemas computacionais podem assumir apenas dois valores,
possuindo representacdo binaria. E importante destacar aqui que
sinais analogicos e digitais sao comumente confundidos com
sinais continuos e discretos no tempo, respectivamente. O leitor
atento notara que as definicdes apresentadas para sinais de tempo
continuo e discreto limitam-se apenas a apresentar as caracteristicas
destes sinais em relacao ao tempo (eixo horizontal), enquanto que
as definicdes de analogico e digital preocuparam-se apenas com a
amplitude dos sinais (eixo vertical). Assim, nem todo sinal analogico
€ continuo no tempo, e nem todo sinal digital € discreto no tempo
(LATHI, 2008). A Figura 1.3 apresenta alguns exemplos de sinais para
esclarecermos essas diferencas.

U1 - Fundamentos da andlise de sinais 11



Figura 1.3 | Exemplos de sinais a) analdgico e continuo no tempo, b) digital e continuo
no tempo, c) analdgico e discreto no tempo e d) digital e discreto no tempo
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Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 88)

il

Sinais que se repetem no tempo sao classificados como
periodicos, enquanto que aqueles que nao se repetem sao
aperiodicos (ou ndo perioddicos). Esta definicdo € valida tanto para
sinais de tempo continuo quanto tempo discreto. Matematicamente,
um sinal sera periodico se satisfizer a sequinte condicao:

x(t)=x(t—T,) ou x[n]= x[n—N,] (12)

em que T, e N, sdo os periodos fundamentais dos sinais em tempo
continuo e discreto, respectivamente. A operacdo x(t—T,)indica
deslocamento do sinal de T, instantes de tempo. O sinal de tensdo

da sua residéncia (Figura 1.1) apresenta periodo fundamental de

. 1 1 .
aproximadamente To=f—=@—>70 ~16,67ms. No tempo discreto, o
0

periodo fundamental € medido em amostras. Por exemplo, o sinal
apresentado na Figura 14 possui periodo fundamental de 5 amostras.

12 Ul - Fundamentos da analise de sinais



Figura 1.4 | Sequéncia discreta no tempo com periodo fundamental de 5 amostras
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Fonte: elaborada pelo autor

Considere dois sinais periodicos com periodos fundamentais Ty, €
T, Se arazao T,/T,, for racional, entdo a soma dos dois sinais produz
um terceiro tambeém periodico, cujo periodo € determinado pelo
Minimo Multiplo Comum (MMC) entre T,, e T,,. Se a razdo Ty/T, for
irracional, o sinal de soma ¢é aperiodico (ROBERTS, 2009). O mesmo
critério pode ser apresentado para sinais periodicos discretos no tempo.

JZ| Exemplificando

Verifique se a soma entre 0s sinais
y.(t)=5sen(2.7.3.t+0) e y,(t)=2sen(2.7.6.t +6,) corresponde a de um
sinal periodico.

Como noés conhecemos a forma geral de uma funcao
senoidal, V(t)=Asen(wt+0,),onde w=2mnft e 0 =angulo, (onde
consideraremos 0 =0° determinamos as frequéncias fundamentais de
y,=3Hzey,=6Hz Visto na Figura 1.5.

Deducdo das Frequéncias y, eV, :

Conforme pode ser deduzido da figura 15 a funcao vV,
apresenta um periodo 7j:0,333[s],ef:%:_f:%333:3Hz e

_ VA _
7'2—0,166[8],ef—A.,f—ﬁ‘166_6Hz_

Todos o0s sinais sdo apresentados na Figura 1.5.

U1 - Fundamentos da analise de sinais 13
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Figura 1.5 | Soma entre sinais periddicos
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Fonte: Castilhos, 2020
Os sinais entao ficam assim:

y.(t)="5sen(6.7..t) e y,(t)=2sen(12.7.t)
y.(t)="5sen(6.w..t) + y,(t)=2sen(12.7t) =
A=J(A) +2.A.Asen(0,—0,)+(A)

A= 5" +252sen(g —0,)+2°

A= 5 +2.5.2.5¢n(0) +2°

A=5+0+2" =29 =538

Portanto

y.(t)+ y,(t)=5,38sen(6.x.t)

No grafico podemos verificar que o sinal tem seu periodo repetido
a cada 0,333s. De outra forma se fizermos os pontos 0,499s -
0,166s (um ciclo completo, teremos o periodo de 0,333s e f=3Hz),
correspondendo a um sinal periodico.

Ul - Fundamentos da analise de sinais



E[S' Pesquise mais

Para saber um pouco mais sobre func¢des periddicas, leia as Se¢cdes
2.8 e 3.6 do livro Fundamentos de Sinais e Sistemas, de Michael J.
Roberts, disponivel na nossa biblioteca virtual em: https://biblioteca-
virtual.com/detalhes/parceiros/5. Acesso em: 29 ago. 2017.

Uma importante caracteristica de sinais € se estes possuem
simetria em relacao a reflexao no tempo (Figura 1.6). Um sinal, tanto
em tempo continuo quanto discreto, sera considerado par se ele
for idéntico ao seu equivalente espelhado no tempo (OPPENHEIM:;
WILLSKY, 2010). Caso o equivalente espelhado seja o inverso do
sinal original, este sinal sera classificado como impar.

Figura 1.6 | Exemplos de funcdes pares e impares

Funcéo par Fungao impar
x(1) x(1)
PP LAAA G
Funcéao par Fungdo impar
x(1) x(1)

NN/ I\ ’
VIV \/

Fonte: adaptada de Roberts (2009, p. 49).

Qualquer sinal pode ser escrito como uma soma de suas parcelas
pares e impares, x(t)= X, (£)+ X, (), OU entdo podemos equacionar
essas parcelas como segue:
x)=x(=H) 13)

2

Sinais ainda podem ser classificados a partir do calculo da sua
poténcia e/ou da energia, de acordo com as equacdes apresentadas
no Quadro 1.1. Se um sinal possuir um valor finito de energia, ele sera
classificado como sinal de energia. Caso a poténcia do sinal seja
finita, o sinal sera classificado como de poténcia. Sinais peridodicos
costumam possuir poténcia, enguanto que o0s aperiodicos
costumam possuir energia.

MO -

Xpor ()

U1 - Fundamentos da analise de sinais 15
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Quadro 1.1 | Equacdes para calculo de energia e poténcia de sinais

Tempo continuo Tempo discreto
0 2 e 2
Energia | E, = [ |x(t) dt W) E, = |xin]] (L5)
Potencia | P, = lim f |x(t)|2dt 16| P, = lim - zNj Ix{n]” (14)
X TexTJT ¥ N=e 2N

Fonte: elaborado pelo autor.

E muito importante observar as dimensdes corretas dos sinais.
Apesar de utilizarmos o termo “energia’ frequentemente, este pode ndo
estar em seu sentido convencional. Isso fica claro quando avaliamos as
suas unidades a partir das equacdes apresentadas no Quadro 1.1. Se
considerarmos que x(t) € um sinal de tensao, as unidades de energia
e poténcia serao V3% e V2, respectivamente, em vez de Joule (J) e
Watts (W). Assim, ndo podemos considerar a energia/poténcia de
um sinal como a energia/poténcia disponivel para ser usada em um
sistema fisico. Podemos usar a energia, por exemplo, para avaliar se a
aproximagao entre dois sinais foi feita de maneira adequada. Podemaos
usar a poténcia, por exemplo, para indicar a qualidade de um sinal
recebido apos ser transmitido em um sistema de comunicacdes
juntamente com ruido indesejavel. Para isso, usamos a relacdo sinal
ruido (SNR — signal-to-noise ratio, em inglés) que nada mais é do que
a razao entre as poténcias do sinal desejado e do ruido (LATHI, 2008).

v—

?=|- Exemplificando

Vamos calcular a energia de um sinal de corrente em um indutor dado
por y(t)=2¢""Ae representado na Figura 1.7.

Figura 1.7 | Sinal de corrente em um indutor

2

Corrente (A)

Tempo (s) }
Fonte: elaborada pelo autor
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Para calcular a energia deste sinal, basta aplicar a Equagdo 14,
substituindo os limites de integragdo e a fungao:

Ey = fjol}’(t)lzdt — Ey = fom|26’5t|2dt N Ey — j:o4e—101dt

4 e 4
E,=-15¢ "y —E, zfﬁ(ofﬂﬂlzy =0,4A%

@ Reflita

Qual é a relacdo entre sinais periddicos e aperiodicos e sinais de
poténcia ou de energia?

Por fim, sinais podem ser também classificados entre deterministicos
e aleatorios. O primeiro deles representa 0s casos Nos quais a descricado
fisica do sinal, grafica ou matematicamente, € totalmente conhecida,
enquanto No segundo os sinais sao representados em termos de
distribuicdo de probabilidade (LATHI, 2008).

A analise e processamento de sinais ¢ multidisciplinar e
conecta a engenharia com outras areas do conhecimento, como
a medicina. Diversos equipamentos medicos s existem gragas ao
processamento de sinais como o aparelho de eletrocardiograma
(ECG). A Figura 1.8 indica os parametros de interesse de um sinal
de ECG, que devem ser avaliados por profissional capacitado para
verificar a ocorréncia de cardiopatias.

Figura 1.8 | Exemplo de sinal de ECG

P QRS T Intervalo QT

Ponto J Intervalo Segmento
PR ST

Fonte: adaptada de Gonzalez, Geovanini e Timerman (2014, p.16)

U1 - Fundamentos da andlise de sinais 17



“3’ Assimile
Sinais sdo de fendbmenos fisicos que transportam informacdes que
deverdo ser interpretadas por sistemas e/ou usuarios. Sistemas causam
mudancas nos sinais. A avaliacao de sinais e de sistemas esta presente

em praticamente em todos os campos da engenharia e faz parte do
nosso dia a dia.

Sem medo de errar

Retomando o0 nosso contexto, vocé € um engenheiro que trabalha
em um laboratorio de pesquisa e desenvolvimento que, juntamente
com sua equipe, foi designado para avaliar o comportamento de
um NOVO Sensor capacitivo com grande potencial de aplicacdo em
sensores de pressao industriais. Vocé avaliou que este sensor pode ser
modelado por um circuito RC série e agora precisa conhecer melhor
as caracteristicas do sinal de saida produzido para, posteriormente,
fazer a sua aquisicdo. Assim, como vocé poderia classificar esse sinal?

Uma vez que o seu sensor capacitivo pode ser modelado por um
circuito RC, vocé chaveou uma tensdo de 5V por meio segundo
para verificar se a tensdo No sensor seguiria a curva de carregamento
de um capacitor. Na etapa de modelagem, vocé verificou que o
circuito equivalente do sensor € composto por uma resisténcia de
470Q e uma capacitancia de 100uF. Os sinais de excitagao e de
resposta do sensor estao apresentados na Figura 1.9.

Figura 1.9 | Sinais de excitagédo e de resposta do sensor capacitivo

Sinal de excitagéo

5 T T
~4f 1
2
o3[ 1
'3
c2f 1
2
1k |
0 . . . .
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
Tempo (s)
50 Resposta do sensor capacitivo
~4r
2
o3
'3
c2f
2
1k
0 . . . . )
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
Tempo (s)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Avaliando o sinal de tensdo do sensor capacitivo, vocé consegue
classifica-lo como aperiodico, par, analogico e continuo Nno tempo.
Para verificar se este sinal € de energia ou poténcia, € necessario
aplicar as definicdes apresentadas no Quadro 1.1. Considerando que

t
a resposta de um circuito RC é v, (t)= 5[1—eRC durante o periodo em

que a fonte permanece ativa:

t
5[1 _g 47107 ]

Resolvendo as integrais, temaos:

2

- [ ola-e, -,

1 ot Lt
— — _ 47107 4710°°
dt—E =25[ |1-2¢ ¥ +e t

1
05

_t
47107

471073 -2
—e

__t
tlos +94-10 e 7107 |1 )

E =25

y

—E, =125V

Este sinal €, portanto, de energia.

Avancgando na pratica

Energia de sinal de discreto tempo

Descricao da situagao-problema

Em aplicacdes reais, nos trabalharemos na grande maioria com
sinais discretizados no tempo, isto €, sinais de tempo discretos obtidos
a partir da amostragem de sinais de tempo continuo. Um exemplo disso
€ o sinal apresentado na Figura 1.10, o qual foi obtido por um sistema
de aquisicao de dados que faz leitura de um sensor capacitivo apos
remover o sinal de excitacdo. Vocé possui acesso apenas a algumas
amostras do sinal original. Qual € a energia este sinal?

Figura 1.10 | Sinal de saida do sensor apds remover o sinal de excitacdo

2

Tensao (V)

‘0 J NTTreqﬁ

Tempo (s)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Resoluc¢do da situagcdo-problema

Os valores medidos pelo sistema de aquisicao de dados estdo
apresentados na Tabela 1.1. Pela definicdo de energia em tempo
discreto (Equacado 1.5), conhecendo a sequéncia em tempo discreto,
basta fazer o somatorio do quadrado dos seus valores. Assim, a
energia deste sinal € E, =6,328V*.

Tabela 1.1 | Valores amostrados do sinal original

n yln] Iytn]”
0 1 1

1 2,000 4,000
2 1,213 1472
3 0,736 0,541
4 0446 0,199
5 0,271 0,073
6 0,164 0,027
7 0,100 0,010
8 0,060 0,004
9 0,037 0,001
10 0,022 0,000

Fonte: elaborada pelo autor

Faca valer a pena

1. Sinais que se repetem no tempo séo classificados como periddicos,
enquanto aqueles que ndo se repetem sdo aperiodicos (ou ndo periddicos).
Esta definicdo € valida tanto para sinais de tempo continuo quanto tempo
discreto. A soma de dois sinais periodicos ndo necessariamente produz um
sinal periodico.

Considere dois sinais senoidais y,(t)=10sen(20wt) € y,(t)=7sen(10xt).
A soma desses sinais produz um sinal periddico? Assinale a alternativa
correta.

a) Sim, produz um sinal periodico com 5 Hz de frequéncia fundamental.
b) Sim, produz um sinal periodico com 10 Hz de frequéncia fundamental.
c) Sim, produz um sinal periodico com 20 Hz de frequéncia fundamental.
d) Sim, produz um sinal periddico com 50 Hz de frequéncia fundamental.
e) Ndo, o sinal produzido ¢é aperiddico.
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2. Sinais recebem diversas classificacdes que sdo Uteis para descrever
suas caracteristicas basicas. Dentre as classificagdes mais comuns, estao
sinais de tempo continuo e de tempo discreto, periddicos e aperiodicos,

analogicos e digitais e pares e impares.

Considere os quatro sinais apresentados na Figura 1.11.

Figura 1.11 | Sinais de interesse

Sinal | Sinal Il
5 5
4 4
3 3
2 2
= o} =0
> >
-1 -1
-2 -2
3 3
-4 -4
-5 5 .
2 -1 0 1 2 ) -1 0 1
Tempo (s) Tempo (s)
Sinal Il Sinal IV
1 1
0.8
0.6 0.8
0.4 -
_02- ] . 0.6
o 0 =
> >
-0.2 0.4
-0.4
-0.6 - ] 0.2
-0.8
-1 0
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: elaborada pelo autor

Avalie as afirmacdes abaixo e assinale a alternativa que apresenta as

afirmacdes corretas.

[. O sinal | € periddico e par.

[I. O sinal Il é periodico e impar.

[ll. O sinal lll € analdgico e de tempo continuo.
V. O sinal IV é discreto e ndo periddico.

all, llelV.

b) lell
c)lllelV.

d) I IL e lv.
e)l, 1lell.
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3. Sinais ainda podem ser classificados a partir do célculo da sua poténcia
e/ou da energia. Se um sinal possuir um valor finito de energia, ele sera
classificado como sinal de energia. Caso a poténcia do sinal seja finita, o
sinal sera classificado como de poténcia.

Determine se o sinal de tensao apresentado na Figura 1.12 e equacionado
como v(t)=10cos(4xt) € um sinal de poténcia ou de energia.

Figura 1.12 | Sinal de tensdo

10

Tenséo (V)
o

-1 -0.5 0 0.5 1
Tempo (ms)

Fonte: elaborada pelo autor.
a) Sinal de poténcia e P, =10V?.

b) Sinal de energia e E, =50Vs.

)

)
c) Sinal de poténcia e P, =50V?.
d) Sinal de poténcia e P,=100V?.
)

e) Sinal de energia e E, =10V%.
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Secao 1.2

Representacao e propriedades
basicas de sinais e sistemas

Dialogo aberto

Caro aluno, nesta secao nos continuaremos Nossos estudos de
analise e processamento de sinais. Nos ja conhecemos as classificacdes
e definicdes basicas de sinais. Vamos agora conhecer algumas funcdes
basicas de sinais de tempo continuo e discreto, além de operacdes
e manipulagdes que podemos fazer. Logo depois, vamos estudar
sistemas de tempo continuo e discreto e suas classificacoes.

Relembrando o nosso contexto, vocé € um engenheiro de um
laboratorio de pesquisa e desenvolvimento que foi designado para
avaliar o comportamento de um sensor capacitivo, o qual pode ser
modelado por um circuito RC série. Vocé ja mediu a tensdo de saida
desse sensor usando um osciloscopio e ja fez a classificacdo desse
sinal. Considere agora o sensor como um sistema. Como vocé
poderia classifica-lo? Para responder a esta e outras perguntas, fique
atento aos conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Para avaliar corretamente sinais e sistemas, tanto em tempo
continuo quanto discreto, € preciso conhecer alguns sinais basicos
que aparecem frequentemente em aplicacdes reais. O primeiro que
vamos avaliar € o degrau unitario, apresentado nas Figuras 1.13a
e b para tempo continuo e discreto, respectivamente. Este sinal €
equacionado como segue:

(1 t>o0
o, t<0

1, n>
18) um =17 "20 g
0,n<0
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Figura 1.13 | a) Funcéo degrau unitario e b) sequéncia degrau unitario

u(t) uln]

2-101 23 n

(@) (b)
Fonte: a) adaptada de Hsu (2010, p. 6) e b) adaptada de Hsu (2010, p. 12)

O degrau unitario € usado para determinar que a analise do
sinal e/ou sistema comecara apenas apos t =0. Considere como
exemplo um sinal x(t) =2sen(20xt)u(t), apresentado na Figura 1.13.
Avaliando a definicdo do degrau unitario, fica evidente que x(t)=0
para t <0 e x(t)=2sen(20xt) para t >0 (Figura 1.14a). O mesmo
pode ser entendido para o sinal de tempo discreto (sequéncia)
x[n] = 2sen[207n]u[n] (Figura 1.14Db).

Figura 1.14 | a) Sinais x(t) = 2sen(20xt)u(t) e b) x[n]= 2sen[207n]u[n]

| O
.1 I

- -2
-0.1 0 0.1 0.2 -10 0 10 20
Tempo (s) n

(a) (b)

Amplitude
o
Amplitude
o

Fonte: elaborada pelo autor

A funcdo impulso unitario, uma das mais importantes para
processamento de sinais, € um pulso de duracao infinitamente curta
com intensidade infinitamente elevada de forma que sua area seja
unitaria. As definicdes do impulso para tempo continuo e discreto sao:

0,t=0 (110) ] = (1),n :c((;)

0o,t =0 .n=

§(t)= (1.11)
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A a’rea unitaria do impulso unitario € descrita matematicamente

como f5 Jat=1e Z 6[n] = 1 para tempo continuo e discreto,

respectwamente Este smal apresentado na Figura 1.15, ndo pode
ser realizado na pratica, visto que sua amplitude ¢é infinita, sendo
possivel criar apenas uma aproximacao.

Figura 1.15 | Impulso unitario de a) tempo continuo e b) discreto

8(t)
aln]
A
1
0 f -2-1 01 2 3 n
@

(a) (b)
Fonte: a) adaptada de Hsu (2010, p. 7) e b) adaptada de Hsu (2010, p. 12)

Vamos avaliar o que acontece quando multiplicamos o impulso
unitario por uma fungdo x(t) continua em t=0. Como a fungéo
impulso vale zero para t =0, temos que x(t)6(t) = x(0)é(t), de forma
que o resultado é um impulso multiplicado pelo valor da funcdo x(t)
em t=0. Este resultado ¢ igualmente vélido quando deslocamos
O impulso de algum instante de tempo, sendo que o resultado da
multiplicacao € o valor da funcao naquele instante de tempo, isto €,

fx(t)é(t_q—)dt = x(7). Este ultimo resultado € conhecido como

—00
propriedade da amostragem do impulso e sera a base para fazermos
amostragem de sinais de tempo continuo.

(tz” Assimile

O produto de um sinal pela funcao impulso unitario produz apenas um
unico ponto, ou amostra, como saida.

A funcdo rampa unitaria € definida como:

tt>0 >0
y=1""" 112) =17 "= )
0,t<0 0, n<0
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E possivel observar relacdes entre as funcdes apresentadas
até o momento? A funcdo rampa unitaria, por exemplo, pode ser
obtida integrando-se a fun¢ao degrau unitario que, por sua vez,
€ obtida integrando-se o impulso unitario. As funcdes obtidas a partir
de integracdes e derivacdes do impulso unitario sdo conhecidas
como fungdes de singularidade (LATHI, 2006).

A funcao exponencial complexa também tem uso frequente
e ¢ definida como €% =el" N o gsn — glotie)n
continuo e discreto, respectivamente. Sabemos que S=o0+ jw ¢é

para tempo

a frequéncia complexa que usamos na Transformada de Laplace. A
relacdo de Euler nos mostra que a exponencial complexa pode ser
(ojul =e"(cos(wt)+ jsen(wt)). Esta relacio nos
mostra que, dependendo do valor de 0, a exponencial complexa
pode assumir um dos comportamentos apresentados na Figura 1.16.

descrita como €

Figura 1.16 | Comportamentos possiveis para a exponencial complexa a) @=0, b)
o=0,c)0<0ed) >0

(a) (b)

a>0

(c) (d)

Fonte: adaptada de Lathi (2006, p. 97)
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A exponencial complexa pode ser avaliada de maneira similar
para tempo discreto, isto €, e =cos(Qn)+jsen(@n). em que a
frequéncia discreta € o produto da frequéncia angular pelo periodo
de amostragem (2 = «T,) e, portanto, medida em radianos/amostra.

?=| Exemplificando

Determine o periodo fundamental do sinal de tempo discreto x[n] = 391%"
e faca um codigo no Matlab para gerar o seu grafico.

O periodo fundamental deste sinal € Q:%rad/amostra. O codigo usado
para gerar o grafico deste sinal, apresentado na Figura 1.1/, é:

n= -10:20;

x=3*exp (1* (pi/6) .*n) ;

p=stem(n,x, 'k");

set (p, 'LineWidth', 2) ;

xlabel('n');

ylabel ("Amplitude') ;

set (gca, 'fontsize',20, 'fontname', 'arial')

Figura 1.17 Grafico do sinal x{n] = 3€’6"

N

Amplitude
= O

N

o =

WO NO-_ 000N Ww
—e
—
—_—
—eo

10 15 20

-
o

I
o
o
w

Fonte: elaborada pelo autor.

ﬂ9 Pesquise mais

Para aprender mais sobre as funcdes basicas de sinais de tempo
continuo e discreto, estude as Secdes 2.3 e 3.3 do livro:

ROBERTS, Michael J. Fundamentos de sinais e sistemas. Porto Alegre:
AMGH Editora, 2009.
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Agora que conhecemos melhor alguns sinais basicos de tempo
continuo e discreto, podemos avancar e conhecer algumas
operacdes uteis entre sinais. As operacdes aritméticas basicas,
como soma e multiplicacdo, devem ser feitas sempre considerando
0s valores das funcdes em instantes especificos.

J=I- Exemplificando
Vamos calcular a soma e a multiplicacdo entre os dois sinais de tempo
discreto x[n]1={2,-1,10,3,1,-1,0} e x [n]={0,-1,0,1,3,2,1,-1}, em que
as setas indicam o elemento para n=0.

Solugdo: a soma e a multiplicagdo deverdo ser feitas entre elementos
de mesmo indice n, como segue:

X[n]+ x,[n] = {-2+0, -1-1, 1+0, 0+1, 3+3, 1+2, -1+1,0-1}
x[n]+ x,In] ={-2,-2,1,1,6,3,0,-1

x[n]- x,[n]={-2-0,-1--1,1.0,0-1, 3-3, 1.2, -1.1,-1-0}
x[n]- x,[n1={0, 1,0, 0, 9, 2, -1,0}

Podemos manipular os sinais fazendo deslocamentos no tempo
e redimensionamento de escalas. O primeiro caso até ja foi usado
guando avaliamos a propriedade da amostragem da funcdo impulso
unitario. Vamos considerar o sinal g(t) apresentado na Figura 1.18a
para avaliar os deslocamentos. Vamos supor que substituimos t
por t—1, de forma que temos agora a funcado g(t—1). Para avaliar
o efeito dessa substituicdo, vamos considerar alguns valores de
t e calcular t—=1. Quando t=1, temos que g(t—1)=g(1—1)=g(0)=1
, isto ¢é, a valor da fun¢do g(t—1) para t=1 € igual ao valor de t=0
para t=0. Avaliando a Figura 1.18b fica demonstrado que g(t-1)
€ a funcao original deslocada de uma unidade de tempo para a
direita. Consequentemente, g(t+1) (Figura 1.18c) € a funcao original
deslocada de uma unidade de tempo para a esquerda.

Figura 1.18 | Sinais a) g(t), b) g(t —1) e c) g(t +1)

5 5 5
4 4 4
3 =3 =3
= b )
] B2 2
1 1 1
0 0 0
32101234567 32101234567 32101234567
t t t
(a) (b) (c)

Fonte: a) e b) adaptadas de Roberts (2010, p. 37) e c) elaborada pelo autor
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Podemos ampliar ou reduzir a amplitude de um sinal multiplicando
O seu conteudo por, por exemplo, uma constante. Para comprimir
ou expandir um sinal do tempo, entretanto, € necessario fazer uma
operacao com a variavel tempo. Vamaos verificar isso com o0 mesmo
sinal g(t) e as manipulagcdes apresentadas na Figura 1.19. O sinal g(-t) €
o sinal original espelhado em relacdo ao eixo vertical, enquanto o sinal
—g(t) é o sinal original espelhado em relacao ao eixo horizontal.

Figura 1.19 | Sinais a) g(-t), b) —g(t) e c) 2g(t)

5 0 10
4 -1 8
=3 =7 =8
5, ., &,
1 -4 2

0 -5 0
8-76-54-32-10123 4 4321012345678 4321012345678
t t t

(a (b) ()
Fonte: a) e c) elaboradas pelo autor e b) adaptada de Roberts (2010, p. 37)

Agora que conhecemos bem 0s sinais basicos que usaremos e
suas manipulacdes/operacdes, vamos estudar os sistemas de tempo
continuo e tempo discreto, além das suas propriedades basicas.
Vamos definir aqui sistemas da maneira mais direta possivel: como
qualquer fendmeno que manipule um sinal de entrada e produza
uma saida correspondente. A representacdo em diagramas de blocos
€ bastante utilizada em processamento de sinais e em outras areas
como teoria de controle, em que a saida de um sistema ¢ resultado
de uma transformacdo linear causada pelo sistema (y[n]=Tx[n]
e y[n]=Tx[n]). Encontrar a relacdo entrada-saida de um sistema
€ equaciona-lo de forma a representar o comportamento de um
sistema, e sera fundamental para definir o sinal de saida dado um
sinal de entrada. Os sistemas apresentados nas Figuras 1.20a e b sdo
de tempo continuo e discreto, respectivamente.

Figura 1.20 | Representacdo em diagrama de bloco de sistemas de tempo a) continuo
e b) discreto

a) b)
@) Sistema Y_(Q @ Sistema Y_[’fl
T T

Fonte: adaptada de Hsu (2010, p. 17)
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Vamos ver agora outras classificacdes de sistemas. Se os sinais de
entrada e saida forem aleatorios, o sistema sera classificado como
estocastico. Caso os sinais de entrada e salda forem deterministicos
(que podem ser descritos matematicamente por uma equagao), o
sistema sera classificado como deterministico.

Se a saida de um sistema ndo depender de valores de tempo
anteriores ao presente, diremos que este Ndo possui memoria. Este é
0 caso do resistor, cuja tensado (saida) depende da corrente (entrada)
no instante presente e da suaresisténcia de acordo coma Leide Ohm
(Vve(t)=Ri(t)). J& a tensdo em um capacitor depende da corrente

t

1 0. . . ,
de acordo com vc(t):Ef:(r)dr, isto €, precisamos conhecer os

—o0

valores de corrente para instantes de tempo anteriores ao presente,

indicando que este sistema possui memoria.

Se a saida de um sistema depender do instante presente e/ou
passados de tempo, diremos que o sistema € causal, Como o caso
do capacitor. Caso a saida dependa de instantes de tempo futuros,
O sistema sera classificado como ndo causal como, por exemplo,
y(t)= x(t +5)-

Sistemas sao classificados como lineares se pudermos verificar
a propriedade da superposicao por meio das propriedades da
aditividade e da homogeneidade. Caso contrario, o sistema sera ndo
linear (OPPENHEIM: WILLSKY, 2010).

Sistemas serao classificados como invariantes no tempo quando
0 seu comportamento for fixo no tempo. Em outras palavras, se a
entrada for atrasada de t, segundos, a saida também seré atrasada
de t, sequndos. Caso contrario, o sistema sera classificado como
variante no tempo.

Por fim, se a resposta de um sistema tender ao infinito, este sera
classificado como instavel. Caso contrario, o sistema sera estavel
Ademais, quando uma entrada limitada produz uma saida limitada,
diremos qgue o sistema € externamente estavel ou entdo estabilidade
no sentido BIBO, sigla em inglés para bounded-input/bounded-output.
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?Z| Exemplificando

Avalie e classifique os sistemas cujas saidas s80 y(t)=2x(t) e g0)=x*(t).

Solugdo: ambos os sistemas sdo deterministicos, uma vez que
podemos equaciona-los matematicamente. Por nao depender de
instantes de tempo anteriores ao presente, ambos os sistemas nao
possuem memaoria € sao causais.

Vamos agora avaliar se y(¢) € linear, verificando primeiro a propriedade
da aditividade e, em seguida, a da homogeneidade. Para isso, vamos
dividir a entrada em uma combinacao linear x(t)=x,(t)+ x,(t) e
calcular a saida como segue:

y(t)=2x(t) = 2(x,(t) + X,(£) = y(t) = 2x,(t) + 2, (1)

Quando dividimos a entrada em duas parcelas, a saida também fica
dividida em duas parcelas na forma y(t)=y,(t)+y,(t), o que prova a
propriedade da aditividade.

Para verificar a propriedade da homogeneidade, basta multiplicar a
entrada por um escalar, de forma a verificar que a saida tambem sera
multiplicada por este escalar, isto €, y(t)=2ax(t)=ay(t).

Para verificar se y(f) ¢é variante no tempo, basta provocar um
deslocamento no tempo para a entrada e observar se © mesmo ocorre
na saida, isto &, y(t—t,) = 2x(t —t,). Portanto, este sistema ¢ invariante no
tempo.

Vamos verificar agora a linearidade e a invariancia no tempo
de g(¢). Seguindo 0s mesmos passos anteriores, temos que
g(l‘)=xz(t‘)=(x1(t)+x2(t))2 = y(t)= XtV +2x,(t)x%,()+x,t)?. Uma vez que a
saida ndo € apenas a soma dos quadrados das entradas, este sistema
€ ndo linear. Se provocarmos um deslocamento Nno tempo para o sinal
de entrada, temos que ¥'(t=4,)=g(t~4), o que prova que este sistema
€ invariante no tempo.

Por fim, estes sistemas sao BIBO estaveis, as suas saidas permanecem
limitadas quando os sinais de entrada forem limitados.

A maioria dos sistemas que avaliaremos nesta disciplina sao
lineares e invariantes no tempo e serdo referenciados como
SLIT, sigla para Sistema Linear Invariante no Tempo, a partir
deste momento.
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o(b Reflita

Sistemas BIBO estaveis permanecerdo estaveis independentemente do
sinal de entrada? Os sistemas que acabamos de avaliar continuariam
classificados como BIBO estaveis se aplicassemos uma fungdo rampa
na entrada?

Sem medo de errar

Retomando 0 nosso contexto, vocé € um engenheiro que trabalha
em um laboratorio de pesquisa e desenvolvimento que, juntamente
com sua equipe, foi designado para avaliar 0 comportamento de um
NOVO seNnsor capacitivo com grande potencial de aplicacdo em sensores
de pressao industriais. Na etapa de modelagem, vocé verificou que o
circuito equivalente do sensor é composto por uma resisténcia de 470
e uma capacitancia de 100uF. A seguir, vocé verificou e classificou o
sinal de saida deste sensor quando aplicava uma tensao de 5 V.

Vamos considerar que a tensao do capacitor € o sinal de saida e a

; ) ) ’ 1 t ) 1 t
corrente é o sinal de entrada, isto &, Vc(t)ZEfI(T)dTHy(f)ZEIX(T)dT.

Os limites de integracao nos mostram que o sinal de saida depende
da corrente em instantes de tempo anteriores até o presente, de forma
gue este sistema possui memoria. Alem disso, como ndo depende
de instantes futuros, este sistema € causal. Para avaliar a linearidade,
vamaos supor que a entrada seja uma combinagao linear na forma
x(7)=a,x,(7)+ a,X,(7), de modo que a corrente sera calculada de
acordo com:
t 1 t t

y(t):%f(a1x1(7)+a2x2(7))d7 — =5 a [ x(r)dr +a, [ x,(r)d7|.

—0 —00 —00

Assim, y(t)=a,y,(t)+ a,y,(t), de forma que este sistema ¢ linear.

Para verificar a invariancia no tempo, vamos deslocar a entrada de

t, segundos, como segue: y(t):%fX(T)dTHy(t):%fX(T*to)dT.

Fazendo uma mudanca de variaveis na integral, temos que A=71—1,
t—t,
e ?=1Hd/\:d7, de forma que a integral sera éfx(A)dA:y(t—to).
T —00
Portanto, a saida ficou deslocada de t, segundos, da mesma forma
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que a entrada, indicando que este sistema € invariante no tempo.
Portanto, este sensor capacitivo pode ser classificado como causal,
com memoria, linear e invariante no tempo.

Avancando na pratica

O amplificador como um sistema

Descricdo da situacao-problema

Sinais de sensores costumam ter amplitudes muito baixas
para serem lidas diretamente por sistemas de aquisicdo de dados,
fazendo-se necessario amplifica-los. Vocé precisa fazer a leitura de
um sensor de posicionamento usado em uma linha industrial, que
possui caracteristica linear de funcionamento, mas tensao maxima
de 50 mV. Qual amplificador vocé poderia usar neste caso?

Resolucédo da situacdo-problema

Vocé propds usar um amplificador nao inversor (Figura 1.21),
uma configuragdo comumente encontrada em condicionadores
de sinais. Para garantir que esta € uma opgao viavel, entretanto,
vocé deve verificar se este circuito possui comportamento linear e
invariante no tempo, de maneira a Nndo alterar as caracteristicas do
sinal original.

Figura 1.21 | Amplificador ndo inversor

Fonte: adaptada de Alexander e Sadiku (2013, p. 176)

Sabemos que a tensao de saida € calculada a partir da tensao
de entrada e da relacao entre as resisténcias de acordo com
Vo(t)=1+%vi(t)—>}’(t)=1+%X(t)- Para avaliar a linearidade,

1 1
vamaos supor que a entrada seja uma combinacao linear na forma

x(t)=a,x,(t)+ a,x,(t), de maneira que a tensdo de saida sera calculada
de acordo com:
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y(t)—[14-&](a1x1(l‘)-1-a2x2(t))—>y(t)—a1 [1—1—% x,(t)+a, 1+% X, (t)

R,

Assim, y(t)=a,y,(t)+a,y,(t), de forma que este sistema € linear.
Para verificar se este sistema € invariante no tempo, vamos deslocar
o sinal de entrada de t, segundos e verificar se a saida também ficara
deslocada. Assim, fazendo t =t —t;, temos que 1+%]x(t,to):y(t,to),

1

de forma que este sistema € invariante no tempo.

Faca valer a pena

1. Para analisar sinais, precisamos conhecer as funcdes basicas, como o
degrau unitario, o impulso, a rampa e a exponencial complexa, além das
operacdes de deslocamento e redimensionamento. Podemos usar esses
conhecimentos para representar matematicamente alguns sinais reais.
Avalie os quatro sinais apresentados na Figura 1.22 e relacione com as
seguintes fungdes:

I g(t)=u(t —2)—u(t —5) 1. g(t) = cos(2mt)u(t + 2)
I g(t)=e"'e™" IV. gln]=—u[n +3]

Figura 1.22 | Sinais
(a) (b)
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Escolha a alternativa que apresenta a associacao correta entre as funcdes
delalVesinaisdeaad.

a) I-a, Il-d, lll-c e IV-b.

b) I-a, Il-d, lll-b e IV-c.

c) I-a, ll-c, lll-d e IV-b.

d) I-b, lI-d, Illl-c e IV-a.

e) I-b, ll-c, lll-d e IV-a.

2. As operacdes aritméticas basicas entre sinais, como soma e
multiplicacdo, devem ser feitas sempre considerando os valores das
funcdes em instantes especificos. Isso é valido tanto para sinais de tempo
continuo quanto de tempo discreto.

Determine a soma entre os dois sinais de tempo discreto
x[n[={3,-2,-10,-1,-2,-3} e x[n={021,-1,-2,0,-1,1, assinalando a
alternativa correta.

a) x,[n]- {-3,0,0,0, -3,224,4}1}.
b) x,[n]+ x,n] ={-3,2,1, -1, -3, -2, -4, 1} .
<) xn {1,4,2,31 00438

d) x,[n]+x,[n]= -3,2,1,41,-3,-2, -4, 1.
e) x,[n]+ x,[n]={-3,0,0, -1, -3, -2, -4, 1}

3. Vamos estipular aqui sistemas que podem ser definidos como
qualguer fendbmeno que manipule um sinal de entrada e produza uma
saida correspondente. Ha diversas formas de classificar sistemas como
deterministicos, aleatdrios, se possui memoria, causalidade, entre outros.
Considere que um indutor € um sistema cuja saida € a corrente, e a entrada
€ a tensdao em seus terminais. Avalie e classifique esse sistema de acordo
com memoria, causalidade, linearidade e invariancia no tempo, assinalando
a alternativa que apresenta a opcao correta na ordem apresentada.

a) Sem memoria, causal, ndo linear e invariante no tempo.

b) Com memoria, causal, linear e invariante no tempo.

c) Com memoria, ndo causal, linear e invariante no tempo.

d) Com memoria, causal, linear e variante no tempo.

e) Com memoria, ndo causal, ndo linear e variante no tempo.
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Secao l.3

Sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT)

Dialogo aberto

Caro aluno, vamos encerrar nossa primeira unidade estudando as
respostas de sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT) no dominio
do tempo continuo e discreto. Lembre-se de que um sistema causa
uma mudanca em um sinal de entrada e produz um sinal de saida.

Relembrando o nosso contexto, vocé € um engenheiro de um
laboratorio de pesquisa e desenvolvimento e foi designado para
avaliar o comportamento de um sensor capacitivo que pode ser
modelado por um circuito RC série. Vocé ja mediu a tensdo de saida
desse sensor usando um osciloscopio e ja fez a classificacao do
sinal e do sistema. Agora precisamos conhecer a saida desse sensor.
Como vocé pode determina-la analiticamente?

Para responder a essa e outras perguntas, figue atento aos
conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Vimos na secao anterior as diversas classificacdes de sistemas de
tempo continuo e discreto, dentre as quais, daremos destaque para
duas: linearidade e invariancia no tempo. Ademais, vimos que quando
um determinado sistema possuir estas propriedades, Nos 0 chamamos
de sistema linear invariante no tempo (SLIT). Este tipo de sistema
possui grande aplicabilidade pratica e € bastante frequente de forma,
gue € Nnosso objeto de estudo para encerrarmos a primeira unidade
desta disciplina. A analise que faremos agora de SLIT sera focada em
conhecer um conjunto de ferramentas matematicas passiveis de uso,
comecgando com um metodo para determinar os sinais de saida.

Podemos usar a funcdo impulso unitario para representar qualquer
sinal de tempo discreto x[n], considerando este como uma sequéncia
de impulsos individuais da seguinte forma:

x[n]= f: X[K15[n — K] (L14)

k=—00
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Por exemplo, a funcao degrau unitario pode ser escrita como

u[n]=i6[n—k]. A Equacdo 1.14 é conhecida como propriedade
k=0

seletiva do impulso unitario, visto que apenas o valor de X[k] quando
k=n ¢ extraido (OPPENHEIM; WILLSKY, 2010). Este resultado &
importante, pois nos mostra que o sinal original pode ser representado
por combinacdes lineares de impulsos unitarios. Assim, a partir da
propriedade da superposi¢ao, a resposta ylnl de um sistema linear para
uma entrada x[n] € uma combinacao linear de cada

yinl= S xKlhln — k] (1.15)

k=—00

Em que hln—k] representa a resposta ao impulso do sistema.
Este resultado € conhecido como soma de convolugdo e pode ser
representado simbolicamente por y[nl= x[n]=h[n]. Se conhecermos a
resposta aoc impulso de um determinado sistema, podemos calcular a
saida produzida por qualquer sinal de entrada.

?=| Exemplificando

Vamos aplicar a convolucao para calcular a saida de um SLIT considerando
a entrada x[n] e a resposta ao iImpulso h[n] apresentadas na Figura 1.23.

Figura 1.23
hin]
H_.M’_.i
o 1 2 n
2
x[n]
0,5
0 1 n

Fonte: adaptada de Oppenheim e Willsky (2010, p. 51)
Solugdo: aplicando a Equagado 1.15, temos que a saida sera:
y[n] = x[0]A[n — O] + X[1]A[n — 1l= 0,5h[n] + 2h[n —1]
As parcelas do sinal de saida e a soma destas estao apresentadas na Figura
1.24a e b, respectivamente.
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Figura 1.24 | a) Parcelas do sinal de saida e b) sinal de saida completo

05 0,5h[n)
0o 1 2 n 25
2y
2 2h[n—1]
05
0 1 2 3 n
0 1 2 3 n
(a) (b)

Fonte: adaptada de Oppenheim e Willsky (2010, p. 51).

Graficamente, a operacao de convolucao € uma maneira
conveniente de sistematizar o calculo da saida de um SLIT. Analisando
a Equacdo 1.15, temos que k ¢ a variavel independente de x[k] e
hln—k]. Este ultimo, por sua vez, pode ser interpretado como uma
versao deslocada e refletida no tempo de hlk]. A saida do sistema sera
composta pelo produto da entrada pela resposta aoc impulso deslocada
ao longo do eixo do tempo. A Figura 1.25a mostra o sinal de entrada
x[k] e a Figura 1.25b mostra os deslocamentos da resposta ao impulso
hln—k], ambos do exemplo anterior. Deve-se fazer a multiplicacao
entre a entrada e h[n—k] para cada um dos casos apresentados. Por
exemplo, o sinal de saida em n=1 ¢ dado por:

1= xIKJA[1 — k] = x[0]- h[0] + x[1]- A[11=0,5-1+2-1=2,5

Figura 1.25 | Convolugdo em tempo discreto: a) sinal de entrada, b) resposta ao
impulso deslocada e refletida no tempo e ¢) sinal de saida

Fonte: adaptada de Oppenheim e Willsky (2010, p. 52)
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Para SLITs de tempo continuo, a somatoria torna-se uma integral,

conhecida como ‘integral de convolugao”™

0

yit)= [ x(r)h(t — )7 (1.16)

—00

Em que y(t) € o sinal de saida, x(r) € o sinal de entrada e h(t —7)
a resposta ao impulso deste SLIT deslocada e invertida no tempo.

e
A

operacao de convolucao e representada por y(t) = x(t) = h(t). Aintegral de

convolucao pode ser calculada analitica ou graficamente, de manei

ra

analoga a somatdria de convolucdo. Vamos analisar a convolugao

entre dois sinais exponenciais de ambas as formas.

E] Exemplificando

Calcule a convolucdo entre os sinais de tempo continuo x(t)=e™u(t)
e h(t)=eu(t).

Solucdo: comecamos a resolver este problema fazendo o grafico de
x(t) e h(t), apresentados na Figura 1.26a e b, respectivamente. Logo
depois, precisamos mudar a varidvel independente para T e inverter a
resposta ao impulso, obtendo hA(—) (Figura 1.26¢). De posse desses sinais,
devemos deslocar h(—7) por todo eixo do tempo e calcular a integral de
convolugao (Equacdo 1.16). A area obtida do cruzamento das duas curvas
sera o valor do sinal de saida. Assim, avaliando a Figura 1.26e, temos que a
integral de convolucéo devera ser feita a partir do instante de tempo t =0
em diante, como segue:

) t
y(t)= [ X(r)h(t = T)dr = y(t)= [e7e* Vdr — yt)=(e e )u(t).
0

—oo

O sinal de saida y(t) esta apresentado na Figura 1.26f.

Figura 1.26 | a) x(t), b) h(t), c) x(r) e h(-7), d) deslocamento da resposta ao
impulso, e) area resultado do produto de ambas as curvas e f) sinal de saida

x(t)
(

0—‘\ 0 1 2 3 4 5 0-1 0 1 2 3 4 5
Tempo (s) Tempo (s)
(@ (b)
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3 R 5 4 32 10 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)
(c) (d)
—hit-r)

—x(r)

y(t)

I

3 -2 A 0 1 2 3 L -1 0 1 2 3 4 5
Tempo (s) Tempo (s)
(e) (f)
Fonte: a) e b) adaptadas de Lathi (2008, p. 172), e c), d), e) e f) adaptadas de Lathi (2008, p. 173).
J
(g' Assimile

Um SLIT é totalmente caracterizado pela sua resposta ao impulso
unitario. Assim, de posse da resposta ao impulso, temos condicdes de
determinar a saida para uma entrada arbitraria.

- hLI.JQ Pesquise mais

Veja exemplos graficos de convolugcdo para sistemas de tempo
continuo no link: https://youtu.be/UxTW53cdJRg. Acesso em: 25 set.
2017.

Aprenda mais sobre a convolugdo estudando as Secdes 2.1 e 2.2 do livro:

OPPENHEIM, Alan V.; WILLSKY, Alan V. Sinais e sistemas. 2. ed. Séao

Paulo: Pearson Prentice-Hall, 2010.
G J
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Ha diversas propriedades derivadas da convolucdao que podem
ser usadas para simplificar calculos. O Quadro 1.2 apresenta algumas
das principais propriedades, validas tanto para tempo continuo
guanto discreto.

Quadro 1.2 | Propriedades da convolugado

Comutativa X(t) = y(t)=y(t) = x(t)
Associativa (X(f) * y(t)) * Z(t) = x(t)(y(t) * Z(t))
Distributiva (x(t)+ y(t))* z(t) = x(t) = z(t) + y(t) = z(t)

Diferenciacigo | Y(t)= Xx'(t) = h(t) = x(t) = h'(t)

Fonte: elaborado pelo autor

SLITs normalmente sdo modelados de forma a obtermos uma
equacao que relaciona a entrada e a saida do sistema. Se o SLIT for de
tempo continuo, esta relacdo poderé ser representada por equacoes
diferenciais com coeficientes constantes (Equacdo 1.17). Quando o
SLIT for de tempo discreto, a representacao sera por meio de equacdes
de diferencas com coeficientes constantes (Equagéo 1.18):

N
(1.17)
p 8 dtk ; dt"
N M
> ayln—kl=> bxin—KkK] (1.18)
k=0 k=0

Em que os coeficientes constantes de ambos os casos sdo a, €
b, . Sabemos que a solugdo de equagdes diferenciais de ordem N
necessita de N condi¢cdes auxiliares. No caso de sistemas lineares e
causais, podemos admitir a condicao inicial de repouso, na qual se a
entrada for zero antes de um determinado instante de tempo ¢, a
saida do sistema tambem sera zero.

As solucdes de equacdes diferenciais que trabalharemos aqui
podem ser divididas em duas parcelas: resposta natural (ou homogénea)
e resposta forcada (ou particular). A resposta natural (y,(t)) de um
sistema é determinada quando a sua entrada € nula, isto €:
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N k
e, 990 _g (119)
o dt

A Equacdo 119 é conhecida como equacdo homogénea e

apresenta solucdo na forma de combinacao linear de exponenciais
complexas (Equagdo 1.20), em que a, e €, sdo constantes a
serem determinadas.

N
y,(t)=> c.e™ (1.20)
k=0

A segunda parcela da resposta de um sistema, conhecida como

resposta forcada (ou particular y(t)), € obtida supondo que possua a
mesma forma geral da entrada. Em outras palavras, se o sinal de entrada
for exponencial, o sinal de saida também o sera. Assim, a resposta de
um sisterma sera y(t) =y, (t) + y,(t).

42

v=|- Exemplificando

Um circuito RLC série pode ser modelado como um sistema a partir de
uma equacao diferencial de segunda ordem. Considerando a tensao no
capacitor como sinal de saida e a fonte de tensdo v,(t)=e™* como sinal de

entrada, este sistema serd equacionado por @°¥(t)  Ray(t) 1
d? L dt ' LC

.
yit)= 5 x(0)

Supondo que R=5Q, L=1H e C=%F, determine o sinal de saida com
as seguintes condig¢des auxiliares: y(0)=0 € @ =5.
t

Solugdo: sabemos que a solucdo de uma equacao diferencial
€ composta por duas parcelas: resposta natural e forcada.
Vamos comecar determinando a resposta natural a partir

da solucédo da equacdo homogénea (Equacdo 1.19), isto &,
2

dd};z(t)+5%+6y(t):o_ Substituindo o operador derivada por s,

temos s? +5s+6=0, cujas raizes sdo s=-2 e s=-3. Assim, sabendo

que a resposta natural apresenta a forma da Equacao 1.20, temos

y,()=ce ¥ +c,e™ Para determinar as constantes, precisamos

avaliar as condicdes auxiliares, como segue:
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y(0)=c¢,+¢c,=0—c,=—c,

d{T(tO):—Zq —-3c,=5
Assim, ¢, =5 e c¢,=-5, de forma que a resposta natural &
y,(t)=5e?* —5e > Para determinar a resposta forgada, vamos supor que
o sinal de saida possua a mesma forma da entrada. Supondo y(t)= Ae ™,

temos: o (Ae 5,) d(Ae
+5

dt? dt
25Ae % —25Ae™® + BAe ' =6Ae ™ - A=1.

5t)
+6(Ae)=6Ae""

Portanto, a resposta for¢ada deste sistema € y,(t)=5e™*. A resposta total €
yO)=y,()+y () - y(t)=5e" —5e +e .

c@ Reflita

As raizes da equacdo homogénea fizeram parte da forma da resposta
natural, no caso do exemplo, criando exponenciais reais negativas com
comportamento conhecido. Se estas raizes forem complexas, qual
serd a forma da resposta natural? E possivel determinar a estabilidade
da resposta a partir dessas raizes?

Para o caso de SLITs de tempo discreto, as equacdes de diferenca
podem ser solucionadas de forma analoga as equacdes diferenciais,
isto &, precisamos determinar as respostas natural e forcada. A equacao
homogénea no caso discreto é:

Sayln—kl=0 (1.21)
k=0

v=| Exemplificando

Um SLIT de tempo discreto € representado por y[n]—%y[n—ﬂ:x[n]_
Determine y[n].

Solugdo: analisando a equacao deste SLIT, percebemos que € necessario
conhecer valores passados da saida. Para resolver esse problema, vamos
considerar condicao inicial de repouso e que a entrada ¢ Aé[n]. Como
x[n]=0 para n<-1, a saida do sistema também sera nula para n<-1,

de forma que temos uma condicao auxiliar: y[-1=0. Vamos avaliar a
equacdo de diferencas para n>0: }
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1
}’IO]:X[O]+E}’[*1]HY[O]=A
(= X1+ 2 y[0] - y[ =~ A
ylil= 5}’ Yi =5
1 1)
yiz1=xtz1+ vty =( 1) a
y131= X031+ Lyi21 - yi3] = [1] A
5 5
1] A

Para o enésimo termo, y[n]= 5

Sem medo de errar

Retomando 0 nosso contexto, vocé € um engenheiro que trabalha
em um laboratorio de pesquisa e desenvolvimento que, juntamente
com sua equipe, foi designado para avaliar o comportamento de
um novo sensor capacitivo com grande potencial de aplicagao
em sensores de pressao industriais. Na etapa de modelagem, vocé
verificou que o circuito equivalente do sensor € composto por uma
resisténcia de 470 Q e uma capacitancia de 100 uF. A seguir, vocé
verificou e classificou o sinal de saida desse sensor quando aplicava
uma tensao de 5V e também fez a classificacado do capacitor como
um sistema. Para finalizar © seu projeto, vocé precisa equacionar o sinal
de saida quando um pulso unitario for aplicado a entrada. Para isso,
VOCE precisa determinar a resposta ao impulso para esse sensor, que
sera determinado de duas maneiras diferentes: a primeira, avaliando o
circuito equivalente do sensor, e a segunda, a partir da avaliacdo das
fungdes de singularidade.

Considere que a fonte do circuito possua valor constante e seja
multiplicada pelo impulso, tornando-se v, (t) = V,8(t). Podemos interpretar
isso como uma fonte de tensdo com amplitude alimentando o circuito
equivalente, de forma que a corrente deste circuito também sera

infinita em t =0, isto &, i(t):%é(t). Sabendo que a tensdo no capacitor

depende a integral da corrente, temos:

14 15V V.
ty=— [i(t)dt == [ ==s(t)dt s
ve(t) Cfl() CJ;R() ~ R

j"é(t)dt ,

Como a integral da funcao impulso € unitaria e esta funcao vale
zero para qualquer instante de tempo diferente de zero, temos que
a tensdo no capacitor comegar com VC(O):I\?/SC' Para t>0, a fonte
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passa a valer zero e comporta-se como um curto-circuito, fazendo o
capacitor descarregar de acordo com uma curva exponencial negativa.
Para t <0, a tensdo no capacitor € nula, visto que a fonte de tensdo

também vale zero. Assim, a resposta ao impulso da tensdo do capacitor
t

6 v (t)= h(t):RLge’@ u(t).

Podemos determinar a resposta ao impulso a partir da resposta
ao degrau, fornecida na Secao 1.1, derivando-a em relacdo ao tempo,
COMOo seque:

hity=-<

v L
s h(t)=—-e RCu(t)+V.
p (t) e ° u(t)+Vv,

v, [16"’1"]u(t)

1e’*’t‘3]6(t)'

Como a fungao impulso so possui valor Ndo nulo para t=0, este é

O Unico instante de tempo que precisamos avaliar da segunda parcela,
0
em que verificamos que V.[1—e RC](S(O):o. Assim, a resposta ao
t

impulso & h(t)= R—Eefﬁ u(t).

Conhecendo a resposta ao impulso, vocé pode determinar a saida
do sensor para uma entrada arbitraria. Aplicando © pulso unitario
(Figura 1.27), vocé pode determinar o sinal de saida aplicando a integral
de convolugéo.

Figura 1.27 | Pulso retangular aplicado no capacitor

1

0.8

Tempo (s)

Fonte: elaborada pelo autor.
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O sinal de entrada pode ser escrito como uma soma de funcdes
degrau na forma x(f)=u(t—1)—u(t—2). Temos que a integral de
convolucao vale zero para t < 0. Aplicando a convolucdo, temos para
0<t<1, temos:

t t—7

i v, Loy
Y(t)= [ x(ht—r)dr — yit)= [ Yo Foar— Yoo 7 [efodr
J [Fe ar=pge =

—00

t

— y(t)=V,(1-e ) t

Substituindo os valores conhecidos, temos y(t) =1— e 4710°
para 0<t<1. Para t>1, temos:

1 t-1 t 1 .

7 v, I~ V. =
y(t)= | x(7)h(t —7)dT — y(t)= | ==e RedT=—2-e RC | eRCdr
:[O ‘[RC RC ‘[

t 1

y(t)=V eRC(eRC 1)

t—1 1

—y(t)=V,e "(1-e 7).

t-1 1
Substituindo os valores conhecidos, temos y(t)=e 47107 (1—e 47107)

para t>1. Portanto, o sinal de saida deste SLIT sera:

0,t<0
ot
y(t)=1 1—e 1°° 0<t<1
t—1 1
6747-10*3 (1- 6747410*3 )t >1

Avancando na pratica

Resposta ao impulso de sistemas indutivos

Descricao da situagao-problema

Sensores indutivos sdo largamente utilizados em ambientes
industriais como sensores de proximidade com aplicagcdes em
detectores de objetos metalicos, contagem de pulsos e deteccao
de fim de curso. Suponha que um determinado sensor indutivo
possa ser modelado como um circuito RL série com R=100
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e L=10mH. Determine a equacdo diferencial que relaciona
a corrente no indutor (saida) pela fonte de tensdo (entrada) e a
resposta ao impulso deste sensor.

Resoluc¢do da situagdo-problema
Aplicando a Lei de Kirchhoff das malhas, temos que a tensao da

fonte sera a soma da tensao da resisténcia e da indutancia, isto é,
v (t)=v,(t)+v, (t)= Ri(t)+L$- Substituindo as fungdes de entrada
S r t

e saida e dividindo ambos os lados da equacdo por L, temos

dy(t) R 1
L Dyt =—x(t)-
ot +Ly() ] (t)
Sabendo que a resposta ao degrau de um circuito RL €
R
y(t):%1—e7t u(t). podemos calcular a resposta ao impulso

COMO seqgue:

R

Zslqo eft]u(t)] — h(t)= %%e’ft u(t)+| =

d(v.
h(t)=2
0=\ R

‘; 1—ef‘]5(t)]

R
— h(t)= %e’f’ u(t)

Faca valer a pena

1. A operacdo de convolucdo é representada por y[nl=x[n]«h[n]. A
somatoria de convolugdo pode ser calculada analitica ou graficamente
e serve para determinar a resposta de sistemas lineares e invariantes no
tempo discreto. Se conhecermos a resposta ao impulso para determinado
sistema, podemos calcular a saida para uma entrada qualquer a partir da
convolugdo.

Um SLIT de tempo discreto possui resposta ao impulso h[n] = é[n]—6[n —1]
. Determine o sinal de saida para uma entrada x[n]=6[n+ 1]+ 26[n]—6[n—1].

a) ylnl={11-3,—1.
b) yln]={1,—1—3,1}.
c) yln]={11,-3,1}.
d) ylnl={1—131.
e) ylnl={-11-3,1}.
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2. A operacdo de convolucdo é representada por y(t)= x(t)*h(t) . A integral
de convolugao pode ser calculada analitica ou graficamente, de maneira
analoga a somatoria de convolugao, e serve para determinar a resposta de
sistemas lineares e invariantes no tempo.

Calcule a convolucdo entre x(t) e h(t)=2e* u(t) apresentados nas Figuras
1.28a e b, respectivamente. Assinale a alternativa que apresenta a
convolugdo para 0<t<1.

Figura 1.28 | Sinais a) x(t) e b) h(t)

(
h(t)

-1 0 1 2 3 0 1 2 3 4 5
Tempo (s) Tempo (s)

(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor

al y(t)=§(1—e_5')- d) y(t)=—§(1—e5’).
o y=—¢(1-e ") &) yit)=2(-1+e*)
0 yit)=2(1+¢%)

3. Quando o SLIT for de tempo discreto, a representacdo serd por meio
de equacdes de diferencas com coeficientes constantes. Sabemos que a
solucdo de equacdes diferenciais de ordem N necessita de N condicdes
auxiliares e é analoga a solucdo de equacdes diferenciais.

Um SLIT de tempo discreto € representado por y[n]—11y[n—1=x[n].
Determine y[n] para uma entrada impulso de amplitude 2 e avalie a
estabilidade deste sistema.

a) yln]=0 e estavel. d) ylnl=11-2 e instavel.

b) ylnl=11"-2 e instavel, e) ylnl=11-2 e estavel.
) ylnl=11"-2 e estavel.
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Unidade 2

Analise de Fourier

Convite ao estudo

Caro aluno, nesta unidade nos conheceremos um conjunto
de ferramentas essenciais para analise de sinais e sistemas: a
analise de Fourier. Nao seria exagero dizer que este € o assunto
mais importante deste livro e, naturalmente, possui grande
importancia pratica.

Na primeira secdo, nos estudaremos a representacao
de sinais periodicos no tempo usando a Série de Fourier
de tempo continuo, além de suas propriedades, calculos e
aplicacdes. Na segunda secao, nds vamos aprender a avaliar
sinais aperiodicos usando a Transformada de Fourier de tempo
continuo. Por fim, na terceira secdo, nos aplicaremos Série e
Transformada de Fourier de tempo discreto para avaliar sinais
discretizados no tempo. Ao fim desta unidade vocé sera capaz,
portanto, de utilizar a analise de Fourier para avaliar sinais em
tempo continuo e discreto.

Imagine agora que uma fabricante de equipamentos
odontologicos recentemente modernizou os acionamentos
dos seus motores, substituindo as chaves estrela-triangulo
por inversores de frequéncia. Passado um periodo de testes,
contudo, eles perceberam que esses motores tém apresentado
aguecimento maior. Preocupados com a integridade dos
motores, vocé foi contratado como consultor para descobrir
a fonte desse problema. O que poderia causar esse problema?

Para responder a essa e outras perguntas, figue atento aos
conceitos que trabalharemos nesta se¢ao.

Bons estudos!



Secao 2.1

Representacdao em série de Fourier
em tempo continuo

Dialogo aberto

Comojadiscutimos anteriormente, o estudo de sinais e sistemas esta
presente em praticamente todas as areas da engenharia e estende-se,
inclusive, a medicina. Praticamente todos 0s equipamentos modernos
gue conhecemos realizam alguma etapa de processamento de sinais
e a analise de Fourier tem um papel central, dada sua grande aplicacao
pratica. A analise de Fourier pode ser usada, dentre outras funcoes,
para identificar as frequéncias mais importantes de um sinal, analisar
circuitos elétricos etc.

Retomando o nosso contexto, um fabricante de equipamentos
odontologicos recentemente substituiu as chaves estrela-triangulo
por inversores de frequéncia do seu parque. Passado um periodo de
testes, contudo, eles perceberam que esses motores tém apresentado
um maior aquecimento. Vocé foi contratado para avaliar € descobrir a
fonte desse problema.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Seja bem-vindo a segunda unidade deste curso, na qual
conheceremos uma série de ferramentas fundamentais para avaliacao
de sinais e sistermas, a analise de Fourier. Podemos dividir estas analises
para sinais periodicos e aperiodicos, tanto no tempo continuo quanto
discreto. No caso de sinais periodicos, usaremos a Série de Fourier e a
Transformada de Fourier para sinais aperiodicos. A analise de Fourier
é fruto do trabalho do matematico francés Jean-Baptiste Fourier,
que desenvolveu estes métodos matematicos quando estudava a
propagacao de calor nos solidos (ROBERTS, 2010).

A partir deste momento, nos comecaremaos a definir um conjunto
de ferramentas para analisar sinais e sistemas no dominio da frequéncia,
O que Nos trara grandes vantagens em relacao ao dominio do tempo.
Vamos comecar esta unidade com a Série de Fourier de tempo
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continuo (SFTC) que, como ja falamos, € usada para avaliar sinais
periodicos continuos no tempo. Ademais, qualquer sinal periddico (do
Nnosso interesse pratico) podera ser representado por uma componente
de frequéncia fundamental € uma soma de infinitos componentes
de frequéncias harmonicas multiplos inteiros desta fundamental. A
representacdo de Fourier pode conter ainda uma componente DC
(frequéncia nula). Vamos conhecer primeiro a forma exponencial
complexa da SFTC de um sinal x(t), definida como:

x(t) = i c e ket 21
k=—00
1

Cp=—
T
0

f x(t)e kot gt (2.2)
TO

A Equacao 2.1 é conhecida como equacao de sintese e reescreve
O sinal a partir dos coeficientes complexos de Fourier (Cx) que, por
sua vez, sdo determinados pela equacdo de analise (Equacdo 2.2).
Representar um sinal pela sua SFTC resume-se, principalmente, em
determinar os valores de Cj e determinar a série propriamente dita.

7= Exemplificando

Vamos avaliar a SFTC de um sinal de onda quadrado apresentado na
Figura 2.1.

Figura 2.1 | Sinal de onda quadrada

Amplitude
%] w

-

R 05 0 0.5 1 15 2
Tempo (s)

Fonte: elaborada pelo autor.
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N
4( Avaliando a Figura 2.1, percebemos que este sinal é periddico e possui
periodo fundamental T, =1s ou frequéncia angular w0=2Tl=27rrad/s.
0

Comoeste sinal é periodico, nds podemos desenvolver uma representagdo
usando a SFTC. Precisamos, assim, determinar os coeficientes complexos
de Fourier aplicando a Equacdo 2.2. A integral indicada ¢ calculada em
um periodo qualguer do sinal, da mesma forma como fizemos nos
calculos de energia na Unidade 1. Para —E<t<0 temos que x(t)=0 e
para 0<t <E temos que x(t)=4, que Nos mostra que a integral deve ser
calculada apenas para a parcela de tempo em que o sinal € nao nulo,
como segue:

) 7,/2 )
o = f x(te ot — o, — - f " e ket - ——
TO T TO 0 *lkE'W'o

T
kel
e 21

Como sabemos que a frequéncia angular € wyTy =27, isto €:
4 — jkm _ 4 — jkm :
/Tw( —1) = ¢ 7jk—7r(1fe ). Vamos agora avalar o
comportamento de ¢, para alguns valores de K usando a relagéo de
Euler, apresentado na Tabela 2.1.

Cp =

Tabela 2.1 | Avaliacédo dos valores do coeficiente complexo de Fourier

k Ck

1 %(1—{/’”):]%(1—(—1)):2%
2 %(1—{!’”):%(1-1):0

3 j;iﬂ(@e*f“):jsiw(p(fn):zjsi7r
4 %(1—5!‘“”):%(1—1):0

5 %(1—5’“):%(1-(-1)):2%

Fonte: elaborada pelo autor
Avaliando estes resultados, percebemos que ha um padrao a ser seguido,

8 .
dado por ¢, :jT para valores impares de k e ¢, =0 para valores pares
™

de k. Para evitar as componentes pares, podemos substituir k =2m+1.
Precisamos ainda calcular a componente DC desse sinal:

1 0,5
coz—f x(t)dtﬂf 4dt —cy =2 >
ToJ1, 0 J
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<

Portanto, a SFTC deste sinal € X(t):2+%m;ix#“eff(2m+1)2n{ .

A forma geral da solugao da SFTC para uma onda quadrada, no formato
apresentado na Figura 2.1, de amplitude A, valor minimo nulo e frequéncia
wy €:

A SFTC do sinal da Figura 2.1 mostra que este € o resultado da
combinacao de um valor DC com uma frequéncia fundamental de
2rrad/s, com o terceiro harmonico (6rrad/s ), com o quinto harmonico
(107rad/s) etc. Conforme aumentamos o numero de harmonicos,
cada vez mais o sinal se aproximara da funcdo original, como pode
ser observado na Figura 2.2. Podemos notar ainda uma ondulagao
crescente nas extremidades do sinal por causa da descontinuidade
do sinal, conhecida como fendbmeno de Gibbs (ROBERTS, 2010).

Figura 2.2 | Reconstrucdo da forma de onda quadrada com a) 3 harmonicas, b) 5
harmonicas, ¢) 21 harmonicas e d) 51 harmobnicas
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3 3
e e
2 3
22 £2
< <
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o [ Al I vl o |
1 05 0 05 1 1 05 0 05 1
Tempo (s) Tempo (s)
(c) (d)

Fonte: elaborada pelo autor
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oéb Reflita

Vimos que o fendbmeno de Gibbs consiste em um sobressinal nos
pontos de descontinuidade da funcdo original quando o numero de
harmonicas aumenta. Vocé conseguiria imaginar quais implicacoes tal

fendmeno poderia causar em alguma aplicagdo?

O Quadro 2.1 apresenta algumas propriedades Uteis para
determinar a SFTC de sinais mais complexos ou manipulacdes
de um sinal cuja SFCT é conhecida. Para avaliar as propriedades,
considere que as funcdes x(t), y(t) e z(t) possuam Coeficientes

complexos de Fourier &, b, e ¢, respectivamente.
Quadro 2.1 | Propriedades da SFTC

Linearidade Z(t) = Ax(t)+ By(t) < ¢, = Aay + Bby
Deslocamento no tempo y(t)= x(t —ty) — b, = e Hobg,
Reversdo no tempo y(t)=x(=t) = by =a_,
Compressdo ou expansdo no tempo yit)=xat) = y() = 3 ae
Multiplicagdo de sinais 2ty =x(Oy(O) = 6= D anbim
Conjugado y(t)= X (t) = b, =a’,
~ t 1

Integragao y(t)y= IJ(T)G’T = by :mak

) . dx(t
Diferenciacao y(t)= );i )
Teorema de Parseval P, :if |x(t)? ot = Z lai

m TO T k

=—00

Fonte: adaptado de Roberts (2010, p. 273)

Dentre as propriedades apresentadas no Quadro 2.1, o Teorema de
Parseval possui uma posicao de destaque, pois apresenta a poténcia
medida de um sinal € igual a somatdria do quadrado dos seus

coeficientes complexos de Fourier.

Outra formaderepresentar a SFTC é a partir da forma trigonomeétrica:

%0 + Z ay, cos(kuwyt) + by sen(kwyt))
k=1

2
a = TT)-[I'Q x(t)cos(kwyt )dt
b =2 f x(t)sen(kuwyt)alt
TO To

(24)

(2.5)

(2.6)

Em um primeiro momento podemos nao notar muitas vantagens
em usar a forma trigonomeétrica da SFTC, pois os coeficientes de Fourier,
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agora a, e by, sao determinados a partir do calculo de duas integrais.
Entretanto, essa aparente desvantagem pode ser minimizada se o sinal
possuir simetria par ou impar. No primeiro caso, isto €, se o sinal tiver
simetria par, b, =0 e teremos apenas componentes cossenoidais na
SFTC. Caso o sinal seja impar, a, =0 e teremos apenas componentes
senoidais. Podemos tambem determinar os coeficientes a, e b, a
partir de C, , de acordo com:

a, = 2¢, (27)
a, = 2Re[c,] (2.8)
b, = —2Im[c,] (2.9)

Para garantirmos que determinado sinal possua representacdo em
SFTC, precisamos verificar as condicdes de Dirichlet (HSU, 2009):

l. o sinal € absolutamente integravel em um periodo, isto &,
. Ixttfat <o
TO
Il. o sinal possui quantidade finita de valores maximos e minimos em
qualguer intervalo de tempo finito;

Il o sinal possui quantidade finita de descontinuidades em qualquer
intervalo de tempo.

Vale aqui ressaltar que a grande maioria dos sinais de interesse
pratico possuem representacao em SFTC.

&ﬁ& Assimile

Qualquer sinal periodico no tempo pode ser representado por uma
combinacao linear de uma fungao senoidal com periodo fundamental
e suas harmonicas. As condi¢cdes de Dirichlet sdo validas para a grande
maioria dos sinais de interesse pratico em engenharia.

A aplicacdo da SFTC percorrerd todos os campos da engenharia
Nos quais trabalhamos com sinais periodicos no tempo, como ondas
quadradas, triangulares, avaliacao de circuitos elétricos e eletrénicos.

E] Exemplificando

Vamos avaliar o comportamento da tensédo no indutor do circuito
elétrico RL série (Figura 2.3) quando a fonte de tensdo € a forma de
onda quadrada da Figura 2.1.
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Figura 2.3 | Circuito RL alimentado com onda quadrada
50

v (£) 2H

Fonte: elaborada pelo autor
Solugdo: considerando que a fonte de tenséo € a SFTC

xt)=2+2 > 3 ! 1e’j(2m+1)2ﬂ, a tensdo nos elementos do circuito e a
m+

Jm

m=—o0
corrente também serdo representadas por SFTC. Para determinarmos a
tensdo na indutancia, podemos usar fasores e aplicar um divisor de tensdo:

jwl
V()= o2

= mVs(w), em que V,(w) € o fasor da fonte de tensdo e w = (2m +1)2x.

Para facilitar esta analise, vamos utilizar a SFTC na forma trigonometrica

(Equacao 2.4), que neste caso se resume a x(t)= 242 > _sen((2m -+ 1)2n),

T = 2m+1
para usar o seu fasor V,(w)= ﬁb%“. Assim, o divisor de tensdo sera:
us
wl/90°

Vi(w)= ( ) (-8 Z-90°

[ R? + (wL)ZL - arctan“j—L]L(zm +

R

V()= 8(2m +1)2rL  arctan(2m=12mL

2m+ 1)7r\/R2 +(@m+12rL) R
V. |(w) = 32 / — arctan 2M £ D47

25+ ((2m+ ar)? 5

Voltando para o dominio do tempo, temos:
> 32 (2m + )4

v (t)= —_— i

- mZ:oJ25+((2m+1)47r)2 5

A variacdo do modulo da tensdo no indutor esta apresentada na Figura
2.4, que nada mais € do que uma curva do modulo do coeficiente de
Fourier pela frequéncia, conhecida como espectro de amplitude do sinal.

cos((Zm +1)2xt — arctan

Figura 2.4 | Espectro de amplitude da tensdo no indutor
25

indutor
2]

Coeficientes de Fourier para tensao no

D.5|
. ||II|
3

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Harménicas

Fonte: elaborada pelo autor
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Conforme vimos no exemplo anterior, o espectro de frequéncia
da SFTC é um grafico que apresenta os coeficientes complexos pela
frequéncia e sera de grande importancia na avaliacao de sinais e
sistemas: por exemplo, filtros.

D9 Pesquise mais

Para saber mais sobre a série de Fourier acesse a nossa biblioteca
virtual,  disponivel em:  https://biblioteca-virtual.com/detalhes/
parceiros/9 e busque pelo livro Sinais e Sistemas (OPPENHEIM:
WILLSKY, 2010) e estude até a Secdo 3.5 do capitulo 3. Vocé também
pode acessr o video do professor Filipe Santos em: https://youtu.be/
omNO-BEUXFY. Acesso em: 21 abr. 2017.

Sem medo de errar

Retomando o nosso contexto, um fabricante de equipamentos
odontolégicos recentemente substituiu as chaves estrela-triangulo
por inversores de frequéncia do seu parque. Passado um periodo
de testes, contudo, eles perceberam que esses motores tém
apresentado aquecimento maior. Vocé foi contratado para avaliar e
descobrir a fonte desse problema.

Os dispositivos  eletronicos de poténcia ganharam grande
notoriedade no ramo industrial pela possibilidade de controle de
maquinas elétricas como motores de inducdo trifasicos. Inversores
sao conversores de poténcia que produzem uma tensao alternada
a partir de uma fonte continua sendo, portanto, classificados como
conversores CC-CA. O circuito da Figura 2.5a apresenta um inversor
de frequéncia basico que utiliza chaves para fazer a comutacao e,
assim, variar a tensdo fornecida para a carga. Suponha que a tensdo
DC ¢é de 350 V, de forma a produzir a forma de onda quadrada
apresentada na Figura 2.5b e que os pares de chaves sao comutados
a cada 8,335 ms, produzindo uma onda quadrada de periodo T =
16,67 ms. Esta forma € adequada para alimentar um motor?
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Figura 2.5 | a) Inversor de frequéncia simples e b) forma de onda na carga
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Fonte: a) Hart (2011, p. 339); b) elaborada pelo autor.

Solugdo: esta forma de ondando € adequada para alimentar motores
e equipamentos elétricos pois, além de produzir uma componente
com frequéncia fundamental (no caso de 60 Hz) ha a producdo de um
grande numero de harmonicas. Podemos determinar a SFTC na forma

, o : 1400~ 1
trigonometrica paraeste sinal como vo(t) = — ;2m+1sen((2m+1)377t)\v\,

cujo espectro de amplitude estd apresentado na Figura 2.6. Isso
significa que o inversor opera como se fossem varias fontes senoidais
fornecendo tensdo para o motor, mas em frequéncias diferentes,
podendo causar sobreaquecimento no motor por causa de uma maior
corrente que atravessa a carga e, portanto, maior poténcia dissipada
por efeito Joule.

Figura 2.6 | Espectro de amplitude para tensdo fornecida pelo inversor de frequéncia
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Avancgando na pratica

Aplicacao em filtros

Descrig¢do da situacao-problema

Uma das maiores aplicacdes da Analise de Fourier € o projeto
de filtros de frequéncia. Apesar de tratarmos desse assunto em
detalhes na Unidade 3, podemos usar os conhecimentos adquiridos
até o momento para identificar o tipo de filtro que devemos
usar em determinado problema. Sabendo que os filtros podem
ser classificados, basicamente, entre passa-baixas, passa-altas,
passa-faixas e rejeita-faixas, qual filtro deve ser usado no sinal de
onda quadrada da Figura 2.5b de forma que a sua saida seja um
sinal senoidal de 60 Hz? Considere as respostas ideias dos filtros
apresentados na Figura 2.7.

Figura 2.7 | Filtros ideias a) passa-baixas, b) passa-altas, c) passa-faixas e d) rejeita-
faixas

t
|H(jw)|

Wy Wy

N =

(a)

\

pl Wil W W W0

(c)

Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 408).
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Resoluc¢do da situagcdo-problema

Avaliando o espectro de frequéncia do sinal anterior (Figura 2.6),
percebemos que este sinal € composto por frequéncias harmdnicas
impares de 60 Hz. Como ndo existe nenhuma frequéncia entre
esta fundamental e a componente DC, podemos usar um filtro
passa-baixas ou passa-faixas, desde que este ultimo ndo inclua
nenhum outro componente além de 60 Hz.

Faca valer a pena

1. Qualquer sinal periddico no tempo pode ser representado por uma
combinacao linear de uma funcao senoidal com periodo fundamental
e suas harmonicas. Para garantirmos que determinado sinal possua
representacao em SFTC, precisamos verificar as condi¢des de Dirichlet.
Avalie os sinais apresentados na Figura 2.8, as seguintes assercdes e a
relacdo proposta entre elas.

Figura 2.8 | Sinal de onda quadrada

[N ©

Amplitude
o
Amplitude

0
] 05 1
Tempo (s) Tempo (s)

(€) (b)
Fonte: elaborada pelo autor.
|. Os coeficientes de Fourier para a forma exponencial complexa sao iguais
para ambos os sinais
PORQUE
II. A Unica diferenga entre eles é a componente DC.
A respeito dessas assercdes, assinale a opg¢do correta.
a) As assercdes | e Il sdo proposicdes verdadeiras, e a Il € uma justificativa
da .
b) As assercdes | e Il sdo proposicdes verdadeiras, mas a Il ndo € uma
justificativa da .
c) A assercdo | é uma proposicdo verdadeira, e a Il € uma proposicdo falsa.
d) A assercdo | € uma proposicado falsa, e a Il € uma proposicédo verdadeira.
e) As assercdes | e Il sdo proposi¢des falsas.

U2 - Andlise de Fourier 61



2. Qualquer sinal periddico no tempo pode ser representado por uma
combinagdo linear de uma funcao senoidal com periodo fundamental
e suas harmodnicas. Para garantirmos que determinado sinal possua
representacao em SFTC, precisamos verificar as condi¢des de Dirichlet.
Determine os coeficientes da Série de Fourier de tempo continuo para o
sinal dente de serra apresentado na Figura 2.9.

Figura 2.9 | Sinal de onda quadrada

o @

Amplitude
o
Amplitude

) 0
a 05 1
Tempo (s) Tempo (s)
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Fonte: elaborada pelo autor.

o ([ q12m1
a) x(t):2+§m2:0(2271) 008(2m — )yt -

cos(2m +1)wyt .

m=0
) x(t)=-2+ %;%senpm +1)wpt -
d) x(t)= —Z—Ei () sen(2m +1)wpt
™ 4= (2m +1) o
e) x(t)= —2—§i - )2m+1 cos(2m +1)wyt .
m A (2m+1)

3. Qualquer sinal periddico que obedeca s condicdes de Dirichlet pode
ser representado por uma Série de Fourier composta por uma componente
de frequéncia fundamental e uma soma de infinitos componentes
de frequéncias harmobnicas multiplos inteiros desta fundamental. A
representacdo de Fourier pode conter ainda uma componente DC
(frequéncia nula).

Determine os coeficientes da Série de Fourier de tempo continuo para o
sinal dente de serra apresentado na Figura 2.10.

62 U2 - Anélise de Fourier



Figura 2.10 | Sinal dente de serra
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Secao 2.2

Transformada de Fourier em tempo continuo

Dialogo aberto

Como ja discutimos anteriormente, o estudo de sinais e
sistemas estda presente em praticamente todas as areas da
engenharia e estende-se, inclusive, a medicina. Praticamente
todos os equipamentos modernos que realizam alguma etapa de
processamento de sinais e a analise de Fourier tém um papel central,
dada sua grande aplicacdo pratica. A analise de Fourier pode ser
usada, dentre outras funcdes, para identificar as frequéncias mais
significativas que compdem um sinal, analisar circuitos elétricos etc.

Vimos na Secdo 2.1 que sinais periodicos no tempo podem ser
representados pela série de Fourier de tempo continuo (SFTC), desde
gue as condicdes de Dirichlet sejam satisfeitas, 0 que acontece para
a grande maioria dos sinais de interesse pratico. Neste caso, 0s sinais
eram representados como uma combinacao linear de exponenciais
complexas (ou fungcdes senoidais) com infinitos termos. Surge aqui
uma pergunta: se o sinal em questao for aperiodico ele tambem
sera representado pela SFTC?

Retomando o nosso contexto, um fabricante de equipamentos
odontolégicos recentemente substituiu as chaves estrela-triangulo
por inversores de frequéncia do seu pargue. Passado um periodo
de testes, contudo, eles perceberam que esses motores tém
apresentado aquecimento maior. Vocé foi contratado para avaliar e
descobrir a fonte desse problema.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Considere o sinal aperiodico x(t) da Figura 2.11a. Podemos
torna-lo periodico se definirmos um periodo e, assim, o repetirmos,
conforme Figura 2.11b. Note que um sinal aperiodico pode ser
considerado um sinal periodico quando T, — oo (LATHI, 2008).
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Figura 2.11 | Sinal a) aperiddico e b) periddico construido a partir do primeiro

x(1)

To [ —-

(a)

X:ro( 3]

—

Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 600)

Visto que o sinal da Figura 2.11b € periddico, podemos representa-
lo usando a SFTC. O coeficiente ¢, sera calculado a partir da
Equacao 2.2:

To/2 .
cp = if " Xy (t)e ot
ToJ-12 °

Analisando esta integral, podemos notar que integrar x,(t) entre

fT—ZOStS% equivale a integrar o sinal original entre —oco <t <oo, de
forma que ck:TiOf:ZX(t)e’”%’dt. Assim, definimos X(») como uma
fungdo continua de w e o coeficiente ¢, como:

X(w):‘]:Zx(t)e’Mdt (2.10)

q:iMM) (2.11)
TO

A Equacao 2.11 indica que os coeficientes de Fourier sao amostras
igualmente espacadas de wgrad/s e divididas por T,. Assim, esta
eqguacdo produz um envelope (ou envoltdria) para os coeficientes
Cx (Figura 2.12a). Conforme o periodo fundamental aumenta, a
frequéncia fundamental diminui (Figura 2.12b). No caso limite, os
coeficientes estardo espacados por intervalos infinitesimais, de forma

que O espectro passara a ser continuo.
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Figura 2.12 | Mudanga no espectro de Fourier quando alteramos T,

D, Envelope
IX(w)
[ | I I | ‘ ‘ | -
w —>
(a)
Enve]ope
” | T(}X“‘”
|||IIll|III||| ||III||IIII||:
0 w —>
(b)

Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 601)

A fungao x(w) da Equagdo 2.10 é conhecida como a Transformada
de Fourier ou Integral de Fourier de x(t) e, também, como equacao de
analise. Esta operagao € indicada como x(w)=F{x(t)}. A Transformada
Inversa de Fourier € definida como:

x(t)=F "{X(w)} = % ﬁ " X(w)eldu (2.12)

A Equacdo 212 € conhecida como equacdo de sintese. A
Transformada de Fourier de tempo continuo (TFTC) de um sinal €
um numero complexo e pode ser escrita tanto na forma cartesiana
quanto polar. No segundo caso, temos X(w) = |[X(w) e/, em que |x()
€ o espectro de amplitude e x() € O espectro de fase de x(w). Vamos
verifica-los analisando um exemplo simples.
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?Z| Exemplificando

Determinea TFTC e os espectros de amplitude e fase do sinal x(t) = e~'u(t).
Solucdo: a partir da definicdo da TFTC (Equacado 2.10), temos:

_ = gy [T ateictgr [ g-tortigy 1
X() ﬁmx(t)e dt fo e te it fo o U Mt =
Representando este numero complexo na forma polar:

o
/—
s
w

1 - jarc(an{%‘]
e .
Jw? +1

. ) N 1 ~
Assim, os espectros de amplitude e de fase sdo ﬁ € —arctan(w) € S30
w”+

X(w)=

apresentados nas Figuras 2.13a e b, respectivamente.
Figura 2.13 | a) espectro de amplitude e b) de fase de X(w)

90

45

@0
@
w
-45
-90 — .

0 i | 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5

-5 0 5 Frequéncia (rad/s)

Frequéncia (rad/s)
(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

&z” Assimile
A SFTC é um caso particular da TFTC e usamos esta ultima para analisar
sinais e projetar sistemas no dominio da frequéncia.

O Quadro 2.2 apresenta sinais comumente encontrados e suas

respectivas TFTC.
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Quadro 2.2 | Pares de TFTC

x(t) X(w)
4(t) 1
1 278(t)
u(t) ro(w)+ -
Jw
e u(t) joia PI@a> 0
1
e®u(-t) “joya PIaa> 0
1
te~u(t) orap PR a> 0
n!
t"e‘atu(t) W para a>0
cos(wyt)u(t) g[&(w7w0)+5(w+wo )+ 2
wy —w
s (9%
—[&(w — — 8w+ + 0
sen(wyt)u(t) 2/,[ (w—wp) = 8(w +wy)| s
a+j
g2t cos(wyt)u(t) (7a+jw)2u:r 2 para a >0
e % sen(wpt)u(t) W para a >0
w U.)O

Fonte: adaptado de Lathi (2010, p. 273)

As condicdes para convergéncia da TFTC sdo parecidas com as
condicdes de Dirichlet que vimos para a SFTC, isto é (HSU, 2012):

|. 0 sinal € absolutamente integravel, isto €, ffc |x(t)dt < oo ;

Il. o sinal possui quantidade finita de valores maximos e minimos em
qualguer intervalo de tempo finito;

lll. o sinal possui quantidade finita de descontinuidades em qualquer
intervalo de tempo.

Sinais de caracteristicas praticas satisfazem as condicdes de Dirichlet
e, portanto, possuem TFTC (LATHI, 2008).

Apesar de sinais peridodicos no tempo nao serem absolutamente
integraveis, podemos obter a TFTC a partir dos coeficientes da SFTC. A
transformada resultante € constituida de um trem de impulsos:

X(w)= ZOO: 271¢, 6(w — Kwy) (2.13)

k=—00
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-

Exemplificando

=

Determine a TFTC do sinal x(t) = cos(10t).
Solucdo: aplicando a relacdo de Euler, temos cos(10t)=%(e“°’+e’“°’),

1

que € a propria representacao em SFTC de x(t) com ¢;=c¢_4 =5

Substituindo este resultado na Equacado 2.13, temos que a TFTC deste sinal
€ X(w) = m6(w—10)+m8(w +10) (Figura 2.14).

Figura 2.14 | Transformada de Fourier de cos(10t)

3.5

3

2.5

Amplitude
~

0.5

Fonte: elaborada pelo autor.

.

0
Frequéncia (rad/s)

J

As principais propriedades da TFTC estdo listadas no Quadro 2.3.

Quadro 2.3 | Propriedades da TFTC

Linearidade

2(t) = Ax(t) + By(t) — Z(w) = AX(w) + BY (w)

Deslocamento no tempo

xX(t—ty) = e 10 X(w)

Reversdo no tempo

X(—t) = X(~w)

Compressao ou expansdo No tempo

x(at) < ix[ﬂ]

ol e

Dualidade Se x(t) < X(w) entdo X(t) < 2wx(—w)
Conjugado X(—w)= X"(w) para X(t) real
5 t ‘ d ! X X(0)6
Integracéo x0= [ xo) o S X+ X(O)
Diferenciacio %,St) o (jw) X(w)

Teorema de Parseval

fjc\x(t)\z dt=;7£Z\X(w)\2 dw
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Teorema da modulagao x(t)e’o! - X(w —wp)

Convolugdo x(t)x y(t) = X(w)Y(w)

Fonte: adaptado de Lathi (2010, p. 273).

- Q Exemplificando

Determine a TFTC dos sinais apresentados nas Figuras 2.15a e 2.15b.

Solugdo: aplicando a equagado de sintese no sinal pulso retangular ret[i]
-
(Figura 2.15a), temos:

g2 1 —jwi jwl 2sen wg] sen|w .
X(w)= f eldt » ___|le 2_¢g 2| =7 =T5inc[u}1]
—7i2 jw w [UJZ] 2
2
Figura 2.15 | TFTC do pulso retangular
X0 X(w)
1 T
. .
T 0 T 1= e N2 [ NS o ——
2 2 4 T
(@) (b)

Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 609).

O sinal da Figura 2.16a € a TFTC do pulso retangular. De acordo com

. t
a propriedade da dualidade, temos que Tsmc[w%]H%ret[—],

apresentado na Figura 2.16b. T
Figura 2.16 | Verificacdo da dualidade

(1) X(w)
T 2
_AmNS 2 2 Aa r==
T T T T
p 8 0 T w-—
2 2
(a) (b)
Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 609).
g J
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A TFTC é particularmente util na analise de sinais e sistemas
guando consideramos este ultimo como um diagrama de blocos,
como fizemos na Unidade 1 para determinarmos a relagdo entre
entrada e saida. Naguela ocasido, fizemos uma modelagem apenas
no dominio do tempo, o que normalmente resulta, no caso de
tempo continuo, em uma equacao diferencial com coeficientes
constantes. Alem disso, era necessario determinar a saida a partir
da integral de convolugdo. Quando fazemos a modelagem usando
a TFTC, a convolucdo torna-se uma multiplicacao e a equacgao
diferencial torna-se uma equacao algeébrica, cujas solucdes sao mais
simples. Assim, avaliar sistemas pela TFTC € extremamente vantajoso
e mais simples que quando comparado com a modelagem no
dominio do tempo.

Dentre as diversas aplicacdes da TFTC, destacamos o Diagrama
de Bode, que € a representacao dos espectros de amplitude e de
fase com graficos em escalas logaritmicas. No caso do espectro
de amplitude a escala usada é o decibel (dB), calculado a partir do
maodulo como:

|X(w)|,5 = 20log|X(w)| (2.14)

O sinal x(t)=eu(t), cuja TFTC & X(w)=

o tem espectro
w

. 1
de amplitude N e de fase -—arctan(w), ambos apresentados
w” +

na Figura 2.17. Se considerarmos este diagrama de bode

como o comportamento de um sisterma com entrada e saida
medidas em volts, podemos notar que frequéncias abaixo de
1rad/s sofrem atenuacdo de 0 dB, isto é, nao serdo alteradas
em modulo  (20log(1)=0dB). Exatamente em  w="1rad/s,
0 modulo sera -3 dB, o que indica que o sinal de saida sofre uma
atenuacdo de 3 dB ou 0,707V/V . Para w>1rad/s o modulo sofrerd
atenuagao de 20dB/década. Concluimos que frequéncias maiores
qgue Trad/s sofrem atenuagdo ao passo que as menores Ndo. Esta é
uma curva caracteristica de um filtro passa-baixas com frequéncia
de corte w, =1rad/s. Caso o comportamento fosse exatamente
O contrario, este sistema seria um filtro passa-altas. As familias e
projetos de filtros serdo estudados na Unidade 3 deste livro.
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Figura 2.17 | Espectro de amplitude e de fase de X(w)

Amplitude (dB)

Fase (°)

107 10 10° 10 102

Frequéncia (rad/s)

Fonte: elaborada pelo autor.

@ Reflita

Definimos a TFTC nesta secao para avaliar sinais e sistemas continuos
no tempo. Veja novamente a definicdo da TFTC (Equacdo 2.10) e
perceba que ela é bastante similar a Transformada de Laplace. Existe
alguma relacdo entre essas duas transformadas?

D9 Pesquise mais

Para aprender mais sobre as aplicagcdes da TFTC estude as secdes
7.4 a 7.8 do livro Sinais e sistemas lineares (Lathi, 2008) disponivel
na Biblioteca Virtual pelo link: https://biblioteca-virtual.com/detalhes/
parceiros/5. Acesso em: 28 out. 2017.

Sem medo de errar

Retomando o nosso contexto, um fabricante de equipamentos
odontoldgicos recentemente substituiu as chaves estrela-triangulo
para acionamento dos seus motores de inducdo por inversores de
frequéncia. Passado um periodo de testes, contudo, eles perceberam
que esses motores tém apresentado sobreaguecimento. Vocé foi
contratado para avaliar e descobrir a fonte deste problema e ja
identificou que a forma de onda de tensdo fornecida pelos inversores
de frequéncia produz harmonicas que, por sua vez, comportam-se
como novas fontes de tensdo no circuito. Vocé poderia usar a TFTC
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para avaliar este sinal de tensdo? Ha alguma diferenca entre esta analise
e a realizada anteriormente com a SFTC?

O sinal de onda quadrada em questao € apresentado na Figura
2.18a. Sabemos que o coeficiente complexo de Fourier deste sinal é
700
jm(2m—+1)
para a forma trigonomeétrica como

na forma exponencial complexa e podemos determinar

700 [(2m+1)7r
2m+1Nr 2
determinar a TFTC aplicando a Equacdo 2.12, uma vez que o sinal em
questao e periodico:

]. Podemos

&S > 700 2m+1r
X(w)= > 2nc,8(w—kug) = ) 2(2m+1)sen[ 5
m=—oc

k=—cc

ATFTC deste sinal e 0 seu espectro de amplitude estdo apresentados

nas Figuras 2.18b e 2.18c, respectivamente. Analisando esta escala da

TFTC, notamos que esta multiplicada com um fator 2z em relagcao ao
espectro de amplitude da SFTC.

]5(w7(2m+1)w0)‘

Figura 2.18 | a) Forma de onda de tensdo na carga. b) TFTC do sinal de onda quadrada
e ¢) seu espectro de amplitude

i | 1500
300

200 | 1000
100
g 3
% 0 ¥ 500
<
NCTR| 1.1
200 - l l
300 -500 -
| -10 5 0 5 10
002 -0015 001 0005 0 0005 001 0015 002 Frequéncia normalizada w / w
Tempo (s) 0
(a) (b)
1400
1200
1000
= 800
3
=

600
400

- L

Frequéncia normalizada w / wy

(c)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Portanto, concluimos que este sinal de tensao de onda
quadrada produz componentes harmonicas impares em relagao
a fundamental, da mesma forma que verificamos com a SFTC.
Estas componentes serao sobrepostas a frequéncia fundamental e
atuardo como novas fontes de tensao. Essas, por sua vez, produzirao
novas correntes que circulardo pelas maquinas e equipamentos,
resultando em sobreaguecimento.

Avancando na pratica

Modulacdo em amplitude

Descricao da situagcao-problema

Sistemas de comunicacao normalmente usam modulacao
para transmissao de sinais, que consiste em multiplicar o sinal que
se deseja transmitir (modulante) por um sinal conhecido como
portadora (Figura 2.19). O sinal de saida € conhecido como sinal
modulado. Se m(t) for um pulso retangular da Figura 2.15a com
7=1 e aportadora for cos(50t), como ficard o espectro de amplitude
do sinal modulado?

Figura 2.19 | Modulacdo em amplitude

1

m(t) m(1) cos w1

(sinal modulante) (sinal modulado)

Amplitude
o
o
Amplitude

cos Wt

2 1 0 1 2 (portadora) - ) ; . )
Tempo (s) 1 " Tempo (s)

o 05
o
2
5 0
£
<.05

-1

-0.5 0 0.5

Tempo (s)

Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 645)

Resolucdo da situagcdo-problema

O sinal modulado esta apresentado na Figura 2.20a, em que notamos
O sinal cos(50t) durante o periodo de duracdo do pulso retangular. De
acordo com o teorema da modulacdo (x(t)e’ « X(w—wy)), a TFTC
ficara deslocada de +50rad/s, conforme Figura 2.200.
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Figura 2.20 | a) Sinal modulado e b) sua TFTC

12
1t ""f—‘i-_'
| 1"
“‘\‘ '|:
05 \I‘l\'|. 08
2 il | \‘E 2 06
2 | |||\ il 2
g ‘|||‘ I S04
. '\“'\ <02
o il '
HN'Hl' 0
1 [ARURE 02

2 -1 0 1 2 -50 0 50
Tempo (s) Frequéncia (rad/s)

(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Faca valer a pena

1. A Transformada de Fourier de tempo continuo (TFTC) de um sinal € um
numero complexo e pode ser escrita tanto na forma cartesiana quanto
polar. No segundo caso, temos X(w)=|X(w)e’*™) em que |[Xw) é o
espectro de amplitude e ZX(w) € O espectro de fase de X(w).

Determine o espectro de amplitude em dB de um sinal x(t)=e u(t).

&) [X(w) 5 = ~20l0g[Vi? + a2 ).
b) |X(), = 20Iog(\/w2 e ) _
o) [X()|,5 = —20Iog(w2 +a2).

d) [X(w)| 5 = 20Iog(w2 + a2) _
w2 + 82

e) [X(w),, = —20log =

2. Apesar de sinais periodicos no tempo ndo serem absolutamente
integraveis, podemos obter a TFTC a partir dos coeficientes da SFTC.

A transformada resultante é constituida de um trem de impulsos
X(w)= 2271'0 S(w — kuwyp).

k=—o0c
Determine as transformadas de Fourier dos sinais x1(t) = sen(5t) e
X, (t) =sen(—5t) .
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a) X1(w):§6(w—5)—§6(w+5) e Xz(w):gﬁ(—aHS)—%(S(—w—S).

b) X1(w):§6(—w+5)—§5(—w—5) e xz(w):§5(—w+5)—§5(—w-5).
c) X1(w):§6(w—5)—§6(w+5) e Xz(w):§§(w—5)—§§(w+5)-

d) x1<w>:§5(-w+s>+§5(_w_s) e x2<w)=§é<—w+5)—§6(—w—5).

e) X1(w):—§é(w—5)+§6(w+5) e Xz(w):—%6(—w+5)+%5(—w—5).

3. Quando fazemos a modelagem de um sistema usando a TFTC, a
convolucdo torna-se uma multiplicacdo e a equacao diferencial torna-se
uma equacao algébrica, cujas solucdes sdao mais simples. Assim, avaliar
sistemas pela TFTC é extremamente vantajoso e mais simples do que
quando comparado com a modelagem no dominio do tempo.

Um sistema linear € modelado como %JrZy(t):x(t), em que x(t) e y(t)

sdo os sinais de entrada e saida, respectivamente. Determine a resposta
deste sistema ao impulso unitario supondo condi¢cdes iniciais nulas.
a) y(t)=e*u(t).
t

b) y(t)=e 2u(t).

t
o) y(t) = e2u(t).

t
d) y(t)=e?u(-t).

e) y(t)=e2u(t).
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Secao 2.3

Série de Fourier e Transformada de Fourier
em tempo discreto para analise de sinais

Dialogo aberto

Caro estudante, vamos encerrar a segunda unidade desta
disciplina estudando a analise de Fourier para sinais e sistemas de
tempo discreto usando a Série e a Transformada de Fourier. Aqui
vocé aprendera a aplicar essas ferramentas em situagcdes nas quais
trabalhamos no tempo discreto, como € o caso de sistemas de
aquisicdo de dados, de controle digital etc.

Retomando 0 nosso contexto, um fabricante de equipamentos
odontologicos recentemente substituiu as chaves estrela-triangulo
por inversores de frequéncia. Passado um periodo de testes,
contudo, eles perceberam gue esses motores tém apresentado
aguecimento maior. Vocé ja identificou a fonte deste problema
como sendo a forma de onda nao senoidal fornecida pelo inversor
de frequéncia aos motores. Vocé poderia fazer esta avaliagcao
considerando apenas algumas amostras dos sinais de tensdo?

Para responder a essa e outras perguntas, figue atento aos
conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Sinais em tempo discreto (TD) sao bastante comuns em aplicacdes
reais pois sistemas microprocessados precisam fazer aquisicao de
sinais para posterior processamento. Como veremos futuramente, a
aquisicao de sinais consiste em fazer uma representacdo em TD de um
sinal de tempo continuo.

Conforme estudamos na Secao 1.1 deste livro, sinais de tempo
discreto serao periodicos quando x[n] = x[n—N,], onde N, € o periodo
fundamental. Com isso podemos determinar a frequéncia fundamental

. 27 ) o
deste sinal como Q, =N De maneira bastante similar ao caso de
0

tempo continuo, sinais discretos e periodicos no tempo podem ser
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representados por uma série de Fourier (SFTD), definida como:

xnl= ) c.e"" (2.15)
k=<Ny>
1 jkQpn
Ce = 2 Xnle " (2.16)

As Equacdes 2.15 e 2.16 sdo conhecidas como equacdes de sintese
e analise, respectivamente. Uma diferenca entre a SFTC e SFTD é que
esta ultima ndo possui infinitos coeficientes de Fourier mas, na verdade,
uma quantidade finita de termos que € exatamente igual ao numMero
de amostras do sinal discretizado, normalmente variando k de O até
N, —1. Em outras palavras, se N, =10 amostras, a representagdo em
SFTD terd 10 coeficientes (k=0 até k=9). E importante ressaltar
que o somatorio pode ser realizado dentro de qualquer periodo, desde
que a quantidade de termos deste exemplo permaneca N, =10. Aléem

disso, os coeficientes de Fourier séo periodicos (€, = €y ). Uma

vantagem da SFTD € que nao ha as questdes de convergéncia que
estudamos para 0 caso em tempo continuo.

v=|- Exemplificando

Determine os coeficientes de Fourier do sinal em TD apresentado na
Figura 2.21.

Figura 2.21 | a) Sinal discreto no tempo e b) seu espectro de amplitude

i

-3 -2 -1 o 1 2 3

¥in)
Ie 1

LI ﬂ‘

(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Solugdo: o sinal em questdo € periodico com N, =3 e frequéncia
Q :2%. Precisamos determinar apenas trés coeficientes de Fourier

(Equagdo 2.16), como seque: }
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1 2
o = DM~ 6, = £(0+1+2) 0, =1
NO n=0 3

2 2w Ar

1 _jer _j2r _jAr
¢, == xlnle T, o1+ xttie 73 4 x20e 3
3n:0 3
1 1 3 1 3 1 3
=—|0+1|—=—j—|4+2|—=+j— =4 j—
—c, 3 + > 12 2+12 — C, 2+16
13 -4 1 A &
c, :§Zx[n]e o, =3 x[0]+ x[1]le "3 + x[2]e °
n=0
1 1.3 1 3 1 3
—C,=—|0+1—=+j—|+2|-=—j— = j—=
c, 3 + 2+J 5 + 5 5 —C, > 6
Assim, os coeficientes de Fourier sao ¢, =1, C1:—§+j? e
czz,l,jﬁ, e o espectro de amplitude esta apresentado na
2 6
Figura 2.21b.

‘tz" Assimile
A SFTD nao possui infinitos termos como a SFTC, sendo necessario
determinar seus coeficientes a partir da quantidade de amostras do

sinal em tempo discreto. Ademais, a SFTD é periddica, ao passo que a
SFTC ¢ aperiodica.

Usamos a Transformada de Fourier de Tempo Discreto (TFTD) para
avaliar sinais discretos e aperiodicos no tempo, cujo desenvolvimento
€ bastante similar ao da TFTC. Definimos

X(Q)=F{x[n]} = ZOC: x[nle~ " (2.17)

n=—oc

x[n] = F{X(Q)} = % f2 ﬂX(Q)e’f“"dQ (2.18)

A TFTD é uma funcao periodica com periodo 2w, continua na
frequéncia () e costuma ser um numero complexo, de forma que
pode ser representada na forma polar X(Q) =|X(Q)[e’*, em que |x(Q)| €

0 espectro de amplitude e ZX(£2) € o espectro de fase. A convergéncia
da TFTD também € mais simples de ser verificada, bastando que o sinal
em questdo seja absolutamente somavel.
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’=I" Exemplificando

Determine a TFTD do sinal pulso retangular apresentado na Figura 2.22.

Figura 2.22 | a) Sinal pulso retangular discreto no tempo e b) sua TFTD

||

-3 -2 -1 Q 1 2 3 4

X(t2)

yinl

5
4
3
T2
o-
-z

(@) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Solugdo: o sinal em questdo possui apenas cinco amaostras com valores
unitarios. Aplicando a definicao da TFTD (Equacao 2.17) temos:

2
X(Q) = F{x[n]} = Z e ™

- ~ . = re—r
Esta série comporta-se como a progressio geométrica 3. r" =———
o 12 _ gio@+) e

de forma que X(Q)= " . Multiplicando o numerador e o

denominador por /%2 temos:

j02 —j3 L j0/2 5,2 —j05:2
o2 _ g e// 76’ _e/

X(Q) = 1—e® e/sz/z - X(Q) - el? _efjsz/z :
Usando a relacao de Euler temos x(0) = sen(5/2)
sen(€)2)

As propriedades da SFTD e da TFTD sao relativamente parecidas
aquelas de tempo continuo e estdo resumidas no Quadro 2.4. Vale
aqui ressaltar que as propriedades de acumulacao e de primeira
diferenca sdo os equivalentes no tempo discreto da integracdo e da
diferenciacdo em tempo continuo.

Quadro 2.4 | Propriedades da SFTD e da TFTD

) ) Coeficientes
Propriedade Tempo discreto TFTD
da SFTD
Linearidade Ax[n] + By[n] Aa, +Bb, AX(w)+BY(w)
Deslocamento xIn—ny] o KN o 67 X(w)
no tempo K
Reversdo no X[=n] a, X(—w)
tempo
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Mudanc;a x[n/m],senémult'ip.lodem a, Per’iédico com X(mw)
de escala 0,casocontrario m |periodo mN
) . 1
Multiplicacgo x{nlyln] /—Zv% b, o f X(0)Y(w—0)do
Conjugado x'[n] a, X' (—w)
S 1
Acumulacdo g;x x[k] [W]Gk [1 — }X(w)
Diferenca x[n]—x[n—1] (1—e kMg (1—e ) X(w)
Teorema de p 1 [ E |a ‘2 1 2
= — [ |x
Parseval N n;o‘ | k=(N) ‘ 27 fb‘ (w)‘ dw

Fonte: adaptado de Oppenheim e Willsky (2010, p. 131 e 225).

?=| Exemplificando

Vamos ilustrar a propriedade de mudanca de escala com o sinal pulso
retangular da Figura 2,22a dobrando a sua duracdo (Figura 2.23a). Qual
€ a TFTD deste novo sinal?

Figura 2.23 | a) Novo sinal pulso retangular discreto no tempo e b) sua TFTD

§

yin]

=2 0 =2
P

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Solugdo: o sinal em questdo possui apenas cinco amostras ndo nulas
com valores unitarios. A expansao No tempo inseriu alguns valores nulos
que antes ndo estavam presentes no sinal. Aplicando a propriedade da
mudanca de escala, temos que a nova TFTD serd X(mw), em que m =2,
uma vez que o sinal agora tem o dobro da duragcao em relacao ao original.
_ sen(5Q)

sen()
na Figura 2.23b. Concluimos, portanto, que dobrar a duracdo do sinal no
tempo discreto reduz o periodo do espectro de frequéncia pela metade.

Sendo assim, X(2?) , CUjo espectro de amplitude estd apresentado
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A TFTD € muito utilizada para analisar sistemas discretos no tempo
a partir de equacgdes de diferencas, que sao analogas as equacdes
diferenciais em tempo continuo. Conforme estudamos na Unidade 1,
em nossa analise de SLITs encontraremos, principalmente, equacdes
de diferencas como coeficientes constantes (Equacao 2.19), em que 0s

sinais de entrada e saida sdo x[n] e yInl, respectivamente.
M

Zak}/[n—k]:Zka[n—k] (2.19)

k=0

A resposta em frequéncia H(Q2) de um sistema descrito de acordo
com a Equacao 2.19 pode ser obtida aplicando-se a TFTD em ambos
0s lados desta mesma equacao para obter a relacdo entre os sinais de
saida e entrada (Equagdo 2.20):

H(Q) = ;((?2)) = %;":k:jm (2.20)
k=0"k

Se conhecermosa TFTD da entrada e a resposta em frequéncia H(£2)
a saida sera determinada pelo produto Y(2) = X(Q)H(Q). Para determinar
o sinal de tempo discreto correspondente usaremos os pares de TFTD
apresentados no Quadro 2.5.
Quadro 2.5 | Pares de TFTD

x[n] X(Q)
o(t) 1
o[n—ng] )
uln] ] l/ + i 76(w — 2k)
- k=-
1 25 80— 2kn)
k=-0c
P 25 S 8(Q— 0, - 2kn)
k=-
n 1
a"uln] Tae para \a\ <1
ae’”
na"uln] o —af para |a| <1
cos(Q,t) 73 60— Q, — 2kn) + 6@+ Qy — 2Kn)
k=-oc
sen(Q,t) 732 80+ 9, — 2km)— 6(Q— 9, — 2kn)

Fonte: adaptado de Lathi (2010, p. 751)
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Por exemplo, a resposta ao impulso de um SLIT de tempo discreto
que se comporta de acordo com y[n—2]-5y[n—1+6y[n]=x[n] €
obtida aplicando a TFTD em ambos os lados da equacao que descreve
o SLIT e aplicando a propriedade do deslocamento no tempo temos:
Y(Q) 1

-2 _Bgin | g\Y(Q) = X(Q = - -
(e e ) (22) ( )" X(Q) 6_5¢ /" +eleQn

1
6 _ 5€—j52n + e—jZSZn :
Paradeterminar aresposta ao impulso, € necessario fazeramultiplicacdo
entre H(Q2) e X(Q) além de calcular a transformada inversa do resultado.
. . 1

No caso doimpulso discreto, X(Q)=1¢e Y(Q2) = 656 ™ 1o Para
usar a tabela de pares de TFTD no célculo da inversa, faz-se necessario
expandir este resultado usando fracdes parciais:

Aresposta em frequéncia deste sistema € H(2) =

1 1 1 1 1 1
— — = Y(Q)=—= +-
-3+1e’ —2+1e’ 317167"9" 217167&"
3 2

Y(Q) =

Por fim, usando os pares de TFTD do Quadro 2.5, temos que
,1[1]”+1[1"
313) " 2(2

yln]= uln]-

@ Reflita

Vocé deve ter percebido com este ultimo exemplo, no qual
determinamos a resposta ao impulso de um SLIT de tempo discreto,
que ha certa semelhang¢a com os calculos que fizemos para determinar
a resposta ao impulso de SLIT de tempo continuo. Qual serd a ligagao
entre esses metodos? Eles podem ser usados indistintamente para
avaliar o comportamento de SLIT?

ATFTD pode ser calculada tanto analitica guando numericamente,
sendo este ultimo metodo bastante conveniente para aplicacoes
diarias de equipamentos e sistemas eletrénicos. Teremos uma secao
exclusivamente dedicada ao estudo de um algoritmo conhecido
como FFT (Fast-Fourier Transform), uma das ferramentas mais
importantes desta disciplina.
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ﬂ9 Pesquise mais

Para aprender mais sobre as aplicagdes da TFTC, estude as se¢des 3.6
a 3.11 e o capitulo 5 do livro Sinais e sistemas:

OPPENHEIM, Alan V.; WILLSKY, Alan S. Sinais e sistemas. 2. ed. Séo
Paulo: Pearson Prentice-Hall, 2010.

Sem medo de errar

Retomando o nosso contexto, um fabricante de equipamentos
odontologicos recentemente substituiu as chaves estrela-triangulo
para acionamento dos seus motores de inducao por inversores de
frequéncia. Passado um periodo de testes, contudo, eles perceberam
gue esses motores tém apresentado sobreaquecimento. Vocé foi
contratado para avaliar e descobrir a fonte deste problema e ja
identificou que a forma de onda de tensdo fornecida pelos inversores
de frequéncia produz harmonicas que, por sua vez, comportam-se
como novas fontes de tensdo no circuito. Vocé poderia usar apenas
algumas amostras do sinal de tensao para avaliar esse problema?

O sinal de tensao fornecida pelo inversor foi amostrado com dez
amostras por periodo (Figura 2.24a), portanto, temos N, = 10amostras

e Q= %T = g Os coeficientes da SFTD deste sinal séo determinados a
partir da equacdo de analise (Equacdo 2.16), como segue:

JjkZA -
5 +x[2]e

1 9 *J’k%" 1 - jkZ2 —jkZ3 —jkZa
= — =—1[0 1 5 3 5 4 5
% =70 n§:0 x[nle 10 [[ 1+ x[1e +x[3le "5 +x[4le

_jkZs _jkZe —jkZ7 —jkZ8 —jkZ9
—x[5]e " ° x[6le ° —x[7]le "° —x[8]e ° —x[9e 5}

Simplificando a equacdo anterior e aplicando a relacdo de Euler
(e =cos(9)—jsen(¥)), temos que cada exponencial complexa

. Avaliando os angulos de cada

. i
—jsenlk—
jsen|g

ficard na forma cos[k%

exponencial pela Figura 2.24b, conseguimos avaliar quais parcelas
terdo 0s mesmos valores de seno e cosseno e encontraremos

¢, =—140j|sen

k%]Jrsen[k%]]. O espectro de amplitude deste sinal ¢

apresentado na Figura 2.24c.
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Figura 2.24 | a) Forma de onda de tensdo amostrada, b) espectro de amplitude

A Sen
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o
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) I ‘ ‘ 1
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9-8-7-6-5-4-32-101234586789
Frequéncia normalizada (w / #0)

(c)

Fonte: elaborada pelo autor.

Avancando na pratica

Identificacdo de ruido em sinal medido por microcontrolador

Descri¢cdo da situacao-problema

Um sinal senoidal de 1V de pico e frequéncia 1 Hz foi medido
por pelo conversor analogico-digital de um microcontrolador. Este
sinal, apresentado na Figura 2.25a, claramente esta comprometido
com ruidos e deve ser filtrado de forma a ser medido corretamente.
Como podemos verificar quais frequéncias foram medidas? E
possivel melhorar essa medida com filtragem?
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Figura 2.25 | a) Forma de onda de tensdo lida pelo microcontrolador e b) seu
espectro de amplitude

Amplitude

2 3
Frequéncia (Hz)

(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucdo da situacdo-problema

Aplicamos o calculo da TFTD no sinal medido e plotamos o
seu espectro de amplitude na Figura 2.25b. Assim percebemos
claramente que a componente de 1 Hz esta presente no sinal junto
com outras componentes que devem ser filtradas, por exemplo, por
um filtro passa-faixa com frequéncia central de 1 Hz.

Faca valer a pena

1. Uma diferenca entre a SFTC e SFTD & que esta Ultima ndo possui infinitos
coeficientes de Fourier mas, na verdade, uma quantidade finita de termos
que é exatamente igual ao numero de amostras do sinal discretizado. Além
disso, os coeficientes de Fourier sao periodicos.

Determine os coeficientes de Fourier da SFTD do sinal y[n] = cos %] .

Figura 2.26 | Sinal discreto no tempo

yln]

0.5

y[n]
—

II HII ll

05

Fonte: elaborada pelo autor.
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1 j 1
a) 6=, ec, =5 d) G =5 €Ci=5-
1 1 1 1
b)c1_—§ecf1_ e)C1—EEC,1:—§.
C) c —iec —i
1*2]- 71*2].-

2. A TFTD é muito utilizada para analisar sistemas discretos no tempo
a partir de equacdes de diferencas como coeficientes constantes, que
sdo analogas as equagdes diferenciais em tempo continuo. Com isso,
determinamos a resposta em frequéncia H(Q), que relaciona os sinais de
saida e entrada do sistema.

Determine a resposta ao impulso de um SLIT de tempo discreto que se
comporta de acordo com —2y[n—1+y[n] = x[n].

a) ylnl=2"ul-n]. d) yinl=(=2)"uln] .

b) ylnl=2"uln]. e) yln = (-2)" u[-n).

) yin]=2"uln].

3. De maneira bastante similar ao caso de tempo continuo, sinais discretos e
periddicos no tempo podem ser representados por uma Série de Fourier de

tempodiscreto (SFTD), definidapor x[n]= Y c.e"*" eg, v S xlnje Fr

PleviS Ny o2
conhecidas como equacdes de sintese e analise, respectivamente. A SFTD
nao possui infinitos coeficientes de Fourier mas, na verdade, uma quantidade
finita de termos que é exatamente igual ao numero de amostras do sinal
discretizado, normalmente variando k de 0 até N, —1.

Considere uma sequéncia perioddica de tempo discreto cujo periodo

principal é x[n]:6[n]+%6[n—1]+%6[n72]. Determine o sinal de tempo
discreto que produz esta sequéncia.

a) xin]= 0,583—0,416008[2—;n]+0,144sen[2§n] .

b) x[n]=—-0,583 +0,41ﬁcos[43—7rn] +0,144sen[43—7rn .

271']
Tl
3

27
—n

c) x[n]=-0,583 —0,416cos

23—7Tn]—0,1445en

d) x[n]= 0,583 —-0,416cos —0,144sen

27
—n
3

e) xin] = 0,583+0,41ﬁcos[2§n] +0,144sen[%”n] _
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Unidade 3

Principios de filtragem
analogica e digital

Convite ao estudo

Caro aluno, seja bem-vindo a terceira unidade desta
disciplina. Aqui nos conheceremos algumas ferramentas de
filtragem de sinais e suas formas de implementacao. Os filtros
podem ser entendidos como sistemas seletores de frequéncia,
isto €, séo usados com o objetivo de alterar as componentes
de frequéncia de um sinal e revelar informacdes que de outra
forma ficariam mascaradas e/ou de dificil interpretagao.
Imaginem, por exemplo, que vocé esteja numa estacao de
metrd e tenta conversar com um amigo seu. Vocé certamente
percebera uma dificuldade maior em conversar nessa situagao
do que se vocés estivessem em um ambiente tranquilo e
mais silencioso. Numa perspectiva de analise de sinais, a
estacdo insere ruidos que dificultam o envio/entendimento da
informacdo da sua voz e devem, portanto, serem filtrados.

Comecaremos estudando os filtros analogicos na primeira
secao. Estes filtros sao classificados como passivos quando sao
construidos apenas com componentes passivos (resistores,
indutores e capacitores). Caso o filtro seja criado usando
algum componente ativo, como amplificadores operacionais,
ele sera classificado como filtro ativo. Estes filtros podem ser
criados fisicamente e sdo muito importantes em circuitos
condicionadores de sinais, de aquisicao de dados e etc.

Na seqgunda secdo nos estudaremos a Transformada Z,
mais uma ferramenta matematica para © nosso arsenal, com
O objetivo de projetar filtros digitais, assunto da nossa terceira
secao. Os filtros digitais, como o proprio nome sugere, é
criado digitalmente e usado para tratamento de sinais apos
estes serem amostrados.



Nesta unidade vocé tomara o lugar de um engenheiro
que trabalha em uma empresa de desenvolvimento de
instrumentos medicos e hospitalares com clientes em todo
territorio nacional. Atualmente, vocé e sua equipe trabalham
para desenvolver um equipamento de Eletrocardiograma
(ECQ), usado para detectar problemas cardiacos. Ao avaliar
este sinal, vocé notou que havia uma grande gquantidade de
ruidos somados a ele. Qual filtro € mais indicado para remover
estes ruidos? Para responder a esta e outras perguntas, fique
atento aos conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos!



Secaon 3.l

Filtros analdgicos

Dialogo aberto

No momento em que passamos a trabalhar e analisar sinais reais,
NoOs estamos sujeitos as nao-idealidades inerentes dos equipamentos,
componentes e, inclusive, ambientes. Um problema recorrente,
€ que certamente vocé encontrara em sua vida profissional, €
a insercdo de ruidos em sistemas, que pode comprometer, por
exemplo, leituras de sensores e/ou perdas de informacdes vitais
para processos industriais. A filtragem entra aqui com um papel
fundamental e merece nossa atencao para que pPossamos usa-la
adequadamente para processar sinais.

Retomando o nosso contexto, vocé e um engenheiro que
trabalha em uma empresa de desenvolvimento de instrumentos
medicos e hospitalares. Atualmente, vocé e sua equipe trabalham
para desenvolver um equipamento de Eletrocardiograma (ECG),
usado para detectar problemas cardiacos. Ao avaliar este sinal em um
osciloscopio, vocé notou que havia uma grande quantidade de ruidos
somados a ele e que dificultava a leitura e a identificacdo de padrdes
esperados. Qual filtro é mais indicado para remover estes ruidos?

Bons estudos!

Nao pode faltar

Nossos estudos em filtros comecarao pelos tipos analogicos,
gue podem ser classificados em ativos e passivos. No primeiro caso,
apenas componentes passivos (resistores, indutores e capacitores)
sao usados para construir o filtro. Ja no caso dos filtros ativos,
usaremos componentes ativos, como amplificadores operacionais,
para projetar e construi-los.

As respostas ideais de filtros sao classificadas como segue:
passa-baixas, passa-altas, passa-faixas, rejeita-faixas, apresentadas
em seqguéncia na Figura 3.1. Um filtro passa-baixas ideal, por
exemplo, atenua todas as componentes acima de uma determinada
frequéncia de corte (Yc) e mantém as amplitudes das frequéncias
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inferiores a esta. Ja um filtro passa-altas faz exatamente o oposto,
permitindo que componentes de frequéncia superiores a g
nao sofram atenuac¢ao alguma em detrimento das componentes
inferiores a esta. A banda de passagem & composta por todas as
frequéncias gque nao sofreram atenuacado. Ja a banda de atenuacao
(corte/rejeicao), como © proprio nome sugere, contém todas as
frequéncias que foram atenuadas.

Figura 3.1 | Respostas ideais de filtros a) passa-baixas, b) passa-altas, c) passa-faixas
e d) rejeita-faixas

(@) o (b)
w
H@)lg, (@) Banda de
1 passagem 1 _passagem
Banda de Banda de
atenuagdio atenuagao =
0 mc (’;) 0 mc L
1H(w) 4 |
@) Banda de H(w)lnﬁanda de Banda de
b passagem 1 passagem passagem
Banda de Banda de Banda de
atenuagio atenuagio atenuagio
0 @ L) « 0 L1 wy @
(c) (d)

Fonte: adaptada de Alexander e Sadiku (2013, p. 569).

No caso dos filtros passa-faixa (Figura 3.1c) ha duas frequéncias
de corte que precisamos conhecer, a inferior e a superior. Este filtro
pode ser construido a partir de uma combinacao entre um filtro
passa-baixas e um passa-altas. No casoideal, apenas as componentes
de frequéncia fora da largura de banda (bandwidth), definida como
BW = w, —w,, sdo totalmente atenuadas. Ainda ha outras duas
meétricas importantes para filtros passa-faixa, que sao a frequéncia
central (wy) e o fator de qualidade (Q), definidas respectivamente
pelas Equacdes 3.1 e 3.2.

Wy = \Jwyw, (3.1)

“o

BW

Q= (3.2)
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Os filtros passa-faixa sao muito utilizados em circuitos de
radio AM/FM. O comportamento do filtro rejeita-faixa (Figura
3.1d) é exatamente oposto, permitindo a passagem apenas das
componentes que estdo fora desta regiao. Ha ainda o filtro passa-
tudo, o qual ndo altera a amplitude de nenhuma componente de
frequéncia, mas apenas deslocamento na fase.

As respostas ideais de filtros sao importantes para que tenhamaos
conhecimento das particularidades de cada tipo basico, mas nao
sdo fisicamente realizaveis. Precisamos conhecer, portanto, as
respostas aproximadas e os parametros de projeto de filtros. Todos
0S conceitos que abordaremos agora serao exemplificados com
filtros passa-baixas mas podem ser estendidos para os demais.

O comportamento real de um filtro passa-baixas esta apresentado
na Figura 3.2. A banda de passagem contém as frequéncias entre
zero e W,, a banda de transicao contém as frequéncias entre W,
eWse, por fim, a banda de corte contém as frequéncias acima de
Ws (MALVINO; BATES, 2016). Vale ressaltar, novamente, que as
frequéncias dos filtros podem ser especificadas tanto em Hz quando
emrad/s .

Figura 3.2 | Resposta real de filtros passa-baixas

Atenuacéo
Banda de

0dB |~ passagem—1

Ap

Banda de
A ________ “—Atenuagao ™
’ a
(0] - a)s

Fonte: Malvino; Bates (2016)

A taxa de decaimento de um filtro mostra o quao rapido as
frequéncias da banda de corte sdo atenuadas. Ademais, a atenuacao
do filtro é a relacdo entre a tensdo de saida e a tensao de saida
na banda média (Equacao 3.1) que pode ser calculada em V/V (no
caso de um sinal de tensdo) ou em dB. Com essas equagdes Nos
determinamos as atenuac¢des das bandas de passagem Ap e de corte
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A, adequadas & nossa aplicacdo. Podemos entender a atenuacao,
também, como um ganho negativo.

Atenuacio = LTS (3.3)

out(med)

A ordem de um filtro (n) passivo é a quantidade de capacitores e
indutores que fazem parte do circuito. Para os filtros ativos, a ordem
pode ser determinada pela quantidade de circuitos RC (polos)
ou aproximadamente pelo o numero de capacitores no circuito
(MALVINO; BATES, 2016).

Vamos conhecer agora as principais aproximacdes de filtros
reais, comecando pela aproximacao (ou resposta) Butterworth que
pOSssuUi uma resposta plana na sua banda de passagem e decaimento
20n dB/décadalou 6n dB/oitava). Se aumentarmos a ordem do
filtro aumentaremos, também, a sua taxa de decaimento. Apesar
da resposta plana da banda de passagem ser bastante interessante,
a taxa de decaimento dos filtros Butterworth nao € aguda. Para
termos uma separacao entre as bandas de corte e de passagem
mais estreita, € necessario aumentar a taxa de decaimento do filtro
pelo aumento de sua ordem.

A resposta Chebyshev possui duas variacdes sendo a primeira
delas (tipo I) com ondulacdes (ripple) na banda de passagem e a
segunda (Chebyshev inversa ou tipo Il) com ondulacdes na banda
de corte. Em ambos os casos, o decaimento € mais agudo do que
visto na resposta Butterworth. Os filtros de Cauer (ou elipticos)
apresentam um decaimento ainda mais rapido do que os filtros
de Chebyshev, mas possuem ripple tanto na banda de passagem
guanto na banda de rejeicao. Por fim, a aproximacao Bessel possui
uma resposta plana da banda de passagem e decaimento mais
lento que o filtro de Butterworth. Em compensacao, a aproximacao
Bessel prové um deslocamento linear de fase, que Nndo ocorre nos
demais, e € importante para ndo causar distorcées no sinal de saida
em relacdo a entrada (MALVINO; BATES, 2015).
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Figura 3.3 | Filtro passa-baixa pelas aproximacdes de a) Butterworth e Eliptica e b)
Chebyshev tipo I, Chebyshev tipo Il e Bessel

(a) ib)
Chebyshev |
0 —Chebyshev I
= —_ —Bessel
8- S -10
o (=}
l% 18
8. g -20
[= (=
] 2
<. < 30
-40
1 2 3 4
Frequéncia (GHz) Frequéncia (GHz)

Fonte: adaptada de Mathworks. Disponivel em: https://www.mathworks.com/help/signal/ref/butter.ntml.
Acesso em: 20 nov. 2017.

Agora que conhecemos as respostas aproximadas dos filtros,
podemos avancar e conhecer alguns circuitos usados para
implementa-los. Um circuito RC (Figura 3.4a) € o caso mais simples
de um filtro passa-baixa passivo. Para isso, os sinais de entrada e saida
sao a fonte de tensdo e a tensdo no capacitor, respectivamente, o
que resulta na resposta em frequéncia (H(w)) da EFquacdo 3.2. O
espectro de amplitude deste sistema € apresentado na Figura 3.4b,
com um destaque para a frequéncia de corte, na qual 0 modulo
¢ reduzido para 70,7% do seu valor maximo (3dB de atenuac3o).
Se considerarmos |H(w)| = 0,707 e resolvermos a equacdo para a
frequéncia angular, veremos que w, = 1/RC .

Viw) _ 1

A=y o) " 15 jeRe

(3.4)

Figura 3.4 | a) Filtro passa-baixas implementado com circuito RC. b) Espectro de
amplitude

(@) (b)
| H(w)!4
1
| Ideal
0,707 [---
U!,(r) Real
0 o w

Fonte: Alexander; Sadiku (2013)
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*z" Assimile
A frequéncia de corte de um filtro € aguela em que o modulo de
H(w) sofre atenuacio de 3 dB (aproximadamente 70 % da saida).
Ademais, se considerarmos o sinal de saida do circuito RC como a

tensdo na resisténcia, este sistema passara a ser um filtro passa-altas
com a mesma frequéncia de corte W = 1

*“RC

Um circuito RLC (Figura 3.5a) considerando a tensdo na
resisténcia como sinal de saida € a configuragao mais simples para
um filtro passa-faixas. O seu espectro de amplitude (Figura 3.5b)
indica que nas duas frequéncias de corte havera a atenuacao para
70,7 % do valor maximo, da mesma forma que acontece no passa-
baixas. Neste caso, a resposta em frequéncia do filtro ¢ dada pela
Equacdo 3.3 e as frequéncias de corte podem ser determinadas
considerando este circuito como uma associagdo em cascata de
um filtro passa-baixas com um passa-altas.

Vi(w) _ R
V.(w) R+ j(wL—1wC)

H(w)= (3.5)

Figura 3.5 | a)Filtro passa-faixas implementado com circuito RLC. b) Espectro de
amplitude

a) b)
|H(w)| A
Ideal

L C 1= X "
n—q 0,707f--------- e \
* i Real
v (1) R = v, |

Fonte: Aexander; Sadiku (2013).

Circuitos elétricos com configuracdes diferentes das apresentadas
aqui podem ser usados para projetar filtros. E necessario determinar
a relacao entre sinais de saida e de entrada usando a Transformada
de Fourier (H(w)). Para conhecer o tipo do tipo de filtro é necessario
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verificar o comportamento do |H(w)| paraw=0ew—00. A
frequéncia de corte é determinada quando |H(w)| =1/J2.

-

J=| Exemplificando

Determine as frequéncias de corte e a frequéncia central do filtro
passa-faixas da Figura 3.5a quando R=50 Q, L=1mHe C = 1uF.

Solucdo: sabemos que a resposta em frequéncia deste filtro € dada
pela Equacao 3.5. Para determinar as frequéncias de corte, precisamos

fazer |H(w)| =1/+/2 como segue:

R 1
H(w)| = =—
[H(w) 1y
*[“’ ‘wc]
_>2R2:R2+[wL_L]2—>1—w2LC=inC
wC

Resolvendo cada uma das equacdes anteriores, e substituindo os
valores dos componentes, determinamos que as frequéncias de corte
inferior e superior sao:

~RC+(RC)* +4LC
2LC

Wy =
— w, ~15311rad/s € w, ~ —65311rad/s

_ RC+y(RC) +4LC _

W = w, ~—15311rad/s e
2 2LC

w, ~ 65311rad/s
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Como as frequéncias negativas ndo possuem significado fisico,

temos que w, ~ 15311rad/sew, ~65311rad/s .
A frequéncia central do filtro passa-faixa € determinada fazendo

|H(w)| =1, o que resulta neste caso para

1 1
wWs = =
° JLc 103 .10°®

— w, ~31623rad/s. OBS: A frequéncia central também
poderia ter sido determinada por Wy = \/wWWw, .

Vamos passar nossa aten¢ao agora para os filtros ativos. Dentre
as vantagens destes em relacdo aos filtros passivos citamos a
possibilidade de dar ganho ao sinal, ndo utilizam indutores, de forma
a serem menores e mais baratos (ALEXANDER; SADIKU, 2013). A
Figura 3.6 mostra as configuracdes mais simples possiveis para filtros
passa-baixa e passa-alta de primeira ordem com suas respectivas
equacdes para calculo do ganho (A) e da frequéncia de corte.

Figura 3.6 | Filtros ativos de primeira ordem passa-baixas com amplificador a) ndo-
inversor e b) inversor e passa-altas com amplificador c) ndo-inversor e d) inversor

fy .
YO B R P
2 2
Vo A=1-22 A--B
| G // R, R,
R, R,
ﬁ_ ; ” .
“e=pe Vip O—— -
L = P Vout o1
| - “*TRC,
b)
G
fin * R A=-%
Vor A=1-—22 C
Ry - Ry !
| Ry
A Lt
) T RC, RC,

Fonte: Malvion; Bates (2016)
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Uma forma de construir um filtro passa-faixas € a partir de uma
associacao em cascata de um filtro passa-baixas com um passa-altas.

E] Exemplificando

Projete um filtro passa-baixas com frequéncia de corte 10kHz
e um filtro passa-altas com frequéncia de corte 100kHz . Ambos os
filtros deverao ter ganho 10 nas suas respectivas bandas de passagem.

Solucdo: vamos comecar avaliando o filtro  passa-baixas.
Podemos escolher qualquer uma das configuracdes apresentadas
na Figura 3.6. Considerando o caso com amplificador inversor,
sabemos que RZ/R1=1O, Assumindo R; = 1kQ, temos que
R2 = 10kQ . Assim, calculamos o capacitor a partir da frequéncia de corte:

T TR, R,2nf
1
—C, = —
10000 27-10000

Vamos usar o amplificador inversor para o filtro passa-altas também,
e manter as capacitancias C1. Pela equacao do ganho, temos que
C, =10C, — C, =15,9nF . Determinaremos o resistor R, a partir
da frequéncia de corte:

C, =1,59nF

w, = 27f, = L - R, = L
RC, 2rf.C,
— R = 1
' 27(100000)(15,9-10°°)
— R, ~100Q

A configuracdo Sallen-Key € usada para implementar filtros ativos
de segunda ordem. A Figura 3.7 apresenta um filtro passa-baixas e
passa-altas na configuracdo Sallen-Key de componentes iguais e
suas equacdes de projeto.
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Figura 3.7 | Configuracdo Sallen-Key de componentes iguais para filtro a) passa-
baixas e b) passa-altas

Fonte: Malvino; Bates (2016)

@ Reflita

A frequéncia de corte dos filtros depende dos valores dos
componentes que usamos no circuito, que possuem uma tolerancia
associada. Por exemplo, um resistor comercial de 1k Q com tolerancia
de 5% pode apresentar qualquer valor de resisténcia entre 950 Q e
1050 Q. Até que ponto isso interfere no funcionamento do filtro?

ELIQ Pesquise mais

Para aprender mais sobre projeto e construgao fisica de filtros estude
o Capitulo 19 do livro Eletrénica, de Malvino e Bates (2016), que
vocé poderd encontrar na Biblioteca Virtual, disponivel em: https://
biblioteca-virtual.com/detalhes/parceiros/5. Acesso em: 17 nov. 2018.

MALVINO, A.; BATES, D. J. Eletrénica. 8. ed. Porto Alegre: AMGH,
2016. v. 2.

Sem medo de errar

Retomando o nosso contexto, vocé é um engenheiro que trabalha
em uma empresa de desenvolvimento de instrumentos medicos e
hospitalares com clientes em todo territorio nacional. Atualmente,
VOCE e sua equipe trabalham para desenvolver um equipamento de
Eletrocardiograma (ECG), usado para detectar problemas cardiacos.
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Ao avaliar este sinal, vocé notou que havia uma grande quantidade
de ruidos originados da fonte chaveada do equipamento somadas
ao sinal. Qual filtro € mais indicado para remover estes ruidos?

Um sinal padrao de ECG esta apresentado juntamente com seu
espectro de frequéncia nas Figuras 3.8a e 3.8b, respectivamente.
O sinal que sua equipe mediu e o seu espectro de frequéncia
estdo apresentados nas Figura 3.8c e 3.8d, respectivamente. E
possivel notar pela analise dessas Ultimas duas figuras que uma
componente de 40 Hz esta comprometendo a leitura do sinal de
ECG, deixando-o praticamente irreconhecivel. Para remover esta
componente, € necessario implementar um filtro passa-baixas ou
rejeita-faixas (filtro notch).

Figura 3.8 | Configuracdo Sallen-Key de componentes iguais para filtro a) passa-
baixas e b) passa-altas
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Fonte: elaborada pelo autor.

Vocé projetou um filtro passa-baixa de segunda ordem com
frequéncia de corte de 15 Hz para remover o ruido de 40 Hz. Vocé
implementa um circuito a configuracao Sallen-Key de componentes
iguais com R1 = Rz para produzir ganho A = 2 e fator de qualidade
Q = 1. Definimos os valores de R e C a partir da frequéncia de corte
de 15 Hz (ou aproximadamente 94,25 rad/s) e de uma estimativa
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para um dos componentes. Supondo que usaremos C = 1uF , o
resistor devera ser

1

1 R 1 R~t06Ka
o.C 27-15-10

R =

O sinal filtrado e seu espectro de frequéncia estdo nas Figuras
3.9a e 3.9b, respectivamente. Note que pelo espectro de frequéncia
fica claro que a componente de ruido foi removida do sinal. Ainda
€ possivel notar um pouco de ruido no sinal do ECG, mas em
quantidade bastante inferior ao caso original.

Figura 3.9 | Sinal de ECG a) filtrado com passa-baixas e b) seu espectro de amplitude.

a) b)

IS
(N

w
HEI

Amplitude
L]

-

(=]

" \1"'\&\.
2 0 A
0 10 20 30 40 50
Frequéncia (Hz)

0.5 1 1.5
Tempo (s)

o

Fonte: elaborada pelo autor

E importante destacar aqui que outras configurac®es de filtros
poderiam ser usadas neste problema como, a Chebyshev tipo Il.
Esta configuracdo € mais indicada que a Chebyshev tipo | pois
possui resposta plana na banda de passagem, de forma a nao
distorcer essas componentes, além de uma banda de transicao mais
aguda que a resposta de Butterworth. Esta, por sua vez, necessita
de maior precisao no posicionamento e escolha da frequéncia de
corte exatamente por nao possuir caracteristica tao aguda entre as
bandas de passagem e de atenuacao.
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Avancando na pratica

Rejeicao de ruido de baixa frequéncia

Descricao da situagao-problema

Vocé esta trabalhando em um laboratorio didatico e quer
gerar um sinal senoidal de 2 kHz de frequéncia com um circuito
eletronico. Ao medir este sinal no osciloscopio, entretanto, vocé
verificou que ha uma grande quantidade de ruido de baixa frequéncia
sobreposto ao seu sinal de interesse (Figura 3.10a). Qual filtro deve
ser implementado para remover este ruido?

Figura 3.10 | a) Sinal medido em laboratorio e b) espectro de amplitude

a) b)
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Fonte: elaborada pelo autor

Resolucdo da situacdo-problema

O espectro de amplitude deste sinal revela que o ruido presente
€ de aproximadamente 60 Hz, conforme Figura 3.10Db, isto €, com
frequéncia menor que aquela de interesse. Devemos projetar um
filtro passa-altas com frequéncia de corte entre 60 Hz e 2000
Hz. Apos realizar alguns testes, vocé verificou que um filtro de
Butterworth de segunda ordem com f, =1kHz¢ o suficiente
para as suas necessidades. As Figuras 3.11a e 3.11b mostram o sinal
filtrado e o espectro de amplitude, confirmando que o ruido foi
eliminado do sinal.
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Figura 3.11 | a) Sinal filtrado e b) espectro de amplitude
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Fonte: elaborada pelo autor

Faca valer a pena

1. Um circuito RC é o caso mais simples de um filtro passa-baixa
passivo. Para isso, 0s sinais de entrada e saida sdo a fonte de tensdo e
a tensao no capacitor, respectivamente, o que resulta na resposta em
frequéncia (H(W) ). Os componentes podem ser determinados a partir
da frequéncia de corte escolhida para o projeto.

Faca um projeto de um filtro passivo, com a menor ordem possivel, para
atenuar as componentes de frequéncia acima de 10 rad/s em pelo menos
40 dB. Assinale a alternativa que apresenta a frequéncia de corte adequada e
os valores dos componentes do circuito.

a)R=1kQ, C = 1uF e w, = 100rad/s .
b) R = 10kQ, C = 1uF e w, = 100rad/s .
c)R=1kQ, C = 10uF e w, =10rad/s.
d) R = 1kQ, C = 1uF e w, = 1000rad/s .
e) R = 10kQ, C = 10pF e w, = 1rad/s .

2. Filtros ativos utilizam amplificadores operacionais, resistores e
capacitores. Dentre as vantagens destes em relacdo aos filtros passivos
citamos a possibilidade de dar ganho ao sinal, serem menores e mais baratos
(ALEXANDER; SADIKU, 2013).
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Determine o ganho, o fator de qualidade e a frequéncia de corte de um filtro
passa-altas Sallen-key com R = 1kQ,R; = 1kQ R, = 1kQ C = 1uF.
1V

a) AZEV' Q=04 ew,=10%rad/s.

b)A:2%,Q:1 e w, =10°rad/s .

c) AzZ%, Q=04 ew,=10"rad/s.

gA=IY Q1w =10°Hz

2V

v
g A=27 Q=04 w, =10°Hz,

3. A aproximacdo ou resposta Butterworth possui uma resposta plana
na sua banda de passagem e decaimento 20n dB/década (ou 6n dB/
oitava ). Dependendo da aplicacéo, essa taxa de decaimento pode ndo ser
suficientemente aguda de forma a nao atenuar totalmente as componentes
ndo desejadas. Se aumentarmos a ordemdo filtro, entretanto, aumentaremos
a sua taxa de decaimento e teremos uma banda de transicdo mais estreita.
Um filtro passa-baixas (Butterworth) de quinta ordem e frequéncia de
corte 4 kHz é usado um sistema de medi¢do de vibracdes. Qual sera a
atenuagdo em dB das componentes de 4 kHz, 8 kHz, 40 kHz e 400 kHz?
Assinale a alternativa que apresenta as atenuagdes na ordem apresentada
no enunciado.

a) 30 dB, 3dB, 100 dB e 200 dB.

b) 3 dB, 30 dB, 300 dB e 600 dB.

c) 3dB, 300 dB, 1000 dB e 2000 dB.
d) 3dB, 30 dB, 60 dB e 90 dB.

e) 3dB, 30 dB, 100 dB e 200 dB.
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Secao 3.2

Transformada Z

Dialogo aberto

Caro aluno, nesta secao continuaremos nossos estudos de
analise e processamento de sinais para conhecer mais uma
ferramenta matematica, a Transformada z. Este conhecimento é
necessario para analisar sinais e sistemas discretos no tempo por
meio de equacdes de diferencas e implementar filtros digitais.

Relembrando o nosso contexto, vocé € um engenheiro que
trabalha em uma empresa de desenvolvimento de instrumentos
medicos e hospitalares com clientes em todo territdrio nacional.
Atualmente, vocé e sua equipe estdao desenvolvendo um
equipamento de Eletrocardiograma (ECG), usado para detectar
problemas cardiacos. Ao avaliar este sinal pelo osciloscopio, vocé
notou gque havia uma grande quantidade de ruidos somadas ao sinal
e propds um filtro para remové-los. Seria possivel fazer este filtro via
software, isto €, um filtro digital ao invés de um analogico? Quais
ferramentas vocé precisa dominar para fazer isso?

Para responder a esta e outras perguntas, fiqgue atento aos
conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos!
Nao pode faltar

A Transformada z (TZ) € o equivalente de tempo discreto da
Transformada de Laplace e ¢é definida para sequéncias de tempo
discreto X[n] de acordo com a Equacdo 3.6, onde z € uma variavel
complexa e Z e o operador que indica a transformacao.

X(z)= Z{x[n]} = zoo: x[n]z”™" (3.6)

n=—o0

A definicao apresentada na Equacdo 3.6 € conhecida como
Transformada z bilateral, uma vez que o somatorioéde N = —oo até
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n = oo . Ha ainda a Transformada z unilateral, na qual 0 somatorio
¢ realizado a partir de n=0 até N =00 e sera Util na anélise de
sinais e sistemas causais (NALON, 2014). Se congciderarmos a variavel
complexa z=e’® na Equagéo 3.6 teremos Y~ x[n]e”", que ¢
n=-—o0o
a definicdo da Transformada de Fourier de Tempo Discreto (TFTD)
que estudamos anteriormente. Assim, a TZ € uma generaliza¢ao da
TFTD e o numero complexo Z = e’ define uma circunferéncia de
raio unitario que sera fundamental para avaliarmos a convergéncia
da TZ. Uma vez que a TZ é uma série de poténcia (particularmente
de Laurent), ela precisa estar associada a uma faixa de valores de
z para os quais a X(Z) converge, conhecida como Regido de
Convergéncia (RDC). Ademais, € possivel que sequéncias diferentes
possuam as mesmas expressdes algeébricas, mas com RDC
diferentes, conforme veremos no exemplo a sequir (OPPENHEIM,

WILLSKY; 2010).

E bastante comum representar a TZ como uma funcao
racional entre dois polindmios em z, conhecida como funcao
de transferéncia:

_P@z)_bytbz'+bz®+. . +bz"

X(z =
) Qi) a,+az'+taz’+..+az"

(3.7)

As raizes do numerador e do denominador séo conhecidas como
zeros e polos da funcao sistema e sao representadas graficamente
na RDC como um circulo e uma cruz, respectivamente.

?=| Exemplificando

Determine a TZ das sequéncias X[n] = a"u[n] e
y[n] = —a"u[—n —1], apresentadas nas Figuras 3.11a e 3.11b,
respectivamente, além das RDC correspondentes.
Solucdo: aplicando a Equacdo 3.6, temos que a TZ da primeira

sequéncia de tempo discreto ¢ X(z) = Z{x[n]} = Z a'uln]z’"

St >
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n

OO
= Z(an) . Este somatorio € uma progressdo geometrica da

se |X| <1 portanto,

1+x+x2+...+x”:1 1

para

1 _ z
X(z)=—— para ‘az 1‘ <1ouentio X(z2)=
1—az” z
|Z| > |a| . Esta RDC esta apresentada na Figura 3.12a. No caso particular
emque @ =1, a sequéncia se tornara o impulso unitario discreto e a

sua TZ serd X(z):%: z para|z|>|1|
1-z° z-1
Seguindo a mesma ldgica, a TZ da segunda sequéncia é

00 1

Y(z)=Z{ylnl}= > —a"u[-n-1z" =-> a"z"

n=-—o0 n=—oo

Podemos fazer este somatdrio igual ao anterior se invertermos os
sinais dos expoentes:

1—290:8_"2":1—230:(8_12)n =1-— L __Z para
n=0

o 1-a'z z-a

|Z| < |a| . Perceba que as TZ de ambas as sequéncias possuem
expressdes algebricas idénticas, mas RDC completamente diferentes
(Figura 3.12b e d). Ademais, as TZ possuem um zero em

>

Zz=0eumpoloemz=a.
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Figura 3.12 | Sequéncia a) x[n] eb) RDC de X(Z) . Sequéncia a)
y[n] eb)RDC de Y(2)
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Fonte: elaborada pelo autor.

As propriedades da TZ sdo importantes para analisarmos sistemas
de tempo discreto e estdo resumidas no Quadro 3.1, que considera
que as funcdes X[N] e Y[n] possuem RDC como uma circunferéncia
de raio maior que R eR,, respectivamente.

Quadro 3.1 | Propriedades da SFTD e da TFTD

Propriedade Tempo TFTD RDC
discreto
Linearidade Pelo menos
Ax[n] + By[n] AX(z)+ BY(2)
R NR,
Deslocamento . —n, R
no tempo x[n nO] 4 X(Z) 1,exceto
pela possivel
adicao ou
exclusao da
origem
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Reversdo no X[_n] X(Z_1 ) Riinvertido

tempo

Mudanga de eonn X[n] X(e*/’QO Z) R1

escala

Convolucédo x[n]* y[n] X(z)Y(2) Pelo menos
R NR,
Conjugado x'[n] X'(Z) R,
Acumulacdo n 1 Pelo menos
> xIK] [ —|X(2) RINR, e
P -z 2> 0
Primeira diferenca | X[n]—x[n =1 (1-z")X(z) | Pelo menos
RNR, ¢
2| >1

Fonte: adaptado de Oppenhem; Willsky (2010, p. 461)

A integral da TZ inversa é realizada em um caminho circular
fechado no sentido anti-horario centrado na origem e com raio r.

x[n]=Z {X(z2)} = %ij(Z)z“dz (3.8)

Esta integral € apenas uma das formas que temos para determinar
a TZ inversa e, da mesma forma que fizemos durante a analise
de Fourier (Capitulo 2), faremos uso de uma tabela de pares de
transformadas (Quadro 3.2). A expansao em fracOes parciais para
obtencao de parcelas da TZ tabeladas € normalmente realizada com
X(z)/z ao invés da propria X(Z) . Uma terceira forma é escrever a
TZ na forma de série de poténcias de z™" e comparar o resultado
com a definicdo da TZ (LATHI, 2008).

Quadro 3.2 | Pares de TZ

x[n] X(z)

e RDC
6[n — k] Z* todo 7 exceto 0 se k>00y 00 se
k<0
uln] z 1

z-1 1-z" |2 >1
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—u[—n—1] z 1

z-1 1-z' |74<1
a"uln] z 1

z—-a 1—az*1,|z|>a

na"uln] az™'
O
para
cos[,t]uln] 1—cos[, ]z

1-2cos[QJz " +2* 12> 1

sen[Q,t]uln] sen[Q,]z”"
1—-2cos[Q,]z '+ 2z 12> 1

Fonte: adaptado de Oppenhem; Willsky (2010, p. 462).

v—

JZ| Exemplificando

1
Determine a TZ inversa de X(Z) = ————.
z°-52+6

Solucdo: esta TZ possui dois polos (Z=2ezZ=3). Podemos
reescrever e fazer a expansdo em fracdes parciais:

1 A B
P T R P R P
1 . .
— X(z)=— z_2) + Z_3) S6 conseguiremos algum par

de transformada no Quadro 3.2 se dividirmos ambos os lados de
X(Z) e rearranjarmos o resultado:

X(z) 1 1 1

z z _(2—2)+(z—3)
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z + z C bi d
— . ompblinanao
(z—2) (z-3)

este resultado com o quarto par de TZ do Quadro 3.2 e a propriedade
no tempo, temos X[n] = <—(2)" + 3”)u[n —1].

- X(z)=z"

Sistemas de tempo discreto podem ser analisados usando-se a
TZ de uma forma bastante similar as Transformadas de Laplace e de
Fourier. Consideramos, para isso, que o sistema possua resposta ao
impulso H(z) = Z{h(n)}, e os sinais de entrada e saida sejam X[n]
ey[n], respectivamente, como indicado no diagrama de blocos
da Figura 3.13a. A partir da propriedade de convolugao, a saida no
dominio z deste sistema é calculada como Y (2)= X(z2)H(z), a
partir da qual determinamos a saida no tempo discreto aplicando
a TZ inversa, como ilustrado na Figura 3.13b. A relacao entre as TZ
dos sinais de saida e entrada € chamada de funcdo de transferéncia
ou funcao sistema.

Figura 3.13 | a) Sistema de tempo discreto e b) Sistema com TZ

x{n W] X(©) )

n
—>  H[n] >  Hz) —

Fonte: elaborada pelo autor

Além da funcao de transferéncia, podemos usar a TZ para
converter equacdes de diferencas em equacdes algebricas, cujas
solucdes sao mais simples.

?=| Exemplificando
Um sistema linear de tempo discreto € descrito por

y[n]—%y[n—1]+%y[n—2]=X[n]'
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em que os sinais de entrada e saida sao X[n] e Y[n],
respectivamente. Determine a funcao de transferéncia que descreve
este sistema e a sua resposta ao impulso.

Solucdo: este sistema ¢é descrito por uma equacao de diferencas
de coeficientes constantes. Devemos aplicar a TZ em ambos os lados
da equacéo e encontrarmos a relacdo Y(z)/ X(z) como segue:

1—%z1+%22 Y(z) = X(2)
HH(Z)_;(Z): 7 1 1
(2) 1-—z'+ 27
10 10
2
—>H(Z)— z

Para encontrar a resposta ao impulso € necessario mult\'pticarH(Z)
pela TZ da funcdo impulso discreto ( X(Z) = Z{é[n]} =1) e fazera
TZ inversa do resultado. Fazendo a expansao em fracdes parciais, temos:

Y(z) = H(z) = 12 1
z—_||lz——
=34
LY@ _ z 53 23
z 1 1) 1 [ 1
z—_||lz—— zZ—— zZ——
2 5 2 5
5 z 2 z
Portanto, 3 2—1 3[2_1]AARDC desta TZ é
2 5

pelo menos a intersecc¢do entre as RDC das parcelas, isto &, |Z| > 5 e

|Z| > g . Portanto, a RDC sera |z| > E (Figura 3.14a).
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Aplicando a TZ inversa determinamaos que a resposta ao impulso é:

(] §[1]n_2[1
Yinl=1312) ~3ls

n

uln] . Este sinal esta apresentado na Figura

3.14b.

Figura 3.14 a) RDC da TZ e b) Resposta ao impulso do sistema de tempo discreto

a) b)
Im

~e

Fonte: elaborada pelo autor.

‘tz” Assimile
A TZ e o equivalente de tempo discreto da Transformada de Laplace
e € usada para analisar sinais e sistemas de tempo discreto. Enquanto
a Transformada de Laplace converte equacdes diferenciais em

algébricas, a TZ converte equacdes de diferenca em algébricas, o que
facilita a sua solugao.

Uma discussao particularmente importante em sistemas dinamicos, e
ndo apenas aqueles de tempo discreto, € sobre a sua estabilidade como
o caso dos sistemas BIBO estaveis (Unidade 1). No caso de sistemas
de tempo discreto, a estabilidade estara garantida se os polos da
funcdo de transferéncia H(z) estiverem dentro da circunferéncia de
raio unitario. Caso contrario, isto €, se pelo menos um polo estiver
fora da circunferéncia unitaria, o sistema sera instavel. Além disso,
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o sistema também sera instavel se possui polos repetidos sobre a
circunferéncia unitaria. Este conhecimento sera imprescindivel para
O projeto de filtros digitais.

o(b Reflita

O conceito de estabilidade de sistemas fisicos € relativamente palpavel.
Porexemplo, um amplificador operacional gue possui comportamento
instavel tera uma tensdo de saida que tende ao infinito. Um carro com
um sistema de amortecimento instavel proporcionaria oscilacdes cada
vez maiores aos seus passageiros. Ambos os exemplos apresentam
comportamentos obviamente inviaveis e precisam ser evitados. Tendo
iSSO em mente, como seria 0 comportamento de um sistema discreto
e instavel? Ha alguma relacdo com os exemplos que citamos aqui?

|:|9 Pesquise mais
Para saber mais sobre analise de estabilidade consulte o capitulo 4 do livro:

PINHEIRO, Carlos Alberto Murari; MACHADO, Jeremias Narbosa;
FERREIRA, Luis Henrique de Caravalho. Sistemas de controles digitaise
processamento de sinais: projetos, simulacdes e experiéncias de
laboratorio. Rio de Janeiro: Interciéncia, 2017. 332 p.

Sem medo de errar

Relembrando © nosso contexto, vocé € um engenheiro que
trabalha em uma empresa de desenvolvimento de instrumentos
medicos e hospitalares com clientes em todo territdrio nacional.
Atualmente, vocé e sua equipe estdo desenvolvendo um
equipamento de Eletrocardiograma (ECG), usado para detectar
problemas cardiacos. Ao avaliar este sinal pelo osciloscopio, vocé
notou que havia uma grande quantidade de ruidos somados
ao sinal e propds um filtro para remové-los. Uma vez que o seu
eqguipamento armazena os sinais de ECG como uma sequéncia de
tempo discreto, seria possivel fazer este filtro via software, isto €,
um filtro digital ao invés de um analogico? Quais ferramentas vocé
precisa dominar para fazer isso?
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Nas condicdes citadas, isto €, os sinais de ECG serdo tratados
como sequéncias de tempo discreto, vocé pode considera-los
como sinais de entrada de um sistema de tempo discreto. Filtros
analogicos foram usados para remover os ruidos das medicdes
Nno caso anterior pois o sinal foi tratado inteiramente em tempo
continuo. Podemos realizar filtragem tambem quando estamos no
tempo discreto, mas usando, neste caso, filtros digitais. Para projeta-
los, vocé precisara usar a TZ de forma a encontrar um polinbmio
de tempo discreto que se comportara de maneira bastante similar
a um filtro analdgico, mas com vantagens como maior rapidez de
implementacao e precisao entre outras. Um exemplo recorrente em
sistemas eletréonicos sao os filtros de média movel como uma forma
de rejeicdo de ruidos de alta frequéncia. A Figura 3.15 apresenta um
caso de redugdo consideravel de ruido em um sinal senoidal de 100
Hz. Note que, apesar de ainda haver componentes de frequéncia a
serem removidas, o sinal da Figura 3.15b estd mais nitido do que o
original (Figura 3.15a).

Figura 3.15 | a) Sinal corrompido com ruido e seu b) Espectro de amplitude. c) Sinal
apos filtro de média movel e seu d) Espectro de amplitude

a) b)
1.5 )
1
(0] (0] 0.5
° °
2 2
= 5 0
£ £
< <05
-1
- : : : : 1.5 : : :
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Tempo (s) Tempo (s)
Q) d)
1
0.8 0.8
D
=0.6 g 0.6
I =
£
0.4 £ 0.4
0.2 0.2
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)

Fonte: elaborada pelo autor
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Avancando na pratica

Estabilidade de sistemas de tempo discreto

Descricao da situagao-problema

Um sistema linear de tempo discreto € descrito por
y[nl—2,5y[n —1+ y[n — 2] = x[n], em que os sinais de entrada
e saida sédo Xx[n] e y[n]. respectivamente. Determine a funcdo de
transferéncia que descreve este sistema e se este sistema ¢ estavel.

Resolugdo da situagdo-problema

Este sistema € descrito por uma equacao de diferencas de
coeficientes constantes. Devemos aplicar a TZ em ambos os lados
da equacdo e encontrarmos a relacdo Y(z)/X(z) como segue:

(1-25z"+2?)Y(2)= X(2)

_Y(z) 1
(@)= X(z) (1-25z"+27)

— H(z)=

Expandindo este resultado em fracdes parciais temos
4 z 1 z
H(z)=— ——
(2) 3(z-2) 3[ 1
z

2

A RDC da primeira parcela e |Z|>2 e a da segunda parcela e
|Z| > % Novamente pela propriedade da linearidade, a RDC de
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X(z) deve ser a interseccdo entre as RDC das parcelas. Assim, a RDC
de X(z) ¢ |Z| > 2 Todas as RDC estdo apresentadas na Figura 3.16.

Figura 3.16 | RDC a) |Z| > 21b) 2| > 1 cdeo Hz2)
2

a) b) Q

L ®
N

O sistema de tempo discreto em questdo possui dois polos (z = 2
e z=1/2). Como ha um polo fora da RDC, concluimos que este
sistema € instavel.

Fonte: elaborada pelo autor.

Faca valer a pena

1. A Regijo de Convergéncia (RDC) é necessaria para definir o intervalo
de valores em que a TZ converge. Além da RDC é preciso determinar uma
expressdo algébrica para a TZ. Sequéncias de tempo discretos distintas
podem, inclusive, apresentar expressdes algébricas idénticas, mas com
RDC diferentes.

Determine a RDC e os polos da TZ do sinal de tempo discreto

n n

x[n]=|= —| uln]-

1
uln]+ 2

a) |Z|>%, z=12ecz=14.
b) |z|>%,z:1/2ez:1/4_
o |z|>%, z=12cz=14.
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d |Z|>%, z=-12ez=-14.

e) |z|>%, z=—12ez=-14.

2. Sistemas de controle e de processamento digital de sinais realizam
amostras de sinais de interesse e os processam usando algoritmos
implementados em, por exemplo, um microcontrolador. A Transformada
desempenha um papel fundamental na analise e projeto de sistemas de
tempo discreto.

Avalie as afirmacdes a seguir sobre sistemas de tempo discreto.

I. Sistemas de tempo discreto sdao normalmente modelados a partir de
equacdes de diferencas com coeficientes constantes, que podem ser
solucionadas aplicando-se a Transformada z.

Il. A Transformada z é o equivalente de tempo discreto da Transformada de
Fourier e converte equacdes de diferencas em equacgdes diferenciais.

[ll. A estabilidade de sistemas dinamicos € avaliada pela posicao dos seus
polos. No caso de sistemas de tempo discreto, a estabilidade estara garantida
se 0s polos estiverem dentro da circunferéncia unitaria.

Assinale a alternativa que apresenta as opcdes corretas.

a) l.
b)lell
c)lelll.
d) Il elll.
e)l, llelll

3. Sistemas de tempo discreto podem ser analisados usando-se a TZ de
uma forma bastante similar as Transformadas de Laplace e de Fourier.
Consideramos, para isso, que o sistema possua resposta ao impulso
H(z)=Z{h(n)}. e os sinais de entrada e saida sejam X[N]e y[N]
, respectivamente. A partir da propriedade de convolugdo, a saida no
dominio z deste sistema é calculada como Y (z)= X(z)H(z), a partir
da qual determinamos a saida no tempo discreto aplicando a TZ inversa. A
relacdo entre as TZ dos sinais de saida e entrada € chamada de fungdo de
transferéncia ou fungdo sistema.
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Determine a fungao de transferéncia de um sistema linear de tempo discreto
5 1 .
modelado por y[n] — Ey[n -1+ gy[n — 2] = x[n] e a sua sequéncia

de resposta ao degrau. Considere a saida como y[nle a entrada como

x[n] .
H(z)::z—2 1" (1)

a) z+1 z+;Jey[n]:3—3[§] +[§ uln].
H(z ::Z—2 [1]n [1 n

b) 1 1\ey[n]=|13-3|=| +|=| |u[n].

Z_E Z—g 2 3

/l-/(z)::Z—i2 (1)

c) z+; z—; ey[n]:—3+3[§] +[§] uln].
H(Z)::Z—72 17[’1 17!‘7

: 2= e t]vm=ppeslz] 3] e
H(Z):: 22 B 17n 1n

e) z+; z+; ey[n]_—3—3[§] +[§ u[—n].




Secao 3.3

Introducao aos filtros digitais

Dialogo aberto

Caro aluno, vamos encerrar a terceira unidade deste curso com
um estudo introdutorio sobre filtros digitais. A partir do momento
em que sistemas digitais tornaram-se cada vez mais comuns em
nosso dia a dia, as técnicas digitais para tratamento de dados e
informacgdes tambeém se tornaram mais comuns. No seu telefone
celular, por exemplo, ha um algoritmo que elimina parte dos
ruidos captados pelo microfone de forma a melhorar a qualidade
da voz para a sua transmissao. Alem disso, filtros digitais sao mais
versateis que os analogicos, conforme veremos a seguir, e sua
implementacdo torna-se particularmente interessante quando um
filtro de ordem elevada € necessario. Vamos estudar agora formas
de obtermos um filtro digital a partir de um filtro analogico usando
a Transformada z (Secao 3.2).

Relembrando o nosso contexto, vocé € um engenheiro que
trabalha em uma empresa de desenvolvimento de instrumentos
medicos e hospitalares com clientes em todo territorio nacional.
Atualmente, vocé e sua equipe estdo desenvolvendo um
equipamento de Eletrocardiograma (ECG), usado para detectar
problemas cardiacos. Ao avaliar este sinal pelo osciloscopio, vocé
notou que havia uma grande quantidade de ruidos somados ao
sinal e propds um filtro para remové-los. Uma vez que este sinal
€ amostrado, vocé ja sabe que pode usar a Transformada z para
realizar pos-processamento. Assim, como vocé poderia melhorar
este sinal digitalmente?

Para responder a esta e outras perguntas, figue atento aos
conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos!

Nao pode faltar

Filtros digitais também podem ser classificados de acordo com
a sua caracteristica em frequéncia, da mesma forma que fizemos
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para os filtros analogicos, como passa-baixas, passa-altas, passa-
faixas e rejeita-faixas. Entretanto, estes filtros sdo implementados
digitalmente em um computador e/ou microcontrolador e fazem a
filtragem do sinal apos este ter sido discretizado.

A resposta ao impulso dos filtros digitais os dividem em duas
classes. Os filtros de resposta ao impulso finita (finite impulse
response - FIR) possuem funcdes de transferéncia com um
polinbmio no dominio z apenas com numerador e a sua resposta
depende apenas de momentos passados e presente da entrada.
Estes filtros sdo sempre estaveis e apresentam fase linear, isto €,
produzem o mesmo atraso para todas as frequéncias envolvidas
evitando distor¢cdes no sinal de saida. Ja os filtros de resposta ao
impulso infinita (infinite impulse response — IIR) sao recursivos,
isto €, a saida no instante atual depende dos valores presentes e
passados da entrada além dos valores passados da saida (NALON,
2014; OPPENHEIM; WILLSKY; 2010).

Vamos estudar nesta secdo alguns metodos de projeto de filtros
FIR e IR a partir da funcdo de transferéncia de filtros analdgicos
e da funcao de aproximacdo de Butterworth. Ademais, todas as
consideracdes apresentadas aqui serao para filtros passa-baixas.
Os demais tipos de filtros podem ser convertidos a partir do passa-
baixas aplicando a transformacdo em frequéncia.

Ha trés métodos principais para projetar filtros IIR: aproximacao
das derivadas da equacdo diferencial, invariancia ao impulso e
transformacao bilinear, sendo esta ultima mais popular e apresentada
nesta secdo. Apesar de causar distorcao no eixo das frequéncias, o
meétodo da transformacdo bilinear € o mais indicado para projetar
um filtro digital a partir de um analogico.

Na Secdo 3.1 nds conhecemos alguns circuitos que possuem
o comportamento de um filtro Butterworth, mas nao demos
muita atencdo aos procedimentos de projeto deste filtro. Assim,
comecgaremos introduzindo 0s conceitos necessarios ao projeto
como suas especificacdes, funcao de transferéncia e localizagao
dos polos. A Figura 3.17a apresenta as especificacdes de banda de
transicdo (AfQ), tolerancia e frequéncia de corte de filtros passa-
baixa (os indices p e s indicam banda de passagem e de atenuacao,
respectivamente). O modulo da magnitude ao quadrado de Filtros
Butterworth tem a forma:
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P = I
1+ (29, )" (3.9)

Em que Q, ¢éa frequéncia de corte e N ¢ a ordem do filtro.
A Figura 3.17b apresenta a forma da resposta de Butterworth para
ordem 2, 4, 8 e 16. Note que conforme aumentamos a ordem do
filtro, menor sera a banda de transicdo e ficaremos cada vez mais
proximo da caracteristica ideal.

H(©)

Figura 3.17 | a) Especificagdes de filtros passa-baixa e b) Forma de resposta do filtro
de Butterworth para ordens distintas

A|H(Q) | 1,0

; i 0,8
5 06 N
: 0,4 | cocaboses @y I

0,2

0,0
0

Fonte: Nalon (2014, p. 132-133).

Conhecendo a frequéncia de corte desejada do filtro, temos
como calcular os 2N polos do filtro pela Equacdo 3.10. E importante
destacar que estes polos estao localizados sob uma circunferéncia
de raio % no plano complexo s e espacados de w/Nrad .

2k+N-+1

pk:ch’ N " (3.10)

Para garantirmos a estabilidade do filtro, todos os polos devem
estar localizados no semiplano esquerdo do plano s. Assim, a
partir dos polos calculados pela Equacao 3.10, apenas aqueles que
respeitam este critério de estabilidade serdo usados para montar a
funcao de transferéncia (no dominio s) do filtro digital como:

T 1 (3.11)
H(s)=" '
1:[) S— pk
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@ Lembre-se

A posicdo dos polos € determinante para avaliar a estabilidade
de sistemas dinamicos. No plano s todos os polos devem estar no
semiplano esquerdo, enquanto que No plano z eles devem estar dentro
da circunferéncia unitaria. Se pelo menos um polo ndo respeitar esta
condicao, o sistema sera instavel. As regides de estabilidade de ambos
0s planos sdo apresentadas em destaque na Figura 3.18.

Figura 3.18 | Regides de estabilidade do a) Plano s e b) Plano z
a) b)
jw Im{z}

Semi-plano Semi-plano
esquerdo direito

o Re{z}
1

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma forma particularmente interessante de projetar filtros
digitais € fazer a frequéncia de corte unitaria (normalizada) e, a partir
deste resultado mais genérico, converter o filtro para a frequéncia
de corte desejada fazendo a seguinte substituicdo no polindbmio do
denominador da fungao de transferencia (Q(S)):

Q

—__ "% (3.12)
Q(s/Q,)

H(s)

Assim que conhecermos a funcdo de transferéncia do filtro
analogico, podemos fazer a sua conversao em um filtro digital.
Vamos comegar com o caso dos filtros IR, cujos métodos que
estudaremos procuram fazer 0 mapeamento da variavel complexa
sno plano z, isto €, vao converter a localizacdo dos polos do plano s
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para o plano z. O método da transformacao bilinear faz a conversao
por meio da substitui¢do:

1—z1
1+ 27"

2

TS

(3.13)

Uma vez que o mapeamento da variavel s no plano z nao € linear,
€ necessario fazer uma correcao na frequéncia de corte, conhecida
como pre-warping, usando-se a Equacado 3.14:

w= 2arctan[QTs]
2 (314)

O Matlab possui algumas funcdes predefinidas que sao
particularmente Uteis no projeto de filtros digitais, conforme
veremos No exemplo a seguir.

?=| Exemplificando
Vamos projetar um filtro Butterworth digital de ordem 3 e frequéncia

de corte 0,47 rad/s. Considere periodo de amostragem unitario.

Solugao: O primeiro passo a ser executado € o pre-warping desta
frequéncia com a Equacao 3.14:

Q=2tan [%] Q = 0,4625rad/s

O modulo da magnitude ao quadrado de Filtros Butterworth tem a

2 1

| = 6 - Os
14 (/0,4625)

polos deste filtro em tempo continuo sao dados pela equacao 3.9

forma da Equacdo 3.9, logo |H(Q)

— T

2k+4
[pk —0,4625¢ © ]evalem p, =-0,7265 + j1,2583,
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p, =-14530 p, =—0,7265— j1,2583
p, =0,7265— j1,2553 p, =1,4530 .

ps = 0,7265 + j1,2583 . Dentre os seis polos, apenas Py, p, e
P, estao no semiplano esquerdo do plano s, pois suas parcelas reais
sao negativas. Portanto, considerando apenas estes trés polos e
aplicando a Equacao 3.11, a funcao de transferéncia do filtro sera

3
H(s) 0,4625
(s =po)(s = pi)(s = p,)
. H(s) = 0,09893164062

s® +2,906s + 4,222s + 3,068

Aplicando a transformacéo bilinear com T, =1, temos:

HE= 0,0;98931624062 —
2.2 | 12,9062 2| +4,222[2-—% |1 3,068
1+z 1+z 1+z

Reorganizando esta fun¢do e normalizando para o coeficiente de
maior ordem do denominador, temos:

0,0985 + 0,2956z " +0,2956z % +0,0985z°
1-0,5774z " +0,4218z % - 0,0563z°

H(z) =

A resposta em frequéncia e os polos deste filtro estao apresentados
nas Figura 3.19a e 3.19b, respectivamente. Uma vez que os polos desta
funcdo de transferéncia estao localizados dentro da circunferéncia
de raio unitario, podemos afirmar que este filtro € estavel. A partir da
funcdo de transferéncia do filtro digital, considerando-a como uma
relacdo Y(z)/X(z). aplicamos a TZ inversa e encontramos a sua
equacdo de diferencas equivalente:

y[n]1=0,0985x[n] + 0,2956x[n — 1] + 0,2956x[n — 2] + 0,0985x[n — 3] +
0,5774y[n —1—0,4218y[n — 2] + 0,0563y[n — 3]

126 U3 - Principios de filtragem analégica e digital



-

Figura 3.19 | a) Espectro de amplitude do filtro digital projetado e b) localizacdes

dos polos e zeros do plano z

Frequéncia normalizada: 04002686 1
\gr -3.022757

N

_20 N\,

_30 \\\

_50. \

__________ Y N

Eixo imaginario
o
J
ey
-©

\ \
_70 \
\

0 0.2 0.4 0.6 0.8 -1 -05 0 0.5 1
Frequéncia normalizada (x = rad/amostra) Eixo real

Fonte: elaborada pelo autor.

clc
N = 3; %0rdem do filtro
Omegac = 2*tan(0.4*pi/2); % Pre-warping
% polos
for k=0:1:2*N-1
p(k+1l) = Omegac*exp (pi*1i* ((2*k+N+1)/
(2*N)))
end
% Funcdo de transferéncia (Laplace)
num = Omegac”N;
a=1[1-p(1)]; b =11 -p(2)]; c = [1
-p(3)1;
den = conv (a,conv(b,c));
H=tf (num, den)
% Transformacdo bilinear
[numz,denz] = bilinear (num,den, 1)
% Apresenta todas as informacdes
pertinentes ao filtro
fvtool (numz, denz)

~
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(tz" Assimile
A transformacao bilinear faz o mapeamento dos polos da func¢do de
transferéncia do filtro de tempo continuo no plano z para projetar um
filtro digital. Se escolhermos apenas os polos no semiplano esquerdo
do plano s, os polos do filtro digital estardo dentro da circunferéncia
unitaria e, assim, a estabilidade estara garantida. A equagao de
diferencas do filtro digital possui coeficientes similares aos da TZ.

O filtro do exemplo anterior € de passa-baixas de terceira ordem e
foi projetado para frequéncianormalizada. Podemos fazer a alteracao
da frequéncia de corte ou inclusive do tipo de filtro, aplicando a
transformacao em frequéncia, apresentada resumidamente no
Quadro 3.3. E importante ressaltar que a causalidade e estabilidade
do filtro permanecem inalteradas com essa transformacao.

Quadro 3.3 | Transformacéo em frequéncia para filtros digitais a partir de um filtro
passa-baixas

Tipo de Transformacgao Em que...
filtro de 7'
Passa-baixas 7' _ o 0, + Qc
PEE—— sen|—<—=¢
1-az 2
‘T o, —a)
sen [C—C]
2
e Q, € a frequéncia de

corte desejada.
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Passa-altas Z '+ a {Qc +Qc]
I E—— cos|—<¢—=¢
1+az 2
T o —a)
coSs e TR
2
eQ'c € a frequéncia de
corte desejada.
Passa-faixas B Z?—az ' +a, - 28y _ v —1
,Z ?—a,z " +1 1 v+1 2 v+1
Q+Q Q
~ = cot 0 an| e
2 2
[91 +Qz]
COS T
S
cos|—+——2
2

em que €, e ,sd0 as
frequéncias de corte inferior
e superior, respectivamente.
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Rejeita- 2
faixas — . Qy =

COS[(L_Z]
2
em que 2 e €, sdo as

frequéncias de corte inferior
e superior, respectivamente.

Fonte: adaptado de Nalon (2014, p. 151)

Vamos mudar a nossa atencao agora para os filtros FIR e um
meétodo de projeto. Neste caso, a funcao de transferéncia em z
€ um polindbmio ao invés de uma funcao racional, de forma que
SO ha zeros. A Equacdo 3.15 mostra a forma geral da equacao de
diferencas de um filtro FIR de ordem N:

N—1
ylnl=>_b,x[n— k] (3.15)
k=0

O método do janelamento € usado para projetar filtros FIR a
partir do truncamento da resposta ao impulso de um filtro ideal com
alguma funcdo de janela (W[n]). Algumas das funcdes de janelas
mais utilizadas estdo apresentadas na Figura 3.20 e no Quadro 3.4,
A resposta ao impulso de um filtro FIR (A[N]) € dada por:

hln] = h,[mw(n] (3.16)

Em que hy[n] ¢ a resposta ao impulso para filtros ideais
(Quadro 3.5).
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Figura 3.20 | a) Janelas comumente usadas e b) Espectro de magnitude da
janela retangular

a b)
wn] Retangular
N 0
RN Hamming
08 :./,, B
/4 L
06 ’."/ A\
'/ '\\ -
041 7/ '\ W
Y 7/ \\\\. B
02 P ,//' RN
7 RN 7 N 1 E]
0 7] v Frequéncia em radianos (w)
Fonte: Oppenheim e Schafer (2012, p. 317-318)
Quadro 3.4 | Funcoes de janela
« . Banda de Amp!ltude Atenuagdo
Janela Funcgédo de janela . . do lébulo L
transicao minima
lateral
[l 1,se0<n<N 0,917/N —13dB —21dB
Retangular win]= .
° 0,seforadointervalo
20 oop Nt 1197/N —25dB | —25dB
N-1 2
Triangular win) = 12— 2n se N-1 <n<N
ou Bartlett N-1
0,caso contrario
2,517/N —31dB —44dB
0,5—0,5cos[ 2mn ,se0<n<N
Hanning | winl= N—1
0,seforadointervalo
3,14 /N —41dB —53dB
0,54 0,46c0s| 2™ | se0<n< N
Hamming | winl= N—
0,seforadointervalo
omn 4,607/N —-57dB —74dB
042—0,5005[ d
N-1
Blackman | w[n]= +0’08COS[;7TI71 se0<n<N

0,se foradointervalo

Fonte: adaptado de Nalon (2014, p. 141)
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Quadro 3.5 Resposta ao impulso de filtros ideais

Filtro de ordem N-1

Passa-baixas

Passa-altas

Passa-faixas

Rejeita-faixas

Fonte: Joaquim (2006, p. 115).

hyln]
sen|(, n—M_1H
2
M—1]
Tn———
2
sen[n—q] sen|Q, n—MZ_1H
[ M1] - [ M1]
Tln——— Tn——
2
sen|Q,|n M= ] sen|Q.,|n M_1]
2 )] 2
M—1] M—1]
Tn——— n————
2 2
sen|Q,, n—Mi_1 sen|2,, n—Mif1
2 )] 2
M —1 M —1
Tln———— Tln————
2 2

JZ| Exemplificando

Faca o projeto de um filtro FIR passa-baixas com as sequintes

caracteristicas: {

0,99 < H(02)<1,015€0 <2 <0,3x
H(©)<0,015e0,4r <Q<m

Solugdo: a atenuagdo em ambas as bandas ¢ de 0,01 ou 40dB
e a banda de transicdo ¢ AQ=0,47 —0,37 =0,17 . Avaliando
o Quadro 3.4 determinamos que as janelas de Hanning, Hamming
e Blackman proporcionam atenuacdo maior que a especificada.
Escolhendo a janela de Hanning por causa da sua banda de transicdo
menor, determinamos a ordem do filtro como segue:

2,511

0,1r =

—N=251.
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Aproximando este resultado para o menor inteiro, temos N = 26 .
Admitindo que a frequéncia de corte esta no ponto medio da banda
de transigdo, temos 2, = 0,357 . Assim, a resposta ao impulso do

5 sen|0,357|n— 225]
filtro sera h[n] =10,5 —0,5cos il 25 para
T™Tn—-—
2

n=01..25.

o() Reflita

Filtros FIR sdo sempre estaveis e de ordem maior em relagao aos filtros
[IR. O gue isso implica quando os implementamos na pratica?

|:|9 Pesquise mais

Para aprender mais sobre técnicas de projeto de filtros digitais estude
O capitulo 7 do livro:

OPPENHEIM, Alan V., SCHAFER, Ronald W. Processamento em tempo
discreto de sinais. 3. ed. Sao Paulo: Pearson Prentice-Hall, 2012. 665 p.

Sem medo de errar

Relembrando o nosso contexto, vocé € um engenheiro que
trabalha em uma empresa de desenvolvimento de instrumentos
medicos e hospitalares com clientes em todo territorio nacional.
Atualmente, vocé e sua equipe estdao desenvolvendo um
equipamento de Eletrocardiograma (ECG), usado para detectar
problemas cardiacos. Ao avaliar este sinal pelo osciloscopio, vocé
notou que havia uma grande quantidade de ruidos somados (Figura
3.21) ao sinal e propds um filtro para remové-los. Vocé também ja
sabe que é possivel implementar um filtro digital para remover os
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ruidos deste sinal. Portanto, apresente agora um projeto de filtro
que seja adequado a este projeto.

Figura 3.21 | a) Sinal de ECG corrompido com ruido e b) Espectro de amplitude

a) b)

Amplitude
= [~
- ;N>

o
)

I

20 30 40 50
Frequéncia (Hz)

o

0.5 1 1.5 2
Tempo (s)

o

Fonte: : elaborada pelo autor

Agora gque vocé conhece algumas ferramentas para projetar
filtros digitais, vocé verifica que um filtro passa-baixas IR com
frequéncia de corte normalizada 0,37rad/sé o suficiente para
rejeitar os ruidos de 40 Hz no sinal do ECG. Usando o Matlab para
agilizar o seu projeto, vocé obteve os seguintes resultados:

. Funcao de transferéncia em s:

1,058
H(s)= 3 2
s° +2,038s° +2,077s +1,058

. Funcéo de transferéncia em z:

0,0495 + 0,1486z " +0,1486z * +0,0495z °
1-11619z ' +0,6959z > —0,1378z °

H(z)=

. Equacdo de diferencas:
y[n] =0,0495 + 0,1486x[n — 1] 4+ 0,1486x[n — 2] + 0,0495x[n — 3] +

1,1619y[n —1] - 0,6959y[n — 2] 4 0,1378y[n — 3]

O sinal de ECG filtrado e seu espectro de amplitude estdo
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apresentados na Figura 3.22a e 3.22b, respectivamente. As
localiza¢cdes dos polos de H(z) e a resposta em frequéncia do filtro
estdo na Figura 3.24c e 3.24d, respectivamente.

Figura 3.22 | a) Sinal filtrado com filtro digital e seu b) Espectro de amplitude

a) b)

it
o

25

N
N

&
IHE
o

Amplitude

) ) \IMM_
0 0

0 0.5 1 1.5 2 0 10 20 30 40 50
Tempo (s) Frequéncia (Hz)
4] d
1
E 0.5 X
o -2
5- g
© =3
Fa g 00 x
g E
- 0.5 X
-1
© 01 02 03 04 05 06 07 08 09 4 05 0 05 1
Frequéncia normalizada (= radfamostra) Eixo real

Fonte: elaborada pelo autor

Avancando na pratica

Transformagdo em frequéncia

Descricao da situagcao-problema

Vocé esta trabalhando em um laboratorio didatico e quer gerar
um sinal senoidal de 1 kHz de frequéncia com um circuito eletrénico.
Ao medir este sinal no osciloscopio, entretanto, vocé verificou que
ha uma grande quantidade de ruido de baixa frequéncia sobreposto
a0 seu sinal de interesse (Figura 3.23 a). Projete um filtro digital para
remover esta interferéncia.
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Figura 3.23 | a) Sinal medido em laboratério e b) espectro de amplitude

a) b)
1 08
8 0.5
3 ‘:30,6
s 0 ¥
g =04
05
1 0.2
15- . . - . . -
0 0.01 002 003 004 005 0 1000 2000 3000 4000 5000
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Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucdo da situagcao-problema

Podemos usar o projeto anterior de filtro IIR passa-baixas e
converté-lo em passa altas com transformacdo em frequéncia.

'—1
Consultando o Quadro 3.3 temos z '= _Z—+.O‘1
1+az”

0 +Q

COS[C;_C]

ao=————"—< ¢ Qc € a frequéncia de corte desejada. Uma

Qc _Qc

CoS|———

2

vez que 1kHz serd equivalente a 0,27 rad/s (frequéncia normalizada),
o filtro passa-altas precisa ter frequéncia de corte menor. Supondo

COS[O,37T ;r 0,177]

Q. =0,1rrad/st = =—-0,8506
. wrad/stemos « [0,37r—0,17r]
cos|——— >~
2
, z'-0,8506 Aolicando 4 t ’ B . o
=—————— Aplican ransform m fr nci
e 12085062 plicando a transformacdo em frequéncia

temos

. Funcdo de transferéncia em z:
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~0,7294 —2,1883z ' +2,1883z % —0,7294Z°

H(z . : .
(z) 1-2,3741z2"+1,9294z% —0,5321z 3

. Equacdo de diferencas:
y[n]=0,7294 — 2,1883x[n — 1] + 2,1883x[n — 2] — 0,7294 x[n — 3] +
2,3741y[n —1—1,9294y[n — 2] + 0,5321y[n — 3] .

O Matlab possui diversas funcdes para fazer a conversdao de
filtros. Neste caso em questdao, o comando [numhp, denhp] =
iirlp2hp (numlp,denlp,0.3,0.1) fard a conversao de um filtro
passa-baixacom numerador numlp, denominador denlp e frequéncia
de corte normalizada 0,3rrad/s para um filtro passa-altas com
numerador numhp, denominador denhp e frequéncia de corte
normalizada 0,17 rad/s . O sinal filtrado e seu espectro de amplitude
estdo apresentados na Figura 3.24a e 3.24b, respectivamente. As
localizacdes dos polos de H(z')e a resposta em frequéncia do filtro
estdo na Figura 3.24c e 3.24d, respectivamente.

Figura 3.24 | a) Sinal filtrado com filtro digital e seu b) Espectro de amplitude
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Faca valer a pena

1. Filtros digitais também podem ser classificados de acordo com a sua
caracteristica em frequéncia, da mesma forma que fizemos para os
filtros analdgicos, como passa-baixas, passa-altas, passa-faixas e rejeita-
faixas. Entretanto, estes filtros sdo implementados digitalmente em um
computador e/ou micro-controlador e fazem a filtragem do sinal apos este
ter sido discretizado.

Preencha as lacunas a sequir e escolha a alternativa correta.

Os filtros ___ possuem fungdes de transferéncia com um polindbmio no
dominio z apenas com numerador e a sua resposta depende apenas de
momentos passados e presente da entrada. Estes filtros sdo sempre ______
e apresentam fase linear, isto é, produzem o mesmo atraso para todas as
frequéncias envolvidas evitando distor¢des no sinal de saida. Ja os filtros
sdo , isto é, a saida no instante atual depende dos valores
presentes e passados da entrada além dos valores passados da saida.

a) FIR, estaveis, recursivos, lIR.

b) IIR, estaveis, recursivos, FIR.

c) lIR, instaveis, ndo recursivos, IIR.
d) FIR, estaveis, ndo recursivos, IIR.
e) FIR, instaveis, recursivos, FIR.

2. Como filtros, tanto analdgicos quanto digitais, s&o sistemas dinamicos, &
necessario garantir a estabilidade a partir das posicdes dos polos. Para isso,
todos os polos do filtro analdgico devem estar localizados no semiplano
esquerdo do plano s. No caso dos filtros digitais, os polos devem estar
dentro da circunferéncia unitaria.

Um filtro IIR de segunda ordem foi projetado a partir de um equivalente

analogico para ter frequéncia de corte 0,5rrad/s . Qual ¢ a equacio de
diferencas deste filtro?

a) yIn]=0,2929x[n] + 0,5858x[n — 1] + 0,5858x[n — 2] + 0,1716[n + 2] -
b) yIn]= 0,2929x[n] + 0,5858x[n — 1] — 0,5858x[n — 2] — 0,1716[n — 2] -

c) y[n1=0,2929x[n] + 0,5858x[n — 1] + 0,5858x[n — 2] + 0,1716[n — 2] -
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d) y[n] = 0,2929x[n] — 0,5858x[n — 1] — 0,5858x[n — 2] — 0,1716[n — 2] .

e) y[n] = 0,2929x[n] + 0,5858x[n + 1] + 0,5858x[n -+ 2] +0,1716[n + 2] .

3. O método do janelamento é usado para projetar filtros FIR a partir do
truncamento da resposta ao impulso de um filtro ideal com alguma funcao
de janela (W[N]). A resposta ao impulso de um filtro FIR (h[n])é dada por
h[n] = h,[n]w[n]. em que h,[n] éa resposta ac impulso paraffiltros ideais.

Projete um filtro FIR passa-baixas com as seguintes caracteristicas:

H(Q) <0,01se0,6mr<Q <7

{o,gggH(Q)g1,01,se0gﬂgo,47r

Assinale a alternativa que apresenta a resposta ao impulso do filtro correta

usando a janela de Hamming.

a) h[n]=0,5—0,5cos| ™"

b) h[n]=10,54 — 0,46 cos

c) h[n] =10,54 + 0,46 cos

d) h[n]=10,54 — 0,46 cos

e) h[n]=10,54 — 0,46 cos| —

sen[O, 5m(n— 6)] |
7T(n — 6)

ﬂ] sen[0,57r(n - 6)] |

6 7r(n — 6)
27n)|sen[0,4x(n—7,5)]

15 )| a(n—7.5)

27n)| sen[0,57(n - 7,5)|

15) a(n-75
7n)|sen[0,57(n —7)]

7 m(n-7)
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Unidade 4

Introducao ao processamento
digital de sinais

Convite ao estudo

Caro aluno, encerraremos nossa disciplina com uma
introducao ao processamento digital de sinais, tema de extrema
abrangéncia e importancia no cenario tecnologico mundial.

Na primeira secao estudaremos a amostragem de sinais de
tempo continuo e sua conversao em sequéncias de tempo
discreto, aléem do fenbmeno de aliasing, suas consequéncias
€ cComo evita-lo.

Ja na segunda secao estudaremos o algoritmo da
transformada rapida de Fourier — Fast-Fourier Transform (FFT) —,
que foi mencionado na Secao 3.3 mas nao foi implementado.
Com este metodo vocé tera uma maneira simples de executar
a analise de Fourier de sinais de tempo discreto.

Por fim, na Ultima secao teremos uma nocao dos
componentes de um sistema de aquisicao de dados e de como
estes funcionam numa perspectiva de processamento de sinais.

Imagine agora que vocé € engenheiro lider de projetos
de motores elétricos de uma grande empresa multinacional.
Atualmente, vocé e sua equipe estao desenvolvendo um
equipamento para fazer analise de vibracdes mecanicas de motores
como uma forma de manutencao preditiva, isto €, para antecipar
algum problema. Como vocé pode amostrar este sinal para ser
processado digitalmente? Quais sdo as analises pertinentes ao
problema? Para responder a esta e outras perguntas, fique atento
30s conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos.



Secao 4.1

Amostragem

Dialogo aberto

Equipamentos modernos utilizam tecnicas de processamento
digital de sinais para ajudar os usuarios em tomadas de decisdes,
fazer avaliacdes, monitoramento, etc. O primeiro passo para isso
€ amostrar 0s sinais de interesse, isto €, transforma-los em uma
segquéncia de tempo discreto gue possa ser armazenada digitalmente
e usada por um processador.

Retomando o nosso contexto, vocé € engenheiro lider de
projetos de motores elétricos de uma grande empresa multinacional
e desenvolve junto com a sua equipe um equipamento para fazer
analise de vibracbes mecanicas de motores como uma forma de
manutencdo preditiva. Como vocé pode amostrar este sinal para
ser processado digitalmente? Quais sdo as analises pertinentes ao
problema? Para responder a esta e outras perguntas, fique atento
aos conceitos que trabalharemos nesta secao.

Nao pode faltar

Sinais de tempo discreto podem ser obtidos a partir da
amostragem de sinais de tempo continuo (X(t)), que consiste em
multiplica-lo por um trem de impulsos (p(t)), isto €, uma sequéncia
de funcdes impulso unitario igualmente espacadas no tempo:

p(t)= > 6(t—nT,) (4.)
em que T, é o periodo de amostragem, medido em segundos.

A Figura 4.1 (a) mostra um sinal de tempo continuo X(t) e o
trem de impulsos p(t). Ao multiplicarmos ambos os sinais, apenas
os valores de X(t) nos instantes de tempo em que p(t)=0 serdo
armazenadas na sequéncia de tempo discreto — Figura 4.1 (b).
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Figura 4.1 | (a) Sinal X(t) e trem de impulsos p(t) e (b) Sinal amostrado pelo
produto x,(t)=x(t)p(t)

(a) (b)

I _ r—-|
0 t //1 o \1/\ Xplt)

t | I

Fonte: adaptada de Oppenheim e Willsky (2010, p. 306)

Vamos ver agora os efeitos da amostragem no dominio da
frequéncia. A Figura 4.2 (a) apresenta o espectro de frequéncia de um
sinal no dominio do tempo e a Figura 4.2 (b) apresenta um trem de
impulsos com frequéncia de amostragem wy . A partir da propriedade
da multiplicacdo de sinais podemos demonstrar que o espectro
de frequéncia do sinal amostrado é periddico, isto €, é constituido
pelo espectro do sinal original replicado e deslocado ao longo do
eixo w — Figura 4.2 (c). Dependendo da largura de banda do sinal
de tempo continuo e da frequéncia de amostragem utilizada pode
ocorrer sobreposicao do espectro, conhecida como aliasing — Figura
4.2 (d) -, e, portanto, perda de informacado do sinal original. Para que a
amostragem seja feita corretamente, precisamos garantir que o sinal
seja limitado em banda, isto é, que possua uma frequéncia maxima —
Wy, No caso da Figura 4.2. Assim, um filtro analogico € usado antes
da amostragem para limitar a banda dos sinais de entrada. Trataremos
do aliasing com mais detalhes em instantes.

Figura 4.2 | Espectro de frequéncia de um (a) sinal de tempo continuo e de um (b) trem
de impulsos; espectro do sinal amostrado (c) sem sobreposicdo e (d) com sobreposicdo
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Fonte: adaptada de Oppenheim e Willsky (2010, p. 307)
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O periodo de amostragem determina a quantidade de amostras
que serdo coletadas de um sinal e, de certa forma, a qualidade da
representagcao deste. A Figura 4.3 mostra quatro amostragens de
um sinal senoidal de frequéncia unitaria (tracos pretos), sendo que
a primeira amostra sempre € feita no instantet=0. O primeiro
periodo de amostragem ¢ 0,5s - Figura 4.3 (a) - e € reduzido
pela metade consecutivamente até o ultimo caso — Figura 4.3 (d).
A partir da conexdo entre cada amostra por meio de uma linha
—(tracejada azul), que representa uma interpolacao linear, nota-se
que a representacdo de X[n] se assemelha ao sinal original apenas
para T, =0,1258e 8 amostras por periodo. Na Figura 4.3 (a) o
sinal ndo ¢ lido corretamente e na Figura 4.3 (b) a sequéncia de
tempo discreto representa uma onda triangular, sem semelhancgas
com o sinal original e, portanto, ndo sao representacdes adequadas.
No ultimo caso — Figura 4.3 (d) — a sequéncia de tempo discreto
representa claramente um sinal senoidal.

Figura 4.3 | Espectro de frequéncia de um (a) sinal de tempo continuo e de um (b) trem
de impulsos; espectro do sinal amostrado (c) sem sobreposicdo e (d) com sobreposicdo

x[n]
2
1
1
]
|
|
|
I
|

A7
1
|
1
1
1
|
|
|
~e
x[n]
»

. .
"o 02 04 06 08 1 "o 02 04 06 08 1

x[n]
°
&
IR
ALY
Piad
e
-

x[n]

Fonte: elaborada pelo autor

Dessa forma, como podemos definir uma taxa de amostragem
adequada? Para isso, precisamos conhecer o teorema da

144 U4 - Introdugo ao processamento digital de sinais



amostragem de Nyquist. Um sinal limitado em banda, isto €, que
possui frequéncia maxima finita Wnax, pode ser reconstruido se for
amostrado com uma frequéncia maior que 2W;ax . cOnhecida como
frequéncia ou taxa de Nyquist (OPPENHEIM; WILLSKY, 2010).

?=| Exemplificando

Determine a frequéncia de Nyquist para 0s  sinais

x(t)="5cos(10t)+2sen(20t) e y(t)=2rect(t).

Solucao: o sinal X(t) ¢ limitado em banda e possui
Wnax =20rad/s . portanto, a frequéncia de Nyquist para este
sinal ¢ w, >40rad/s. O sinal y(t) é um pulso retangular com
periodo unitario e que possui espectro de frequéncia dado por

. (w
Y(w)= 2SInC[E] - Uma vez que este espectro tende a zero

conforme a frequéncia tende ao infinito, este sinal nao é limitado
em banda, e, portanto, a frequéncia de Nyquist tende ao infinito.

‘tz" Assimile
O sinal de tempo continuo deve ser limitado em frequéncia (ou em
banda) para que possamos aplicar o teorema da amostragem de Nyquist.

O procedimento para reconstruir um sinal a partir de suas
amostras € conhecido como interpolacdo, conforme apresentado
na Figura 4.3 com interpolacao linear, isto €, amostras adjacentes
sdo conectadas porumareta, isto €, um retentor de primeira ordem.
Uma forma pratica de amostrar sinais de tempo continuo € a partir
de retentores de ordem zero (ROZ), que tomam uma amostra em
um determinado instante de tempo e a mantém até o instante
seguinte. O ROZ que possui resposta ao impulso deste filtro de
interpolagdo € um pulso retangular com largura T e amplitude
unitaria — Figura 4.4 (a). Quando um sinal de tempo continuo
limitado em banda (f,., =B) ¢ amostrado pelo ROZ, o sinal de
saida sera constituido de amostras na forma de pulsos retangulares
com a mesma largura T, e amplitude do sinal original — Figura 4.4
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(b). O espectro de amplitude do ROZ ¢ apresentado na Figura 4.4
(c), onde fica claro que este filtro possui 0 comportamento de um
filtro passa-baixas. Vale ressaltar que o ROZ da Figura 4.4 é ndo
causal e ndo realizével. Para implementar este filtro, h(t)deve ser
atrasada de T, /2 (LATHI, 2008).

Figura 4.4 | (a) Resposta ao impulso do ROZ; (b) Sinal reconstruido a partir do ROZ;
(c) Espectro de amplitude do ROZ

(a) (b)
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Sinal reconstruido
¥

(e)

[H(w)]
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ideal

[#1¢e]

—2wB 0 2#B 4wB
9

Fonte: Lathi (2008, p. 686).

o(?,s Reflita

Imagine agora que usaremos um filtro de interpolagdo que possua
resposta ao impulso no formato de uma funcdo sinc que, pela
dualidade da transformada de Fourier, possui espectro de amplitude
no formato de pulso retangular. Esta alteragao trard algum beneficio
a amostragem?

A amostragem de sinais em sistemas reais € realizada por
conversores analogico-digitais (A/D ou CAD) e necessita de uma
etapa de quantizacao, uma espécie de arredondamento do seu
valor para o valor mais proximo possivel dentre aqueles permitidos
pelo A/D. Isto resulta em erro nas amostras, conhecido como erro
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de quantizacao, e relaciona-se com a quantidade de bits disponiveis
(LATHI, 2008). Estudaremos os conversores A/D na Secgao 4.3.

Muito cuidado deve ser tomado ao fazer amostragem de sinais
praticos, principalmente por causa do aliasing. Vamos supor que
fizemos a amostragem de um sinal limitado em banda (Wnax)
com wg = 2w, , de forma que o espectro de frequéncia do sinal
original seja agora periddico — Figura 4.5 (a). Para reconstruir o
sinal a partir das amostras do primeiro caso € necessario filtra-lo
com um filtro passa-baixas ideal, o que € impraticavel dado que a
ordem do filtro tenderia ao infinito. Assim, precisamos aumentar
a taxa de amostragem para criar um espacamento entre os ciclos
do espectro de frequéncia — Figura 4.5 (b) —, de forma a tornar
possivel a filtragem e consequente reconstrucdo. E importante
notar que todo espectro indesejado deve ser eliminado para a
reconstrucao do sinal, o que implica em ter atenuacao infinita
a partir de uma determinada frequéncia, portanto tambeéem
impraticavel. Isso nos leva a conclusdao de que a reconstrucao
melhora conforme aumentamos a taxa de amostragem, apesar
de ser impossivel fazer a reconstrucao exata de um sinal a partir
das suas amostras (LATHI, 2008).

Figura 4.5 | Espectro de frequéncia de um sinal amostrado (a) na frequéncia de
Nyquist e (b) acima da frequéncia de Nyquist; as linhas pontilhadas representam a
resposta em frequéncia do filtro passa-baixas

Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 688)
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Outro problema pratico € o aliasing, no qual parte do espectro
adjacente interfere no espectro original, pois Os sinais praticos nao
sdo limitados em banda — Figuras 4.6 (a) e 4.6 (b). Esta sobreposicao
€ minimizada conforme aumentamos a taxa de amostragem, mas
nunca eliminada completamente. A Figura 4.6 (c) mostra o espectro
do sinal reconstruido apos filtragem ideal, destacando a diferenca
entre X,(w) e X(w). Considerando uma taxa de amostragem
Wg, o aliasing causard a perda da cauda de X(w) além do seu
reaparecimento invertido a partir da frequéncia de dobra (ws/2 ).

Figura 4.6 | (a) Espectro de frequéncia de um sinal pratico; espectro dos sinais (b)
amostrado e (c) reconstruido

(a) (c)

¥ H(w)
)
@ N Cauda dobrada distarce
Espectro reconstrufdo baixas frequéncias
X, (@) Cauda perdida resulta em perdas
/ em altas frequéncias
o2 0 /2 o, o
: T T g
ol o —= -1 12 S,
(b)
X(@)
H(w) Espectro do sinal
NG amostrado
1
o, o, /2 of e o, o ——
Cauda perdida ¢ )
‘ ehias cutaiver [ Cauda perdida
-1/ [ L2 /. ;-

Fonte: adaptado de Lathi (2008, p. 690)

Para sinais senoidais no formato sen27r(f—|—mfs>t, o aliasing
altera a frequéncia do sinal amostrado de acordo com:
ILl=If —mf| (2)

Em que f, é a frequéncia aparente, f é a frequéncia do sinal
de tempo continuo e M ¢ um inteiro. Se f, for negativo, havera
inversao de fase no sinal amostrado em relagcao ao original.

Uma maneira de superar este problema e aplicar um filtro passa-
baixas analdgico com frequéncia de corte menor que w,/2 antes
de fazer a amostragem do sinal, conhecido como filtro antialiasing.
Dessa forma, o sinal reconstruido nao tera distorcdes de baixa
frequéncia, mas apenas perdas em altas frequéncias —Figura
4.7. Aléem disso, as frequéncias acima da wS/Z nao podem ser
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amostradas por wg, pois estariam em desacordo com o teorema da

amostragem de Nyquist.

Figura 4.7 | Espectro de frequéncia apos aplicar o filtro antialiasing

X,
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—a, ] -, /2 0 /2 @, B
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perdas em altas frequéncias
=1./2 L2 /. S —

Fonte: adaptada de Lathi (2008, p. 690)

Considere o sinal x(t) = sen(2xft)

?Z| Exemplificando

amostrado sempre com

f, =200Hz . Determine se havera aliasing e a frequéncia aparente

do sinal para (a) f =20Hz . (b) f =120Hz e(c) f =250Hz .

Solugao:

(a) Como 20 Hz é menor que a frequéncia de dobra (100 Hz), ndo
havera aliasing, e a frequéncia do sinal amostrado € 20 Hz.

(b) Como 120 Hz é maior que a frequéncia de dobra, havera aliasing
nesta condicao, e o sinal amostrado terd frequéncia aparente

|fa| = |1 20 — 200| — |fa| = 80Hz com inversdo de fase.

(c) Como 250 Hz é maior que a frequéncia de dobra, havera aliasing
nesta condicdo, e o sinal amostrado tera frequéncia aparente

|fa| = |250 — 200| — |fa| =50Hz sem invers3o de fase.

Todos os sinais amostrados e seus respectivos espectros de amplitude
estdo apresentados na Figura 4.8. As linhas pontilhadas representam os

sinais de tempo continuo de cada item avaliado.
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Figura 4.8 | (a) Sinal de f = 20HzZ e (b) espectro de amplitude; (c) sinal de
f =120Hz e (d) espectro de amplitude; (e) sinal de f =250Hz e (f)
espectro de amplitude
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Fonte: elaborada pelo autor.

|:|_C|1 Pesquise mais

Para aprender mais sobre amostragem de sinais, estude o capitulo 8
do livro: >
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LATHI, Bhagwandas Pannalal. Sinais e sistemas lineares. Porto Alegre:
Bookman, 2008. 856 p.

Para conhecer alguns aspectos mais avancados da teoria da
amostragem, estude o capitulo 4 do livro:

OPPENHEIM, Alan V.; SCHAFER, Ronald W. Processamento em tempo
discreto de sinais. 3. ed. S3o Paulo: Pearson Prentice-Hall, 2012. 665 p.

Sem medo de errar

Retomando o nosso contexto, vocé € engenheiro lider de
projetos de motores elétricos de uma grande empresa multinacional
e desenvolve junto com a sua equipe um equipamento para fazer
analise de vibracdes mecanicas de motores como uma forma de
manutencdo preditiva. Supondo que este motor vibre com uma
frequéncia fundamentalde 60 Hz, além da quinta e nona harmonicas
(300 Hz e 540 Hz), como vocé pode amostrar este sinal?

De acordo com o teorema da amostragem de Nyquist, este
sinal precisa ser amostrado com uma frequéncia maior que 1080
Hz. Entretanto, para evitar problemas com aliasing, € conveniente
aumentar a taxa de amostragem. A Figura 4.9 mostra a amostragem
deste sinal de vibracdo para duas taxas de amostragem: 2000 Hz e
1000 Hz. Ambas as sequéncias sao apresentadas com a quantidade
de amostras necessarias para visualizarmos dois periodos do sinal.
O espectro de frequéncia para f, =2000Hz - Figura 4.9 (b) -
apresenta a trés componentes do sinal, 60 Hz, 300 Hz e 540 Hz.
Entretanto, o espectro frequéncia para f, =1000Hz | menor que
a taxa de Nyquist, apresenta aliasing e desloca a componente de
540 Hz para 460 Hz, induzindo uma leitura incorreta de uma das
frequéncias de vibracao.
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Figura 4.9 | (a) Sinal de vibracdo amostrado com fs =2000Hz <) espectro

de amplitude; (c) sinal de vibragdo amostrado com f$ =1000Hz <) espectro
de amplitude

(a) (b)
15 1
X:625
1 08 Y:0.921
0.5 A
_06
= )
E3 0 f I X: 2069
0.4 Y:0.3408
05 X: 539.1
Y: 0.1949
) N J M
-1.5 ! 0
0 10 0 400 600 800 1000
Frequéncia (Hz)
(d)
155 s 1
'Ll
1 \ 1 0.8 X:58.59
" Y:0.867
05 T 1 ] e 4
u ! T 'f 'I 06
1 1 -
= vl . L) i =
% 0 W ' el z ”;L
T ! ! 0.4
-0.5 U Iy ! f ! 600
\ “ h N 1 02 Y 01869
-1 W .
1 ||
15 0

0 5 10 15 20 25 30 0 300 400 500
n Frequenma (Hz)

Fonte: elaborada pelo autor

Avancando na pratica

Filtro antialiasing e a taxa de amostragem

Descricao da situagao-problema

Um sensor de ultrassom é utilizado para medir o nivel de fluido
em tanques. O sinal de saida possui componentes de frequéncias
entre 80 kHz e 100 kHz, devendo ser amostrado para ser usado em
um sistema de processamento digital de sinais. Um filtro antialiasing
com frequéncia de corte 300 kHz foi usado antes da amostragem.
Este filtro foi bem projetado?
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Resolucédo da situacdo-problema
Considerando que o sinal medido possui f__ =100kHz

max

, entdo, de acordo com o teorema da amostragem de Nyquist,
serd necessario amostra-lo com f; >200kHz . Entretanto, uma
vez que o filtro antialiasing analogico possui frequéncia de corte
300kHz, a taxa de amostragem deve ser maior que este valor, pois,
caso contrario, o filtro nao atenuara as componentes adjacentes do
espectro de frequéncia amostrado (periddico). Se aumentarmos a
taxa de amostragem para 600kHz, por exemplo, as componentes
produzidas pelo sensor apareceriam como 520 kHz e 500 kHz
(com inversdo de fase) e seriam atenuadas pelo filtro antialiasing. Se
aumentarmos ainda mais a taxa de amostragem, digamos que para
1000 kHz, as componentes produzidas pelo sensor apareceriam
como 920 kHz e 900 kHz (com inversdo de fase) e seriam ainda mais
atenuadas pelo filtro antialiasing. Portanto, este filtro antialiasing nao
foi bem projetado, e vocé precisa utilizar uma taxa de amostragem
bem maior que a taxa de Nyquist.

Faca valer a pena

1. O teorema da amostragem de Nyquist deve ser observado sempre
que formos fazer a amostragem de um sinal de tempo continuo sob o
risco da sequéncia de tempo discreto nao representar adequadamente
o sinal original. Efeitos de sobreposicao espectral devem ser levados em
consideracdo para evitar medicdes incorretas.

Avalie as afirmacdes a sequir sobre amostragem de sinais de tempo
continuo:

|. Sinais limitados em banda devem ser amostrados com f, > 2f__ .

IIl. Aliasing € o efeito de sobreposicdo do espectro de frequéncia e deve
estar presente para garantir que o sinal amostrado tenha energia maxima.
Ill. Retentores de ordem zero tomam uma amostra em um determinado
instante de tempo e a mantém até o instante sequinte.

Assinale a alternativa que apresenta as afirmacdes corretas.

a) l.

b) I1.
c)lelll.
d) Il elll.
e)l, Ilelll.
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2. O aliasing é um problema que é inerente & aquisicdo de sinais e deve
sempre ser levado em consideragdo. Quando um sinal ndo é limitado em
banda, parte do espectro adjacente interfere no espectro original. Esta
sobreposicao é minimizada conforme aumentamos a taxa de amostragem,
mas nunca eliminada completamente. Além disso, o aliasing pode causar a
interpretagdo incorreta do espectro de frequéncia.

Considere os sinais X(t)=cos(2007t) e y(t)=2sen(400xt)
amostrados com f, =500Hz. Determine se havera aliasing e a
frequéncia aparente dos sinais.

a) Havera aliasing apenas para y(t) com fay =100 Hz e inversio de
fase.

b) Havera aliasing apenas para Y(t) com f,,|=100 Hz sem inversio
de fase.

c) Havera aliasing apenas para X(t) com |fax| =100 Hz ¢ inversio de
fase.

d) N&o ha aliasing para ambos os sinais, e suas frequéncias aparentes sdo
as suas frequéncias reais.

e) Havera aliasing apenas para X(t) com |fax| =100 Hz sem inversio
de fase.

3. O aliasing deve sempre ser levado em consideracdo no momento de
fazer amostragem de sinais. Quando um sinal ndo é limitado em banda,
parte do espectro adjacente interfere no espectro original e pode causar a
interpretagdo incorreta do espectro de frequéncia.

Um sensor fornece um sinal de tensao senoidal como saida para medi¢do
de velocidade de um motor, cuja velocidade maxima € de 9000 rpm
(rotagdes por minuto). A leitura de velocidade € feita por um sistema de
aquisicao de dados a partir da frequéncia do sinal de saida, onde 1 Hz
equivale a 1 rps (rotagcdo por segundo), e apresenta este resultado ao
usuario. Considerando que o motor gira a velocidade maxima, determine
a frequéncia medida quando a taxa de amostragem for 250 Hz e 500 Hz.
Assinale a alternativa que apresenta as frequéncias medidas nesta ordem
e qual das duas taxas de amostragem deve ser usada para o sistema de
aquisicdo de dados.

a) 100 Hz, 150 Hz e 500 Hz. e) 150 Hz, 100 Hz e 500 Hz.
b) 150 Hz, 150 Hz e 500 Hz.
c) 100 Hz, 100 Hz e 250 Hz.
d) 150 Hz, 100 Hz e 250 Hz.
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Secao 4.2

O algoritmo Fast-Fourier Transform (FFT)

Dialogo aberto

A analise de Fourier foi apresentada na Unidade 2 deste livro e nos
forneceu ferramentas matematicas para avaliar sinais e sistemas no
dominio da frequéncia, tanto de tempo continuo quanto discreto,
por meio de séries e transformadas de Fourier. As analises feitas na
ocasiao foram realizadas algebricamente em sinais e sistemas com
equacionamento conhecido como X(t) = cos(10t), por exemplo,
O que ndo acontece necessariamente em sistemas digitais em
gue 0s sinais sao amostrados. Nesta situacao normalmente nao
dispomos de uma equacao que defina a sequéncia obtida com a
amostragem, mas apenas os valores das amostras. Sendo assim,
a classe de algoritmos Fast-Fourier Transform (FFT) apresenta
metodos numericos poderosos para avaliar sequéncias de tempo
discreto.

Retomando o nosso contexto, vocé € engenheiro lider de
projetos de motores elétricos de uma grande empresa multinacional
e desenvolve junto com a sua equipe um equipamento para fazer
analise de vibracdes mecanicas de motores como uma forma de
manutencao preditiva. Vocé ja identificou um critério para amostrar
estes sinais adequadamente. Uma vez que vocé nao conhece uma
equacao algeébrica para definir esta vibracdo, como vocé pode
identificar as componentes de frequéncia deste sinal?

Para responder a esta e outras perguntas, figue atento aos
conceitos que trabalharemos nesta secao.

Nao pode faltar

Sinais de tempo discreto reais, isto €, amostrados e armazenados
em um sistema de processamento de sinais ou Mesmo um
computador, sao sequéncias de duracao finita com N amostras,
normalmente variando de 0 a N-1. A transformada de Fourier discreta
(TFD), ferramenta fundamental para analise deste tipo de sinais, ¢
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uma sequéncia que corresponde a amostras da transformada de
Fourier de tempo discreto (TFTD). A TFD de uma sequéncia X[n] é
definida pelas equacdes de sintese e de analise:

N — % kn
X[k]zz x[nle "N (4.3)
n=0

18 2 kn
x[n] = NZX[k]e N (4.4)
n=0

Compare a Equacao 4.3 (sintese) com a definicao da ol'FTD
(Equagdo 2.27, repetida aqui por conveniéncia) X(Q)= > x[nle /"
e note que a TFD € a TFTD para Q= 2wk/N . Em outras palavras, a
TFD nao € uma funcao de variavel continua como a TFTD, mas uma
sequéncia determinada pela amostragem desta Ultima em intervalos
de frequéncia 2rk/N . Além disso, a TFD também pode ser obtida
a partir da transformada Z (T2), fazendo z=e 2™V isto é, com
amostras igualmente espacadas na circunferéncia de raio unitario
com angulo 27/N . ATFD de uma sequéncia é periddica em k com
periodo N, e varias das suas propriedades sao relativamente similares
as definidas para a TFTD.

ﬁz” Assimile
A TFD € uma sequéncia e esta relacionada com a TFTD a partir da
amostragem desta ultima. A TFD pode ser implementada via software

para determinar o espectro de frequéncia de sequéncias de tempo
discreto numericamente.

Uma outra forma de representar a TFD é:

N-1
X[kl =Y x[nW, (4.5)
n=0

2
em que w, :e”W e o indice k varia de O ate N-1. Para
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calcular todos os termos da TFD pela Equacao 4.5 sera necessario
fazer aproximadamente N? operacdes de adicdo e multiplicagéo.
Esta complexidade computacional ndo € aceitavel para grandes
quantidades de amostras pelo numero proibitivo de operacdes
necessarias para determinar a TFD. Assim, precisamos de uma
maneira mais rapida para calcula-la, isto €, diminuir a complexidade
computacional do algoritmo de forma a viabilizar a determinacao
da TFD, em especial para que isso possa ser feito por processadores
de tempo real.

A classe de algoritmos da FFT entra em cena com diversos
metodos para resolver este problema. Eles se baseiam na divisao
da sequéncia de comprimento N em sequéncias menores, para
entdo determinar a TFD. A divisdo da sequéncia pode ocorrer no
tempo ou na frequéncia, o que gera duas classes de FFT: aquelas
com decimacao (ou dizimacdo) no tempo e na frequéncia,
respectivamente. O método apresentado nesta secdo usa a
decimagao no tempo.

Considere uma sequéncia X[n] com quantidade de amostras
igual a uma poténcia inteira de 2 (N=2") Esta sequéncia
pode ser decomposta em duas sequéncias, X;[n]= x[2n] e
X,[n] = x[2n+1], contendo as amostras pares e impares
respectivamente. A TFD sera:

N/2—1 N/2—1
XK1= x[nWi + Wy > x,[nWi (4.6
n=0 n=0

Uma vez que W = W, . temos:

N/2-1 N/2-1
XIkl= > x,[nWy, + Wy >~ x,[nIWy), (4.7)
n=0 n=0

As parcelas da Equacao 4.7 sao as TFD das duas sequéncias
criadas, de forma que:

X[k]= X,[k]+ W,\',‘Xz[k] (4.8)
Uma vez que ambas as TFD sdo periodicas com periodo N/2,
calculamos X[K] como:

X[kl = X,[k — N/2] + WEX, [k — N/2] (4.9)
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Assim, a TFD da sequéncia de N amostras sera calculada a partir
da TFD de duas sequéncias com N/2 amostras. Por exemplo, para 8
amostras temos X[0] = X,[0] + Wy X,[0], X[1] = X,[1] + W, X, [1]
ate  X[71= X,[3] + W, X,[3] . Esquematicamente, este
procedimento é representado pelo grafico de fluxo de sinais da Figura
4.10 (a), conhecido como butterfly. A complexidade computacional
deste algoritmo ¢ dada por Nlog, N , o que representa uma drastica
reducdo quando comparado com N?operacdes (NALON, 2014).
Os blocos TFD de 4 amostras podem ser divididos novamente para
calcularmos TFD de ordem ainda menor e assim sucessivamente.
A Figura 4.10 (b) mostra a representacdo esquematica completa da
FFT de 8 amostras.

Figura 4.10 | Representacdo esquematica do calculo da FFT com 8 amostras com (a)
blocos de TFD de 4 amostras e (b) completo

(a) (b)

x[0] ——] Xx[o] x[0] X[o]
x[2] — X1 x4 X \/ / X
DFT 5

: 4 amostras ol x ><>< / X2
x[4] —— X2 x[2] X W A W

x[6] —>| X3 x[g] T 5 >< X[3]
x[1] —— = ; X4 xq X \/ 7o />O<\ X4
M — per 7 ; Xl x5 = ><>< Wi \ X[5)
x[s] ____,|4amostras o | X6 x[3) - N ] X[6]
xl7) —| ; : XM xpr ><1: W,/\l~ 7 \1« Xl7)

Fonte: Nalon (2014, p. 122)

J=| Exemplificando

Determine a TFD da sequéncia x[n] = {1,1, 1,1,0,0, 0,0} .

Solucdo: a sequéncia de tempo discreto possui N =8 amostras, e
a sua TFD sera calculada de acordo com a Equacdo 4.9. O primeiro
termo ¢ determinado por X[0] = X,[0] + Wy X,[0]. como segue:

N/2-1 3
X1[k] = Z X1[n]W1\ll(/nz - X1[0] = ZX1[I’I]

— X,[0] = 23: x[2n] — X,[0] = x[0] + x[2] + x[4] + x[6] >

158 U4 - Introdugédo ao processamento digital de sinais



— X,[0]=2

N/2-1 3
X,[kl= Z Xz[n]W/\l/(/nz — X,[0]= sz[n]
L X,[0]= 23: x[2n +1] — X,[0]= X1+ x[3] + X[5] + X[7]
— X,[0]=2

Portanto, X[0] =4 . Este resultado poderia ter sido obtido aplicando
a FFT, que corresponde ao calculo dos valores da sequéncia da TFD a
partir do algoritmo butterfly, apresentado na Figura 4.11 apenas para ©
termo X[0]. Assim, este termo ¢ dado por:

X(0) = x[0] + x[4] + W,’ (x[2] + x[6]) + x[1] + x[5] + W,’ (X[3] + x[7])
X(0)= x[0] + x[4] + x[2] + x[6] + x[1] + x[5] + x[3] + x[7]
X(0)=1+0+1+0+1+0+1+0=4

Figura 4.11 | Algoritmo butterfly para calculo de X[O]

x[0]+ (4] 07+ x[4]+ 7, +{2] +x[6])

0] ’ ’ XT0]

4] / il a XM
x[2]+ x[6] /

A2l /ﬁ X2

6] & — XT3]
1]+ 2(5] A B CE)

x[1] 2 p
x[5] / : / i XT3]

Fonte: elaborada pelo autor

Os demais termos da TFD desta sequéncia estdo apresentados no
Quadro 4.1.
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Quadro 4.1 | Coeficientes da TFD calculados pela FFT

k Xkl k | XIK]

1 1—j2,4142 5 1+ j0,4142
2 0 6 0
3 1-j0,4142 7 1+ j2,4142

Fonte: elaborado pelo autor.

O espectro de amplitude desta sequéncia é apresentado na Figura
4.12, onde a linha pontilhada indica a TFTD deste sinal. Repare que ha
um certo erro entre a TFD e TFTD, pois a fungdo sinc ndo é limitada
em frequéncia.

Figura 4.12 | Espectro de amplitude de X[k|

1
’ \
f A
\
1
3r ' 1
] b
—_ i
~ I
=2 1 \
X ] 1
f \
! \
1 ! '
N
’ v ! ! ,, N
/7 \ 1 \ A
’ ) v/ \
0 . Y M
-6 -4 -2 0 2 4 6
k

Fonte: elaborada pelo autor.

@ Reflita

A FFT divide uma sequéncia em sequéncias menores para facilitar o
calculo da TFD. No exemplo anterior, a sequéncia possui 2°=8
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amostras. E possivel calcular a FFT de uma sequéncia cuja quantidade
de amostras ndo seja uma poténcia de 27

&ﬁ» Assimile
A FFT de um sinal limitado em frequéncia € a amostragem da TFTD.

Entretanto, quando o sinal ndo for limitado em frequéncia, havera um
erro entre a FFT e a TFTD.

A FFT pode ser implementada em microprocessadores
para realizar o calculo da TFD em tempo real e/ou apods o
armazenamento da sequéncia amostrada em memoria. O calculo
da FFT pode ser facilmente implementado via Matlab® ou softwares
com capacidades similares. Ha um grande numero de funcdes
predefinidas que facilitam a criacdo de codigos customizados pelo
usuario para suas aplicacdes. O exemplo a seguir apresenta uma
maneira simples de usar a FFT no Matlab.

J=| Exemplificando

Use o Matlab para encontrar a TFD da sequéncia do exemplo anterior
x[n] = {1, 1,11, 0,0,0,0} . Considere que este sinal foi obtido a partir
da amostragem da funcao ret(t) com T, =0,5s.

Solugdo: o codigo a sequir calcula a FFT de x[n] e apresenta a
comparacao entre o seu modulo e o da TFTD (Figura 4.12).

close all

TO = 4; % Periodo fundamental da sequéncia

NO = 8; % Quantidade de amostras

T = TO/NO; % Periodo de amostragem

x = [ones(1l,4) zeros(l,4)]'; % Sequéncia

X = fft(x); % Determina a FFT da sequéncia ”
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\o

r = [-NO/2:N0/2-1]"'; % Indices da sequéncia
omega r = r*2*pi/T0; % Angulo

omega = linspace (-pi/T,pi/T,4097); % Cria vetor
de frequéncias

X TFTD = 4*sinc(omega*2/(2*pi)); % Calcula a
TETD

figure ()

p=plot (omega, abs (X TFTD), 'k--') % Plot o modulo
da TFTD

set (p, 'LinewWidth',2);
hold on

% fftshift altera o eixo de frequéncias de 0 até
f max

p=stem(omega r,fftshift (abs (X)), k", '"filled");
set (p, 'LinewWidth',2);

xlabel ("\itk");

ylabel (" [X[\k]|");

axis tight

set (gca, 'fontname', 'Arial','fontsize',16)

Podemos usar a mesma ideia da FFT para calcular a transformada
inversa e obter as amostras de uma sequéncia a partir da sua resposta
em frequéncia:

N-1
x[n] = — STX[-KW,* (4.10)
N k=0

O algoritmo gue vimos anteriormente pode ser usado para
calcular a FFT inversa, bem como a funcao ifft (x) do Matlab.
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D9 Pesquise mais

Para aprender mais sobre a TFD e os meétodos numericos para
implementa-la, estude os capitulos 8 e 9 do livro:

OPPENHEIM, Alan V.; SCHAFER, Ronald W. Processamento em tempo
discreto de sinais. 3. ed. Sao Paulo: Pearson Prentice-Hall, 2012. 665 p.

Sem medo de errar

Retomando o nosso contexto, vocé € engenheiro lider de
projetos de motores elétricos de uma grande empresa multinacional
e desenvolve junto com a sua equipe um equipamento para fazer
analise de vibracdes mecanicas de motores como uma forma de
manutencao preditiva. Supondo que este motor vibre com uma
frequéncia fundamental de 60 Hz, vocé sabe que devera amostrar
este sinal com uma taxa maior que 120 Hz. Como vocé pode garantir
que a sequéncia obtida € coerente com o sinal de tempo continuo?

Podemos usar a FFT para identificar o espectro de frequéncia de
uma sequéncia de tempo discreto. Além disso, este calculo pode
ser realizado em tempo real por um microprocessador, uma vez
que a quantidade de operacdes necessarias para calcular a FFT e
muito menor do que o calculo da TFD pela definicdo.

Conforme aumentamos a taxa de amostragem, maior sera
a frequéncia de dobra e, consequentemente, sera cada vez mais
facil isolar o espectro do sinal das suas repeticdes. A Figura 4.13
mostra alguns sinais senoidais de 60 Hz obtidos para diferentes
taxas de amostragem e as FFTs das sequéncias. A diferenca entre
as sequéncias obtidas e visualmente grande e, de maneira direta,
concluimos que quanto maior for a taxa de amostragem melhor
sera a representacao do sinal de tempo continuo. Entretanto, essa
melhoria verm com um preco: aumento na quantidade de amostras
que devem ser armazenadas em alguma memoria.
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Figura 4.13 | (a) Sinal de vibracdo amostrado com fs =200Hz e () espectro de

amplitude; (c) sinal de vibragdo amostrado com f,s =500Hz <« espectro de

amplitude; (e) sinal de vibragdo amostrado com f; =1000Hz & (1) espectro de
amplitude
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Fonte: elaborada pelo autor.

No caso de um sistema de aquisicao de dados, precisamos
definir qual sera a maior frequéncia de interesse para entdao definir
a taxa de amostragem. Por exemplo, se quisermos limitar a banda
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de frequéncia em 200 Hz, f, =500Hz ja seria o suficiente pelo
teorema da amostragem.

O codigo usado para criar os graficos da Figura 4.13 foi:
fs= 200; $ f de amostragem

Ts=1/fs; % T de amostragem

f=60; % £0 do sinal

t = 0:Ts:0.1; % Vetor de tempo

fig=figure ()
x = sin(2*pi*f*t); % Sequéncia de tempo discreto
p = stem(t,x,'k','filled') % Plota a sequéncia

set (p, 'LineWidth', 2);

xlabel('n'");

ylabel ('x[n]");

fig=figure ()

L=length (x) ;

N = length(x);

Nfft=2" (nextpow2 (N)); % Completa com zeros até a
préxima poténcia de 2

Y = fft(x,Nfft)/L; % Calcula a FFT

f = fs/2*1linspace (0,1, Nfft/2+1) ; % Vetor de
frequéncias
p=plot (f,2*abs (Y (1:Nfft/2+1)),'k"); % Plota e}

espectro de amplitude
set (p, 'LineWidth', 2);
xlabel ('Frequéncia (Hz)');
ylabel (" [H[k][")

Avancgando na pratica

Identificacdo de componentes de frequéncia de um sinal de
vibracao

Descricao da situagcao-problema
Um sensor piezoelétrico € usado para medir vibracdes mecanicas
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em um motor de esteira, e 0 sinal produzido € apresentado na Figura
4.14. Como vocé poderia identificar se ha algum risco ao motor,
supondo que vibragcdes maiores 1,5 kHz sejam danosas?

Figura 4.14 | Sinal obtido com sensor

10

-5

Fonte: elaborada pelo autor

Resolucao da situacao-problema

Para determinar as componentes de frequéncia deste sinal,
podemos aplicar a FFT em uma sequéncia apos fazer a amostragem
e verificar se ha alguma componente maior que 1,5 kHz. Usando
f, =5kHz como uma estimativa inicial da taxa de amostragem,
obtemos a sequéncia e sua FFT — Figuras 4.15 (a) e 4.15 (b)
respectivamente —, sendo possivel identificar trés componentes
fundamentais: 100 Hz, 800 Hz e 2 kHz. Como esta ultima esta
proxima da frequéncia de dobra (2,5 kHz), aumentamos a taxa de
amostragem para f, =10kHz e obtemos uma nova sequéncia e
FFT — Figuras 4.15 (c) e 4.15 (d) respectivamente. Com esta nova
medida, constatamos que ndo ha problema de aliasing e, portanto,
as frequéncias principais deste sinal sdo de fato 100 Hz, 800 Hz e
2 kHz. Desse modo, ha componentes de frequéncia de vibracao
danosas ao motor.
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Figura 4.15 | (a) Amostras e (b) FFT para fs =5kHz ; (c) amostras e (d) FFT para
f, = 5kHz
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Fonte: elaborada pelo autor

Faca valer a pena

1. A complexidade computacional é uma medida da quantidade de
operacdes necessarias para calcular a solucao de um problema. Aplicacdes
de tempo real para o calculo da TFD precisam ter baixa complexidade
computacional, o que pode ser alcancado com algoritmos de FFT.

Avalie as afirmacdes a sequir sobre a TFD:

I. A complexidade computacional da classe de algoritmos FFT &€ da ordem
Nlog, N .

II. A complexidade computacional para determinar a TFD a partir da
definicdo é da ordem N2.

IIl. A TFD esta relacionada com a TFTC a partir de amostras em intervalos
iguais de frequéncia.

Assinale a alternativa que apresenta as opcdes corretas.
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a) |

)
b) Il
) | ell
d) Il elll.
e)l, llell.

2. Algoritmos de alta complexidade computacional para determinar a TFD
nao sdo aceitaveis para grandes quantidades de amostras pelo numero
proibitivo de opera¢cdes necessarias. Assim, precisamos de uma maneira
mais rapida para calcula-la, isto €, diminuir a complexidade computacional
do algoritmo de forma a viabilizar a determinacao da TFD, em especial
para que isso possa ser feito por processadores de tempo real.

Complete as lacunas a seguir sobre a FFT:
Considere uma sequéncia com 64 amostras de um sinal. Serao

necessarias ____ operac¢des para determinar a TFD a partir da definicao.
Em contrapartida, usando-se um algoritmo de FFT, pode-se determina-la
com ______ operacdes, isto €, aproximadamente ___ % das operacdes

necessarias pela defini¢cdo.

a) 4.096, 384 e 9,4.
b) 384, 384 e 100.
c) 384, 4.096 e 1.066.
d) 4.096, 160 e 3,9.
e) 4.096, 200 e 4,9.

3. A classe de algoritmos da FFT entra em cena com diversos métodos
para resolver este problema. Eles se baseiam na divisao da sequéncia de
comprimento N em sequéncias menores, para entdo determinar a TFD. A
divisao da sequéncia pode ocorrer no tempo ou na frequéncia.
Enunciado:

Determine a TFD da sequéncia X[n] = {0,1, 2,3,4,3, 2,1} .

a) X[k]= {—4,— 6,8284,0,—1,1716,0,—1,1716,0,— 6,8284}.

b) X[k]= {1 6,0,0,—1,1716,0,0,0,— 6,8284} .

o) X[k]= {—16,—6,8284,0,—1,1716,0,—1,1716,0,—6,8284}.

d) X[k]= {4,— 6,8284,0,—1,1716,0,—1,1716,0,— 6,8284} :

e) X[k]= {16,—6,8284,0,—1,1716,0,—1,1716,0,—6,8284}.
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Secaon 4.3

Introducao aos sistemas de aquisicao de dados

Dialogo aberto

Seja bem-vindo a ultima secao desta disciplina. Durante esta
unidade vocé conheceu o teorema da amostragem de Nyquist e
o algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT) para andlise de
sinais. Agora nos vamos conhecer mais sobre sistemas de aquisicao
de dados em uma perspectiva de processamento de sinais.

Imagine agora que voce e engenheiro lider de projetos de motores
elétricos de uma grande empresa multinacional. Atualmente, vocé
e sua equipe estdao desenvolvendo um equipamento para fazer
analise de vibracbes mecanicas de motores como uma forma de
manutencdo preditiva, isto €, para antecipar algum problema. Vocé
ja sabe a taxa de amostragem necessaria e pode usar a FFT para
avaliar o espectro de frequéncias de vibracdes. Como vocé pode
aplicar o teorema da amostragem para definir o hardware necessario
para o seu projeto? Como vocé pode rejeitar parte dos ruidos das
medidas? Para responder a esta e outras perguntas, fique atento aos
conceitos que trabalharemos nesta secao.

Bons estudos.

Nao pode faltar

Sistemas de aquisicdo de dados (data acquisiton system — DAQ)
sdo usados para ler sinais analogicos e converté-los para serem
processados por um sistema digital. Este processamento digital pode
envolver determinacao de alguma figura de mérito, amplificacao e
filtragem, entre outros, e é feito com os valores da sequéncia de
tempo discreto fornecida pelo DAQ. A Figura 4.16 apresenta um
diagrama de blocos de um sistema genérico de processamento
digital de sinais. O sinal analdgico passa por um filtro anti-aliasing,
que pode ser implementado por um filtro ativo, passivo ou ate
mesmao um circuito integrado dedicado. O estagio sample and hold
(SH) € usado para manter o sinal continuo em um valor até que
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a conversao analogico-digital aconteca e possa receber a amostra
seguinte. Isso evita que alteragcdes bruscas no sinal comprometam
o valor da amostra e garante que este valor tenha equivaléncia exata
do momento ao qual foi amostrado.

Figura 4.16 | Diagrama de blocos de um sistema genérico de processamento digital
de sinais
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Fonte: adaptada de Balbinot e Brusamarello (2011, p. 186).

O conversor analogico-digital (A/D ou ADC) converte o sinal de
tempo continuo em uma sequéncia de amostras representadas em
numeros binarios proporcional a amplitude do sinal. As amostras
passam por um processo de aproximac¢ao dentro de um intervalo
finito de valores, conhecido como quantiza¢ao. Este sinal € enviado
a unidade de processamento, responsavel por realizar calculos e
operacdes na sequéncia de valores amostrados, tal como determinar
alguma figura de mérito do sinal, calcular o espectro de frequéncia,
realizar filtragem de componentes de frequéncia indesejavelis,
etc. Apos o processamento, o sinal precisa ser convertido para o
dominio do tempo por meio de conversores digital-analogico (D/A
ou DAC) e um filtro de reconstrugao.

6&& Assimile
A aquisicdo de dados faz parte de sistemas de processamento digital

de sinais e deve ser feita de modo a garantir que o processador receba
amostras representativas do sinal de entrada (analdgico).

Vamos voltar nossa atengao para o conversor A/D. Cada nivel
de quantizacao é representado por um codigo binario — Figura 4.17.
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Um ADC de N bits representara o sinal analogico em 2% niveis

separados pelo passo de quantizacao 6 = ;Vﬂ . A diferenca entre

o valor digital de saida do A/D e o valor real ¢ conhecido como
erro de quantizacao. Quanto maior for o numero de bits, maior sera
a quantidade de niveis de quantizacdo e menor sera o passo de
quantizacao, o que resulta em menor erro de quantizacao, isto &,
melhor representacao do sinal.

Figura 4.17 | Niveis de quantizagdo de conversores A/D de 4 bits

Nivel de quantizacio (Codigo)

15 (1111)
14(1110)
13 (1101)
12 (1100)
11(1011)
10 (1010)
9 (1001)
8 (1000)
7 (0111)
6 (0110)
5(0101)
4(0100)
3 (oonn)
2 (0010)
1(0001)
0 (0000)

Amaostras

Fonte: adaptada de Floyd (2007, p. 766)

?Z| Exemplificando

Um conversor A/D de 10 bits e alimentado com 5 V é usado para
amostrar um sinal de tensao cuja amplitude pode variar de 0 a 2 V.
Nessas condi¢cdes, determine a quantidade de niveis de quantizacdo e
0 passo de quantizagdo deste conversor A/D. Quais seréo os codigos
binarios fornecidos quando o sinal de entrada for 1 Ve 2 V.

Solucio: este conversor de 10 bits possui 2'° =1024 niveis de
guantizacdo, de 0 a 1023. O passo de quantizacdo deste conversor

A/Dé = é =4,887mV . Quando o sinal de entrada for de 1V,
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1023

0 codigo binario de saida sera

-1~204=11001100, - Quando

o sinal de entrada for de 2V, o codigo binario de saida sera

%-2“08:1100110002-

Precisamos dar atencado especial a faixa de leitura do A/D, que
pode ser de OV a uma tensao maxima positiva. Se o sinal de entrada
no A/D precisar ser sempre positivo, um circuito eletrénico auxiliar,
conhecido como condicionador de sinais, devera ser projetado para
condicionar o sinal para ser medido. Uma possibilidade € usar um
amplificador somador para adicionar uma componente continua ao
sinal gque faca seu valor minimo ser positivo. A faixa de leitura do
A/D sempre devera ser consultada na folha de dados (datasheet)
fornecida pelo fabricante.

Ha diversas especificacdes importantes para selecionarmos um
conversor A/D comercial adequado, dentre as quais destacamos
a quantidade de bits (resolucao), o erro total de aproximacgao,
0 modo de transmissao e a taxa de amostragem. O modo de
transmissdo pode ser serial ou paralelo, sendo que O primeiro é
mais lento que o segundo, pois transmite toda a informacgao por
meio de uma conexao. Ja a transmissao paralela € mais rapida e
precisa de um numero maior de conexdes (uma por bit do A/D).
A taxa de amostragem de conversores comerciais € informada em
guantidade de mil amostras por segundo (kilo sample per second -
kSPS) ou mesmo milhao de amostras por segundo (MSPS), além das
caracteristicas necessarias para atingi-la.

?Z| Exemplificando

Um A/D com 40 kSPS consegue amostrar 40 mil amostras por
segundo, o que equivale a 40 kHz de frequéncia de amostragem ou
25uSs de periodo de amostragem.
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EL'Q Pesquise mais

Ha diversas formas de fazer a conversdo A/D e D/A, como o método
de aproximacdes sucessivas, redes R/2R, entre outras, e uma analise
detalhada disto foge ao escopo desta disciplina, mas pode ser
facilmente encontrada na literatura. Alem dos critérios apresentados
aqui, € necessario verificar a frequéncia do clock, a tensao de
alimentacdo, a poténcia dissipada, etc.

Para conhecer mais sobre os conversores A/D e D/A, estude o capitulo
11 do livro:

TOCCI, R. J.; WIDMER, N. S.; MOSS, G. L. Sistemas digitais: principios e
aplicagBes. 11. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2011. 820 p.

Um filtro digital comumente usado em sistemas de aquisi¢ao
de dados € o filtro de médias moveis (moving average filter), cujo
objetivo € armazenar a média de N amostras da sequéncia de tempo
discreto. Este filtro, que possui resposta ao impulso finita (FIR), é
utilizado para rejeicao de ruidos e para suavizar a curva do sinal apos
a amostragem e é definido como:

1 N-1
y[n]= —Zx[n—k] (4.11)
N k=0

emque Y[n] e x[n] s30 os sinais de saida e entrada, respectivamente.
A equacao 4.11 pode ser reescrita como

N-1
y[n]= %Zx[”]h[” —k]. em que h[n—k] & um filtro cuja

k=0
resposta ao impulso é:

—, se0<n<N
An]l=1 N (4.12)
0, seforadointervalo
O modulo da resposta em frequéncia deste filtro para diversos
valores de N esta apresentado na Figura 4.18 (a) e em decibéis na
Figura 4.18 (b) e ¢ da forma:
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ot sen(QN/2)

H)=e Nsen(Q/2)

(4.13)

A largura do lobulo principal e a frequéncia de corte deste filtro
(atenuacdo de 3 dB) sdo determinadas por2n/N e Q. =0,917/N
respectivamente.

Figura 4.18 | Mddulo da resposta em frequéncia de filtros de média movel em (a)
escala linear e (b) em dB
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Fonte: elaborada pelo autor.

Analisando os graficos da Figura 4.18, € possivel notar que a
rejeicdo de uma determinada frequéncia nao necessariamente
sera maior conforme aumentamos a ordem no filtro. Por exemplo,
quando N = 5 a componente =2>5rad/s ¢ totalmente
eliminada do sinal. Entretanto, quando N = 7 ou N = 9, essa mesma
componente € apenas atenuada ao inves de eliminada. Assim,
aumentar a ordem do filtro de médias moveis ndo necessariamente
aumentara a atenuacao para uma determinada frequéncia, e essa
analise deve fazer parte do projeto do filtro.

Conforme mencionamos antes, o filtro de media movel é
bastante utilizado para rejeicdo de ruidos como o ruido branco,
caracterizado por nao apresentar nenhuma componente de
frequéncia particularmente importante. Este ruido € comumente
encontrado em sistemas de audio e medicdes de sensores.
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?Z| Exemplificando

Tome como exemplo o sinal senoidal corrompido com ruido branco -
Figura 4.19 (a). Seu espectro de frequéncia revela que ndo ha nenhuma
frequéncia particularmente importante alem daquela do proprio sinal
(100 Hz). O sinal foi filtrado com um filtro de meédias moveis com
N =7 e é apresentado com seu espectro de amplitude nas Figuras
4.19 (c) e 4.19 (d), respectivamente.

Figura 4.19 | (a) Sinal de entrada (x[n] ) e seu (b) espectro de amplitude; (c)
sinal de saida (y[n]) e seu (d) espectro de amplitude
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Fonte: elaborada pelo autor.

O seqguinte codigo foi usado para gerar o sinal corrompido com ruido
e filtra-lo com filtro de médias moveis.

fs = 5e3; % f de amostragem
Ts=1/fs; $ T de amostragem
n=0:250; % Quantidade de amostras

o)

% wgn é uma funcdo que cria um sinal de ruido }

U4 - Introdugéo ao processamento digital de sinais 175



branco

x = sin(2*pi*100*n*Ts)+wgn (1, length(n),1)/5; %
sinal

fig=figure () ;
p=plot(n,x,'k') % plota o sinal
xlabel('n');

ylabel ('x[n]");

fig=figure ()
L=length (x) ;
N = length(x);

Nfft=2" (nextpow2 (N)); % Completa com zeros até a
préxima poténcia de 2

Y = fft(x,Nfft) /L; % Calcula a FFT

f = fs/2*linspace(0,1,Nfft/2+1); % Vetor de
frequéncias

p=plot (f,2*abs (Y (1:Nfft/2+1)),'k"'"); % Plota o
espectro de amplitude

xlabel ('Frequéncia (Hz)'");

ylabel (" [X[k] ")

y = =zeros(size(x)); % Vetor para armazenar O

sinal filtrado
N = 7;

% Médida mdével com N=7

for i=N:length (x)-N

-
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N
yv(i)=(x(1)+x(1-1)+x(1-2)+x(1-3)+x(1-4)+x (i-
5)+x(1-6)) /N;

end

fig=figure ()

p=plot(n,y, 'k') % Apresenta o sinal filtrado.
xlabel('n');

ylabel ("y[n]");

fig=figure ()
L=length (y);
N = length(y);

Nfft=2" (nextpow2 (N) ); % Completa com zeros até a
proéxima poténcia de 2

Y2 = fft(y,Nfft)/L; % Calcula a FFT do sinal
filtrado

f = fs/2*linspace(0,1,Nfft/2+1); % Vetor de
frequéncias

p=plot (f,2*abs (Y2 (1:Nfft/2+1)),'k"); % Plota o
espectro de amplitude

xlabel ('Frequéncia (Hz)'");

ylabel (' |Y[k]|")

J

c@ Reflita

O modulo da resposta em frequéncia do filtro de media movel indica
gue as componentes de frequéncia acima da frequéncia de corte
nao sao eliminadas, mas apenas atenuadas. Assim, apesar de possuir
comportamento semelhante a um filtro passa-baixas, por que o filtro
de méedia moveis nao € usado para este objetivo?
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Retomando o contexto geral apresentado na Figura 4.16,
a unidade de processamento pode ser um processador de
sinais digitais (digital signal processor — DSP), que & um tipo de
microprocessador dedicado para operagdes em tempo real.
Sistemas de telecomunicacdes, processamento de audio e video,
radar e telefone celular utilizam DSP para tratamento dos sinais
adquiridos pelo ADC e depois os convertem por meio de DAC
para 0 mundo real. A Figura 4.20 apresenta o diagrama de blocos
simplificado de um telefone celular.

Figura 4.20 | Diagrama de blocos simplificado de um telefone celular
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Fonte: Tocci; Widmer; Moss (2011, p. 672)

Sem medo de errar

Retomando © nosso contexto, vocé € engenheiro lider
de projetos de motores elétricos de uma grande empresa
multinacional. Atualmente, vocé e sua equipe estdo desenvolvendo
um equipamento para fazer analise de vibracdes mecanicas de
motores como uma forma de manutencao preditiva, isto €, para
antecipar algum problema. Como vocé pode aplicar o teorema
da amostragem para definir o hardware necessario para O seu
projeto? Usando a FFT vocé verificou que os sinais de vibracao
possuem grande quantidade de ruidos, o que dificulta a analise do
espectro de frequéncias. Como vocé pode rejeitar parte dos ruidos
das medidas?

Verificamos na Secdo 4.2 que f,=500Hz n3o so estd de
acordo com o teorema da amostragem como fornece uma
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boa representacao do sinal em tempo discreto, o que acaba por
melhorar o espectro de frequéncia determinado pela FFT. Assim,
conversores A/D que possuam taxa de amostragem maior ou igual a
500 amostras por segundo atenderdo o seu projeto perfeitamente.
Para termos uma melhor representacao no dominio do tempo,
vocé define que usard um A/D com 1 kSPS. Supondo que o sinal
a ser medido esteja condicionado entre 0 e 5V, varios circuitos
integrados comerciais, como o ADC0804, serdo capazes de fazer
esta amostragem com 8 bits de resolucdo e passo de quantizagcdo

0= =19,6mV .

28 —

Suponha agora que o sinal de vibracdo foi corrompido com
ruido branco e uma componente de 400 Hz — Figuras 4.21 (a) e 4.21
(b). Podemos projetar um filtro de meédia movel para rejeitar parte
deste ruido e aprimorar o sinal medido. Neste caso, a frequéncia
normalizada sera em relacao a 500 Hz. Fazendo N = 5, a frequéncia
de corte e a largura do lobulo principal serdo 0,182z rad/s e
0,4rrad/s, respectivamente. De acordo com a Figura 4.18, a
componente de 400 Hz (2,5 rad/s) sera totalmente eliminada
do sinal, e o ruido branco sera atenuado, conforme Figuras 4.21
(c) e 4.21 (d). Assim, o filtro de média movel com N = 5 atende as
necessidades do projeto.
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Figura 4.21 | (a) Sequéncia amostrada por ADC e seu (b) espectro de amplitude; (c)
sequéncia apos filtragem por média movel com N = 5 e seu (d) espectro de amplitude
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Fonte: elaborada pelo autor.

Avancando na pratica

Projeto de filtro de médias moveis

Descricao da situagcao-problema

As Figuras 4.22 (a) e 4.22 (b) mostram uma medida de vibracao
feita por um A/D e seu espectro de amplitude. Uma vez que a
vibracao do motor possui frequéncia fundamental de 40 Hz, as
demais componentes apresentadas sao consideradas ruido. Assim,
vocé decide projetar um filtro de meédia movel para eliminar as
componentes indesejadas.
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Figura 4.22 | (a) Sequéncia amostrada por ADC e seu (b) espectro de amplitude

(a) (b)

g B mﬂ“T‘Tflfl Hﬂh hﬂ?ﬁfﬂl‘l JluTl ggz JiE2
o l W z;zo = l

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucdo da situagcdo-problema

Sabendo que a frequéncia normalizada dos filtros digitais varia de 0 a
mrad/s | temos que 500 Hz equivalea rad/s . As demais frequéncias
medidas (40, 250 Hz, 318 Hz e 400 Hz) s&o equivalentes a 0,08z rad/s
n/2rad/s,0,64xrad/s e 0,8zrad/s | respectivamente. Precisamos
definir a quantidade de amostras N do filtro de media movel. A largura
do lébulo principal deste filtro é determinada por 27/ N e vale 0,6667
quando N=3, o que praticamente eliminard a componente de 318 Hz
e atenuard as demais. Este resultado esta apresentado nas Figuras 4.23
(@) e 4.23 (b), respectivamente. Se aumentarmos N, a largura do lobulo
principal e a frequéncia de corte serao diminuidas, mas o atraso No sinal
serd cada vez maior, conforme Figuras 4.23 (c) e 4.23 (d) para N = 9.
Assim, o filtro de médias moveis com N = 3 é o suficiente para este caso.
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Figura 4.23 | (a) Sequéncia apos filtragem por média mével com N = 3 e seu (b)
espectro de amplitude; (c) sequéncia apds filtragem por média mévelcom N =9 e
seu (d) espectro de amplitude
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Fonte: elaborada pelo autor.

Faca valer a pena

1. O conversor analogico-digital (A/D) converte o sinal de tempo continuo
em uma sequéncia de amostras com representagcao por numeros binarios
proporcional a amplitude do sinal. As amostras serdo aproximadas para
0s niveis de quantizacao permitidos, sendo que cada um é representado
por um cdédigo binario Unico. Quanto maior for o numero de bits do A/D,
maior sera a quantidade de niveis de quantizacdo e menor sera o passo de
quantizacdo, o que resulta em melhor representacao do sinal.

Um conversor A/D de 8 bits alimentado com 3V é usado para amostrar um
sinal de tensdo cuja amplitude pode variar de 0 a 2 V. Determine o passo
de quantizacédo deste conversor A/D e o cddigo binario fornecido quando
o sinal de entrada for 1,2 V.
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a) 6 =11,765mV e 01100110, .
b) 6 =11,765V e 01100110, .

c) 6 =11,765mV e 11000110, .
d) 6 =11,765mV e 11100110,

e) §=11,765V"' e 11100110,

2. O conversor analégico-digital (A/D) converte o sinal de tempo continuo
em uma sequéncia de amostras representadas por numeros binarios
proporcionais a amplitude do sinal. Esta sequéncia € depois enviada para
uma unidade de processamento que pode ser, até mesmo, um processador
de sinais digitais.

Um sensor de pressdo produz um sinal de tensao como saida que pode
variar de 0 a 2 V. Qual dos conversores listados a sequir faz a representagdo
mais precisa do sinal analogico? Considere que todos possuem a mesma
taxa de amostragem.

a) Faixa de leiturade 0 a 3V e 6 bits.
b) Faixa de leiturade 0 a5V e 10 bits.
c) Faixa de leiturade 0 a 2 V e 8 bits.
d) Faixa de leiturade 0 a1V e 12 bits.
e) Faixa de leiturade 0 a4V e 9 bits.

3. Um filtro digital comumente usado em sistemas de aquisicdo de
dados € o filtro de médias moveis (moving average filter), cujo objetivo é
armazenar a meédia de N amostras da sequéncia de tempo discreto. Este
filtro, que possui resposta ao impulso finita (FIR), é utilizado para rejeicdo
de ruidos e para suavizar a curva do sinal apos a amostragem.

O sinal apresentado na figura (a), a seguir, foi amostrado por um conversor
A/D, e a figura (b) mostra o seu espectro de amplitude (FFT). Uma vez
que este sinal deveria ser puramente senoidal de 500 Hz, as demais
componentes sdo consideradas ruidos. Projete um filtro de média movel
de forma a eliminar o ruido deste sinal e assinale a alternativa que apresenta
a ordem deste filtro.
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Figura | (a) Sequéncia ruidosa e seu (b) espectro de amplitude
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