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Palavras do autor

Caro aluno,

Bem-vindo ao curso de Algebra Linear e Vetoriall Nesta
disciplina, vocé sera apresentado ao conceito de matrizes e suas
aplicacdes, vera a definicao e a resolucao de sistemas de equacdes
lineares, alem de estudar quais outras estruturas matematicas tém
um comportamento semelhante ao de vetores. Este estudo se faz
importante, visto que muitos problemas aplicados, aparentemente
complexos, podem ser simplificados e resolvidos utilizando
estratégias de Algebra Vetorial.

Na primeira unidade, trabalharemos com a representacao de
dados na forma matricial, operacdes com matrizes, aplicacao
das matrizes para resolver sistemas de equacdes lineares e o
determinante de uma matriz. J3 na unidade 2, estudaremos as
operagdes basicas de vetores e sua representacdo geometrica
nos casos bi e tridimensionais. Em seguida, na unidade 3, além de
expandirmos o conceito de vetores para espacos n-dimensionais,
analisaremos conjuntos que possuem comportamento analogo
ao de vetores, diferentes formas de representacao e maneiras de
converter uma representacdo em outra. Por fim, na Unidade 4,
estudaremos aplicacdes lineares sobre esses conjuntos de vetores e
algumas propriedades dessas aplicagdes.

Em todas as unidades, apresentaremos problemas aplicados em
diversas areas de atuacdao.

A maioria dos problemas aplicados pode ser descrita como
problemas algébricos, assim o estudo desta disciplina € indispensavel
para muitas areas de Exatas. Como todas as areas da Matematica,
a aprendizagem desta disciplina so € possivel com seu esforco
individual. Neste livro, mostraremos 0s caminhos que julgamos mais
adequados para sua aprendizagem. Aproveite e bons estudos!






Unidade 1

Matrizes e sistemas lineares

Convite ao estudo

Iniciamos  nossas  secdes  estudando  problemas
relacionados a sistemas de equacgdes lineares. Esses problemas
podem representar aplicacdes muito simples, como encontrar
a equagao de uma reta gue passa por dois pontos, ou mesmo
problemas mais complexos, como meétodos para resolucao
de sistemas de equacdes diferenciais.

Nesta unidade, estudaremos o que sao e como resolver
sistemas de equacdes lineares. Conforme aumentarmos
O numero de incognitas Nos Nossos problemas, essa
representacao podera nao ser pratica. Para contornar essa
dificuldade, apresentaremos as matrizes e suas operagoes
basicas. Representaremos os sistemas de equacdes lineares
como equacdes matriciais e usaremaos suas propriedades na
resolucao dos sistemas.

Como ilustracdo da aplicabilidade das tecnicas que serao
estudadas nesta unidade, suponha que vocé foi contratado
por uma empresa de softwares, a qual esta desenvolvendo um
software que informa a quantidade de ingredientes necessaria
para a producao de determinado tipo de alimento.

Como entrada (input), esse software recebe informagdes
nutricionais do alimento desejado e dos seus ingredientes,
por exemplo, a quantidade de calorias e de proteinas por
quilograma etc.

A saida (output) desse programa sera a quantidade de
cada ingrediente que deve ser utilizada na preparagao de 1
quilograma de um alimento que possua as propriedades
nutricionais desejadas.

Vocé e o responsavel pela implementacao da parte
matematica do software, isto €, a entrada dos dados e sua
analise, a modelagem e 0 método de resolucdo do problema.



Nesta unidade, vocé estudara como representar os dados,
de maneira sucinta e elegante, usando matrizes; analisar essas
matrizes para identificar possiveis informacdes redundantes;
construir sistemas de equacdes lineares, analisando a
quantidade de possiveis solucdes, alem de resolve-los.

Ao final desta unidade, vocé sera capaz de responder as
seguintes perguntas emrelacao ao alimento desejado: quantas
combinacdes possiveis dos ingredientes o fornecem? Qual €
a quantidade de ingredientes para obté-lo? Como definir a
gquantidade de cada ingrediente a ser usado na elaboracao?



Secaoll

Matrizes: definicao e operagoes
Dialogo aberto

Caro aluno,

Nesta secdo, apresentaremos o conceito de matrizes e suas
propriedades. Matrizes sdo especialmente Uteis como uma forma
compacta de representagcao de dados e operacdes matematicas,
tornando problemas aparentemente complexos em sistemas simples
e de facil interpretagao.

Estamos supondo que vocé tenha sido contratado por uma
empresa de softwares para implementar um sistema que deve
informar a quantidade de ingredientes necessarios a produgao de
determinado alimento. Os dados de entrada para esse software sao
as propriedades nutricionais de cada ingrediente.

Vocé ¢ o responsavel pela padronizagcao do formato da entrada.

Suponha que os ingredientes utilizados serdo: cenouras, beterrabas,
sOja e trigo.

Sabe-se que as quantidades sao:

« cenouras: 200 kcal/kg, 20 g/kg de proteinas e 4 g/kg de gordura;
« beterrabas: 500 kcal/kg, 20 g/kg de proteinas e 1 g/kg de gordura;
« soja: 3.600 kcal/kg, 400 g/kg de proteinas e 200 g/kg de gordura;
« trigo: 3.600 kcal/kg, 100 g/kg de proteinas e 10 g/kg de gordura.

(Adaptado de DIETA E SAUDE. Disponivel em: <www.dietaesaude.
com.br>. Acesso em: 10 out. 2017))

Como os dados podem ser armazenados eficientemente? Como
serd a representacdo desses dados utilizando tal armazenamento?
Como mudar a unidade de medida dos dados?

Nesta secao, discutiremos esses temas e outros, que serdo de
extrema importancia nos topicos seguintes.

U1 - Matrizes e sistemas lineares 9



Nao pode faltar

Imagine que desejamos representar algumas informacdes
fisicas sobre algumas pessoas na forma de tabelas. Para cada
pessoa, associamos uma linha e, em cada coluna da tabela,
indicamos uma caracteristica fisica. Considere, por exemplo, a
tabela 1.1.

Tabela 1.1 | Altura em metros e massa em quilogramas das pessoas 1 e 2

Altura (m) Massa (kg)
Pessoa 1 1,75 70
Pessoa 2 1,61 54

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabendo que cada linha estad associada a uma pessoa, a primeira
coluna indica a altura (em metros) e a segunda coluna, a massa (em
quilogramas). Podemos representar a tabela dada, simplesmente,
como:

175 70
1,61 54

E facil interpretar que a pessoa associada & primeira linha
apresenta 1,75 m de altura e sua massa ¢ 70 kg, enquanto a pessoa
associada a segunda linha tem 1,61 m de altura e massa igual a 54 kg.

Essa representacao de dados na forma de tabelas € chamada de
matriz.

(tz" Assimile

Dizemos que A € uma matriz de ordem MXn, se A € representada
como uma tabela com m linhas e n colunas. Podemos, ainda, afirmar
gue A € uma matriz real, se todos os seus elementos sao numeros
reais. Neste caso, representamos como:

Ac Rmxnl

(A pertence ao conjunto das matrizes reais, com m linhas e n colunas).

10 U1 - Matrizes e sisternas lineares



<

Referenciamos o elemento da linha /e coluna j da matriz A como &,
assim representamos a matriz A com m linhas e n colunas por:

a 8, - &,
a a a
|92 22 2n|
A= : - [aij ]mxn'
arn1 aI'r72 amn

Uma matriz com ordem nxn, ou seja, com O mesmo numero de
colunas e linhas, ¢ chamada de matriz quadrada.

Os elementos com indices iguais, por exemplo, a,;. a,, etc., sdo
chamados de elementos da diagonal principal de A.

Os elementos da forma &, ;,4,;. com i =1,...,n, formam a diagonal
secundaria de A.

Na figura 1.1, apresentamos um exemplo de matriz com as diagonais
principal e secundaria destacadas.

Figura 1.1 | Matriz 3x3 com diagonal principal destacada que apresenta
linhas continuas e diagonal secundaria real¢ada com linhas segmentadas

Fonte: elaborada pelo autor.

Comoas matrizessao objetos matematicos, podemosassocia-lasa
operagdes. Suponha que, apos algum tempo, as pessoas associadas
a matriz A apresentada anteriormente, tiveram suas alturas e massas
maodificadas, conforme indicado pela sequinte matriz:

0,01 —1

0,1 3]

Como determinar as novas alturas e massas dessas pessoas?

U1 - Matrizes e sistemas lineares 11



Para responder a essa pergunta, basta interpretarmos o que a
matriz B representa: a pessoa 1 aumentou 0,1 m e engordou 3 kg;
j& a pessoa 2 aumentou 0,01 m e emagreceu 1 kg. Para verificar as
novas alturas e massas, basta adicionarmos cada um dos elementos.
Assim, a matriz com as novas alturas e massas sera:

1,75 70 01 3 1,75+0,1 70+3
C=A+B= = )
1,61 54| 0,01 —1 1,6140,01 54 +(-1)
ou seja,
[185 73
- 162 53|

ﬁ"’ Assimile
S 4
Dadas Ae B € R™" amatriz C € R™" definida como a soma de Ae
B, é tal que:

c, =a; t+b,

paratodo i =1,...,m e j=1...,n Logo, denotamos:

C=A+8B.

Agora, suponha que desejamos descrever a altura em milimetros
e a massa em gramas. Para isso, basta multiplicarmos cada uma
das entradas da matriz por 1.000. Assim, se D é a matriz com as
informacdes das pessoas 1 e 2em milimetros e gramas, temos que:
1,62 53| |1000-1,62 1000-53

D = 1000C — 1000[1,85 73] _ [1000-1,85 1000~73],

portanto,
_ [1850 73.000
- [1620 53.000|

a qual indica que a pessoa I tem 1.850 mm de altura e massa igual
a 73.000 g, enquanto a pessoa 2 tem 1.620 mm de altura e massa
igual a 53.000 g.

12 Ul - Matrizes e sistemas lineares



o(}b Reflita

Sejam A€ R™" e a € R, se a matriz Be R™" ¢ o produto de «
com A entdo:

paratodo i =1,...,m e j=1...,n. Logo, denotamos:
B=<aA.
Note que se o = 2, entdo:
B=2A=A+A.

Essa relagdo de adicdo e multiplicagdo € condizente com a adi¢do
e a multiplicagdo usuais dos numeros reais? Quais propriedades de
adicdo e multiplicagdo podem ser transpostas dos numeros reais para
as matrizes?

Sabemos duas operacdes basicas envolvendo matrizes, mas
serd que podemos realizar o produto entre matrizes? A resposta
é: "depende”. Depende da ordem das matrizes, isto €, para realizar
esse produto, o numero de colunas da primeira matriz deve ser igual
ao numero de linhas da segunda matriz. O elemento na linha / e
na coluna j da matriz resultante serd dado pela soma do produto
elemento a elemento da linha /da primeira matriz com os da coluna j
da segunda matriz. Além disso, a matriz resultante tera a mesma
quantidade de linhas do que a primeira e a mesma quantidade
de colunas do que a seqgunda. Na Figura 1.2, esquematizamos a
verificacdo da existéncia do produto entre matrizes.

Figura 1.2 | Esquema para verificagdo da existéncia do produto entre matrizes

A B

mfn nfi = C@;(l_g,

Fonte: elaborada pelo autor (2017)

v=| Exemplificando

Considere as matrizes seguintes:

1 2

A:
o

e[

-3 -2 -1

>
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Queremos calcular as matrizes C e D definidas como o produto de A
4 por B e o produto de B por A, respectivamente, ou seja,

C=AB e D=BA.

O primeiro passo € verificar se esses produtos existem, lembrando que
A ¢ de ordem 2x2 e B é de ordem 2x3. Na definicdo de C, a
primeira matriz € A e a sequnda ¢ B. Usando o esquema apresentado
na Figura 1.2, notamos que C existe e & de ordem 2x 3.

Devemos calcular cada uma das entradas de C. Observe:

ch=[1 2] :2 =1.(—6)+2:(-3)=—6-6=-12,
¢, =1 2] :g =1(-5)+2-(-2)=-5-4=-9
iy =[1 2] j =1(-4)+2(-1)=-4-2=-6
¢, =[3 4] :2 =3:(—6)+4:(-3)=-18-12=-30,
c, =[3 4] :2 =3:(-5)+4(-2)=-15-8=-23,
Cpn =[3 4] j =3.(-4)+4-(-)=-12-4=-16

Dai, temos que:

[-12 -9 -6
~|-30 -23 -16

Agora, na definicdo de D, a primeira matriz € B e a segunda € A;
novamente utilizaremos o esquema apresentado na Figura 1.2, porem
como 2= 3, a matriz D nao existe.

Em alguns casos, pode ser interessante mudar a ordem de
representacao das matrizes, isto €, representar como coluna o que
antes aparecia como linha e representar como linha o que antes se
mostrava como coluna. Essa operacdo € chamada de transposta.
Dessa maneira, dada uma matriz A € R™", sua matriz transposta €
de ordem nxm e denotada por A’.

14 Ul - Matrizes e sistemas lineares



v=| Exemplificando
Considere a matriz A de ordem 2x 3 definida por:
120
11 0/

Queremos calcular o produto ATA.

Como sempre, ao calcular produtos de matrizes, o primeiro passo é
verificar se o produto existe. Para isso, devemos comparar a quantidade
de colunas da matriz A7 com a de linhas da matriz A.

Amatriz AT ¢ de ordem 3 x2 (0 que era linha se torna coluna e o que
era coluna, linha), ou seja, possui 2 colunas. Assim, como A possui 2
linhas, o produto existe.

Agora, devemos determinar qual € a matriz transposta. Ao invertermos
linhas por colunas e vice-versa, temos:
1
AT =12 1
00

Logo, realizando o produto por linhas e colunas, como explicado
anteriormente, obtemos:

1 11 5 0 230
ATA=|2 1[1 1 0]—3 50
00 00O

Note que a matriz obtida como resultado da multiplicagcdo no
exemplo anterior, ao ser transposta, continua igual. Matrizes com
essa propriedade sao chamadas matrizes simétricas. Em notacao
matematica, dizemos que uma matriz A € simétrica se:

A=A,

Aléem das matrizes simétricas, outras sao consideradas especiais
em razdo de suas estruturas. Uma delas, denotada por [,, ou
simplesmente / quando ndo ha duvidas sobre a sua ordem, é
chamada de matriz identidade de ordem n. Esta € uma matriz de
ordem nxn, em que todos os elementos da diagonal principal séo

U1 - Matrizes e sistemas lineares 15



iguais a 1 e os elementos fora dessa diagonal sdo iguais a 0. Como
exemplo, apresentamos a matriz identidade de ordem 3:

100
I,=10 1 0|
0 0 1
Matrizes que, como a identidade, possuem todos os elementos

fora da diagonal principal nulos sdo chamadas de matrizes diagonais,
sendo representadas como:

d, 0 .. 0
b_|0 0
0 0 d

Note que os elementos d;; podem assumir quaisquer valores reais,
em particular se d; =1, para todo j=1:---,n, temos que D=1,
OuU seja, a matriz D é a matriz identidade. Outro caso especial é
quando d; =0, para todo j=1.---,n, isto &, todos os elementos da
matriz D sao iguais a 0. Assim, podemos afirmar que D € uma matriz
nula e denotamos D =0.

Um outro tipo de matriz quadrada com estrutura especial sao
as matrizes triangulares. Estas podem ser superiores, se todos 0s
elementos abaixo da diagonal principal forem nulos, ou inferiores,
se todos os elementos acima da diagonal principal forem nulos.
A sequir, apresentamos as matrizes U e L, representando matrizes
triangulares superiores e inferiores, respectivamente:

Uy Uy oo Uy, Ly, 0 ... 0
U= O u.22 = u?n . Iz.1 12.2 0
0 O u,, Iy 1L, .. 1,

v=| Exemplificando

Seja v € R™ ou seja, v € uma matriz com nlinhas e 1 coluna. Neste }
caso, podemos dizer que v € um vetor, e denotamos R™ =R"

16 Ul - Matrizes e sistemas lineares



Queremos descobrir qual € o resultado da multiplicagdo da matriz
4 identidade de ordem n pelo vetor v.

Lembramos que a matriz identidade de ordem n é:

10 .-~ 0
1 ...
=Lt
00 - 1

Como o numero de colunas de / é ne o de linhas de vtambém é n, o
produto existe. Como o numero de linhas de /é ne o de colunas de v
é 1, o resultado da multiplicagdo sera de ordem nx1, ou seja, quando
possivel, o produto matriz vetor gera vetor.

Denotando U = Iv, chamando de u; a i~ésima componente do vetor
u e usando a regra de multiplicagao de linhas por colunas, para todo
i=12,...,n temos que:

V1
Vi—1
u=[0 - 0 _1_ 0 - 0|y,
—_— i
posigéo i
Vi
Vn

ou seja,
u=0v,4+-4+0-v, ,+1v,+0.v, , +---4+0.v, =v,,
portanto,

u=Ilv=v

Com esse exemplo, concluimos que a multiplicacdo de matrizes pela
matriz identidade ndo afeta a matriz original. Podemos interpretar que
/tem o mesmo efeito que o nuimero 1 na multiplicagcdo de numeros
reais, isto €, podemos considerar a matriz identidade como o elemento
neutro da multiplicacdo de matrizes.

U1 - Matrizes e sistemas lineares 17



g)Rﬁm

Sejam as matrizes A€ R™", D, € R™" diagonal e D, € R™
diagonal.

Qual é a consequéncia da multiplicagdo D_A? E a da multiplicagdo
AD?

Para auxiliar em seu estudo do caso geral, tome um caso especifico com:

1.2 3 2 0 100
[45GIQL 1e03=02 0
B 00 -3

Analise o que ocorre com as linhas de A ao fazermos o produto D,A e
0 que acontece com as colunas de A ao realizarmos o produto AD,.

Estenda sua analise para matrizes de ordens quaisquer.

ﬂ9 Pesquise mais

Nesta secdo, vocé estudou a definicdo de matriz, suas operacdes
fundamentais e algumas estruturas especiais de matrizes. Para
complementar seus estudos, consulte:

KUERTEN, Cristini. Algumas aplicagdes de matrizes. 2002. 68 f. TCC
(Graduacdo) — Curso de Licenciatura em Matematica, Departamento
de Matematica, Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas, UFSC, Santa
Catarina, 2002. Disponivel em: <https://repositorio.ufsc.br/bitstream/
handle/123456789/96804/Cristini_Kuerten.PDF>. Acesso em: 10 out. 2017.

PULINO, Petronio. Matrizes e sistemas lineares. In: . Algebra linear
e suas aplicagdes: notas de aula. Campinas: Unicamp — Departamento de
Matematica Aplicada — Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica, 2012. p. 30-41. Disponivel em: <http://www.ime.unicamp.
br/~pulino/ALESA/Texto/>. Acesso em: 10 out. 2017.

Sem medo de errar

Voltando ao problema da entrada do software de alimentos,
lembre-se de que vocé ¢ o responsavel pela padronizacdo das
entradas do programa.

O seu primeiro questionamento deve ser: “Como representar
esses dados de forma eficiente?”.

18 U1 - Matrizes e sisternas lineares



Tome como exemplo os dados de massa e de altura das pessoas
1 e 2, apresentados no texto. Um modo simples e elegante para
representa-los foi obtido por meio das matrizes. De maneira analoga,
podemos representar as informacdes nutricionais como uma matriz,
em que cada linha representa uma propriedade nutricional e cada
coluna, um ingrediente.

Note que a transposta dessa escolha também e valida, ou seja,
podemos criar uma matriz em que cada coluna representa uma
propriedade nutricional e cada linha, um ingrediente.

Usando a primeira forma, os dados seriam apresentados pela
Tabela 1.2.

Tabela 1.2 | Algumas informacdes nutricionais de cenoura, beterraba, soja e trigo

Cenoura  Beterraba Soja Trigo

Calorias (kcal/kg) 200 500 3.600 3.600
Proteinas (g/kg) 20 20 400 100
Gorduras (g/kg) 4 1 200 10

Fonte: elaborada pelo autor.
Essa tabela € representada pela matriz:

200 500 3600 3600
20 20 400 100
4 1 200 10

de ordem 3x4 (3 ingredientes e 4 propriedades).

Essa matriz representa a quantidade de certos nutrientes por
quilograma de ingredientes. E se quisermos representar esses dados
por 100 gramas de ingrediente?

Como 100g = 0,1kg. basta multiplicarmos a matriz
representada por 0,.1. Assim, a matriz com as informacdes sera:

200 500 3600 3600f |20 50 360 360
0120 20 400 100|=2 2 40 10|
4 1 200 10 0,4 01 20 1

U1 - Matrizes e sistemas lineares 19



Veja que essa matriz esta representando o valor energético de
cada alimento em kcal/100 g. O que devemos fazer para representar
esses valores em cal/100 g?

Ao lembrarmos que 1kcal = 1.000 cal, devemos, entao, dividir
cada elemento da primeira linha por 1.000. Matricialmente, isso é
equivalente a multiplicar uma matriz diagonal 3x 3, com o elemento
da primeira linha e da primeira coluna igual a 0,001 e os outros
elementos da diagonal principal iguais a 1, pela matriz de dados, ou
seja,

0,001 0 0}|20 50 360 360f (0,02 0,05 0,36 0,36

0 102 2 40 10|=| 2 2 40 10
0O 0 104 01 20 1 04 01 20 1

Veja que representando os dados como matrizes, temos uma
forma compacta e tabular de apresenta-los, o que facilita a analise
visual.

Note, ainda, que todas as operacdes realizadas para mudancas
de unidades foram opera¢cdes matriciais, simplificando o processo
de implementacao do software, visto que somente um tipo de
estrutura matematica (as matrizes) sera utilizado.

Usaremos a seguinte padronizacao:

e Dados de entradas serao representados em matrizes com m
linhas e n colunas, em que m € a quantidade de propriedades
nutricionais analisadas e n € a quantidade de ingredientes
utilizados; cada linha da matriz estara associada a uma
propriedade nutricional e cada coluna, a um ingrediente.

Agora que a padronizagao ja foi pensada, que tal sintetiza-la em
um relatorio e preparar uma apresentacao de slides, com a finalidade
de orientar a equipe de desenvolvimento?

Avancando na pratica

Representando imagens como matrizes
Descrigao da situagao-problema

Imagens digitais sao representacdes computacionais dasimagens
reais. Um exemplo simples de imagem digital sdo fotografias das
cameras de celulares. Essas imagens sdo representadas por pixels.
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Emimagens monocromaticas (escala de cinza), cada pixelrepresenta
a intensidade da luz em uma posicdo especifica da imagem. Se o
pixel tem valor 0, temos a cor preta; caso tenha valor 1, cor branca;
os valores entre O e 1 representam a escala de cinza.

Se a resoluc¢do da imagem € 1.600x900, temos 1.600 colunas
de pixels e 900 linhas.

Como vocé representaria imagens utilizando matrizes? Como
faria para sobrepor duas imagens?

Como exemplo, use as imagens com duas linhas e trés colunas
das Figuras 1.3 e 1.4.

Figura 1.3 | Imagem digital A com 2 linhas e 3 colunas

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 1.4 | Imagem digital B com 2 linhas e 3 colunas

Fonte: elaborada pelo autor.
Resolucdo da situagcdo-problema

Se uma imagem tem m linhas e n colunas, podemaos representa-
-la como uma matriz mxn, em que o elemento Jjj da matriz se
associa a intensidade do pixel na linha /, coluna /.

No exemplo, ambas as imagens possuem 2 linhas e 3 colunas.
Na primeira imagem, o pixel da primeira linha e da primeira coluna
tem intensidade O; o da primeira linha e da segunda coluna tem
intensidade 1; o da primeira linha e da terceira coluna tem intensidade
0 etc. Assim, as imagens serao representadas, respectivamente,

pelas matrizes:
10 1
e B :l ]

o 10
N 11 1

10 1
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Como A e B tém a mesma ordem, podemos realizar a
sobreposicdo adicionando as duas matrizes. Para garantir que a
intensidade dos pixels continue entre O e 1, dividimos a soma por
2 (que é equivalente a multiplicar a soma por 05). Portanto, a
sobreposicao das imagens sera:

101
Tl 1”_

Tal operacado representa a imagem da Figura 1.5.

010

10 1

0,5(A+B)=0,5
(s [ 105 1

0,5 0,5 0,5]

Figura 1.5 | Sobreposicdo das imagens

Fonte: elaborada pelo autor.

Faca valer a pena

1. Matrizes com apenas uma coluna podem ser chamadas de vetores.
O produto matriz/vetor (calculado da mesma forma que o produto matriz/
matriz) nos dd um vetor formado por uma combinagdo das colunas da
matriz. Suponha a matriz:

1 2 3 4
A=|5 6 7 8
-1 -2 -3 -4

e o vetor
vi=[-11 -1 1]

Assinale a alternativa com o resultado do produto Av:

4 8 12 16
a) Av={15 18 21 24
-2 -3 6 -8
b) (Av) =[6 8 10 12]

o) (Av) =[10 26 —10]
d) (Av) =[2 2 —-2]

e) Avndo existe devido a ordem das matrizes.
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2. O uso de matrizes € muito importante na representacdo compacta de
informacdes. Nelas, os dados podem ser facilmente interpretados por
humanos e computadores.

A multiplicagdo de matrizes nos permite realizar varias modificacdes
nesses dados, por exemplo, multiplicarmos uma coluna ou linha inteira
por uma constante, combinar linhas ou colunas etc.

Suponha A e B duas matrizes quaisquer e [, a matriz identidade, com a
mesma quantidade de linhas do que A.

Sobre essas matrizes, sao feitas as seguintes afirmagdes:

I. A ordem da multiplicagdo ndo interfere no resultado final, isto é,

AB=BA.
Il. Independentemente do numero de colunas de A temos
LLA=Al,=A

lll. Se a ordem de A for 3x 4 e B for matriz diagonal com ordem 4 x4,

entdao o produto AB é o equivalente a multiplicacdo de cada coluna
de A por um dos elementos da diagonal principal de B.

Analisando essas afirmagdes, € correto afirmar que:

a) Apenas a afirmacao | é verdadeira.

b) Apenas a afirmacéo Il é verdadeira.

c) Apenas a afirmacdo Il é verdadeira.

d) Apenas as afirmacdes Il e Il sdo verdadeiras.

e) As afirmacgdes |, Il e Il sdo verdadeiras.

3. Sabemos o conceito de multiplicacdo de matrizes. Ao expandir esse
conceito, podemos definir a potenciacao de matrizes. Sejam A uma matriz
quadrada e num numero inteiro maior do que 0, entdo:

A"=A-A-...-A
an... A

n vezes

Outra propriedade importante sobre o produto entre matrizes é a
associatividade. Sobre esta, considere trés matrizes A, B e C de ordens
mxn, nxp e pxq, respectivamente. Entao:

ABC = (AB)C = A(BC).

Considere a matriz:

T

1 1 1 J
NERNCIINGY

Ao chamarmos de A a matriz resultante do produto w', fazemos as
seguintes afirmagdes:
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I Amatriz A* = A
Porque
I viv=1
Analisando a relagdo razdo-assercao, podemos afirmar que:
a) As afirmacdes | e Il estdo corretas e a afirmacgédo |l justifica a |.
b) As afirmacdes | e Il estdo corretas, mas a afirmacao Il ndo justifica a |.
c) A afirmacéo | estd correta e a afirmacgdo Il, incorreta.
d) A afirmacdo | estd incorreta e a afirmacdo |, correta.
e) As afirmacdes | e Il estdo incorretas.
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Secao 1.2

Sistemas lineares
Dialogo aberto

Nesta secao, introduziremos o conceito de sistemas de equacdes
lineares ou, simplesmente, sistemas lineares. Grande parte dos
problemas aplicados pode ser representada por esses sistemas,
sendo usados também como passo intermediario em sua resolucao.

Um exemplo de problema que pode ser modelado como sistema
de equacdes lineares € o de se encontrar a equacao de uma reta
que passa por dois pontos distintos no plano cartesiano.

Estudaremos algumas formas de representacao de sistemas
lineares e a equivaléncia entre elas. Além disso, abordaremos
algumas maneiras de resolucdo desses sistemas.

Como ilustracdo para a aplicabilidade desse tipo de problema,
estamos supondo a sua contratagdo por uma empresa que
desenvolve um software que retorna a quantidade de cada um
dos ingredientes a ser utilizado na produg¢do de um alimento com
determinadas propriedades nutricionais.

Em um teste, o software recebeu como entrada os dados
nutricionais de cenouras, beterrabas, soja e trigo. As informacdes
nutricionais do alimento desejado sdo: 1.975 kcal/kg, 135 g/kg de
proteinas e 53,75 g/kg de gordura.

Como vocé pode combinar os ingredientes de modo a
obter esse alimento? Como esse problema pode ser formulado
matematicamente? Qual € a saida (output) do software, ou seja, qual
€ a quantidade de cada um dos ingredientes utilizada para se obter
1 kg do alimento desejado?

Nesta secdo, estudaremos como responder a todas essas
questdes.
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Nao pode faltar

Considerando o plano euclidiano (plano xy), como podemos
encontrar a equacdo da reta que passa pelos pontos p, =(12) e
pz = (211)7

Lembre-se de que a equagao de uma reta pode ser expressa
COMO y =ax+ [, emque a € g sao numeros reais. Como os dois
pontos estdo na reta, sua equacao deve estar satisfeita na igualdade
nesses pontos, ou seja,

a+p=2
20+68=1

Nesse problema, « e 3 sao incognitas. Seus valores sdo
encontradosde modoasatisfazerasduasequacdessimultaneamente.
Sistemas dessa forma sdo ditos sistemas lineares, com duas
equacdes e duas incognitas. No caso geral, sistemas lineares sao
descritos como:

X, +a,X, +---+a,X, = b1
8y Xy FaypX, + 4 8,,X, = bz ,

8,y Xy 8 X, +- 48, X :bm

mn-'n

em que b, € R, para todo j=1...m, e a; €R, para todo
i=1...me j=1...,n Neste caso, o sistema linear apresenta m
equagdes e nincognitas.

No exemplo da reta que passa pelos pontos, a resolucao do
problema pode ser obtida simplesmente isolando uma das variaveis
e substituindo-a na outra equacao. Por exemplo, se subtrairmos b de
ambos os lados da equacao dada na primeira linha, obteremos:

a=2-0.

Assim, a € escrito como uma func¢ao de b. Ao substituirmos essa
relacao na segunda linha do sistema linear, temos:

1=2a+0 = 1=22-8)+08 = 1=4-3,

ou s€ja,

=3
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Voltando a relagdo a =2— 3, podemos substituir o valor de g,
obtendo aa=2-3=—-1e, portanto, a equagdo da reta que passa

por py e p,€:
y=—x+3.

Figura 1.6 | Reta passando pelos pontos p, e p,

\3y

p1=(1,2)

Fonte: elaborada pelo autor.

Apesar de esse método ser aplicavel a todos os sistemas lineares,
em sistemas de equacdes lineares com grande quantidade de
equacdes ou de incognitas, essa estratégia pode gerar muitos
calculos ou se tornar confusa, além de ser mais dificil para
implementar-se computacionalmente.

Veja que gquando multiplicarmos uma linha do sistema original
por uma constante ndo nula, ou somarmos/subtrairmos um multiplo
de uma linha a outra, obteremos um sistema linear equivalente, isto
€, toda solucdo de um sera solucao do outro e vice-versa.

Voltando ao sistema linear que define os coeficientes da reta que
passa pelos pontos p, e p, quando subtrairmos a primeira linha da
segunda, teremos o sistema:

at+pf=2 {a—|—ﬂ =2

20+ 0—(a+p0)=1-2 a=-—1

L Atencao
Note que subtrair a primeira linha da sequnda € equivalente a somarmos

a segunda linha com a primeira multiplicada por — 1.
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Agora, subtraindo a nova segunda linha da primeira, temos:

{a+,3—a—2—(—1) . {5—3'

Com isso, resolvemos o sistema e obtemos a mesma resposta
gue no caso anterior. Essa estratégia € chamada de escalonamento.

&ﬁ» Assimile
Considere o sistema linear, com mequacdes e nincognitas, definido por:
ay X, +apX, +--+a,x, =b
Qp Xyt 8y Xyt @y, X, = bz-
am1x1 + am2X2 +eet amnxn = bm

O processo de escalonamento parcial consiste em somar e/ou subtrair
multiplos de linhas, a fim de obter um sistema equivalente dado por:

6A711X1 +é12X2 +~~+é1an = by

Il
o

észZ +"‘+éan,, 2,

Il
o
S

amXx,

no qual a; = 0, para todo j =1,...,n.

Uma observacdo importante é que para a realizacao de tal processo,
podemos mudar a ordem das equacdes, conforme nos parecer mais
interessante.

Com esse processo, encontramos o valor de X, substituimos esse
valor na linha n —1 na qual calculamos o valor de X, _,, e repetimos o

processo ate obter os valores para todos os X;.

O processo de escalonamento completo consiste em somar e/ou subtrair
multiplos das linhas, a fim de obter um sistema equivalente dado por:

b, = dx,
b, =d,X,.
b, =d,x,
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<

de modo que d; = 0, paratodo j =1,...,n. Assim, podemos encontrar
todos os X; simplesmente dividindo a linha j por dj.

De forma geral, as operacdes permitidas para a realizacdo do
escalonamento sao:

» multiplicar uma equacao por um numero diferente de zero;
e adicionar uma equagao a outra.

» permutar duas equacoes.

vz| Exemplificando

Considere o sistema linear:

X+ X, +Xx3=3
X, +2x,+3x, =6 .
2x, +4x, +4x, =10

Para simplificar as notagdes, chamaremos a linha 1 de L,, a linha 2 de
L,ealinha 3de L,

Vamos resolvé-lo de duas formas:
1) Processo de escalonamento parcial:

Resolvamos L, < L, — L, (leia: linha 2 recebe linha 2 menos a linha 1),
ou seja, subtrairemos a linha 1 da linha 2. Além disso, facamos

L3 — L3 —2L1.
O sistema obtido é:
X +X,+X,=3
X, +2x, =3
2x, +2x, =4

Agora, obtenha L, « L, —2L,, dai o sistema &:

X, +X,+Xx,=3
X, +2x, =3
—2%x, =2
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Assim, concluimos o escalonamento parcial. O novo sistema obtido
€ chamado de sistema linear triangular. Veja que quando dividirmos a
equacado na terceira linha por -2, teremos:

x; =1

Substituindo esse valor na segunda linha:

X,+2-1=3 = x,=3-2=1
e os valores de X, e X, na primeira linha, obtemos:

X +1+1=3 = x,=1

Portanto, a solugcdo do sistema linear € dada por: X, =X, = X; =1.
Esse processo de substituicdo € chamado de retrossubstituicao.
2) Processo de escalonamento completo:

Continuando o escalonamento parcial, fagamos L, « L, +0,5L, e
L2 — L2 + L3 dai obteremos o sistema:

X +Xx,=2
x, =1
—2x, =2
Resolva, agora, L, «— L, —L,:
X, =1
x, =1
—2x, =—2

Concluindo o escalonamento completo, multiplicamos a linha 3 por
- 0,5 obtendo X, =X, =X; =1

OQB Reflita

Na definicdo do processo de escalonamento parcial, exigimos que
todos os componentes do tipo é,—,- sejam nao nulos. O que acontece se
algum deles for nulo? Resolva, como exemplo, o sistema linear seguinte:
X+ X, + X, =1
X +Xx,=2
4%, +4x, +x, =7
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Voltemos por um instante ao sistema linear associado a reta que
passa pelos pontos p, € p,. Veja que podemos representar esse
sistema como a igualdade de dois vetores bidimensionais:

2 1o +16
1 200 +13
Perceba que o lado direito da igualdade € o resultado do produto
matricial:
1 1|«
2 1|8
logo o sistema linear pode ser representado por:

2l 1 1a
112 1|

a+p
20+ 0

‘tz" Assimile
Considere o sistema linear, com mequacdes e nincognitas, definido por:

Xy + 8, X, ++apX, = b1
Ay Xy + 8y X, o+ 8y, X, = bz .

am1X1 + am2x2 + aman = bm

Defina o vetor b € R™, talque b” = [b1 b, - bm], ovetor x e R",
tal que X" =[x, X, - X, e a matriz AeR™" tal que
A= [aij] . Entdo, o sistema linear € equivalente a equacao matricial:
mxn

8y @y o a,| X b1

8y 8y v Gy . X, _ bz

am1 am2 amn Xn bm
ou, equivalentemente,

Ax=b.

Neste caso, A é denominada matriz de coeficientes do sistema linear,
X & o vetor de incognitas (ou matriz de incognitas) e b € o vetor dos
termos independentes (ou matriz dos termos independentes).
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Representar um sistema linear na forma matricial gera vantagens,
uma vez que podemos resolver as operacdes usando apenas a
matriz e o vetor b. Considere o sistema 2x 2 associado a equagao
da reta. Representaremos esse sistema como uma matriz estendida:

1 12
2 11
No caso geral, com um sistema do tipo:

Ax=>b,

a matriz estendida é de ordem mx(n-+1), em que as n primeiras
colunas séo as colunas de A e a (n+1)-ésima coluna € o vetor b.
Essa representacao facilita o processo de escalonamento. No
exemplo da equacdo da reta, calculando L, «+ L, —2L,, obtemos:

1 112
0 —-1-3
E, ainda, resolvendo L, «— L, +L, e L, — —L,, obtemos:
1 0/-1
0 13
Desse resultado, concluimos que a = —1(associado a primeira
coluna) e g = 3 (associado a segunda coluna).

v=| Exemplificando
Considere o sistema linear:
X +X,+ X, =3
X, +2%,4+2x, =5
2x,+4x,+4x, =10

1) Vamos escrever esse sistema na forma matricial:
Como temos 3equagdes e 3incognitas, devemos representar o sistema
como produto de uma matriz 3x3 e um vetor de dimensdo 3
A representacao matricial sera:

11 1x 3

1 2 2||x,|=|5]

2 4 4|x, 10
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2) A matriz estendida equivalente a esse sistema ¢€:

11 13
1 2 25|
2 4 410

3) Vamos aplicar o processo de escalonamento pela matriz estendida.
Primeiramente, faremos L, «~ L, —L; e L, « L, —2L,, obtendo a
matriz:

11 13
0 1 12|
0 2 24

Agora, resolveremos L, « L, —2L,, tendo como resultado o sistema:

11 13
0 1 12].
0 0 00

Note que a ultima linha da matriz € composta unicamente de zeros, o
que implica:
0x, +0x, +0x, =0.

Talinformacao e redundante, porque, independentemente dos valores
de X;, X, e x,, essarelagdo € verdadeira. Assim, como essa linha ndo
nos da nenhuma informacao adicional sobre o problema, podemos
despreza-la. O sistema que temos é:

1113
0 1 12|

Fazendo L, < L, —L,, obtemos:

)

100
0 1 1

Note que nao podemos mais “criar” zeros nessa matriz, logo a solucao
encontrada é:

x,=1e X, + X, =2, 0u, ainda, X, =2—X,. >
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Com isso, afirmamos que X, ou X, esta livre, isto €, pode assumir
4 qualquer valor real. Esse sistema é dito possivel e indeterminado.
Representamos a familia de solucGes como:

X 1 1 0
X=|X,|=| X, [=[0]+x,| 1]
X | 12—X,| |2 —1

com X, dado por qualquer valor real.

Nesse Ultimo exemplo, explicamos o conceito de sistemas
indeterminados.

Quando ha menos equacdes do que incognitas, podemos ter
infinitas solucdes (como o exemplo apresentado) ou nao ter solugao
nenhuma (sistema impossivel).

No caso de sistemas quadrados, isto €, com a mesma quantidade
de equacdes e incognitas, pode haver uma unica solu¢cao, nenhuma
solucao ou infinitas solucdes. Quando existe uma unica solucao, o
sistema € possivel e determinado.

o(b Reflita

A seguir, considere os sistemas lineares definidos como matrizes
estendidas. Como classificar os sistemas em impossivel, possivel e
indeterminado e possivel e determinado?

11 13
D1 2 2[5
2 4 412
11 13
2|1 2 2|5
2 3 4012
11 13
311 2 2/5]
0 1 12
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Note que, no caso de sistemas lineares quadrados, isto é,
com o mesmo numero de equagdes e incognitas, quando o
escalonamento parcial € bem-sucedido, a matriz de coeficientes
do sistema linear equivalente obtido é triangular superior. Caso seja
aplicado o escalonamento completo, a matriz de coeficiente do
sistema equivalente sera diagonal.

c@ Reflita

Considere o sistema Ax =b, em que A€ R™" com elementos da
diagonal principal ndo nulos e b € R".

i) Como voceé resolveria o sistema se A fosse triangular superior? Use
como exemplo:

12 3 4 10
A:0234eb:9.
0 0 3 4 7
0 0 0 4 4

i) Como vocé resolveria o sistema se A fosse triangular inferior? Use
como exemplo:

w N O
w O O

i) Como vocé resolveria o sistema se A fosse diagonal? Use como
exemplo:

e b=

O O O -~
o O N O
o w O o
w O O O
© O AN

E[_?' Pesquise mais

Como complemento aos seus estudos, sugerimos a consulta a
referéncia a seguir. Nela, vocé encontra alguns metodos mais formais >
de escalonamento, alem de suas implementa¢cdes computacionais.
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BALDIN, Yuriko Yamamoto; FURUYA, Yolanda K. Saito. Sistemas lineares
e escalonamento. In: _____ Geometria analitica para todos
e atividades com Octave e Geogebra. Sdo Carlos: EDUFSCar, 2011.
Disponivel em: <https://www.dm.ufscar.br/~yolanda/vga/gal.pdf>.
Acesso em: 26 out. 2017.

Na referéncia indicada a sequir, vocé pode obter outro ponto de vista
sobre os assuntos estudados nesta secdo, alem de uma prévia da
Nnossa proxima se¢ao.

MASSAGO, Sadao. Escalonamento. Sdo Carlos: EDUFSCar, 2014.
Disponivelem: <https://www.dm.ufscar.br/~sadao/download/?file=student
/escalonamento.pdf>. Acesso em: 26 out. 2017.

Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé esta trabalhando em uma empresa que
desenvolve um software alimenticio.

Esse software prediz a quantidade de ingredientes utilizados na
producao de um alimento.

Na secdo anterior, decidimos que os dados de entrada deveriam
ser disponibilizados como uma matriz, com m linhas e n colunas,
em gue cada linha representa uma propriedade nutricional e cada
coluna, um ingrediente. Chamaremos essa matriz de B. Assim:

200 500 3600 3600
B={20 20 400 100
4 1 200 10

As informacdes nutricionais do alimento desejado podem ser
representadas por um vetor com mlinhas. Logo, no caso do alimento
apresentado como problema-teste, temos:

1975
v=|135
53,75
O alimento deve ser produzido unicamente pela combinagao

dos ingredientes. Assim, para garantir que a quantidade de calorias
do alimento produzido seja 1.975 kcal, temos:

200x, +500x, + 3600x, +3600x, =1975,
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em que X, fornece a quantidade de cenouras (em kg), X,, a
quantidade de beterrabas (em kg), X,, a quantidade de soja e X,,
a quantidade de trigo (em kg).

A fim de que a quantidade de proteinas seja 135 g, temos a
equacao:

20x, + 20X, +400x, +100x, =135

Para assegurar que a quantidade de gordura no alimento
produzido seja 53,75 g, temos a equagao:

4x, +1x, +200x, +10x, = 53,75 .

Além disso, devemos fazer os calculos para que essas quantidades
de calorias, proteinas e gorduras sejam suficientes para cada
qguilograma do alimento produzido, ou seja, a soma das massas dos
ingredientes utilizados deve ser 1 kg. Logo, obtemos a equacao:

Xc+xb+xs+xt:1'

Veja que ha 4 incognitas e 4 equacdes que devem ser satisfeitas
simultaneamente. Desse modo, podemos representar o sistema
linear:

X, + X, + X, +x, =1
4x, +1x, +200x, +10x, = 53,75
20x, +20x, +400x, +100x, =135
200x, +500x, +3600x, 4+ 3600x, =1975

Esse sistema linear pode ser resolvido por escalonamento.
Chamando a linha / do sistema de L;, i=123,4, ¢ possivel fazer

L,— L —4L, L, — 1L—8—2L1 el, — %—ZLV obtendo o sistema:

X, + X, +x,+x, =1
—3x, +196x, +6x, = 49,75,
38x, +8x, =115
3x, +34x, +34x, =17,75
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Resolvendo L, «— L, +L,, temos o sistema equivalente:

X, + X, + X, +x, =1
—3x, +196x, +6x, = 49,75,
38x, +8x, =115
230x, +40x, = 67,5

L
Fazendo L, «— g“—Ls, resulta:

X, +X, +X,+x, =1
—3x, +196x, + 6x, = 49,75
38x, +8x, =115
8x, =2
Utilizando a retrossubstituicdo, concluimos que x, =0,25,

X, =025, x, =025 ¢ x, =0,25

Para cada quilograma do alimento desejado, portanto, devemos
usar 0,25 kg de cada ingrediente.

Como representar essas operacdes matricialmente?

Usando a matriz de informacdes nutricionais B, definimos a matriz:

B
1

A _ c R(m+1)><n

em que 1€ R™ & uma matriz com todas as componentes iguais a 1.

v
Definindo, também, o vetor b= 1 e R™" o sistema linear a ser

resolvido apresenta-se matricialmente como:
Ax=0>b,

no qual x € R" € o vetor em que a componente / esta associada a
quantidade do ingrediente i que deve ser utilizada (em kg).

Com os topicos abordados nesta secao, fomos capazes de
modelar o problemacomolinear, resolvé-lo e, ainda, representa-loem
notagao matricial (o que simplifica implementagdes computacionais
do problema).

38 Ul - Matrizes e sistemas lineares



Tendo resolvido esse exemplo, vocé pode sintetizar 0s passos para
modelagem matematica e as formas de resolu¢do do problema em
um relatorio, com o proposito de instruir a equipe de desenvolvimento.

Avancando na pratica
Sistemas lineares em uma lanchonete
Descricao da situagao-problema

Imagine que vocé é o proprietario de uma lanchonete. Em razao
de um feriado prolongado, em que sua lanchonete ndo abrira, seu
objetivo ¢é utilizar todos os seus ingredientes. Os lanches de seu
cardapio sao:

e sanduiche de presunto (2 fatias de pdo, 2 fatias de presunto e

1 fatia de queijo);

» sanduiche de queijo (2 fatias de pao e 4 fatias de queijo);

 lanche de frango (2 fatias de pdo, 2 fatias de queijo e 50 g de
frango desfiado);

e lanche a moda da casa (2 fatias de pdo, 2 fatias de presunto,
2 fatias de queijo e 50 g de frango desfiado).

Vocé tem disponivel: 150 fatias de pao, 70 de presunto, 190 de
queijo e 1,25 kg de frango. Quais lanches vocé deve produzir?

Resolucdo da situagcdo-problema
As variaveis para 0 nosso problema sao:

X, corresponde a quantidade de sanduiche de presunto; X,
representa a quantidade de sanduiche de queijo; X;, a quantidade
de lanche de frango; X,, a quantidade de lanche a moda da casa.

Usando as informacdes fornecidas, podemos modelar nosso
problema como:

2 2 2 2]x] [150
20 0 2|x| |70
14 2 2|x| |19/
0 0 50 50||x,| [1250

Cada linha do sistema esta associada a um ingrediente: a linha 1
corresponde ao pao; a linha 2, ao presunto; a linha 3, ao queijo;
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a linha 4, ao frango. Note que convertemos a quantidade total de
frango disponivel de 1,25 kg para 1.250 g, pois a quantidade utilizada
nos lanches esta em gramas.

Para simplificar os calculos, trocaremos a linha 1 pela linha 2 e
comecgaremos o processo de escalonamento, fazendo L, — L, —L,,

L
L,—L,—-05L e L, <—$, obtendo o sistema (representado por

matriz estendida):

2 0 0 270
0 2 2 0/80
; fazemos L, «— L, —2L,, resulta:
0 4 2 1155
0 0 1 125
2 0 0 270
0 2 2 080
00 —2 1-5/ resolvemos L, « L, +0,5L;, obtemos:
0 0 1 125
20 0 2|70
0 2 2 0|80
00 -2 1/-5
0 0 0 15225

Por meio do qual, concluimos que x, =15, x, =10, x, =30 e
=20.

x

Logo, para utilizar todos os ingredientes disponiveis e ter
aproveitamento maximo, vocé deve produzir 20 sanduiches de
presunto, 30 de queijo, 10 lanches de frango e 15 a moda da casa.

Faca valer a pena

1. Suponha que vocé possui 440 pregos e 340 parafusos e gostaria de
montar dois tipos de caixas.

O tipo 1 necessita de 8 pregos e 4 parafusos.
O tipo 2 usa 6 pregos e 6 parafusos.

Vocé quer montar a quantidade ideal de cada tipo de caixa para nao
sobrarem parafusos nem pregos ao final do processo.
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Escolha a alternativa com o sistema linear associado ao problema e sua
solucao:

8

a)

o o 0o A 0O b O O

[ D~ OO OO [

440
340

440
340

440
340

440
340

440
340

4
25

40|

40

25

4
4

53]

53

54

2. Seja A€ R™ chamamos de nucleo de A o conjunto dos elementos

x € R" que satisfazem o sistema linear:

Ax=0,

em que 0 € R" é o vetor com todas as componentes iguais a zero.

Sobre esse conjunto, sao feitas as seguintes afirmacdes:

I. x =0 ¢ solucdo do sistema.

Il. Se o sistema for determinado, a Unica solucdo serd X =0

lll. Se x e y estiverem no nucleo de A, entdo X + ¥ estard no nucleo de A.

Analisando essas afirmacdes, é correto afirmar que:

a) Apenas a afirmacao | é verdadeira.
b) Apenas a afirmacao Il € verdadeira.

d) Apenas as afirmacdes Il e lll sdo verdadeiras.

)

c) Apenas a afirmacao lll é verdadeira.
)
)

e) As afirmacdes |, Il e lll sdo verdadeiras.

3. Considere o sistema linear definido a seguir:

_ A O -

- O NN

- O W W

10
9

1
4
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Assinale V para verdadeira e F para falsa nas afirmacdes a sequir:

()Ovetor X =[1 1 1 1] ésolucso do sistema.

() Se x e y forem solucdes do sistema, o vetor X —¥ serd solugcdo do
sistema homogéneo associado, ou seja, X — ¥ sera solugao de:

1 2 3 4|[x]| [0
0 2 3 X, |0
1.0 0 O|lx,| |0
11 1 1||x,| [0

() O sistema é possivel e indeterminado.

() Todos os vetores do tipo X' = [1 1+a 1 1+a], com « real, sdo
solugdes para o sistema linear.

Escolha a alternativa que associa V e F de forma apropriada:

a) V-V-V-V. d) V-F-V-F.
b) V-F-V-F. e) V-V-V-F,
c) F-F-F-F.
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Secao l.3

Determinantes e matrizes inversas
Dialogo aberto

Caro aluno,

Na secao anterior, vimos como representar sistemas lineares
na forma matricial e que alguns desses sistemas ndo apresentam
solucgéo (sistemas impossiveis); outros, uma unica solucao (sistemas
possiveis e determinados), e os restantes, infinitas solucdes (sistemas
possiveis e indeterminados).

Quando trabalhamos com sistemas lineares quadrados, temos uma
ferramenta chamada de determinante que fornece muitas informacées
sobre a matriz de coeficientes do sistema (e, consequentemente,
sobre o sistema linear ao qual a matriz esta associada).

Com o uso do determinante, podemos determinar quais matrizes
possuem inversa. Ja a matriz inversa possibilita a resolucdo de
sistemas lineares, além de demonstrar varias propriedades teoricas
sobre as matrizes.

Para ilustrar algumas das aplicacdes de determinantes, voltemos
ao software alimenticio. Lembre-se de que, dadas as informacdes
nutricionais dos ingredientes e do alimento desejado, esse software
deve calcular qual a quantidade usada de cada ingrediente.

Na secdo anterior, vimos também que o software resolve um
sistema linear para encontrar as quantidades ideais dos ingredientes.

Em um teste para a implementacao dessa estratégia, decidiu-se
fazer uma massa a base de trés diferentes tipos de cenouras:

« O primeiro tipo apresenta 200 kcal/kg e 20 g/kg de proteinas.
» O segundo tipo, 220 kcal/kg e 22 g/kg de proteinas.

« O terceiro tipo, 210 kcal/kg e 21 g/kg de proteinas.

A massa de cenouras desejada deve ter 210 kcal/kg e 25 g/kg de

proteinas.
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Ao entrar com essas informacdes no software, este retorna uma
mensagem de erro. Qual sistema linear deve ser resolvido para
encontrar a quantidade de cada tipo de cenoura a ser utilizada? Por
que o software reporta erro? Qual teste poderia ser realizado antes
da resolucao do sistema linear para que nao ocorram erros?

Nesta secao, responderemaos a essas e outras questoes.

Nao pode faltar

Na secao anterior, estudamos que um sistema linear quadrado
pode apresentar zero, uma ou infinitas solucdes. Essa caracteristica
esta associada a singularidade ou a ndo singularidade da matriz que
define o sistema linear. Seja A € R™" dizemos que A é singular se uma
de suas linhas pode ser escrita como combinacao das outras, ou seja,

Lo=> ol

i=k
com k=12,...,n para o; €R.

Veja, por exemplo, a matriz:

10 1
A=l2 1 2
11 -1

Note que L, =3L, +L,, logo a segunda linha pode ser escrita
como combinacao da primeira e da segunda linha.

! Atencao

Se todas as componentes de uma linha da matriz forem zero, entdo
a matriz sera singular. Para verificar esse fato, basta multiplicarmos
qualquer outra linha da matriz por 0.

Caso nenhuma linha da matriz A possa ser escrita como
combinacao das outras, dizemos que A € ndo singular.

No caso geral, classificar uma matriz em singular ou nao singular
nao e trivial. Para auxiliar nessa classificacao, introduzimos o conceito
de determinante de uma matriz quadrada. Se o determinante de
uma matriz for igual a zero, a matriz sera singular; caso contrario,
serd nado singular.
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, a, a - .
Seja A :\ " 721 definimos seu determinante como:

21 22

PR P
det(A) = =88y — 8y 8y,

a21 22

ou seja, o determinante de uma matriz de ordem 2x2 ¢é o produto
da diagonal principal menos o produto da diagonal secundaria.

vz| Exemplificando

2
Seja A= .
-2 -4
Facilmente, percebemos que L, = —2L,, logo A é singular.

Podemos confirmar esse fato calculando seu determinante:

1 2

Lo = (2)2=-4+4=0.

det(A) —‘

Como o determinante € igual a zero, afirmamos que A e singular.

A definicdo apresentada é valida somente para matrizes 2x2;
para matrizes 3x3, podemos calcular o determinante por meio da
regra de Sarrus.

&&9 Assimile

a11 a12 a13
Seja A=|a,, a,, @a,;| a regra de Sarrus para o calculo de seu
a31 a32 a33
determinante é:
a’l1 a12 a13
det(A)=l|ay @, ax
a31 a32 a33

det(A) = 8,485,833 t 8,588 +

+a13321632 — 83185815 — 8558538y — 8339543, }
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Essa expressao pode ser resumida No esquema apresentado na Figura 1.7.

Figura 1.7 | Esquema para o uso da regra de Sarrus
8y Qp ag|ay ap
8y 8p 8yp|ay ayp

831 a32 833 a31 a32

_+_
Tow det(A)

8 8p apl8y ap
8y 8y 8x|8 8y
8y 8p 3|8y dp

Fonte: elaborada pelo autor.

Para aplicarmos a regra de Sarrus, repetimos as duas primeiras colunas
ao final da matriz original, adicionamos os produtos realizados quando
nos movemos paralelamente a diagonal principal e subtraimos os
produtos obtidos quando nos movemos paralelamente a diagonal
secundaria.

v=| Exemplificando

1 0 1
Seja A=[2 1 2| Javimos que essa matriz € singular, logo seu
-1 1 1
determinante deve serigual a zero. Aplicando a regra de Sarrus, obtemos:
1 0 1]1 0
det(A)=(2 1 2|2 1]
-1 1 —1-1 1

det(A)=11-(-1)+0-2-(-1)+1-2.1—(-1)-1-1-1-2.1—(-1)-2-0
logo,

det(A)=—-14+0+2+1-24+0=0.

Podemos, entdo, novamente, afirmar que A € singular.

No caso de matrizes quadradas de ordem qualquer, calculamos
o determinante aplicando a formula de Laplace.
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‘tz" Assimile

Seja A= [aij] , definimos seu cofator A” como o determinante da
nxn

matriz A, retirada a linha i e a coluna j multiplicada por (—1)*/.

Por exemplo, o cofator 2,1 da matriz:

0111
111
A= 0
0110
010 1
é:
171 1
A :(—1)2” -det|1 1 0=
10 1

—(=1)-(1+04+0-1-0—1)=(=1)-(-1) =1

Segundo o Teorema de Laplace, o determinante de A é calculado
como a soma dos elementos de uma linha ou coluna de Amultiplicados
pelos seus cofatores correspondentes.

Tomando como exemplo a matriz 4 x4 apresentada anteriormente,
vamos calcular o determinante de A usando os elementos da primeira
coluna de A (por ser a coluna com o maior numero de zeros). Assim:

det(A) = a,,A"" +a, A*" +a, A" +a, AUV
Oou seja,
det(A)=0-A" +1.A®Y 1 0. A®Y 1 0. A“D = ACD — 1,

Note que qualquer outra linha ou coluna poderia ser escolhida;
usualmente, escolhemos a que possui © maior numero de zeros para
calcularmos a menor quantidade possivel de determinantes.

o(b Reflita

Considere uma matriz quadrada de ordem 2x 2. O que ocorre quando
aplicamos a formula de Laplace para o calculo de determinantes?

E com uma matriz de ordem 3 x3?

As formas de calculo de determinantes sao equivalentes?
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Algumas vezes, o calculo dos determinantes pode ser simplificado
usando suas propriedades.

‘t"’ Assimile

Sejam A€R™ BeR™ AcR™ e AcR, de modo que A e B
sejam matrizes quaisquer e A é a matriz Acom a posicédo de duas linhas
ou duas colunas trocadas. Entdo, as sequintes propriedades sdo validas:

» Se A é diagonal ou triangular, entdo o determinante e calculado
como o produto dos elementos da diagonal principal, ou seja,
det(A)=a,, @, ...-a

nn:

e O determinante da matriz AB ¢ o determinante de A multiplicado
pelo determinante de B, ou seja,

det(AB) = det(A)det(B).

o O determinante da matriz AA € o determinante de A multiplicado
por A", ou seja,

det(\A) = \" det(A).
» O determinante de A ¢ igual ao de sua transposta, ou seja,
det(A) = det(AT).

e Quando trocamos a ordem de duas linhas ou duas colunas,
mudamos o sinal do determinante, ou seja,

det(A) = —det(A).

Se AeR™" é n&o singular, dizemos que A é invertivel, isto é, A
admite uma inversa multiplicativa.

Anteriormente, afirmamos que a matriz identidade | pode ser
vista como elemento neutro da multiplicagdo. Assim, Be€ R™" ¢é
inversa de A, se:

BA=AB=1,

ainda, a inversa de A € unica e denotada por:

B=A"
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Agora, considere o sistema linear:

Ax=>b,

em que AeR™ é ndo singular, beR" é o vetor dos termos

independentes e x € R" é um vetor de incognitas.

Podemos pré-multiplicar (multiplicar a esquerda) o sistema pela
inversade A logo: Ax=bo A '/Ax=A"beiIx=A'bo x=A"b.

Como a inversa de A € Unica, o produto A™'b é Unico, portanto

existe um unico vetor x que satisfaz o sistema linear, ou seja, todo
sistema linear definido por matriz quadrada ndo singular possui
solugao unica.

o(b Reflita

Como podemos encontrar a inversa de uma matriz?

Suponha A €R™ nio singular e os vetores x*' € R” com
k =1,---,n, solucdes dos sistemas lineares:

Ax(k) =e, k=1---,n,
em que e, € R" ¢ um vetor com a k-ésima componente igual a 1 e

todas as outras iguais a 0, ou seja, (¢,)" =|0 -~ 0 1 0 --- 0]

k—1vezes n—(k—1) vezes

Definaamatriz X € R™" , com a k-ésima coluna dada por x*), ou seja,
X=[x0 x@ .. x0]

Qual é o resultado do produto AX? E do produto XA? O que
podemos concluir sobre a matriz X? Podemos escrever o problema de
se encontrar a inversa de uma matriz como sistemas lineares?

Apos analisar o topico “Reflita” apresentado anteriormente, voce,
provavelmente, concluiu que, para determinarmaos a inversa de uma

matriz, devemos resolver um problema do tipo:
AX =1,

em que A€ R™ é ndo singular, / € a matriz identidade de ordem n
e X ¢ R™ é uma matriz de incognitas que equivale a inversa de A.
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v=| Exemplificando

10 1
Seja A=1|1 0 3| Queremos verificar se essa matriz & invertivel e,
010

em caso afirmativo, qual a sua inversa.

Para verificar se A ¢ invertivel, calculamos det(A):

10 11 0
det(A)=[1 0 3[1 0]
0 1 00 1

det(A)=1.0-0+0-3.-0+111-0-0-1—-1-3-1-0-1-0.
Logo:
det(A)=0+0+1-0-3-0=-2=0

Portanto, A é invertivel. Para encontrar a inversa, vamos resolver o
problema:

AX =1

Usando escalonamento completo e matriz estendida:

10 111 0 O
1 0 30 1 0|
0 1 00 0 1

No primeiro passo, fazemos L, < L, —L,, dai:

10 11 0O
0 0 2-1 1 0O}
0 100 01

Agora L, < L, gerando:
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Fazemos L, « 0,5L, e, depois, L, +— L, —L;:

<

1009 2 1o
2 2

0 1 0 o 1)

0 0 1 —1 1 0
2 2

Assim, concluimos que:

3 1
2 2

X=A"=|0 0o 1|
L
2 2

Reforcamos que todas as inversas das matrizes quadradas nao
singulares podem ser obtidas resolvendo o sistema matricial AX =1 .
Pela simplicidade das matrizes de ordem 2x2 nao singulares, estas
possuem formulas fechadas mais simples para suas inversas. Dada
uma matriz:

a1 1 a1 2
aZ1 a2

A:

nao singular, sua inversa é dada por:

A= L
det(A)

—8y4 a

Sugerimos que vocé verifique essa equivaléncia, isto €, faca as
multiplicacdes AA™" e A™'A, observando que o produto em ambos
0S Casos € a matriz identidade de ordem 2.

E[JQ Pesquise mais
Para uma analise mais aprofundada sobre os conceitos teoricos de
determinantes, recomendamos as seguintes leituras:

ANTON, Howard; RORRES, Chris. Algebra linear com aplicacdes. 10.
ed. Sdo Paulo: Bookman, 2012. p. 167-180.

LIMA, Elon Lages. Algebra linear. 9. ed. Rio de Janeiro: Impa, 2016. }
p. 245-263.
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Apresentamos uma estratégia baseada na resolucdo de sistemas
4 lineares para o calculo de matrizes inversas. Para algumas técnicas
mais avancadas de resolucao de sistemas lineares, sugerimos as
seqguintes referéncias:

CHAPRA, Steven C.; CANALE, Raymond P. Métodos numéricos para
Engenharia. 5. ed. Sdo Paulo: McGraw-Hill, 2008. p. 228-236.

CUNHA, Maria Cristina C. Métodos numéricos. 2. ed. Campinas:
Unicamp, 2009. p. 39-41.

Nesta secao, estudamos os conceitos basicos de matrizes
e representamos dados de maneira compacta, facilitando suas
implementacdes computacionais. Analisamos como modelar
problemas na forma de sistema de equacdes lineares e apresentamos
algumas estratégias de resolucdo. Além disso, estudamos os
sistemas quanto ao numero de solucdes, utilizando caracterizagcao
de matrizes em singulares e ndo singulares.

Sem medo de errar

Lembre-se de que estamos interessados em descobrir por que o
software alimenticio apresentou erro ao tentarmos fazer uma massa
de cenouras.

Definindo as quantidades de cenouras dos tipos 1, 2 e 3,
respectivamente, como x,, X, € X;, € combinando com as
propostas da secao anterior, vemos que o sistema linear que deve
ser resolvido pode ser representado pela equagao matricial:

200 220 210|[x,| [210
20 22 21|x,|=|25
11 1 x| |1

Resolveremos esse problema utilizando escalonamento parcial.
Primeiramente, fazemos L, < 0,1L,, dai o sistema linear equivalente
(representado na forma de matriz estendida) é:

20 22 2121
20 22 2125|
1 1 11
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Depois, resolvendo L, «— L, —L,, obtemos:

20 22 2121
0 0 04
1 1 11

Note que a segunda linha desse sistema esta mostrando que:
0x,+0x,+0x,=4 = 0=4,

O que é um absurdo, logo esse sistema ndo possui solucdo, e o
software devera reportar algum tipo de erro.

Paraevitaressetipo de situacao, podemos calcular o determinante
da matriz que define o sistema linear antes de resolvé-lo. Neste caso
especifico, temos:

200 220 210
det| 20 22 21|=
1 1 1

=200-22-14220-21-1+210-20-1—-1-22-210—1-21-200 —1-20- 220.

ou seja,
200 220 210
det| 20 22 21|=0.
1 1 1

Como esperado, a matriz que define o sistema ¢ singular (veja
gue a segunda linha € igual a um décimo da primeira linha). Logo,
ha a possibilidade de ndo existir solugao.

Lembre-se de que o fato de a matriz ser singular ndo impede
a existéncia de solucdo para o sistema linear. Esse fato impede a
existéncia de solucao unica. Assim, se o determinante do sistema
for zero, o software devera emitir um aviso, indicando que talvez o
problema ndao possua solucado e, se existir, a solucao Nao sera unica.

Agora, escreva um relatorio explicando e justificando a
necessidade de se verificar se a matriz € ou ndo singular antes de
resolver o sistema. Apresente-o para a equipe de desenvolvimento
e conclua esse projeto.
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Com os conceitos discutidos nesta unidade, conseguimos
representar dados de maneira compacta, faciltando suas
implementagcdes computacionais. Modelamos © problema da
guantidade de ingredientes a serem utilizados na producdo de
alimentos na forma de sistema de equacgdes lineares e analisamos
algumas estratégias para a resolucdo do problema. Além disso,
estudamos formas de verificar a unicidade da combinacdo dos
ingredientes, evitando erros computacionais gerados pela tentativa
de resolucdo de sistemas impossiveis.

Avancando na pratica

Sistemas lineares na alocacdo de funcionarios
Descricao da situagao-problema

Uma pequena empresa possui 3 funcionarios que recebem por
hora de trabalho. Os valores na Tabela 1.3 indicam o rendimento
por hora de cada funcionario em um tipo de trabalho especifico.
Por exemplo, se um funcionario tem habilidade manual x, entdo seu
rendimento € de x horas dessa habilidade por hora de trabalho.

Tabela 1.3 | Rendimento dos funcionarios em cada trabalho

Funcionario

Trabalho ! 2 3
manual 0 15 0,5

computacional 1,5 0,5 1
administrativo 0 0 15

Fonte: elaborada pelo autor.

A cada dia, a empresa apresenta diferentes demandas; por
exemplo, no dia I, a empresa necessita de 8 horas em trabalhos
manuais, 12 em computacionais, 6 em administrativos. Ja no dia 2,
6 horas em manuais, 13 em computacionais, 9 em administrativos.
Como alocar os funcionarios de maneira eficiente?

Resolucdo da situagcdo-problema

Defina A € R¥*® a matriz dos dados apresentados na Tabela 1.4
0 15 05
A=115 0,5 1
0O 0 15
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Defina b € R® o vetor com a quantidade de horas necessérias de
cada habilidade no dia e x € R® o vetor com a quantidade de horas
que cada funcionario deve trabalhar. Dai, precisamos resolver:

Ax=0>b.

Note que a matriz A seréa a mesma todos os dias, entretanto o
vetor b mudara. Como A ¢ invertivel (verifiquel!), sua inversa existe, e
a cada dia podemos resolver x = A™'b.

Para determinar a inversa, resolveremos o sistema linear AX =1,
emaque X € R¥® éuma matrizdeincognitas e | € a matriz identidade.
Na forma de matriz estendida, temos:

0 15 051 0 O
15 05 1|0 1 0O}
0O 0 150 0 1

Aplicando escalonamento completo, obtemos:

2 2 10 2 2 10
1 £ =2 _F 2z _=
00 9 3 27 9 3 27
2 2 . 1 2 2
010 = 0 ——/| A== 0 —=|.
3 5 ou seja 3 9
001 0 O 2 0 O 2
3 3
22 _10
29 3 227 8 4
Dai, no dia 1, temos: x = 3 0 9 12| = 4|, indicando que
2 6 4
o 0 =
3
cada  funcionario  trabalhard 4  horas. No dia 2
22 _10
29 3 227 6 4
X = 3 0 -3 13| =|2|, indicando que o funcionario 1trabalhara
” 9 6
0o 0 =
3

4 horas, o funcionario 2, 2 horas, e o funcionario 3, 6 horas.

U1 - Matrizes e sistemas lineares 55



Faca valer a pena

1. Conformeaordemde uma matrizaumenta, o calculo de seudeterminante
se torna mais computacionalmente custoso. O uso de propriedades de
determinantes pode facilitar o calculo, evitando calculos desnecessarios.

021 11
311 11
Sea A=10 0 1 1 1]
0 00 O 3
00011
Usando propriedades de determinantes, podemos afirmar que:
a) det(A)=—18 d) det(A)=1.
b) det(A)=18. e) det(A)=0.
c) det(A)=—1.

2. O determinante pode ser usado para classificar a quantidade de solucdes
de um sistema linear.

Considere o sistema linear:

Ax=b,
em que b € R® é dado, x € R® ¢ um vetor de incognitas e:
11111
01211
A=|1 0 1 0 1|
000T“1TO
10 0 0 1
Sobre esse sistema, fazemos as seguintes afirmacdes:

. det(A)=1.
[I. O sistema possui infinitas solucdes.
lIl. E impossivel fazer afirmac®es sobre a quantidade de solucdes, visto
que ndo sabemos qual € o vetor b.
Sobre essas afirmacdes, é correto afirmar:
a) Apenas a afirmacao | esta correta.
b) Apenas a afirmacao Il esta correta.
C
d
e) Apenas as afirmacdes Il e lll estdo corretas.

Apenas a afirmacdo Il esta correta.
Apenas as afirmacdes | e Il estdo corretas.

)
)
)
)
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3. Dada uma matriz A € R™", a decomposicéo LU fornece duas matrizes,
L € R™" triangular inferior, com elementos da diagonal principal iguais a

le U e R™ triangular superior, de modo que:
A=LU.
Considere o sistema linear representado pela equag¢do matricial:
4 3 2 1]x 10
8 9 6 3|x, 26

12 15 12 6||x,| |45]
16 21 18 10||x,| |65

Denote por A a matriz de coeficientes do sistema linear.

Defina as matrizes:

e U=

N -~ O O

0
0
0
1

A WON -
W N~ O
o O O »
O O W Ww
O NDNDN
A A A

Assinale V para verdadeiro e F para falso nas afirmacdes a sequir:

() O sistema linear tem solucdo unica.

() As matrizes L e U sdo a decomposicao LU de A.

() det(A)=0.
)

() Uma solucdo do sistema linear é x™ = [1 2 3 4].

Escolha a alternativa que associa corretamente V e F as afirmacdes:

aV-V-V-F dV-V-F-F
b)V-V-V-V. e)F-F-F-V
cF-V-V-F
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Unidade 2

Vetores multidimensionais

Convite ao estudo

Nesta unidade, estudaremos o que sao vetores, Como 0Os
representar, algumas de suas operacoes basicas e aplicagcdes.
No que diz respeito a representacao, veremos que uma das
maneiras muito interessantes € a sua forma matricial.

Para pdr em pratica os conteudos que serdao estudados
nesta unidade, suponha que vocé esteja trabalhando em uma
empresa do ramo de arquitetura e design, na qual se pretende
projetar uma caixa-d'agua em forma de paralelepipedo,
formado por 2 paralelogramos opostos e 4 retangulos, como
na Figura 2.1.

Figura 2.1 | Exemplo de paralelepipedo

Fonte: elaborada pelo autor.

As 2 faces em forma de paralelogramo devem estar na
orientacao vertical, isto €, formando um angulo de 90° com
o solo.

Suponha que vocé faca parte da equipe multidisciplinar
de projetistas e que tenha ficado responsavel pela elaboracao
geomeétrica do projeto. Essa elaboracao sera implementada
em um software de modelagem 3D, que recebe os dados
em forma vetorial. Nessa tarefa, ha algumas perguntas a
serem respondidas: como representar os vértices (pontos de
intersecao de 3 segmentos)? Como representar as arestas
(segmentos de intersecdo de 2 faces)? Como medir o
comprimento das arestas?



A caixa-d'agua nao deve sair dos limites da propriedade.
Como verificar se essa restricao estara satisfeita sabendo
o comprimento da aresta e o0s angulos internos do
paralelogramo?

Como determinar a area de cada uma das faces? Como
medir o volume de agua que o paralelepipedo comporta?

Nesta unidade, estudaremos como responder a essas e
a outras gquestdes associadas a vetores e suas propriedades
geometricas.



Secao 2.1

Representacao de vetores, decomposicao e
operacoes

Dialogo aberto

Nesta secao, apresentaremos, formalmente, o conceito de
vetores e algumas de suas propriedades. Vetores sdo bastante uteis
em aplicacdes, visto que podem nos dar algumas informacdes
extras que numeros (escalares) ndo nos fornecem.

Lembre-se de que estamos interessados No projeto de uma caixa-
-d'agua em forma de paralelepipedo, em que as 2 faces em forma
de paralelogramo devem fazer um angulo de 90° com o solo. No
estagio inicial do projeto, decidiu-se que seria abordado sob uma
perspectiva algébrica. Vocé ficou responsavel pela representacao
dos veértices. Para tanto, ofereca algumas alternativas. Como
podemos descrever as arestas em funcdo dos vértices?

Use como exemplo o paralelepipedo em que os vértices no plano
definido pelo solo formam um quadrado de lado 2 m. Suas paredes
verticais tém 1 mde altura, e a aresta superior do paralelogramo esta
deslocada 25 cm. Na Figura 2.2, demonstramos uma representacao
geomeétrica desse paralelepipedo.

Figura 2.2 | Representacdo geométrica da caixa-d'agua desejada

Fonte: elaborada pelo autor.

Para que a caixa-d'agua fique estavel, ainda € necessaria a
utilizagcao de vigas de sustentacao que saem de um vértice e atingem
o vértice diagonalmente oposto. Como medir o comprimento de
cada uma das vigas?
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Nao pode faltar

Nesta se¢do, discutiremos o conceito de vetor, algumas de suas
operagdes fundamentais e relacionaremos vetores com matrizes de

apenas uma coluna.

Primeiramente, € importante definirmos vetor.

6&» Assimile

Um vetor € uma estrutura matematica que possui comprimento,
direcdo e sentido.

No plano bidimensional, um vetor x pode ser representado por uma
dupla ordenada de valores reais, por exemplo, X = X,ji+ X,j, ou,
equivalentemente, X = (X1,X2), ou, ainda, como matrizes de 2 linhas
elcoluna: X =

X1

X3

Vetores costumam ser expressos como setas partindo da origem do
sistema (0,0) e com ponto final dado por (X,,X, ).

Denotamos o espaco de todos os vetores bidimensionais como R?
Dados X,y € R?, definimos sua soma como:
X+y=(X.%)+(VVs) = (X + Vi X, +¥,).

Na Figura 2.3, temos uma representacao geomeétrica da soma de
vetores bidimensionais. O vetor soma € equivalente a nos movermos,
a partir da origem do sistema, por um vetor, e depois pelo outro, a
partir do final do primeiro.

Figura 2.3 | Representacdo geométrica da soma de vetores bidimensionais

0.5

Eixo x
3.5

-1 -05 0

Fonte: elaborada pelo autor.
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Dado um numero a € R, definimos a multiplicacdo de vetor por

escalar como:
ax =X, X,) = (ax,ax,).

Na Figura 24, apresentamos uma interpretacdo geométrica da

multiplicacdo por escalar. Se o > 0, o vetor ax tem o mesmo sentido
que o vetor x; 0 que muda € seu comprimento, que passa a ser o vezes
ode x. Caso av < 0, o vetor ax tem sentido oposto a xe comprimento

igual a |a| vezes o de x. Caso a =0, o vetor ax =(0,0) é nulo.

Figura 2.4 | Interpretacdo geométrica do produto vetor-escalar

o
Eixoy

4
h
]
/!
]
]
/2x

’
/
:

Eixo x
4

2 0 2
0,5x

Fonte: elaborada pelo autor.

Definimos a subtracdo de x e y como:
X—y= (X , X, >_<Y1’y2> = (X11X2>+(_1)(y17}/2) = (X1 — VX _Y2)-

Na Figura 2.5, temos a representagdo geométrica da subtracdo de dois
vetores, que € equivalente a nos movermos na dire¢gao dada pelo primeiro
vetor e, depois, Nos movimentarmos no sentido inverso do segundo vetor

Figura 2.5 | Representacdo geométrica da subtracdo de vetores bidimensionais

Eixoy

Eixo x
0.5 1 15 2

Fonte: elaborada pelo autor.
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No espaco tridimensional, um vetor x € uma tripla ordenada de
valores reais, podendo ser representados por X = X,i + X,j+ x;k, ou,
equivalentemente, x =(x,,X,,X;), ou, ainda, como matrizes com

x1
3linhas e 1 coluna: x =X,
X3

Denotamos o espaco de todos os vetores tridimensionais como R®.

O plano bidimensional pode ser considerado um subconjunto do
espaco tridimensional quando a terceira componente do vetor é nula.
Na Figura 2.6, apresentamos um exemplo de um vetor tridimensional
e sua projecao sobre o plano bidimensional.

Figura 2.6 | Representacéo de vetores tridimensionais

Eixo z

2,3)=1i+2j+3k

Fonte: elaborada pelo autor.

Nessa imagem, o vetor y € a projecdo do vetor x no plano
bidimensional. A projecao de um vetor em um espaco ‘menor”
pode ser vista como a sombra que esse vetor faz sobre 0 espaco.
Na proxima secao, veremos técnicas avancadas de decomposicao
de vetores em elementos ortogonais.

@ Reflita

Como ¢ possivel expandir os conceitos de soma e subtracao de vetores
bidimensionais para vetores tridimensionais? E o produto por escalar?
As interpreta¢cdes geomeétricas da soma e da subtracdo de vetores e do
produto vetor/escalar se mantém?
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Vetores podem ser definidos em espacos n dimensionais
quaisquer, com n natural. Neste caso, o conjunto de todos os
vetores é denotado por R", e um elemento xe€R" pode ser
representado por uma n-upla ordenada X = (X;,X,,-:+,X,), OU por

X1

. . X
uma matriz com n linhas e 1 coluna: x =|2|.

c@ Reflita

Como expandir os conceitos de soma e subtracdo de vetores e
multiplicacao de vetores por escalares para o caso n-dimensional?

Problemas geomeétricos sdo bastante uteis para ilustrar a
aplicabilidade de vetores bi ou tridimensionais. Por exemplo: um
triangulo com os vértices nos pontos A =(2,2), B=(15) e C =(51).
Esses pontos podem ser representados como vetores. Na Figura 2.7,
ha um exemplo dessa representacao.

Figura 2.7 | Exemplo de tridngulo com vértices representados por vetores

o> B=(15)
e}
X
=
4
3
, A=(2 2)
1 C=(51)
Eixo x
0 1 2 3 4 5 6

Fonte: elaborada pelo autor.

@ Exemplificando
Suponha um triangulo retangulo com lados medindo 3, 4 e 5.

Se definirmos que um dos vértices esta na origem, um segundo
vértice pode ser denotado sobre o eixo das abscissas (eixo horizontal
no sistema de representacao euclidiano) e o terceiro ponto pode ser
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indicado movendo-nos perpendicularmente ao eixo das abscissas a
partir do ponto anterior, ou seja, movendo-nos paralelamente ao eixo
das ordenadas (eixo vertical no sistema de representacao euclidiano).
Na Figura 2.8, temos uma possivel representacao desse triangulo.

Figura 2.8 | Triangulo retangulo com lados medindo 3,4 e 5

>
4| 2 C=@34)

w
3
2
1

A=(0,0) B=(3,0) Eixo x
-1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: elaborada pelo autor.

Veja que o lado do AB ¢ constituido por todos os pontos entre Ae B,
e 0 conjunto desses pontos pode ser representado como:

{A+tA_'B|te[0,1]},

em que rg € o vetor que denota o deslocamento necessario para
sair do ponto A e atingir o ponto B, sendo calculado como:
AB=B—-A=B+(-1)A.

Obs.: note que as operacdes de adigao, subtracao e multiplicagdo por
escalar estao definidas para pontos, visto que sdo representados por
vetores.

No nosso exemplo, temos:
AB ={A+tAB|te[01} ={(0,0)+3,0)|t €[0T} =
= {t(3,0)|t € [0,1}

e, de forma analoga, concluimos que:
AC — {A+tZ6 Ite [0,1]} —{(0,0)+(3,4) [t c[0,1]} =
—{t(3.4)[t €[0,1]}

BC =B+ (BTt [0} = {(3.0)+ 10.4) |t € [0.1]}.
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Veja que os lados do triangulo podem ser denotados por um
ponto e um vetor deslocamento. Os comprimentos dos lados
dependem somente da posicao relativa dos pontos, isto €, das
distancias de um ponto ate outro. Da geometria analitica, sabemos
que o comprimento do lado AB ¢ dado por:

\/(b1 _a1)2 +(b2 _62)2,

em que @, e b, indicam a primeira componente dos pontos A e B,
respectivamente, e a, e b,. a segunda componente desses pontos.
Note que AB = (b, —a,,b, —a,). Definimos o comprimento do vetor

AB igual ao do segmento de reta AB.

Sugerimos que verifiqgue que 0S comprimentos propostos no
exemplo anterior sao validos.

&g& Assimile

Dado X = (X1,X2,~~,Xn) € R" definimos sua norma euclidiana como
a raiz quadrada da soma dos quadrados de suas componentes, isto €,

||X||:\/X12 + X"+t X,

A norma de um vetor pode ser interpretada como o tamanho do
vetor, ou a distancia do ponto representado pelo vetor até a origem
do sistema.

Dados x e R", y e R" e a € R, as seguintes propriedades de norma
sdo verdadeiras:

x| >0 e |x|=0<« x=(0,0,,0);

(esta desigualdade € chamada de triangular);

jox] =1alllx]

Vocabulario

O termo “desigualdade triangular’ vem da propriedade geometrica de
triangulos que afirma que o comprimento de um de seus lados € sempre
menor do que a soma dos comprimentos dos outros dois lados.
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Como dito anteriormente, todo segmento de reta pode
ser descrito por meio de um ponto inicial e um vetor diretor.
Considerando os pontos Ae Bno espaco n-dimensional, o segmento
de reta que liga esses dois pontos pode ser descrito como:

E:{Aﬂﬁue[o,ﬂ}.

Veja que o segmento que liga A até B € o mesmo que une B a
A, ou seja,

E:ﬁ:{sﬂﬁne[aﬂ}.

Como estamos interessados nos pontos que definem o
segmento de reta, sua orientacao (de A para B ou de B para A) nao
faz diferenca.

Em algumas aplicacdes, contudo, a orientacao faz diferenca, por
exemplo, quanto a um atleta que corre do ponto A ao ponto Bem
linha reta, seu deslocamento pode ser calculado pelo vetor AB e,
neste caso, a orientacao nos da informacdes importantes sobre o
movimento. Chamamos o segmento de reta AB percorrido pelo
atleta de segmento orientado.

Dois segmentos sdo ditos equipolentes se sao paralelos, de mesmo
comprimento € mesma orientagdo, isto €, dados dois segmentos

orientados A_B:{A+tA_B'|te[0,1]} e chz{c+tc_0'|te[o,1]},

dizemos que AB e CD sio equipolentes se, e somente se, AB=CD.

v=| Exemplificando
Considere o octaedro apresentado na Figura 2.9:

Figura 2.9 | Octaedro

Fonte: elaborada pelo autor.
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Nessa figura, os pontos A, B, C, D,E e F sao:
A= (1,1,0), B= (1,1,4), C= (0,1,2),

D=(212), E=(10,2) e F=(122)

Veja que:

—

AC=C-A=(012)—(110)=(-10,2)

DB=B-D=(114)-(212)=(-10,2).

Logo, os segmentos orientados AC e DB sio equipolentes e,
consequentemente, isso tambem vale para 0s segmentos orientados
CA e BD.

Calculando a norma do vetor R temos:
[AQ| = |-10.2) = (I + 07 + 2 =B~ 2,24

Os comprimentos de AC e DB sao, entao, aproximadamente, 2,24
(claro que isso também vale para CA e BD).

Facilmente, podemos verificar que “FB” =~ 2,24 (verifique!).

Agora, note que:

AB=B-A=(114)-(110)=(0,0,4)

AC +CB =(-10,2)+(10,2) = (0,0,4) = AB.
Pela desigualdade triangular, concluimos:
|8 = [Ac+ca| < [Ac] + cs|
Para verificar que essa relacao ¢é valida, calcule:
HA_'BH =[(0.0,4)| = 0? +0* + 42 =4

Como4 <2-2,24 = 4,48, constatamos que a desigualdade triangular
€ valida nesse caso.
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Em muitos casos, estamos interessados apenas na direcao que
um vetor indica, e ndo em seu comprimento. Isso nos leva a trabalhar
com vetores normalizados. Dado x € R" ndo nulo, definimos o
vetor unitario ou versor associado a x como:

~ 1
X=—X.
Xl
Essa normalizacdo preserva a direcao e o sentido, porém o vetor
normalizado possui norma igual a 1. Assim:
1 X 1
0 i
Chamamos de versores euclidianos os vetores com norma
igual a 1 que apontam na direcao positiva dos eixos. No caso
tridimensional, temos:

e,=(10,0)=i. e, =(0,10)=j e e, = (0,0,1) = k.

~

1
X[ = —|[x| =1.
I "X"M I

v=| Exemplificando
Considere os vetores x =(1,-2,3) e y =(7,—14,21). Precisamos
saber se estes indicam a mesma direcao, no mesmo sentido.

Uma das formas de realizar essa verificagdo € encontrando o vetor
unitario associado a cada um deles. Para isso, calculamos a norma dos
dois vetores:

M= [(-23)| = JF T 2F 7% = i a5 =15
=714.

Logo:

}:L(t—z,s):[

12 3}
Via' 14714

3

~ 1 1 2 3
y = — y y .
714 V14 14 \/14]
Como ;( = }A/ vemos que os dois vetores apontam para a mesma
direcdo e o mesmo sentido.

(7,—14,21):[
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US' Pesquise mais

Nesta secao, introduzimos o conceito de vetores e algumas de suas
operagdes basicas. Como leitura complementar aos assuntos tratados
aqui, sugerimos:

BOLDRINI, José Luiz et al. Algebra linear. 3. ed. S0 Paulo: Harbra,
1986. p. 97-103.

BOULOS, Paulo; CAMARGO, Ivan de. Geometria analitica: um
tratamento vetorial. S&o Paulo: McGraw Hill, 1987. p. 1-16.

KOLMAN, Bernard; HILL, David Ross. Introducdo a Algebra linear com
aplicagdes. 8. ed. Sdo Paulo: LTC, 2006. p. 197-202 (disponivel na
Biblioteca Virtual).

Sem medo de errar

Lembre-se de que estamos interessados em projetar uma caixa-
-d'agua em forma de paralelepipedo, em que as faces em forma de
paralelogramo sdo perpendiculares ao solo. Além disso, os vértices
no plano definido pelo solo formam um quadrado de lado 2 m.
Suas paredes verticais tém 1 m de altura, e a aresta superior do
paralelogramo esta deslocada 0,25 m.

Nosso primeiro objetivo é definir as coordenadas dos vértices.
Como estdao no espaco tridimensional (largura, profundidade e
altura), podemos representar as coordenadas dos vertices como
vetores tridimensionais.

Trabalharemos com um sistema de coordenadas (em metros)
em que a primeira coordenada representa a largura, a segunda, a
profundidade e a terceira, a altura. Definimos também que o plano
formado pelo solo estd na altura O e que um dos vértices do
quadrado, localizado no solo, esta na origem, ou seja, A=(0,0,0).
Como a base da caixa-d'agua forma um quadrado de lado 2 m, os
outros pontos da base sdo B=(2,0,0), C=(0,2,0) e D=(2,2,0).

Note que os vértices na parte superior da caixa-d'agua também
formam um quadrado. Se considerarmos que as faces em forma de
paralelogramo estao paralelas ao eixo da largura, os pontos da parte
superior serdo E =(0,25; 0; 1), F=(2,25; 0; 1), G=(0; 2.25; 1) e
H=(225; 2 1).
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Na Figura 2.10, apresentamos a caixa-d'agua utilizando o sistema
que definimos.

Figura 2.10 | Caixa-d'agua com vértices

Eixoz ~ 8=(0.25271)

Fonte: elaborada pelo autor.

Perceba que cada uma das arestas € um segmento de reta. Esses
segmentos podem ser definidos como um ponto inicial e um vetor
deslocamento. Por exemplo, o segmento AB pode ser descrito

como AB = {A +tAB |t e [0,1]}, emque AB ¢é o vetor deslocamento
de A até B, calculado como:

AB =B—A=(2,0,0)—(0,0,0) = (2,0,0)
Assim,
AB ={(0,0,0)+1(2,0,0)|t €[0,1} = {t(2.0,0)| t € [0,1]}.

De forma analoga, temos:

AC ={t(0,2,0)|t [0,1}, AE ={t(0.25; 0; 1)|t[0,1]}
BD ={(2,0,0)+(0,2,0)| t €[0,1},
BF ={(2,0,0)+t(0,25; 0; 1)[te[0.1]},
CG={(0,20)+1(0,25; 0; 1)|t<[01},
CD ={(0,2,0)+1(2,0,0)| t €[0,1]},

DH ={(2,2,0)+(0,25; 0; 1)[te[01},
EF ={(0,25; 0; 1)+1(2,0,0)|t<[0,1},
EG={(0,25; 0; 1)+1(0,20)|te[01},
FH ={(2,25; 0; 1)+t(0,20)[t€[0,1]} e
:{02521+t02500ﬂtemﬂ}

G)

N
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Por fim, precisamos calcular o tamanho das vigas de sustentacao.
Essas vigas podem ser representadas como os segmentos AH, BG,

CF e DE. O comprimento de cada uma das vigas sera © mesmo
que o do vetor que define o segmento. Assim, o comprimento da
aresta AH sera:

[~ 11 - Al =225 2 1)- (0.0 —|225 2 1]

=42,25" +2* + T ~ 317 m.

De forma analoga, o comprimento de todas as vigas de
sustentacdo €, aproximadamente, 3,17 m.

Agora, elabore umrelatorio explicando a escolha das coordenadas,
a forma de representacdo das arestas e o calculo do comprimento
das vigas.

Avancando na pratica

Distancia do taxi
Descricdo da situacao-problema

Uma nova empresa de taxi € aberta. Essa empresa calcula o valor
da viagem utilizando a distancia geomeétrica entre o ponto de partida
e 0 ponto de chegada.

No balanco do primeiro més, percebeu-se que a empresa estava
tendo prejuizos em suas viagens. Por gque isso ocorreu?

Use como exemplo a viagem necessaria para sair do ponto A e
chegar ao ponto B, no mapa apresentado na Figura 2.11.

Figura 2.11 | Mapa do ponto de partida e do destino

Fonte: elaborada pelo autor.

Nesse mapa, as ruas verticais vao de sul a norte e as horizontais,
de leste a oeste. As coordenadas dos pontos sao:

e A 13 km sul e 1 km oeste;
e B:10 km sul e 3 km leste.
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A viagem foi cobrada por qual distancia? Qual distancia real foi
percorrida pelo taxi?

Resolucdo da situagcdo-problema

Para calcular a distancia geomeétrica, podemos utilizar um sistema
de representacao bidimensional em que a primeira coordenada esta
associada a localizacdo leste-oeste, na qual os valores negativos
indicam o oeste e os positivos, o leste. Ja a seqgunda coordenada
esta associada a localizacdo norte-sul, na qual os valores negativos
representam o sul e 0s positivos, o norte.

Considerando que esse sistema de representacdo estd em
quildmetros, os pontos de interesse sao:

A=(-13,-1) e B=(-103).

A distdncia geomeétrica entre Ae B¢ o comprimento do vetor AB:

(78]~ 18- Al (- 10.3) - (-13. 1] =3 4)] = VB T (-7 —

=5 km.

Perceba, porém, que o taxi nao podera se mover na direcdo do
vetor AB. O taxi deve mover-se apenas sobre as ruas. Neste caso,
pode mover-se, primeiramente, 4 km na direcdo leste e, depois,
mais 3 na diregao norte. Assim, no total, o taxi percorrerd 7 km.

Quando calculamos o comprimento de um vetor, como a soma
do maodulo de suas componentes, quer dizer que obtemos a norma-1
do vetor.

Faca valer a pena

1. Vetores sdo estruturas matematicas com direcdo, comprimento e
sentido. No caso geral, podem ser representados como n-uplas ordenadas
ou como matrizes, com n linhas e 1 coluna.

Considere os seguintes elementos:

1 1
Xx=2,y=(123), z=2lew=2 5|
3 3 6
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Em relacdo a esses elementos, sao feitas as seguintes afirmativas:
I. w ndo é considerado um vetor.
L xy=z+y.
[ll. O produto Xy ndo esta definido.
IV. O vetor y € igual ao vetor z.
Apos a analise das afirmativas anteriores, marque a alternativa correta:
a) Somente | e IV estdo corretas.
b) Somente |, Il e IV estdo corretas.
c) Somente Ill esta correta.
d) Somente IV esta correta.
e) Somente |, lll e IV estdo corretas.

2. Considere os segmentos orientados AB e BC equipolentes.
Sabemos que:
ABNBC = {(0,0,0)}, D= (3,0,—4) €BC eo comprimento de AB ¢10.

Marque V para verdadeiro e F para falso nas seguintes afirmacdes sobre
esses segmentos:

() B=(0,0,0). ()A=D.

() AB=BC. ()C=2D.

Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:
aV-F-F-V. dF-V-V-V
b)F-F-F-F e)V-F-V-F

cV-V-V-V

3. No estudo de geometria, € muito comum utilizarmos vetores bi ou
tridimensionais, porém a definicdo desses elementos ndo se limita a esses
espacos.

No geral, vetores sao representados como estruturas n-dimensionais.
Considere os vetores:

x=(10,10), y =(1111) e z=(0,-3,0,3)

e seus respectivos versores X, y e Z.
Marque V para verdadeiro e F para falso nas seguintes afirmac¢des sobre
esses vetores:

) x+y|=]2| ()X—y=W, emque w=Xx—y.
() 3]x=y| =]

Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:
a)V-V-V. dF-F-F

b)V-V-F e)F-V-F

cV-F-F
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Secao 2.2

Produto escalar
Dialogo aberto

Nesta secdo, estudaremos uma nova operacao entre vetores: o
produto escalar. Esse produto € uma operacao entre dois vetores
que resulta em um escalar. Dentre as diversas aplicacdes que possui,
enfocaremos o calculo do angulo entre vetores e 0 processo de
ortogonalizagao vetorial.

Recorde gque estamos projetando uma caixa-d'agua em formato
de paralelepipedo. Na secao anterior, apresentamos um exemplo
diferente de caixa-d'agua que foi utilizado para estabelecermos que
seus vertices serao representados como vetores tridimensionais, em
gue cada coordenada representa uma dimensado espacial (largura,
profundidade e altura).

Além das informacdes apresentadas na secdo anterior,
consideraremos que a caixa-d'dgua deve ser construida em um
terreno quadrado de 100 m?. Toda a caixa-d'agua deve estar nessa
regido, inclusive a parte acima do solo.

Os designers exigem que a altura da caixa-d'agua sejade 2 me o
deslocamentoentreaparteinferioreasuperior,de0,5m.NaFigura2.12,
vemos uma representacdo bidimensional da caixa-d'agua.

Figura 2.12 | Face em forma de paralelogramo da caixa-d'agua
0,5m

|
£
~
I

[

‘ 10m

Fonte: elaborada pelo autor.

Quais devem ser as coordenadas dos vertices da caixa-d'agua,
de modo a utilizarmos toda a area do terreno e atendermos
aos requerimentos dos designers? Quais devem ser os angulos
internos dos paralelogramos? Quais angulos as hastes internas de
sustentacao fazem com o solo?
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Nesta secdo, estudaremos como utilizar operacdes algebricas
para calcular angulos entre vetores, como representar vetores
como combinagao de outros, como verificar se um vetor pode ser
descrito como combinacdo de outro, aléem de uma estratégia para
encontrar vetores que formam angulo de 90° entre si.

Nao pode faltar

Nesta secao, discutiremos os conceitos de dependéncia ou
independéncia linear entre vetores, o angulo formado entre eles e
sua ortogonalidade.

‘r"’ Assimile

Dado um conjunto de vetoresV = {a“),a(z),-~-,a(k)} C R", chamaremos

de Vum conjunto de vetores linearmente independentes (LI), se a Unica
solucdo para o problema:

ax, +a®x, +---+a%x, =0

for a solugéo trivial, isto &, X, = x, =--- = x, = 0. Caso exista outra
solugcado diferente da trivial, denominaremos os vetores a” de
linearmente dependentes (LD).

Usando a representacao de vetores como matrizes com uma unica
coluna, defina a matriz A€ R™*, cuja i-ésima coluna é o vetor a'.
Defina também o vetor x € R¥ cuja Fésima componente vale x;.
Entdo, o problema:

ax, +a?x, +---+a%x, =0
€ equivalente a:
Ax=0.

Podemos verificar se os vetores &’ sdo linearmente
independentes pela quantidade de solu¢cdes do sistema linear.

o(b Reflita

Se n =Kk, qual ferramenta matricial podemos aplicar para verificar a
dependéncia ou independéncia linear entre vetores?

Qual a maior quantidade de vetores linearmente independentes que
podemos ter em um espaco n-dimensional?
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Veja que todo conjunto com um unico vetor, nao nulo, é
linearmente independente. Entretanto, note que todo conjunto que
possui o vetor nulo € linearmente dependente. Seja
V= {a“’,a(z),--~,a“‘),0} CR" x,=X,=--=x,=0¢e x,,, =0, entdo:

a¥x, +a%x, +---+a"“x, +0x,,,=0+0=0.

Como o sistema é resolvido por solucdo nao trivial, os vetores
sao linearmente dependentes.

‘tz” Assimile
A soma ax,+a%x,+--+a%x, com x €R, para todo

i =1---,k, ¢ chamada combinac3o linear dos vetores a‘").

Quando temos um conjunto linearmente dependente, entdo um
dos vetores pode ser escrito como combinac¢ao linear dos outros.
Assim, sem perda de generalidade, podemos afirmar que:

a" = a®x, + - +a%x,,

para alguma escolha de X,, X5, - X,.

v=| Exemplificando

Considere os vetores u=(3,21), v=(111) e w=(210),
representados na Figura 2.13.

Figura 2.13 | Vetores u, ve w

Fonte: elaborada pelo autor.

Queremos verificar se esses vetores sdo linearmente dependentes, isto
e, se:

(3.21)%, + (111 x, +(2,1,0)x, = 0,
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ou, equivalentemente, se:

31 2 |x| |0
2 1 1-|x,|=|0
11 0| |x| |0

admite alguma solucao nao trivial.

. . L . 3x3 . . . .
Primeiramente, definiremos a matriz A € R**, cuja primeira coluna &
O vetor u, a segunda € o vetor v, e a terceira, o vetor w, ou seja,

312
A=(2 1 1]
1710
Calculando o determinante dessa matriz, obtemos:
312
det(A)=[2 1 1=
1710

~3.1.0411142.21-1.1.2-1.1.3-0.2.1=0
Como x =(0,0,0) ¢ solucdo do sistema:
312 [x] [0
2 1 1|-|x,|=1o|,
11 0||x,| |0

temos infinitas solucdes e, portanto, u, v e w sdo linearmente
dependentes.

Veja que U—V = W, logo w pode ser escrito como combinacao linear
deuev

Dados dois vetores ndo nulos, podemos verificar qual o angulo
entre eles; para isso, introduziremos o conceito de produto escalar.

‘tz" Assimile

Dados U,v € R", definimos seu produto escalar como:
U-v = (UpUy, Uy ) (Vi VooV, ) = UV, UV, + o+ ULV,

ou seja, 0 produto escalar entre os vetores u e vé a soma do produto }
coordenada a coordenada dos elementos dos vetores u e v.
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O nome “produto escalar” vem do fato de que o resultado do produto
€ um escalar (um numero).

Dados u,v,weR" e a€R, as seguintes propriedades sdo
verdadeiras:

e U-Vv=Uu-v,

(au)-v=a(u-v) e u-(av)=a(u-v);

e (U+V)w=u-w+v-w;

u-v =|ullv|cos(@,,). em aue 0,
uev.

, € 0 angulo entre os vetores

o(b Reflita

Quando representamos vetores como matrizes com uma coluna, o
produto escalar pode ser representado como operacao matricial. Qual
€ essa operagao?

Perceba que a ultima propriedade de produto escalar fornece-nos
uma forma direta de calcularmos o angulo entre dois vetores.
vz| Exemplificando
Considere os vetores u e v apresentados na Figura 2.14.

Figura 2.14 | Exemplo de vetores com angulo entre eles

Fonte: elaborada pelo autor.
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Queremos calcular o angulo entre eles.

Veja que cada vetor pode ser associado a um triangulo retangulo
em que os tamanhos dos catetos séo dados pelas suas coordenadas
espaciais.

Dessa forma, veja que o angulo 6, entre o vetor u e o eixo das
abscissas satisfaz:

2\/7 3

tg(6,)

Como 6, estd entre 0 e 90°, vemos que 6, = arctg(\/g) =60°.

Com argumentos andlogos, conseguimos verificar que o angulo entre
o vetor ve o eixo das abscissas € 8, = 30°. Concluimos, entéo, que o

angulo entre ue vé 60°—30° = 30°.

Agora, usando o produto escalar, temos:

u-v =u|vcos,,) = cos(d,,) = =

vl

dai:

(2!2f) (f) 2.3 +243 1

(0,,)= =
cos “(2 2\/’ \/22 2\/— \/([) + 1P
N
CJA+r123+1

Logo:

3

cos(d,,) =
o , V3| _ 500
ou seja, 0 angulo entre ue vé 6, , = arccos - |= 30°.
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oé) Reflita

O angulo entre dois vetores ndo nulos depende de seu tamanho?
Como exemplo para tentar responder a essa pergunta, use os vetores:
x=(4,0-3) y=(-122)e z=4y.

Calcule o0 angulo entre x e y e entre y e z. O que podemos concluir?

Voceé consegue chegar a essa mesma conclusao usando vetores genericos
do R"™

Geometricamente, vemos que um vetor faz um angulo nulo em
relacdo a si mesmo. Seja x € R” ndo nulo, entdo:

_ XX _ XX, + XXy + -+ X, X,
”X"”X" \/X12 + X22 +oet Xn2 \/X12 + X22 +- an

XX+t X

XX+ X2

cos(f, )

ou seja,
cos(d,,)="1
Assim,
0., = arccos(1) =0°,
comprovando que 0 angulo de um vetor consigo mesmo € nulo.

Dessa demonstracao, podemos obter uma propriedade importante
do produto escalar:

xox=

Usaremos essa propriedade para verificar qual angulo um vetor faz
com seu oposto, ou seja, qual o angulo entre x € R” ndo nulo e —x.

cos(f, ,)= X(=x) _ —(x-x) _ _"X"i S

elll=x Il

Portanto, o dngulo de um vetor com seu oposto é:

0,_, = arccos(—1)=180°.

X,
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Na Figura 2.15, apresentamos um exemplo destacando esse
angulo.

Figura 2.15 | Angulo entre vetores opostos e vetor ortogonal

3]y

u=(273)

’ -3

Fonte: elaborada pelo autor.

Ainda na Figura 2.15, apresentamos um vetor denotado por u*.
Usamos essa notacao quando esse vetor faz um angulo de 90° com
o vetor u. Neste caso, dizemos que 0s vetores sdo ortogonais. Se,
além de serem ortogonais, possuirem norma igual a 1,
denominaremos esses vetores de ortonormais.

Sejam x e y vetores ndo nulos ortogonais, denotamos x = y* ou
x1y. Como o angulo entre os dois vetores & 90°, temos
cos(x,y) =0, daf:

0 =cos(x,y)= ouseja, x-y=0.

Xy
Xl

Assim, afirmamos que dois vetores sdo ortogonais se o produto
escalar entre eles é nulo.

Nessa definicdo, o vetor nulo 0=(0,0,---,0) € R" é ortogonal a
todos os outros vetores. Para verificar essa afirmacao, considere
X = (X, X, X,) € R". Entdo:

0-x=(0,0,--,0)-(x;, X, X,) =0-%,4+0-x, +--+0-x, =0,
logo O e x sao ortogonais.
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v=| Exemplificando
Seja x = (1,—1) € R?, queremos encontrar um vetor unitario y, tal que
xLly.
Em outras palavras, queremos calcular o vetor y que satisfaz o sistema:

[x-y—O
v =1

Do produto escalar, temos:
(1-1-(yyy,) =0y, -y, =0,
ou seja,
Yi=VY,.

Da norma do vetor, obtemos:
Y4y, =1 ouseja, \y2+y2 =1= 2y =1=y, = ig.
\/E \/_] ou o vetor [ \/E \/5]

Assim, y pode ser o vetor [_ =

N

2 2

Em muitas aplicagcdes, dado um conjunto de vetores, precisamaos
encontrar um conjunto de vetores ortonormais, no qual todos os
vetores do conjunto original sao linearmente dependentes. Uma
das formas mais tradicionais de se encontrar esse Nnovo conjunto é
por meio do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt.

&ﬁ» Assimile
Sejam xM, x@ ... x¥) € R" vetores linearmente independentes.

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt fornece-nos vetores
u“),u(z),m,u(") ortonormais entre si, tal que:

x = Oz1(i)u(1) _|_ag)u(2) +"'+Oé,({i)u(k),

para todo i =1,2,---,k.
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Apesar de O processo ser chamado de “ortogonalizagcdo’, o mais
apropriado seria chama-lo “ortonormalizacdo”, visto que os vetores
resultantes, além de ortogonais, sdo unitarios (normalizados).

Os vetores ortonormais sao calculados por:
1
o _ X0
<

v®

v@ = x@ _(X(Z) ,u(1))u(1)’ u® = '
v

vz| Exemplificando

Considere os vetores x(1):(1,0,1), x? =(110), x® =(1,0,0).

®) ortonormais entre si, tal que

Queremos encontrar vetores u(”,u(z’,u
(i) _ ()01 (i),,(2) (1),,(3)
XV = u o U o U,

para todo i =1,2,3.

Pelo processo de Gram-Schmidt, obtemos:

o X (101 (10) :i(1,0,1):[£,0,£]

O Jaoa] VR ot e V2 2772

Usando u®, calculamos:

V@ — 5@ _(X<2>.u(1>)u(1) =(110)— -
2 2

(1,1,0)-[%,0,%]

wofel-fey )

=

o[ 0.
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ou seja,

[;A_;] 2 (1, 1) (V6 6
2) _ - 1 __|=12= X2
i

Por fim, usando U Ve uz) temos:

v® = () _ (X(3) _u(1)>u(1) _ (X(3) -U(Z))U(z).

J6
6

S —

Veja que:
(ﬂ”u”p“=:1oo[i_ é}[ii,iq
_Qﬁoﬁ]_[ioi]
212772 2772
e 5555
_6[J6 VB 8] (11 1
6|63 6 _[6 76}
Dai,
s 1 1) (11 1) (1 1 1
v =(100) b&ﬂ_kE_d & 3 J

[111]

] [1 1 1]
33 3
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US' Pesquise mais

Nesta secao, discutimos propriedades importantes de vetores.

Como uma leitura complementar de (in)Jdependéncia de vetores,
sugerimos:

KOLMAN, Bernard; HILL, Ross. Introducdo a Algebra linear com
aplicagdes. 8. ed. S&o Paulo: LTC, 2006. p. 267-278 (Disponivel na
Biblioteca Virtual).

Para aperfeicoar seus conhecimentos sobre produto escalar e angulos
entre vetores, sugerimos:

PULINO, Petronio. Produto interno. I Algebra linear e suas
aplicagdes: notas de aula. Campinas: Unicamp — Departamento de
Matematica Aplicada — Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica, 2012. p. 303-310. Disponivel em: <http://www.ime.unicamp.
br/~pulino/ALESA/Texto/>. Acesso em: 5 dez. 2017.

Sem medo de errar

Lembre-se de que estamos interessados no projeto de uma caixa-
-d'agua em forma de paralelepipedo. Essa caixa-d'agua deve ocupar
um terreno quadrado com 100 m? de area, ou seja, 10 m de lado.

A caixa-d'agua deve ter 2 mde altura e a parte superiorestara 0,5m
deslocada da parte inferior.

Usandoosmesmosargumentosda secao anterior, estabelecemaos
que os veértices da caixa-d'agua serao:

A=(0, 0, 0), B=(95; 0; 0)C=(0; 10; 0), D:(9,5; 10; O),
E:(0,5; 0; 2), F:(10, 0, 2), G=(0,5; 10; 2) e
H:(10, 10, 2).

Na Figura 2.16, apresentamos uma ilustracdo de como sera a
caixa-d'agua.

Figura 2.16 | Caixa-d'agua ocupando area de 100 m?

E-(05,0,2) 2205102 H-0010.2)
/,

A=(0,0,0) T AN)] D=(9.510,0)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Veja que os pontos A, B, E e F formam um paralelogramo. Para
calcular seus angulos internos, usaremos o produto escalar entre 0s
vetores AB e AE. Primeiramente, temos:

AB=B-A=B,
pois A & a origem. Pelo mesmo argumento,
AE—E-A=E.

Aplicando o produto escalar, obtemos:

AB-AE=B-E=(9,5; 0; 0)-(0,5 0; 2)=95-05+0.0+0-2=
= 4,75.

Para calcular o angulo, precisaremos da norma dos vetores:
[aB|=(e.5: o; 0)]=+o.57 +07+0* =95
[AE|=[(0.5: 0: 2)]=+0.5% +07 +2* = 4,25 ~ 2,06

O cosseno do angulo entre AB e AE ¢é dado por

AB-AE 475
AB|IAE 7 9,5.2,06

~ 0,24.

Logo, o angulo entre esses dois vetores sera arccos(0,24) ~ 76,11°.

Para calcular os outros angulos, podemos usar propriedades
geometricas do paralelogramo. Veja que o angulo entre EF e BF ¢
igual ao angulo entre AB e AE ou seja, &, aproximadamente, 76,11°.

Jé os angulos entre EF e EA eentre BA e BF seréo iguais entre
si, e seus valores, iguais ao complementar do angulo entre AB
e AE, ou seja, valem, aproximadamente, 180°—76,11° =103,89°.

Resta-nos calcular o dngulo entre as vigas de sustentacdo e o
solo. Seja a viga definida pelo vetor AH = (10 10 2), note que sua

projecao sobre o plano definido pelo solo é o vetor X = (10 10 O).
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Assim, o angulo entre o solo e a viga sera dado por:

AH - x
arccos = arccos

AH] |

(10 10 2)-(10 10 0)
J102 102 +2210% +10% + 02

10-10+10-10+2-0
2/51-102

= arccos

arccos[

200 ]
204102

= arccos

10
~ arccos(0,99).
\/102] ( )

Portanto, o angulo entre aviga e o solo sera de, aproximadamente,

8,11.

Agora, elabore uma apresentacao explicando o projeto. Aproveite
para adicionar algumas ilustragdes, indicando os comprimentos
e 0s angulos das arestas externas da caixa-d'agua e das vigas de
sustentacao.

Avancando na pratica
Movimento de um robd
Descricao da situagao-problema

Um robd foi projetado de modo a se movimentar apenas em
direcdes perpendiculares umas as outras. Assim, dada uma posi¢cao
relativa a localizacdo atual do robd e a direcdo em que este esta
no instante atual, deve calcular internamente como atingir a
posicao-alvo.

Como deve ser feito esse calculo? Como podemos decompor o
movimento do robd?

Tome, por exemplo, um robd apontando na direcdo (1,1), que
deve mover-se até a posicdo (4,6).

Resolucdo da situagcdo-problema

Como o robd pode mover-se apenas em direcdes ortogonais,
devemos encontrar um conjunto destas. Para medir o quanto o robd
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deve mover-se em cada uma das direcdes, o ideal € representa-las
como vetores unitarios.

Como o robd estd apontando para a direcdo x™ =(11),
tomaremos a primeira direcao paralela a esta, porém com norma
igual a 1. Dessa maneira,

o)
m_ X

o

f\f].

Como a posicéo final deve ser x® =(4,6), devemos aplicar o
processo de Gram-Schmidt usando x'.

Veja que:

—5\f[‘/_ ‘/_] (5,5)

[g,g]:[zmsﬁ][%g]:

v = X (x.y)u = (4,6) - (5,5) = (~11).
Logo, a dire¢do unitaria sera:

y VO (-11) _[ 1 1] [II]

( — IR,
u _||v<2>||_ Cif 2 o

V2'V2)
Para calcular o quanto deve ser andado em cada direcdo, basta
resolver o sistema linear:

du” +d,u® =(4,6),

com d, e d, € R indicando o quanto deve ser movimentado em
cada uma das direcoes.

O resultado desse sistema € d, =52, gue indica o guanto o
robé deve andar na direcdo u™, e d, = /2, que determina o quanto
o robé deve andar na direcdo u®.
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Faca valer a pena

1. Sejam a, a?, a® e a® € R* vetores linearmente independentes.

Defina a matrizA € R** tal que:
A= a(1) a(2) a(3) a(4) )

Analise as seguintes afirmacdes e sua relagdo:
. O sistema linear Ax = a"" & indeterminado
PORQUE
Il. a” nao pode ser escrito como combinagao linear de a?,a® a".
Sobre as afirmac¢des anteriores e sua relagao, é correto afirmar que:
a) | e ll sdo verdadeiras e Il justifica I.
b) I e Il sdo verdadeiras, mas Il ndo justifica I.

d) | é falsa e Il é verdadeira.

)
c) | é verdadeira e |l é falsa.
)
e)

| e ll sdo falsas.

2. Dois corredores saem da origem de um sistema de coordenadas ao
mesmo tempo. Ambos se movem apenas em linhas retas. Apds uma hora
de corrida, o corredor 1 estd na posi¢do (1 0,5) e o corredor 2, na posi¢do
(9,—6) (sistema de coordenadas dado em quildmetros).
Analise as sequintes afirmacdes:
I. O corredor 1 percorreu uma distancia maior do que o corredor 2.
II. O trajeto percorrido pelos dois corredores faz um angulo de,
aproximadamente, 60°.
lll. E impossivel saber a velocidade média de cada um dos corredores
apenas com as informacdes fornecidas.
Sobre essas afirmativas, € correto afirmar que:
a) Apenas | e Il estdo corretas.
b) Apenas Il esta correta.
c) Apenas Il esta correta.
d) Apenas Il e lll estdo corretas.
e) Apenas | esta correta.

)
)
)
)

3. Considere os dois conjuntos de vetores a seguir:

W ={(111),(110),(10,0)} e U = [ﬁﬁﬁ][
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Assinale V para verdadeiro e F para falso nas seguintes afirmativas:
() Os vetores do conjunto W sdo linearmente independentes.
() Os vetores do conjunto U sdo unitarios.

() Os vetores do conjunto U podem ser obtidos por meio da aplicagdo do
processo de Gram-Schmidt nos vetores do conjunto W.

Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmativas:
aV-V-V

b)V-V-F
cF-F-F

dV-V-V.
e)F-V-V.
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Secao 2.3

Produto vetorial e produto misto
Dialogo aberto

Nesta secdo, focaremos vetores tridimensionais. Esse enfoque
€ importante visto sua relevancia em aplicacdes — principalmente
geomeétricas. Estudaremos o produto vetorial e o produto misto entre
vetores. O produto vetorial, como o proprio nome indica, resulta em
um vetor; o produto misto € uma combinacdao do produto escalar
e do produto vetorial.

Em nossa situagcao-problema, lembre-se de que estamos
interessados No projeto de uma caixa-d'agua em forma de poliedro.

Nas secdes anteriores, vimos como a projetar, encontrando as
coordenadas de seus vertices, 0os dngulos internos de suas faces em
forma de paralelogramo, além do comprimento e do angulo em
relacao ao solo de suas vigas de sustentacao.

A caixa-d'agua sera construida utilizando placas de concreto;
essas placas sao compradas prontas e seu valor € dado por metro
quadrado. Qual € a area de cada uma das faces da caixa projetada
Nna secao anterior?

Qual serd o volume total da caixa-d'agua (desprezando o volume
ocupado pelas vigas de sustenta¢ao)?

Nesta secdo, estudaremos algumas outras operacdes entre
vetores que nos fornecerdo ferramentas para o calculo de areas e
volumes de figuras geomeétricas.

Nao pode faltar

Considere  um  vetor qualquer. Podemos  projeta-lo
ortogonalmente sobre uma reta, isto €, podemos encontrar qual
parte de um vetor esta sobre uma reta. Na Figura 2.17, apresentamos
um exemplo de projecao.
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Figura 2.17 | Projecao do vetor u sobre a reta r

3

2 u=(4,3)

r={t(3,~1)|t € R}

Fonte: elaborada pelo autor.

Essa operacédo € chamada projecdo ortogonal e pode ser
interpretada como a “sombra” do vetor sobre a reta.

&z” Assimile

Dados u,v € R" vetores quaisquer, com V nao nulo, defina a reta que
passa pela origem r = {tv |t e R}

A projecdo ortogonal (ou, simplesmente, projecao) de u sobre ré dada
por

u-v
V.

P()=

VI

No exemplo da Figura 2.17, temos u:(4,3) e o vetor v que
define r dado por v =(3,—1). Dai a projecdo de u sobre r serd
calculada por:

. 4,3)-(3,—1 . (=
Cuv (43)( %3_0243+3(1)

R(U) - _2V = 2 32 1 2
M=) D

9 27 9
= (3,-1)= :
TR ]

10" 10
Defina w = P.(u). Veja que wé paralelo a v, isto &, cos(v,w) = £1
(verifiquel).

(B-1)=
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Defina z=u—w, entdo z Lr. Para verificar esse fato,
calcularemos o produto escalar entre z e v. Se z for ortogonal a v,
tambem sera a r.

zv=U—-w)V=UVvV—-W-V=UV—

uv,
i

como 5 € escalar, entao:

||V||

ZV=u-v-—

u-v u-v
—vVv|Vv=Uuv———vVv.v=u-v—-u-v=0,
Vv Vv

Portanto, z € ortogonal a r. Podemos mostrar ainda que essa
decomposicao e unica.

Concluimos que, dado um vetor u e uma reta, existe um unico
vetor w paralelo a reta e um unico vetor zortogonal a reta, tal que:

u=w-+2z

vz| Exemplificando

Decomponha o vetor u, apresentado na Figura 2.17, na soma de um
vetor paralelo a re um ortogonal.

Note que o vetor paralelo w ja foi encontrado:

w=P(u )[fg %]_

Resta-nos calcular o vetor ortogonal z:

27 9]_[13 39

Para confirmar o que a teoria nos diz, calcularemos o produto escalar
entre ve z:

13 39 13 39 39 39
z=(3,-1).| =2 )2
vz ( ) [10 10] o )

10 10 10
Tal resultado confirma o que a teoria nos garantiu.
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oé) Reflita

Como podemos relacionar a decomposicao de um vetor em vetores
ortogonais com o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt?

Considere dois vetores no espaco tridimensional. Introduziremos
um novo produto entre esses vetores chamado produto vetorial,
pois como resultado € obtido um vetor.

&z” Assimile

Sejam U = (U, Uy, Uy ),V = (V,,V,,V,) € R®, definimos seu produto
vetorial como:
UXV = (UVy — UyVy,UsV, — UgV, UV, —UV,).
Note que
i j k
det|u, u, u,|=iuVv,+ juv,+kuyv, —Ku,v, —iuv, — juyv,.
v

v v

1 2 3

Lembrando que i=(1,0,0), j=(0,10) e k =(0,0,1), temos:
i j ok
detiu, U, Uy|=/(UyV;—UVy,UsV, — UV, UV, — UV, ).
v, V, V,

Logo, podemos escrever o produto vetorial dos vetores x por y como:

i j k
uxv =detju, u, u,|
v, V, Vv

1 2 3

Dados ,v,w €R® e a € R, as seguintes propriedades do produto
vetorial sdo validas:

1. UXV=—-UXxXV.
2. UXV éortogonalaueav.

3Ux(VAHW)=UxXV+UXW.
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4. |uxv] = |ul|v|sen(d,,). em que 6,, é o angulo formado entre os
vetores x e y.

5.Se ué paralelo a v, entdo uxv =(0,0,0).

A segunda propriedade apresentada afirma que o vetor obtido
pelo produto vetorial sera ortogonal aos dois vetores originais. Para
verificar essa propriedade, considere os vetores tridimensionais
u=(10,0) e v=(110), em que cada uma das coordenadas esta
representada em metros. O vetor w obtido pelo produto vetorial
entre u e vsera:

i jk
w=uxv=(10,0)x(110)=det1 0 0|=
110
=0i+0j+1k -0k —0i—0j=0i+0j+ 1k.
Ao converter para a notagao com parénteses, obtemaos:
w =uxv=(0,01).

Para verificar que w é ortogonal a u e a v, faremos seus produtos
escalares:

u-w =(10,0)-(0,01)=0+0+0=0,
v-w=(110)-(0,01)=0+0+0=0.

Logo, weéortogonala ueav.NaFigura2.18, hd uma representacdo
grafica desses trés vetores.

Figura 2.18 | Representacdo geométrica do produto vetorial

Fonte: elaborada pelo autor.
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Veja que os vetores u e v formam um paralelogramo. Ja na
Figura 2.19, observamos uma representagdo bidimensional desse
paralelogramo.

Figura 2.19 | Paralelogramo gerado pelos vetores u e v

y
'I .......................................... 2
4
//
v y
h 2
0.5 .
y
,
//
euv u_ ./ X
0 0.5 1 1.5 2

Fonte: elaborada pelo autor.

A area do paralelogramo pode ser determinada multiplicando o
comprimento da base pela altura do paralelogramo. Na Figura 2.19,
0, representa o anqulo entre os vetores u e v, e h € a altura do

uv

paralelogramo.
Veja que a altura pode ser calculada por:
h =|v|sen(,,).
ou, usando a funcao seno entre dois vetores:
h=|v|sen(,,).

Assim, a area de um paralelogramo definido por dois vetores
pode ser determinada por:

A= lulh = JulV|sen(@,).

Usando a propriedade 4 de produto vetorial, concluimos que a
area do paralelogramo pode ser determinada por:

A=|uxv]|.
No caso particular do paralelogramo da Figura 2.3, a area sera:

A= uxv]|=](0.01)]=0? +0? + £ =1m?,

Note que a unidade de area esta em metros quadrados, porque
cada uma das coordenadas dos vetores esta representada em metros.
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Podemos combinar o produto vetorial e o produto escalar,
gerando um produto entre trés vetores, o produto misto.

&g& Assimile
Sejam X = (X, X5, X3),Y = (V1.¥2.¥3),Z2 =(2,,2,,2;) € R®, definimos
O produto misto entre os trés vetores como

x-(yxz): X(Yo2Zs — Z,Y3) + X,(V32Z, — ZY,) + X5 (Y12, — 2,Y,).

O produto misto é calculado como um produto vetorial entre dois
vetores e um produto escalar entre o resultado do primeiro produto
com o outro vetor envolvido na operacao.

Note que
X1 X2 X3
detly, Y, Ya|=
Z1 ZZ 23

= XY,2Z, + X3Y3Z4 + X3Y1Z, — X3Y 22y — X132, — X5 Y425

Colocando os termos de x em evidéncia, temos:

X, X, Xg
det|y v Yo Vi =
Zy Z, Z4

= X1(y223 —22y3)+x2(y321 —23y1)+x3(y1zz _Z1y2)-

Portanto, podemos representar o produto misto de uma forma
simplificada por meio da forma matricial:

X1 X2 X3
x-(yxz)=detly, y, s
Z Z Z

1 2

Sejam Xx,¥,Z€R® e a€R, as seguintes propriedades saem
diretamente darepresentacao do produto misto como umdeterminante:

Lx-(yxz)=z-(xxy)=y-(zxx)=
=—y-(xxz)=-z-(yxx)=—x-(zxy);
2 (ax)-(yxz) = x-(ay x2) = x-(y xaz) = a(x-(y x 2)).

3. Se x, y e zsao linearmente dependentes, entdo X - (y X Z) =0.
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Considere os vetores u=(10,0), v=(110) e w=(10,1), em
que cada uma das coordenadas esta representada em metros. Com
eles, podemos representar um solido no espaco tridimensional. Na
Figura 2.20, apresentamos a figura definida por esses vetores.

Figura 2.20 | Solido gerado pelos vetores u, ve w

[}
Z

,-’:"--------’-"

. P "-"
-=" »>" ’

-

14 il o b *

----_-"-_',ﬂ"

Fonte: elaborada pelo autor.

Sabemos que a area do paralelogramo gerado pelos vetores u e
vserd A=|uxv|. Veja que o volume do solido pode ser calculado
por V = Ah, em que h é a altura do paralelogramo.

Como os vetores u e v estdo no plano xy, logo o vetor uxv sera
paralelo ao eixo z. Geometricamente, vemos que a altura pode ser
calculada por h = |||W||cos(9W ,em que 6, €oangulo formado
entre os vetores we UuxVv (ou o angulo formado entre o vetor we
0 eixo 2). Assim, concluimos que o volume do soélido definido pelos
vetores u, ve w e dado por:

,uxv)

V =Ah= |||u xv|[|wl|cos(6

W,UxV )

:|(u><v)-w|:|u~(v><w)|.
Assim, o volume do solido apresentado na Figura 2.20 sera:

100
V=u-(vxw)|=|det1 1 0|=[1+0+0-0-0-0]=1m°
10 1

Note que a unidade do volume esta em metros cubicos, pois
cada uma das coordenadas esta em metros.
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e vz| Exemplificando
Considere u,v € R? linearmente independentes e W € R? no plano
formado por u e v, ou seja, linearmente dependente de u e v.

Usaremos o volume do solido gerado pelos vetores u, v e z para
justificar a propriedade 3 de produto misto.

Na Figura 2.21, temos um exemplo de vetores em que U e v sdo
linearmente independentes, e w esta no plano definido por u e v.

Figura 2.21 | Dois vetores linearmente independentes e um linearmente
dependente

Fonte: elaborada pelo autor.

Considere o solido definido por esses trés vetores. Se a base for o
paralelogramo formado pelos vetores U e v, a altura sera dada pelo vetor
w, porém este esta no plano gerado por ue v, logo a altura ¢ 0. Como
o volume do solido € dado pela area do paralelogramo formado pelos
vetores u e v multiplicada pela altura, concluimos que seu volume é 0.

Por outro lado, temos:
V=u- (v X w)_

Concluimos que se os vetores u, v, w sao linearmente dependentes,
L entdo o produto misto é nulo.

J

s ﬂ9 Pesquise mais

Nesta secdo, discutimos o conceito de projecdo ortogonal. Como
material complementar deste tema, sugerimos:

O ESTUDANTE. Projecdo ortogonal de vetores - Algebra linear/
geometria analitica (aula 27). Disponivel em: <https://www.youtube.com/ }
L watch?v=E2ULYsABr2Q>. Acesso em: 11 dez. 2017 (video do YouTube).
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Analisamos, também, as definicbes dos produtos vetoriais € mistos,
4 aléem de algumas aplicagcdes. Como leitura complementar, sugerimos:

KOLMAN, Bernard; HILL, David Ross. Introduc&o a Algebra linear com
aplicacdes. 8. ed. S3o Paulo: LTC, 2006. p. 238-243 (disponivel na
Biblioteca Virtual).

Sem medo de errar

Lembre-se de que estamos interessados no projeto de uma
caixa-d'agua em forma de romboedro. Agora que ja esta projetada,
gueremos saber qual sera o custo associado a quantidade de
material utilizado na construcao.

Para isso, precisamos saber a area de cada uma das faces da
caixa-d'agua. Na secdo anterior, projetamos a caixa-d'agua com os
sequintes vertices:

A=(0, 0, 0),B=(9,5 0; 0),C=(0; 10; 0),D=(9,5 10; 0),
E=(05 0; 2), F=(10, 0, 2),G=(05; 10; 2)e
H:(10, 10, 2).

Na Figura 2.22, reapresentamos o projeto dela.

Figura 2.22 | Representacdo tridimensional da caixa-d'agua

E=(0.5,0,2)

. G=(0.5,10,2) H=(10,10,2)
T

F=(10,0,2)

CC e

- D=(9.510,0
A=(0,0,0) B=(9.5,0,0) ( )

Fonte: elaborada pelo autor.

Note que as faces ABCD e EFGH possuem a mesma area e,
ainda, que a face ABCD é um retangulo com lados de tamanho

“TB“ e HRH Dai sua area é:

Avncn = “ZB”HA_&“ ~9,5-10 = 95 m?
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Perceba, também, que as faces ABEF e CDGH possuem a mesma
area e que a face ABEF ¢ o paralelogramo gerado pelos vetores AB
e AE. Logo, sua area €:

Aser = “ABXAE”.
O produto vetorial pode ser calculado como:
i j k
ABx AE =det|9,5 0 0|=0i+0j+ 0k —0k —0i—19j=(0,-19,0).
05 0 2

Assim,
Asser =|[AB X AE| =|(0,19,0)] = 19 m*.

Resta-nos calcular a area das faces A, C, E, Ge B, D, F H. Note
gue ambas as faces possuem a mesma area equea face A C E G
€ o paralelogramo gerado pelos vetores AC e AE. Dai sua area ¢

Avces = “AC x AEH.

Como
i J ok

ACxAE =det| 0 10 0|=20i+0j+ Ok —5k —0i —0j = (20,0,~5),
05 0 2

concluimos que:
Auces =|[AC x AE| = |(20,0,-5)| = 5417 ~ 20,61 m".

Assim, vemos que a quantidade de material necessaria para
construir a caixa-d'agua sera:

A=2A,000 +2Aer +2A, 000 ~2-95+2-19 4 2.20,61= 269,22 m’.

Para calcularmos o volume que pode ser armazenado na caixa-
-d'agua, basta percebermos gue o romboedro em questao € gerado
pelos vetores AB AC e AE e seu volume serd dado por:

V —|AB.(AC x AE| = (@5, 0. 0)-(20,0,-5)=[190+0+ 0|~
190 m*.
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Assim, conseguimos projetar a caixa-d'agua utilizando a
representacao vetorial (usualmente utilizada por softwares
computacionais de modelagem tridimensional), alem de calcular a
guantidade de material necessario para sua constru¢cao e o volume
total que esta armazena.

Agora, elabore um relatorio detalhado, justificando cada uma
das decisdes tomadas. Justifique os calculos feitos para ndo haver
duvida em relagao as dimensdes da caixa-d'agua.

Avancando na pratica

Caminho de um carro
Descricao da situagao-problema

Um passageiro no ponto Atoma um taxi e pretende ir ao ponto B
a 5 km a leste de sua posicao atual. As ruas da cidade ndo permitem
que esse trajeto seja feito em linha reta. Na Figura 2.23, apresentamos
um esquema de Como sao essas ruas.

Figura 2.23 | Esquema de ruas da cidade

Fonte: elaborada pelo autor.

Sendo o ponto A a origem do sistema de coordenadas, considere
gue a rua onde o passageiro se encontra € uma reta que pode ser
descrita pela equacao x = —2y e que as outras ruas sao paralelas ou
perpendiculares a essa. Sabendo que o custo por quilbmetro rodado
do taxi e de RS 5,13, como podemos calcular o preco total da corrida?

(Consideraremos que todas as rotas sdo permitidas.)

Resolucdo da situacdo-problema

Utilizamos um sistema de coordenadas em que a primeira
coordenada indica o deslocamento no eixo leste-oeste (medido
em quildmetros), em relacao ao ponto A. Valores positivos mostram
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O movimento a leste e valores negativos, a oeste. A segunda
coordenada do sistema indica o deslocamento norte-sul, em que
norte € mostrado por valores positivos e sul, por valores negativos.

Assim, o passageiro sai do ponto A= (0,0) e pretende chegar ao
ponto B =(5,0).

A reta definida pela rua em que o carro se encontra pode ser
descrita como:

{x=-2y|lyeR}={(-2y.y)|ly e R} ={t(-21)|t e R}.

Para obter o quanto devemos nos movimentar sobre essa rua,
calculamos a projecao do vetor AB sobre a reta:

_p(aB| - AB20 0 (BO-(20
IS A
_ __10(72,1) =(4,-2).

Ao chegar a esse ponto, o taxi devera mover-se ortogonalmente
para atingir o ponto B. Assim, deve mover-se na direcao:

d, = AB - P(AB| = (5,0) - (4,-2) = (12)
Dai, ao final da viagem, o carro terd percorrido a distancia:
e[|+ |, = (4 —2) + [(12)] = 42 +(~2)° +3 +2° =20 +/5 =
=3J5~6,71m.

Logo, multiplicando pelo preco por quildbmetro rodado, o valor
pago na viagem sera de, aproximadamente, RS 34,42.

Faca valer a pena

1. Considere os vetores x =(1,2,3,4) e y =(3,0,—4,0).

Em relacao a eles, sao feitas as seguintes afirmacdes:

L. xLy.
Il. P,y (x)= [25—7,0,35—6,0], em que r, ¢ a reta gerada pelo vetor y.
3 3 9 6
. Prx(y):[—ﬁ,_g,—ﬁ,—g].
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Analisando essas afirmagdes, é correto afirmar que:

a) Apenas | é verdadeira.

b) Apenas Il é verdadeira.

c) Apenas Il é verdadeira.

d) Apenas | e Il sdo verdadeiras.
)

e) Apenas Il e lll sdo verdadeiras.

2. Forcas sdao entidades fisicas representadas por vetores, indicando uma
relacao entre a massa e a aceleragcao de um corpo.

Se temos um fio retilineo de comprimento L com uma corrente elétrica
i € R® (vetor corrente elétrica indica a direcdo em que os elétrons se
movem e sua norma nos da a intensidade da corrente elétrica) sob um
campo magnético uniforme B € R? a forca magnética que atua sobre o
fio sera:

F=LixB.

Analise as seguintes afirmacdes e sua relagao:

I. Mantendo constantes o comprimento do fio e os maodulos dos
vetores i e B, a intensidade da for¢ga magnética sera maxima quando
i for ortogonal a B.

PORQUE

Il. A forca magnética é ortogonal a corrente elétrica.
Ap0os analisar as duas afirmacdes e sua relacao, € correto afirmar que:
a) | e Il sdo verdadeiras e Il justifica I.
b) | e Il sdo verdadeiras, mas Il ndo justifica I.
c) | é verdadeira e |l é falsa.
d) | é falsa e Il é verdadeira.
e) | e ll sdo falsas.

3. Sendo trés vetores X,y,Z € R? n3o nulos ortogonais entre si, defina
Uu=xxy.

Considere as seguintes afirmagdes, usando V para classificar como
verdadeira e F para falsa:

() Sex, y e z forem vetores ortonormais entre si, entdo Z = +u.
(Ju-(xxy)=0.
() |xxyxz|=0.
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Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes anteriores:

aV-VvV-V
b)V-V-F
cV-F-F
dF-F-F
e)V-F-V
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Unidade 3

Espacos vetoriais

Convite ao estudo

Nas unidades anteriores, estudamos alguns conceitos
basicos de matrizes e de vetores. Nesta unidade, comecamos
com a pergunta: existe alguma semelhanca entre conjuntos
de matrizes e conjunto de vetores? Claramente, a resposta e
afirmativa, visto que vetores podem ser representados como
matrizes com apenas uma coluna. Contudo, essa nao € a
unica semelhanca. Veremos com detalhes essas semelhancas,
analisando quais outros conjuntos sao semelhantes a esses.
Dado que um conjunto tem comportamento semelhante
ao de vetores, analisaremos quantas componentes devem
possuir tais vetores. Estudaremos, ainda, diferentes formas
de representacdo de vetores, além de como passar de uma
representacao para outra.

Para ilustrar a aplicabilidade dos conceitos estudados
nesta unidade, suponha que vocé tenha sido contratado para
desenvolver um game em um sistema de realidade virtual.

Nesse game, um usuario utilizara oculos. O movimento
de sua cabeca deve ser equivalente ao da camera dentro do
jogo. Como representar a posicao de cada objeto em relacao
ao jogador? E, ainda, como o movimento da cabeca do
jogador modifica essa representacao?

Aléem disso, o movimento de varios objetos sera
implementado usando polindmios, por exemplo, a trajetoria
de um lancamento obliguo pode ser descrita por um
polindmio de grau 2 (representado por uma parabola). Como
representar os polindmios eficientemente? Quais ferramentas
podemos aplicar na manipulagado de polindbmios?

Essas questdes direcionarao a implementacao das
ferramentas utilizadas no game. A cada seg¢do, vocé deve



sintetizar as ideias acerca de cada uma delas para discuti-las
nas reunidées com a equipe que voce esta liderando.

Ao final desta unidade, vocé compreendera conceitos
mais abstratos sobre vetores e suas diferentes formas de
representacdo. Também serd capaz de identificar quais
conjuntos se comportam como conjuntos de vetores, ou
seja, formam espacos vetoriais. Sabera ainda aplicar suas
propriedades na resolucdo de problemas praticos e como
representar os vetores de diferentes formas (bases).



Secao 3.1

Espacos vetoriais

Dialogo aberto

Nesta secao, vamos discutir o conceito de espacos vetoriais,
além de caracterizar alguns objetos matematicos ja estudados
como vetores.

Lembre-se de que vocé foi contratado para a implementacao de
um game em realidade virtual. Vocé ¢é responsavel pela descricao
computacional dos polinbmios que representarao 0s movimentos
de objetos. Tome, por exemplo, o lancamento obliquo de um objeto.
Segundo a cinematica, area da Fisica que descreve o movimento
de corpos sem considerar as massas ou forcas envolvidas, seu
movimento sera caracterizado por um polindbmio de grau dois.

Alguns movimentos mais complexos envolvem adicdo de
polindbmios e multiplicacdo por escalares.

O jogador arremessa uma pedra com trajetoria descrita por:
Z(t)=—t"4+2t e x=y =0,

em que x e y representam as coordenadas horizontais, z a
coordenada vertical e t, 0 tempo. As coordenadas espaciais estao
em metros, enquanto a temporal esta em sequndos.

Como vocé pode representar o polindmio que descreve a
coordenada z da pedra eficientemente? Em outras palavras, como
representar esse polindbmio na forma de vetor?

Devido a uma mudanga na posi¢ao do jogador, as coordenadas
desse polindbmio devem ser multiplicadas por 2. Qual € o polinbmio
obtido apos essa multiplicacao?

Com os topicos abordados nesta secdo, vocé sera capaz de
responder a esta e outras questdes.
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Nao pode faltar

Nesta sec¢do, analisaremos alguns conjuntos cujos elementos
tém comportamento semelhante ao de vetores e veremos algumas
formas de caracterizar essa semelhanca.

Considere, por exemplo, o conjunto dos polindbmios com
coeficientes reais com grau menor que ou igual a 2, isto €,

P, ={p(x)=a, +ax +a,x* | a,,a,,a, € R}.
Assim, dado p(x)=a, +a,x +a,x* € P, os elementos a, sao
chamados de coeficientes do polindbmio e o maior indice para o

qual a; € ndo nulo € denominado grau do polindmio. No caso de
P,. 0 grau €, no maximo, 2.

Veja  dois  polindmios:  p(x)=a, +ax+ax’cP, e
q(x) = b, + b,x + b,x* € P,. Definimos a sua adicdo como:

(P+a)(x)= (8 +by) +(a + b)) x +(a, +b,) X" € P,

isto €, a adicao de polindbmios resulta no polindmio com coeficientes
dados pela soma dos coeficientes dos polindbmios originais.

Seja a € R, definimos a multiplicagao de o por p como:
(ap)(x) = (aa,) + (aa,) x + (aa,) x* € R,

em particular, definimos —p = (—1)p. Note que a multiplicagdo de
escalar por polindbmio pode ser interpretada como a multiplicagcao
do escalar pelos coeficientes do polindbmio.

Definimos ainda a subtragcdo de p e g como:
(P—q)(x)=(a, —by,)+(a,— b)) x +(a, —b,)x* €P,

isto e, o polinbmio resultante da subtracao € aquele cujos
coeficientes sdo resultado da subtracdo dos coeficientes dos
polindmios originais.

Note que se representarmos os polindbmios por meio de vetores
cujas coordenadas sao os coeficientes dos polindbmios, a soma dos
vetores sera o vetor com as coordenadas dadas pelos coeficientes
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da adicdo dos polinbmios; o produto de um escalar por vetor sera
O vetor com as coordenadas dadas pelos coeficientes do polinbmio
resultante do produto escalar polindbmio; e a subtracao dos vetores
sera o vetor cujas coordenadas sao os coeficientes da subtracao
dos polindbmios.

Isto ocorre porque o espaco dos polindmios com coeficientes
reais de grau menor que ou igual a 2, munido das operacdes de
adicao e de multiplicacao por escalar, definidas anteriormente,
forma um espaco vetorial.

Antes de apresentarmos a definicdo formal de espaco vetorial,
precisamos entender o conceito de corpo.

*z” Assimile

Seja K um conjunto n&o vazio. Considere as operacdes +: K xK — K
chamada adicédo, e-: KxK — K, chamada multiplicacdo. Dizemos
que (K,+,-) possui estrutura de corpo se, e somente se, dados
a,b,c € K, as sequintes propriedades forem validas:

1 (Associatividade) (a+b)+c=a+(b+c) e (a-b)-c=a-(b-c).
2. (Comutatividade) a+b=b+aea-b=>b-a

3. (Identidade aditiva) Existe 0, € K, tal que a+0, = a, para todo
ack

4. (Ildentidade multiplicativa) Existe 1, € K, talque a-1, = a, para todo
acK.

5. (Inversa aditiva). Para cada a€K, existe —a€K, tal que
a+(—a)=0,.

6. (Inversa multiplicativa) Para cada @ € K, a = 0, existe @ ' € K., tal
que a-a =1,

7. (Distributiva) a-(b+c)=a-b+a-c.

Note que o conjunto dos numeros reais (R ), munido da soma
e do produto usuais, satisfaz as 7 condicdes necessarias para a
classificacao de uma estrutura como corpo.
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oé) Reflita

Considere e} conjunto dos numeros complexos
C = {Z =x+iy|xye R}, em que i é a unidade imaginaria, isto &,

i=-1
Sejam z, = X, +1iy, e z, = X, + iy, numeros complexos, definimos
sua adicao como:
Z,+2,= (X +X)+i(y,+¥,)
e sua multiplicacdo como:
Z,-2, = (XX, = V1Y, ) +i (XY, + XY,

A estrutura ((C ,+,-) € um corpo?

Agora, podemos definir a estrutura de espaco vetorial.

‘tz" Assimile

Seja V um conjunto ndo vazio e K um corpo. Defina a operacao
+:VxV =V, chamada adicdo, tal que, dados u,v,w €V, as
sequintes propriedades sejam validas:

1. (Associatividade) (U+V)+w =u+ (v +w).

2. (Comutatividade) U4V =V +U.

3. (Elemento nulo) Existe 0, € V., talque v+ 0, =V, paratodo v € V.
4. (Elemento oposto) Para cada v € V, existe u € V, talque v +u =0,,.

Defina tambem a operacdo-: KxV — V, chamada multiplicacdo por
escalar, tal que, dados o, € K e v,u €V, as seguintes propriedades
sejam validas:

5. (Associatividade) a-(8-v) = ().

6. (Elemento neutro) Existe 1, € K talque 1, -V =V, paratodo v € V.
7. (Distributiva) (a + ﬁ) V=a-v+3-v

8. (Distributiva) a-(V4+u)=a-v+a-u.

Nessas condicdes, a estrutura (V,+,-) é chamada espago vetorial no
corpo K.
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Algumas vezes, quando nao ha duvidas quanto as operagdes
adicao e multiplicacdo, em vez de afirmarmos que (V,+,-) forma
um espaco vetorial, cometeremos um pequeno abuso de notacao
ao afirmar que V é um espaco vetorial.

Um elemento do espaco vetorial € um elemento do conjunto V,
sendo chamado de vetor.

Essa denominacao € devida ao fato de que o conjunto dos vetores
n dimensionais, munido das operacdes adicao e multiplicacao
por escalar usual, forma um espaco vetorial no corpo dos reais
(verifiquel).

v=| Exemplificando

Anteriormente, afirmamos que o© conjunto dos polindbmios de
grau menor que ou igual a dois, munido das operacdes adicdo e
multiplicacdo por escalar usual (apresentadas no inicio desta secdo),
forma um espaco vetorial no corpo do conjunto dos reais. Dessa
maneira, as oito condicdes necessarias de espaco vetorial estdo
satisfeitas. Neste exemplo, demonstraremos essas condicdes.

Dados: a,B €R e p(x)=a, +ax+a,x’ €P,
q(x)=b, +bx+b,x* €P,, r(x)=c, +¢,x+C,x* €P,
1. Veja que:

(P(X)+q(x)) +r(x) =

= ((a +by) + (a + by) X +(a, + b, ) x* ) + ¢, + €,X + 6,X°,
ou seja,

(P(X)+q(x))+r(x)=

=((a, +by)+¢,)+((a +b,)+c,)x+((a, +b,) +¢,)x%,
ou ainda,

(P(x)+q(x))+r(x) =

= (ay +(by +6,))+ (a + (b, +¢,)) x +(a, + (b, + ¢, )) x*.
Logo:

(P(x)+q(x))+r(x) =

= a, +a,x+a,x* +((by +C) + by +€,) X + (b, +¢,) x*), >
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portanto:
(P(x)+q(x)) +r(x) = p(x) +(q(x) +r(x)).

Assim, verificamos que a adicao de polindbmios de grau menor que ou
igual a dois € associativa.

2. Agora, note que:
p(x)+q(x)=(a, + by) +(a, + b)) x +(a, + b,) x*.
Usando a comutatividade da adicdo de numeros reais, temos:
p(x)+q(x) = (b, +a,)+ (b, +a,)x+ (b, +a,) x* = q(x)+ p(x),

portanto a adicdo de polinbmios com grau menor que ou igual a 2 é
comutativa.

3.0 polinbmio p,(x) = 0 possui grau 0 (menor que ou igual a 2) e ainda:
Po(X)+ p(x) =0+ p(x) = p(x),
logo, Py € o elemento nulo.
4. Defina o elemento —p(X) = —a, + (—a,) X +(—a, ) Xx* € P,. Assim:
P(x)+(=p(x)) = (8 +(—ap)) + (&, +(=a,)) x + (&, + (—a,)) x*
ou seja,
p(x)+(—p(x)) =0.
Logo, mostramos a existéncia de elemento oposto.
5. Em relacdo a multiplicacao por escalar, veja que:
a(Bp(x) = a(Ba, + fax + Ba,x* ) = (aba, + apfax +afa,x*)
ou seja,
a(Bp(x)) = aB(a, +ax +a,x* ) = (aB) p(x).
Logo, a associatividade multiplicativa € valida.
6. Agora, veja que:
1.p(x)=1-a, +1-ax+1-a,x* = a, + a,x + a,x* = p(x),

entao 1 ¢é o elemento neutro da multiplicacao.
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7. Note que:
(a+8)p(x)=(a+pB)a, +(a+B)ax+(a+p)ax* =
a@, + aax + aa,x’ + fa, + fa,x + fa,x*> = ap(x)+ Bp(x).
Logo, a primeira propriedade distributiva € valida.
8. Por fim, veja que:
a(p(x)+q(x) = a((a, + by) + (a, + by) x +(a, + b,) x*) =
a@, + aax +aa,x’ + ab, + abx + ab,x* = ap(x)+ aq(x),
portanto a segunda propriedade distributiva também é valida.

Assim, como as oito propriedades sdo validas, verificamos que o
conjunto dos polindbmios de grau menor que ou igual a 2, munido das
operacdes soma e multiplicacdo por escalar usual, forma um espaco
vetorial.

As operacdes adicao e multiplicacdo por escalar podem ser
trivialmente estendidas para polinbmios de grau menor que ou

igual a n, com n natural qualguer. Podemos demonstrar que

o

conjunto dos polindmios de grau menor gue ou igual a n, munido

das operacdes adicdo e multiplicacdo por escalar usual, forma u
espaco vetorial (demonstrel).

m

o() Reflita

Considere o conjunto V = {a1x + a2x2 € Pz} Esse conjunto, munido

das operacdes adicao e multiplicacao por escalar usual dos polindmios

de grau menor que ou igual a 2, forma um espaco vetorial?

E o conjunto W = {1 +a,x*c Pz}?

No Reflita anterior, foi levantada a possibilidade de um

subconjunto de um espaco vetorial também ser espaco vetori

al.

Quando isso acontece, dizemos que o subconjunto é um

subespaco vetorial.
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‘tz" Assimile
Seja (V,+,) um espaco vetorial em um corpo K. Dizemos que U C V
€ subespaco vetorial de V se, e somente se,
« 0, €eU;
esevelU euelU, entiov+ueU;

esevel eacK entio aveU.

v=| Exemplificando

Considere o conjunto V = {a1x—i-azx2 € Pz} No Reflita anterior,
vocé deve ter demonstrado que esse conjunto € um espago vetorial
quando associado as operacdes usuais dos polindbmios de grau menor
que ouiguala 2.

Agora, como V C P,, podemos mostrar que V € subespaco de P,,
sem demonstrar as oito propriedades de espaco vetorial.

» Vejaque p, =0eV.
. Sejam p(x)=ax+a,x* €V e q(x)=bx+b,x* €V, entio:
« p(X)+q(x)=(a,+b,)x+(a,+b,)x* €V.
» Seja a € R, entéo:
ap(x)=aax +aa,x* € V.

Como essas trés propriedades sdo validas, mostramos que V é
subespaco de B,.

Ainda, no Reflita anterior, vocé deve ter demonstrado que
W= {1 +a,x* ¢ Pz} ndo é espacgo vetorial.

Vejaque W C P,, mas p, =0 & W, logo W ndo € subespaco de P,.

|'_‘|9 Pesquise mais
Nesta secao, analisamos uma das estruturas mais importantes da

Algebra Linear, os espacos vetoriais. Para mais informacdes sobre
essas estruturas, sugerimos as seguintes leituras: }
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CRUZ, Luiz Francisco da. Espacos vetoriais. In:
4 Introducdo ao estudo da Algebra Linear. Bauru: Unesp. Cap. 2.
Disponivel em: <http://wwwp.fc.unesp.br/~lfcruz/AL_CAP_02.pdf>.
Acesso em: 29 jan. 2018.

KOLMAN, Bernard; HILL, David Ross. Introducéo a Algebra Linear com
aplicacdes. 8. ed. Sdo Paulo: LTC, 2006. p. 250-267 (disponivel na
Biblioteca Virtual).

Sem medo de errar

Em nossa situacao-problema, estamos supondo que vocé esta
encarregado da implementacdo de polinbmios para um game
em realidade virtual. Como estudado anteriormente, o espaco
dos polinbmios, junto a adicao e a multiplicacdo por escalar usual
(apresentadas no inicio da Secdo), forma um espaco vetorial no
corpo dos numeros reais. Dai, podemos representar os polindbmios
de forma analoga a qual representamos os vetores.

Dessa forma, podemos associar um polindbmio de grau menor
que ou igual a na um vetor com n+1 componentes, de modo que
0 J-ésimo coeficiente do polindmio fique na j+1-esima coordenada
do vetor, isto €, se p(x)=a, +ax+a,x*+...+a,x" € P, em que
P, ¢é o espaco dos polinbmios com coeficientes reais com grau
menor que ou iqual a n, podemos associa-lo ao vetor:

1
v, =(ap,a.a,...a,) eR"".

Estamos interessados em representar as coordenadas de um
objeto arremessado em relagcao ao tempo:

Z(t)=—t?"+2t e x=y =0.
Esse movimento pode ser representado pelos polindmios:
z(t)=—t*+2t, x(t)=0 e y(t)=0.

Os polinbmios estdo representados em funcao da varidvel t
(tempo); os coeficientes dos polindmios x e y sdo nulos. Assim, 0s
vetores v, e Vv, associados a x e y, respectivamente, sao:
v,=v, =(0,0,0)

X

U3 - Espagos vetoriais 119



Os  polinbmios  foram  representados como  vetores
tridimensionais, pois o polindmio z € de grau dois, logo tem trés
coeficientes independentes. Poderiamos representar v, e v,
como vetores em qualquer dimensdo. Escolhemos essa para
manter a coeréncia com v,, vetor associado ao polindmio z.

\Vamos reescrever z para que seus coeficientes fiquem claros:
z(t) =0+ 2t + (- ).

Assim, vemos que os coeficientes de zsdo 0, 2 e -1, logo o vetor
v, sera:

v, =(0,2-1).

Novamente, perceba que poderiamos ter escolhido um vetor
com mais coordenadas para armazenar os coeficientes de z, porem
estariamos armazenando informacdes desnecessarias, visto que
todos os coeficientes para poténcias maiores de t sdo nulos.

Quando a posicdo da camera for modificada, teremos que
multiplicar o polinbmio z por 2. Esse processo pode ser feito
aplicando a multiplicagdo por escalar no vetor v,. Assim, apos a
multiplicacdo, obtemos:

2v, = (0,4,—2),
que representa o polindmio:
2z(t) = —2t* +4t.

Com esses resultados, elabore um relatorio explicando as
estratégias tomadas. Nele explique também se essa representacao
€ unica, isto é, se existe outra forma de representar um polindbmio
de grau menor gue ou igual a n como um vetor n+I-dimensional.

Avancgando na pratica
Tratando sequéncias como vetores
Descrigcdo da situacao-problema

Vocé, um aluno curioso do curso de Algebra Linear e Vetorial,
decidiu verificar quais estruturas formam espacos vetoriais.
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Um colega apresentou uma estrutura chamada sequéncia.
Dizemos que {a,} . serd uma sequéncia se, para todo neN,

tivermos associado um unico a, €R, ou seja, {a,},, serd uma

sequéncia se a ela puder ser associada uma funcao definida no

conjunto dos reais. Denotamos a sequéncia {an }neN Ccomo:

{an}neN - (31’32133;“‘ ,an,an+1,...)_

Além disso, vocé foi informado de que © espac¢o das sequéncias,
junto a operacao adicdao dada por:

{8} pen T {0 Loy =180 + b}y = (80 b8, D518, +B,.)
e da operacao multiplicacdo por escalar:
{8}, ={08,},y =(a8108,-,08,.),
forma um espaco vetorial no corpo dos reais.

Vocé se questiona: se, N0 maximo, um numero finito de elementos
da sequéncia for ndo nulo, ainda terei um espaco vetorial?

Resolucdo da situagcdo-problema

Veja que a sequéncia nula {a, = O}nGN =(0,0,--+,0,++) ndo possui
elementos diferentes de zero. Como 0 ¢ finito, a sequéncia nula
esta no conjunto das sequéncias com finitos elementos nao nulos.

Dadas {a,}, .
nulos, respectivamente.

e {b,} . sequéncias com m e k elementos ndo
nJneN

Assim,
{an}neN +{bi7}neN = {an +bﬁ}neN = (a1 +b1'aZ +b2’”"an +bn’)

terd, no maximo, m+k elementos ndo nulos. Logo, possui finitos
elementos ndo nulos.

Ainda, dado a € R, se o =0:

a{a,},o ={0a,},. =(0.0:-,0-),

que ja vimos estar no conjunto das sequéncias com finitos elementos
Nnao nulos.
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Se a =0,

a{an }neN = {O[an }neN = (aa1!aazy"‘ ’aan!"'>,
que possui m elementos ndo nulos.

Dai, vemos que o conjunto das sequéncias com finitos elementos
nao nulos € um subespaco vetorial do conjunto das sequéncias.
Portanto, € um espaco vetorial no corpo dos reais.

Faca valer a pena

1. Se (V,—i—,-) for espacgo vetorial no corpo K, um conjunto U, munido de

operacdes +e ., serd subespaco vetorial de V se, e somente se, (U,+,-)
for espaco vetorial no corpo K.

Assim, considere os conjuntos:
V=R>® e U={AcR>®|A ¢ triangular superior}
e as operacgdes adicdo e multiplicagdo por escalar das matrizes de ordem
3x3.
Marque V para verdadeira e F para falsa nas seguintes afirmativas:
() Vé espaco vetorial no corpo dos numeros reais.
() U é espaco vetorial no corpo dos numeros reais.
() U é subespaco vetorial de V.

Escolha a alternativa que classifica corretamente as afirmativas anteriores.

a)V-V-VW dF-V-F
b)V-F-=V. e)F-F-V.
cV-V-F

2. Um conjunto K, munido de operagdes adicdo e multiplicacdo, sera
considerado um corpo se essas operacdes satisfizerem algumas condicdes.

Considere o conjunto:
K ={ab,c},
a operacao adicao definida por:
at+a=a a+b=b a+c=c
b+a=b b+b=c b+c=a,
c+a=c c+b=aec+c=>b
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e a operacao multiplicacao definida por:
a-a=a a-b=a a-c=a
b-a=a b-b=b, b-c=c,
c-a=ac-b=cec-c=b.
Analise as seguintes afirmacdes e sua relagao:
l. (K, —i—,-) nao é uma estrutura de corpo
PORQUE
Il. K € um conjunto finito.

Escolha a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes anteriores
e sua relacao:

a) As afirmacdes | e Il sao verdadeiras e Il justifica I.
b) As afirmacdes | e Il sdo verdadeiras, mas Il ndo justifica |.

d) A afirmacdo | é falsa e a afirmacdo Il € verdadeira.

)
)
c) A afirmacado | é verdadeira e a afirmacao Il é falsa.
)
e) As afirmacdes | e Il sdo falsas.

3. Seja fuma fungdo real, isto €, uma fungdo que leva valores reais a valores
reais:

fsera continua, se
limf(x)=f(a) paratodo a € R.

X—a
Se fe g forem funcdes reais continuas e & € R, entdo:
(f +g)(x) e af(x) também serdo continuas.

Seja C o conjunto das funcdes reais continuas definidas em todo o
conjunto dos reais.

Considere a operacao adicao, dados f,g eC:
(f +9)(x)=Ff(x)+g(x).

Considere também a operacdo multiplicacdo por escalar, dados f € C e
a€R:

(a-f)(x) = af(x).

Suponha ainda o conjunto D o conjunto das fungdes reais diferenciaveis.
Analise as seguintes afirmacdes:
I. C é um espaco vetorial no corpo dos reais.

Il. D é um espaco vetorial no corpo dos reais.
. Dcc.

U3 - Espagos vetoriais 123



Selecione a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:
a) As afirmativas |, Il e lll estdo corretas.
b) Apenas as afirmativas | e Il estdo corretas.
c) Apenas as afirmativas Il e lll estdo corretas.
d) Apenas as afirmativas | e lll estdo corretas.
)

e) Todas as afirmativas estdo corretas.
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Secao 3.2

Base e dimensao
Dialogo aberto

Na secdo anterior, vimos que diversos conjuntos possuem
estrutura analoga a de vetores. Exemplos desses conjuntos sao oS
polindbmios de grau menor que ou igual a n, quando utilizamos a
adicao e a multiplicagao por escalar usual de polindmios; as matrizes
de ordem mxn, com a adicdo e a multiplicacdo por escalar usual
de matrizes; o conjunto das funcdes continuas, com a adicdo e a
multiplicacdo por escalar usual de funcdes, entre outros.

No caso de polinbmios de grau menor que ou igual a n, podemaos
associar cada polindbmio a um vetor no espaco n + 1 dimensional.
Podemos representar as matrizes mxn por vetores? Em caso
afirmativo, essa representacao sera unica? As mesmas perguntas
podem ser feitas para o caso das funcdes continuas.

Para ilustrar a aplicabilidade das técnicas estudadas nesta secao,
recorde que estamos supondo que voceé trabalha em uma empresa
desenvolvedora de games.

Durante uma analise no software, vocé percebeu que outro
funcionario havia implementado um sistema para armazenar oS
polindbmios, porém este ocupa muita memoria. Sua fungao é
implementar outro sistema mais eficiente para o armazenamento.

O sistema original aloca memaria suficiente para armazenar 200
valores, independentemente do grau do polindmio.

Numeros sao armazenados no computador na forma de pontos
flutuantes. Cada ponto flutuante ocupa 8 bytes na memoria do
computador. Assim, vocé precisa analisar qual a memoria necessaria
para a armazenagem de cada um dos polinbmios na representacao
original. Existe restricdo no grau do polindbmio alocado usando essa
representacdo? Qual € a guantidade de memaoria minima para se alocar
um polindmio de grau 2? Como pode ser feita essa representacdo?
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Por fim, percebeu-se que, devido a uma falha na implementacao,
perdeu-se a informac¢ao do grau de alguns polindmios. Ao usar sua
forma otimizada de representagcdo, como podemos descobrir o
grau do polindbmio? Use como exemplo um polindbmio que ocupa
64 bytes.

Apos a analise feita nesta secdo, todas essas questdes poderdao
ser respondidas.

Nao pode faltar

Seja (V,+,-) um espaco vetorial. Podemos associar os elementos
do conjunto V com vetores no sentido tradicional (n-uplas)? Em
caso afirmativo, qual tipo de vetores e como fazer essa associacao?
Essas sdo algumas perguntas que responderemos nesta se¢ao.

Para comecar nossa analise, precisamos estender a definicao de
independéncia linear para conjuntos.

“3” Assimile

Seja (V,+,') um espago vetorial, com V; eV, j=12--,k. Os
vetores V; serdo linearmente independentes se o sistema

Vi t+a, vV, + o v, =0,

possuir solugdo Unica o, = a, =...= ¢, =0.

v=| Exemplificando

Considere o espaco vetorial dos polindmios de grau menor que ou
igual a 2, simbolizado por P,, com operagdes usuais.

Sejam os polindmios p(x) =1+ X, p,(x)=2 e py(x)=1+ x>,
qgueremos verificar se sao linearmente independentes, isto é, se o
sistema

Py (X) + P, (X) + Py (X) = 0
admite apenas a solugao trivial.

Agora, note que o sistema de interesse é equivalente a:
o, + X + 20, + a + a,x* =0+ 0x +0x?, >
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gue € equivalente a:
4 (a1+2a2+a3)+<a1)x+(a3)xz:O+0X—|—0X2.

Para essa relacdo ser verdadeira, deve ser verdadeira
independentemente do valor de x, entdo:

(o +20a, + o) =0,

() x=0x=0a,=0

(0)x* =0x* = a; =0.
Dai, temos o sistema linear:
o+ 20, +0a, =0
a, =0
a, =0
Cuja Unica solugdo € oy = o, = a; = 0.

Portanto, os polinbmios p,, p, e p, sdo linearmente independentes.

No exemplo anterior, qualquer polinbmio peP, pode ser
unicamente escrito como combinag¢do linear dos polindmios p,. p,
e p, (verifiguel). Quando isso ocorre, chamamos o conjunto
{p1,p2,p3} de base do espaco vetorial (Pz,—l-,-).

‘zz‘) Assimile

Seja B={v,,v,++,v,} CV um conjunto de vetores linearmente
independentes, em que (V,+,-) € um espaco vetorial. O conjunto B
sera uma base para o0 espaco vetorial (V,—i—,-) se todo elemento v € V

puder ser unicamente escrito como combinagado linear dos elementos
de B, isto €, se o sistema:

a-Vyta, V,+...+a, -V, =V
tiver solucao unica.

Neste caso, a dimensao do espaco vetorial (V,+,~) é n, denotada por:

dim(V)=n.
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Veja que se B:{v1,v2,-~-,vn} for base para o espaco vetorial
(V,+.). entdo, neste espaco, poderemos tomar, Nno maximo, n
vetores linearmente independentes.

Para demonstrar esse fato, suponha que v,., €V ndo nulo.
Como B e base para V, entdo existe «; € R, tal que:

a - Vitaoa, V,+...+ao, -V, =V, .

Como v, ., =0, entdo, ao menos um a; = 0.

n+1
Assim:
(—a1)'v1 +<—a2>~V2 +"'+(_O‘n)'vn +(1)'Vn+1 =V, +V,,=0,
ou seja, o sistema:
oy-VytayVy+.o. o,V +o, V= 0,

possui solugcdo ndo trivial. Dai, os vetores v,,v,,...,V,,V,,, S3O

linearmente dependentes.

n+1

Por meio dessa propriedade, chegamos a outra definicao para a
dimensdo de um espaco vetorial.
&&» Assimile
Um espaco vetorial (V,+,~) terd dimensao n se, no maximo, n vetores
forem linearmente independentes entre si.

Neste caso, um conjunto com n vetores linearmente independentes
entre si € uma base para o espaco vetorial (V,+,').

Caso ndo exista um numero maximo de vetores que podem ser
linearmente independentes entre si no espaco vetorial (V,+,-), a
dimensdo de V¢ infinita, denotada por:

dim(V) = co.

Logo, ndo é possivel apresentar uma base no sentido usual.
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v=| Exemplificando

Considere o espaco vetorial das matrizes 2x2 com as operacdes
usuais (]RM,—F,-).

Queremos mostrar que o conjunto:
1 111 11 111
B o
1 0|0 Ol|l0 O

11
& uma base para (R2X2,+,~).

Primeiramente, devemos mostrar que os elementos do conjunto sao
linearmente independentes entre si, ou seja, o sistema:

11 11 1 1 10
11 10 00 00

00
00

Qy + a, + a, +a, =

possui solugdo unica o, = o, = oy = o, = 0. Contudo, perceba que
o sistema de interesse pode ser reescrito como:

00
00

o to, o+, o +a, +ag

o, +a, Q,

ouseja, oy =, =z =, =0 ¢ a Unica solucdo possivel. Logo, os
elementos de B séo linearmente independentes entre si.

Agora, temos:

_ a, a4, GRZXZ
8, Ay
Resolvendo:
A— a,, ap _
8y 8y
1 11 11 10
8y 1 1 +(321—322)1 0 +(a12_az1)0 0 +(a11_a12)0 ol

concluimos que A pode ser escrita como combinacao linear dos
elementos de B. Em outras palavras, A € linearmente dependente com
elementos de B. Portanto, B € base para R,
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Assim, dado que B = {v1,v2,.-~,vn} € base para o espaco vetorial
(V,+,-), no corpo formado pelo conjunto dos numeros reais, e
v eV existem (e sdo Unicos), com oy, .+, , € R, tal que:

V=aoVv,taV, +...+aV,.
Os elementos «; sédo chamados de coordenadas de vna base B.
Podemos associar o vetor v €V ao vetor [v], e R":
V], = (aa0r-scry ).
Esse vetor € chamado de vetor das coordenadas de v na base B.

No caso do Exemplificando anterior, usando a base B para o
espaco vetorial (]RM,+,'), podemos representar a matriz:

4 3
2 1

A:[ eR*?

como o vetor:
A, =(1111) e R*
Se (U,+-) ¢ subespago vetorial de (V,+:), é claro que

dim(U) <dim(V). No caso de espacos com dimensao finita, se
UcV e U=V, entdo dim(U) < dim(V).

Podemos estender o conceito de ortogonalidade para espacos
vetoriais quaisquer. Para isso, precisaremos do conceito de produto
interno.

‘t&” Assimile

Seja (V.-I-.-) um espaco vetorial no corpo dos reais. Uma operagdo
<','> que leva pares de elementos de V a elementos de R ¢ um
produto interno se, dados U,V,w €V e a € R:

() = (uv)

c {u+vw)={uw)+(v,w);
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<

« (av,u) = alv,u);
« (vwv)>0e(vv)=0sv=0,

Neste caso, definimos a norma de um vetor v no espaco vetorial V
cComo:

vl = y{v.v).
& Reflita
(o)

O produto escalar € um produto interno no espaco vetorial (R",+,-)?

E a norma euclidiana? Pode ser escrita como a raiz quadrada de um
produto interno?

v=| Exemplificando
Considere o conjunto:
R,[01] = {p :[0,1 — R | p € polindbmio de grau menor que ou igual a 2}

dos polindbmios de grau menor que ou igual a 2, definidos no intervalo
[0,1], munido das operacées adicdo e multiplicagdo por escalar usual
para polindmios. Entdo, (P2[0,1],+,') é um espaco vetorial no corpo
dos reais (verifiquel).

Vamos mostrar que a operacao definida como:

1
<p1,p2>:fo p,(X)p,(X)dx, para todo p,,p, € P,[0,1],
€ um produto interno.

Sabendo que P, Py, p; € PI01] e a € R, entdo:

« (pup2) = [ i (xIp(X)x = [} p,(x0py(x)dx = (p,. ;)
e (P PPy = [ (Py(X)+ Py (X)X =

[ (pi00ps () + P (X004 (x))x =

[ pxpyxdx + [, (x)py (x)ox,
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ou seja,

<p1 +p2,p3>:<p1,p3>+<p2,p3>;
° <04P1,p2> = L/;)10471()()/32()()(:’)( = afo1p1(x)p2(x)dx = Oé<p1,p2>?

« (pupy) = [ PR (x)ax = [ py(x)fdx. como [p,(x)F >0,

entdo, pelas propriedades de integral, temos:

(p.py) >0,

e ainda:
{p,p,) =0« p(x)=0.
Seja (V,+,~) um espago vetorial com produto interno <>
Dizemos que dois vetores u,v € V sao ortogonais entre si, se
(uv)=0.

Caso sejam ortogonais e possuam norma igual a 1, isto €,

() =0 e Ju] = Jlud) = v = {vv) =1
U e vsdo vetores ortonormais entre si.

No caso geral, definimos o angulo 6, entre os vetores ue vnao
nulos como:

{uv)

Jfiv]

O processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt pode ser
estendido para espacos vetoriais quaisquer, substituindo o produto
interno pelo produto escalar.

0,, = arccos

Assim, dada uma base B para o espaco vetorial (V,+,~), podemos
aplicar o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt sobre os
elementos de B e obter uma base ortonormal para V.
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v=| Exemplificando
Considere o espaco vetorial (R,[0,1],4,") com produto interno:
1
(Pup2) = [ P ()P, (X)dix.

O conjunto 82{1,1—|-X,X2} ¢ uma base para (R[0,1],+)
(verifiquel).

Vamos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para
encontrar uma base de vetores ortonormais para (P2[0,1],+,~).

Como:

(=[x =x|, =1-0=1

logo: [ = {11 =1 =1.
1

=1

I

No segundo passo, definimos:

Dai, u, =

(114 x)
v, =1+ x——-—*1
i Il
Calculamos:
1
1 1 x? 3
<1,1+x>:fo1.(1+x)dx:fo(1+x)dx= x+70:§
Assim:
v —1+x—§——1+x
2 2 2 7
Definimos ainda:
V2

u, = —=—
2 vl >
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COMO:

B 1 1 B 11 5 B
IV, = fo —5 X dx\/fOZerx dx =
I OV S )
\l4T 2 3 V12
ou s€ja,
e
26
1
——+X
Logo: u, ZZTZ —J/3+243x.
6

Agora nos resta encontrar U,. Para isso, defina:

v, = x*° —<1,x2>1—<—\/§+2\/§x,x2>(—\/§+2\/§x),

COMO:

<1,x2> :f:)1~x2dx:)%3

1
0

(—V3+243x,x*) = fl(—\/ﬁ +243x) xdx =

:f;(_\/gx2+2\/§x3)dx:
1 V3 3 B

=——— =
6

N ESPN T L
3 4 3 2

0

Temos que:



Como:

1 o [ pr(d N
Hg—erx \/fog—erx dx =
1 4 x 1
= =2+ x-S+ —| =
\/fo 3 3 36
X xt ax e 5\/1;&14 1
5 "4 33 32 36, V5 2 9 6 36 \180
ou seja,
J5
— XX ==
30
Obtemos:
uazﬁ:&/gé—x—i—xz — 5 —65x + 65x%
V3

Assim, construimos a base ortonormal:

{1,—\/5 +24/3x,4/5 — 65x + 6\/§x2}.

[19' Pesquise mais

Como consulta complementar sobre base e dimensao de espaco
vetorial, sugerimos a obra indicada a seguir:

KOLMAN, Bernard: HILL, David Ross. Introducdo a Algebra Linear com
aplicagdes. 8. ed. Sdo Paulo: LTC, 2006. p. 278-290 (disponivel na
Biblioteca Virtual).

Sobre o produto interno, sugerimos a seguinte leitura complementar:

PULINO, Petrénio. Produto interno. In:_ Algebra linear e
suas aplicagdes: notas de aula. Campinas: Unicamp — Departamento
de Matematica Aplicada - Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica, 2012. p. 284-310. Disponivel em: <http://www.
ime.unicamp.br/~pulino/ALESA/Texto/>. Acesso em: 29 jan. 2018.
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Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé ¢ responsavel pela forma de
implementacao dos polindbmios em um game em realidade virtual.
Em uma versdo anterior, outro funcionario havia implementado um
sistema que aloca memoria suficiente para 200 coeficientes para
cada polinbmio.

Visto que cada coeficiente deve ser armazenado na forma de
ponto flutuante, ou seja, ocupando 8 bytes de memoria, nesta
representacao cada polindmio ocupara 1.600 bytes ou 1,6 KB.

Se todos os coeficientes do polindmio forem armazenados,
nessa representacao poderemos armazenar polindbmio de, no
maximo, grau 199 (um valor muito maior do que o utilizado em
aplicacdes gerais).

Seja p(x)=a, +ax+a,x> um polindbmio de grau 2, nessa
representacado p pode ser armazenado como:

[ao,a1,az,0,0,---,0

197 vezes

Veja que ha desperdicio de memoria; dado que se o grau do
polinbmio é 2, todos os coeficientes de ordem maior do que 2
serdo nulos.

Por outro lado, polindmios de grau menor que ou igual a 2
formam um espaco vetorial com base dada por:

B, = {1, X, X2 }

da qual concluimos que a dimensao do espaco vetorial (P2,+,~) e 3.
Ainda, o polindbmio p pode ser associado ao vetor:

[ply, = (a.a.8,) ER,

e devido ao fato de que B, é uma base, o vetor [p]B € 0 Unico que
pode ser associado ao polinbmio p. ’

Assim, podemos representar um polindbmio de grau 2 por
um vetor com tridimensional. Esse vetor por ter 3 elementos
ocuparia 24 bytes de memoria, economizando 1.576 bytes em seu
armazenamento.
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Polinbmios de grau menor que ou igual a n formam espago
vetorial com base dada por:

B, = {1,x,x2,---,x”},

logo sua dimensao € n+1e cada polindbmio com grau menor que ou
igual a n pode ser associado a um unico vetor com n+1 elementos.
Assim, os vetores com grau igual a n serdo armazenados como
vetores n+I1-dimensional.

Veja que essa representacdo nos garante o conhecimento do
grau do polindbmio sem que este seja diretamente armazenado. Se o
polindbmio foi armazenado como vetor com n componentes, entdo
o grau do polindbmio deve ser n-1. Em termos de memoria ocupada,
se a representacao de um polindbmio ocupa X bytes, isso significa

. X
que possui ) componentes (cada componente ocupa 8 bytes),

X
portanto o grau do polinbmio & 3—1_

S . , 64
Por exemplo, se o polinbmio ocupar 64 bytes, entdo tera Y =8

componentes e, portanto, seu grau sera /.

Agora, elabore um relatorio justificando a mudancga para 0 novo
sistema de representacao, o qual deve ser explicado com detalhes.
Alem disso, tal relatorio deve trazer algumas argumentacdes sobre
as vantagens da nova estratégia.

Avancando na pratica

Diferentes angulos entre polinbmios
Descricao da situagao-problema

Vocé e um colega da disciplina de Algebra Linear comecaram a
discussdo sobre os polindmios p(x) =1+ x*> e q(x) = x serem ou
nao ortogonais entre si. Ao questionar o professor, ele responde:
‘Depende de como vocé esta calculando os angulos”. Use como
exemplos os produtos internos:

(8 +ax+a,X°,b, + bx +b,x*) = ab, +ab, +a,b,

<a0 +a,x+a,x*,b, 4—b1x+b2x2>2 =(a, +a,+a,)(b, +b,+b,).
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Resolucdo da situacao-problema

Usando o produto interno <>1 temos:
(p.q), = {14+ x*,x), =1.040-141.0=0.
Logo, p e g sao ortogonais em relacao a este produto interno.
Agora, usando o produto interno <>2 temos:
(p.q), =(1+x*,x), = (1+0+1)-(0+1+0)=2=0.

Logo, em relagcdo ao produto interno <>2 p € g ndo sdo
ortogonais. Seu angulo sera dado por:

(p.a),
1, lall,

.

ap,q = arccos

em que |x|, =(x.x), é a norma associada ao produto interno
<‘.->2. Assim:

||P||2:\/m:\/m:|1+0+1|:2

"q"z:m=\/m=|0+1+0|:1_

Dal,

Gp’q = arccos

i] = arccos(1) = 0°.
21

Concluimos que quando calculamos o angulo entre p e g usando
O produto interno <>2 p e g sao paralelos.

Agora, estenda esses resultados para outros espacos vetoriais.
Argumente, por exemplo, que os vetores (1,0) e (0,1) podem ser
paralelos desde que escolhamos um produto interno adequado.
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Faca valer a pena

1. Espacos vetoriais podem ser classificados em relagcao a sua dimensao.
Se a dimensdo de um espago vetorial é n, significa que todo vetor nesse
espaco pode ser unicamente escrito como combinacao linear de n vetores
linearmente independentes, os quais formam uma base para o espago
vetorial em questdo.

Seja (V,—i—,-) um espaco vetorial de dimensdo 5 e v,v,,v, eV
vetores linearmente independentes. Defina o conjunto
U={v=aVv,+o,V, +o,v; | aj,0,0,; ER}.

Assinale V para verdadeira e F para falsa nas seguintes afirmacgdes:

() (U,+,-) é subespaco vetorial de (V,+,~).

() Existe ue U, talque ugV.

() dimU)=4.
Escolha a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:
a)V-V-V
b)V-F-F
aV-F-V
dV-V-F
e)F-V-V

2. Podemos estabelecer uma relacdo de angulos entre elementos de um
espaco vetorial qualquer utilizando o conceito de produto interno.

Considere o espaco vetorial dos polindbmios de grau menor que ou igual a
1, sep, =p,

0, sep =p,

Analise as seguintes afirmacdes e sua relagdo:

3eaoperacio (p,,p,) = {

I. E impossivel afirmar a dimens3o desse espaco vetorial
PORQUE
Il <p1,p2> nao é um produto interno.
Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes | e Il e sua
relacdo:
a) | e ll sdo verdadeiras e Il justifica I.
b) I e Il sdo verdadeiras, mas Il ndo justifica I.

)

c) | é verdadeira, mas Il é falsa.

d) | é falsa, mas Il é verdadeira.
)

e) I ell séo falsas.
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3. Podemos representar um vetor em um espaco vetorial por meio de suas
coordenadas associadas a uma base.

Considere o espaco das matrizes triangulares superiores de ordem 2x 2,
com as operacdes adicdo e multiplicacao por escalar usual para matrizes
de ordem 2x 2, os conjuntos:

B_ 1 0’1 1,0 1
0 110 110 O
e
C— 1 0’1 1’0 0
0 1,0 110 1|
e amatriz A= 2.
3

Analise as seguintes afirmacdes:
|. B é base e [A]B = (1,2,1).

I Cébasee [A], =(-122).
lll. A ndo esta no espaco vetorial das matrizes 2 x 2 triangulares superiores.
Escolha a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes |, Il e IlI:
a) As afirmacgdes |, Il e lll sdo verdadeiras.
b) Apenas as afirmacdes | e Il sdo verdadeiras.
c) Apenas a afirmacao Il é verdadeira.
d) Apenas a afirmacdao Il é verdadeira.
e) Apenas a afirmacao | é verdadeira.

)
)
)
)
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Secao 3.3

Mudanca de base

Dialogo aberto

Na secdo anterior, analisamos como associar espacos vetoriais
quaisquer com vetores euclidianos n-dimensionais (n-uplas). Nesta
secao, estudaremos como passar de uma representacao para outra.

Lembre-se de que estamos supondo que vocé foi contratado
para a implementacdo de um jogo em realidade virtual. Para tanto,
definiu a representacdo de polindbmios de grau menor que ou igual
a n como vetores n+1 dimensionais, otimizando a quantidade
necessaria de memoria para cada polindbmio. Aléem disso, vocé
esta representando as operacdes polinomiais como operacdes
vetoriais, facilitando a implementacao delas. Vamos supor que
esses polindmios sao utilizados para descrever as coordenadas de
um objeto em relacao ao tempo. Dado um instante fixo, ou um
objeto em uma posicao fixa, como podemos representar a posicao
de objetos em relagdo ao jogador?

O jogo admite que o sistema de coordenadas ¢ medido
em metros. A frente do jogador, ha as coordenadas positivas do
eixo x, enquanto atrds ha as coordenadas negativas. A esquerda,
as coordenadas positivas do eixo y, e a direita, as coordenadas
negativas. Acima do jogador, as coordenadas positivas de z, e abaixo,
as coordenadas negativas.

Como podemos representar essas posicdes em relacdo ao
jogador?

Conforme o jogador mexe a cabeca, altera a posicao da camera
dentro do jogo, logo as coordenadas do objeto devem ser alteradas.
Como fazer essa alteracao?

Use como exemplo um objeto que estd 3 m a frente do jogador,
2 maesquerda el macima. Qual é a distancia do objeto ao jogador?

Suponha agora que o jogador movimentou a cabeca 30° a
esqguerda. Quais as novas coordenadas do objeto? Qual € a distancia
do objeto ao jogador apos a rotacao?
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Nesta secao, estudaremos mudancas de bases, em particular,
mudancas de bases por rotagao, que sera a ferramenta utilizada na
resolucao deste problema.

Nao pode faltar

Na secdo anterior, vimos que dados um espaco vetorial (V,—{—,-)
no corpo dos reais, com dimenséo n, e B = {V1,v2,---,vn} uma base
para esse espaco, todo elemento vV € V' pode ser representado por:

[V]B = (a1,a2,---,an) eR"
indicando que:
V=o,-V,+a,-V,+-+a, V.
Além disso, essa representacdo € Unica.

Apesar de, em um primeiro momento, esse resultado parecer
um pouco tedrico, na pratica indica que todo espaco vetorial de
dimensdo finita n pode ser tratado como o espaco R".

Considere a transformagdo I, que associa o vetor v €V ao
vetor [V]B eR" isto ¢,

lg: V—-R"
v —[vl,

A seguir, apresentamos o conceito de transformacao linear.

&z” Assimile

Seja (V,—I—,-) um espaco vetorial Nno corpo dos reais, dizemos que a
transformacgao:
T: V-V
v—T(v)
¢ linear se, e somente se, paratodo U,v €V e a € R:

T(av) = aT(V)
T(v+u)=T(v)+T(u).
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A transformagéo I € linear. Para verificar esse fato, sejam « € R,
v=a,-v,+a, v,+--+a,v,cVe

u=»b,-v,+b,-v,+---+b, -v, €V Entdo:

ls(v)=[v], =(a,a,.a,)

e
Iy (u) = [u], = (buby,-+-,b,)
Note que:
u+v=_(a-v,+a, v, +-+a, v, )+
+<b1-v1 +bz'Vz+“'+bn'Vn>:
=(a,+b,)-v,+(a,+b,) v, +--+(a,+b,)v,.
Logo:

Is(v+u)=(a,+b,a,+b,.a,+b,)=
=(a,,8,,+,a,) + (b, by, b, ) = V], +[ul; =15 (V) + 15 (u).

B

Como:
av=a(a-v,+a,V,++a,Vv,)=
=(aa,) v, +(aa,) v, +-+(aa,) v,,
obtemos:
Iy (av) = (cay,aa,,,0a,) = a(a,a,a,) = a[v], = aly (v).

Portanto, I ¢é linear.

A escolha da letra / na definicdo dessa transformacao se deve ao
fato de que osvetoresv e MB representam o mesmo elemento, logo
essa transformacao € uma espéecie de transformacao identidade.

Em aplicacbes, € comum que a base tenha que ser trocada.

Exemplos comuns dessa necessidade sdo as mudangas de escala
e rotagao.

Dessa forma, suponha que temaos um espaco vetorial (V, +,-) no
corpo dos reais, com dimensdo n,  B={v,V,,-V,} e
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B:{u1,u2,---,un}, duas bases para esse espaco. Ja que v eV,
entao:

V] = (e 0p, 0,0, ) ER”

[V]B = <ﬂ1’ﬂ27"‘aﬁn> eR”

Perceba que [V]B e Mé representam o mesmo elemento v € V.

Queremos estabelecer uma transformagdo /S, em que dado v
representado na base B, sendo dado MB' obtemos v representado

na base B, ou seja, obtemos [V]E' Em outras palavras, queremos
definir a transformacao:

IB: R"—R"
[V]B - [V]E

Afirmamos que /5 e linear. Para verificar esse fato, considere
uveV e a€eR quaisquer. J& mostramos que [av]B :a[v]
[u+v], =[ul, +v], Como [v]; e [v]
elemento v €V, segue que [av], = a|v]; e [u+V], =[u], +]v];.
Dai, resulta:

B’

5 representam o mesmo

= [V + U]é = [V]é + [u]é = IE ([V]B) + IB <[u]s)'
logo I,;B é linear.

Perceba novamente a escolha da letra “/ "para representar a
transformagdo. Isso ocorre porque os elementos [v], e [v];

representam o mesmo elemento v € V. Assim, a transformacéo Ig
€ uma espécie de transformacao identidade.
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Analise o0 sequinte exemplo.
vz| Exemplificando

Considere o espaco vetorial <R2,+,-) com as operacdes adicdo e

multiplicagao por escalar usual.

Os conjuntos

B={(10).(0.1)

B={(11.(0.-1)

sdo bases para esse espaco vetorial (verifiquel).

Defina Vv, :(1,0>. Sabendo que v, € B, este elemento pode ser
representado por

[vi]s =(1.0)

(11).

Agora, defina v, = (0,1). Novamente, temos V, € B; este vetor pode
ser representado por

Va5

[v2], =(0.1)

vily =(0-1

(a,b).

Como /g elineare Vv = (a,b) S Rz, com representacao [V]
obtemos:

5=

v]; = £ (a,b) =18 ]a(1,0) + b(0,1)] = alf (1,0) + biIg (0,1) =
a(11)+b(0,-1)=(a,a—b).

Assim, definimos a transformacdo mudanca de base para esse caso.
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Esse exemplo nos dad uma ideia de como resolver o problema
geral.

Sejam (V,+,-) um espaco vetorial no corpo dos reais de
dimensao n, B:{V1,V2,---,Vn} e éz{u1,u2,---,u,,} bases para V.

Entéo, a transformagdo mudanca de base da base B a base B ¢
definida como:

/Bé (awaz""'an):iaflg (ei):ial’lg ([vf}s)zzaf [vf]é’

em que e; é o vetor de R", com todas as coordenadas iguais a
zero, exceto a /-ésima, cujo valor é L.

o B . L . B ,
Definindo [I]; € R™ a matriz em que a i-ésima linha de [/], é o
~ésimo vetor de B, representado na base B, e a« € R” o vetor cuja
~ésima componente € ¢, podemos reescrever a transformagao

mudanca de base como:

em que [/], € chamada matriz mudanca de base de B a B.

v=| Exemplificando
Considere o espaco dos polinbmios reais de grau menor que
ou igual a 3, munido das operacdes adicdo e multiplicacdo por
escalar usual, e também as bases B:{1,1+t,1—|—t2,1—|—t3} e
é:{1—t3,t,t+t2,t2+t3} para esse espaco (sugerimos que
verifigue se esses conjuntos realmente sdo bases para © e€spago em
questdo).

~

Para definir a transformacdo mudanca de base de Ba B, precisamos

representar os elementos de B nas coordenadas da base B. >
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Para tanto, precisamos resolver os sistemas:

T=a,(1-)+a,(t)+a,(t+1°)+a, (t* +°)

Tt =a, (1-1°) + ay (1) + ay (t + 1)+ ay (1 +°)
1412 = a, (1-°) + ay, (t) + ag, (t + 1) + 3, (£ +t3)l
T+1° =8, (1= )+, (1) + 8, (t+1°) +a,, (£ +1°)

0S quais podem ser reescritos como:

1=a, +t(a, +a,)+t*(a, +a,)+t*(-a, +a,)

1+t =a, +1(ay +ay)+17 (ay +a,) +t°(—a, +ay)
1412 =a,, +t(ay, +ay)+1t7(ay +ay,)+1°(—a,, +ay,)
1+ =a, +1(a, +a,)+t°(a, +a,)+t(—a, +a,)

Assim, na primeira linha, temos o sistema linear:

a,, =1 a,, =1 a,, =1
a,+a;=0 8, = 8y, = a, =1
a; +ay, =0 a3 = —ay, ay3 =—1
—a,,+a, =0 a, = a, a, =1

Na segunda linha, temos o sistema linear:

a,, =1 a,, =1 a,, =1
8y 8y =1 322:1_323:> a, =2 .
8y + 8, =0 8y = 8y 8y = —1
—8y +a, =0 8y, = 8y ay =1
Na terceira linha, temos o sistema linear:
a, =1 a, =1 a, =1
8y, ta;,=0 = 83 = —ay a;, =0 .
8y +ay, =1 a; =1-a a; =0
—8 t+ay, =0 834 = 83 a;, =1
Por fim, na quarta linha, temos o sistema linear:
a,, =1 a,, =1 a,, =1
A T = 0 8y = —8y3 N ay, 2
8y +8y = 0 Q3 = —ay, a,; = -2
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Com isso, obtemos:
1=(10,0,0), = (11-11);.
1+t =(0,10,0), = (12,-11),,
14+1* =(0,0,1,0), =(1,0,0,1),,
14+t =(0,0,0,1), = (12-22),.

em que o subindice apos o vetor indica a base na qual as coordenadas
estao representadas.

Assim, concluimos que a transformacgao /g sera dada por:

11 -1 1o,
: e 12 -1 1a
o) =lsa=ly o o qlla
3

12 -2 2|,

c@ Reflita

Considere o espaco vetorialdo exemplo anterior e a base B, apresentada
com o produto interno dado pela soma dos multiplos dos coeficientes
dos polindmios. Como representar os polindmios de grau menor que
ou igual a 3, usando coordenadas em uma base ortonormal?

c@ Reflita

Sejam (V,—I—,~) um espacgo vetorial No corpo dos reais, com dimensao
finita igual a n, B e B duas bases para V. Qual ¢ a relacdo entre as

matrizes [l]i e [I]g?

Como sugestdo para essa andlise, admitindo v eV, [v], sua
representagcao na base Be [V]é sua representacdo na base B, o que se

2 vl eoe 15 (5 v

pode dizer de [I]; 1,

O que podemos concluir sobre a singularidade dessas matrizes?
A seguir, apresentamos alguns espacos vetoriais e suas bases mais
comumente usadas. Tais bases sdo chamadas de bases candnicas.

Deixamos a verificacdo de que esses conjuntos sao realmente base
COMO exercicio.
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‘t:” Assimile

- Seja B={e,,6,:-,€,}, em que e; €R" ¢ o vetor com todas as
componentes iguais a zero, exceto a j-ésima, cujo valor € 1.
Chamamos B de base candnica para o espaco vetorial (]R",—i—,-),
cujas operacdes adicao e multiplicagdo por escalar sao as usuais
para Os vetores n-dimensionais.

k

. SejaB:{%|k:0,1,-~~,n},emquek!:k-(k—1)~(k—2)-...-(1)

¢ a operacao fatorial e 0!'=1. O conjunto B ¢ a base candnica para
0 espaco vetorial dos polindmios com grau menor que ou igual a n,
munido das operacdes adicdo e multiplicacao por escalar usual dos
polinbmios de grau menor que ou igual a n.

« Admita que B= {E,j. |li=1--,mej= 1,---,n}, em que E,.j cR™"
€ a matriz com todos o0s elementos iguais a zero, exceto o elemento
na posi¢ao /j, cujo valor é 1. O conjunto B € a base candnica para o

espaco vetorial das matrizes de ordem mx n, munido das operacdes
adicao e multiplicacao por escalar usual das matrizes de ordem mxn.

Um caso especial de mudanca de base no espaco tridimensional

€ a devida a rotacao. Suponha um sistema de coordenadas

bidimensional (R?) e um vetor com representagdo (X,,y;) nesse

sistema (para simplificar a notacdo, admitiremos que esse sistema

estd representado na base candnica B ={e,e,}). Sabendo que os

eixos (coordenadas) foram rotacionados por um angulo € no
sentido anti-horario, como na Figura 3.1, como podemos encontrar

as coordenadas (u,,v,) em relacdo aos Novos eixos?

Figura 3.1 | Eixos x e y rotacionados por um angulo 6

Fonte: elaborada pelo autor.
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Na Figura 3.1, as retas u e vrepresentam, respectivamente, 0s eixos
X ey, apos arotagado pelo angulo 6. As coordenadas x, e y, do vetor
apresentado sdo em relagao aos eixos x e y. As retas pontilhadas
indicam a projecao ortogonal do vetor (x1,y1) sobre as retas u e v.

Essa projecao nos da as coordenadas (u1,v1) em relacdo aos eixos u e V.

Ao aplicar propriedades basicas de geometria, vemos que a reta
u pode ser representada como:

u= {t(cos(@),sen(@)) |te ]R}
e areta vcomo:
v = {t(—sen(0),cos(0)) |t € R}.

Dessa forma, o novo sistema de coordenadas € o sistema
representado na base:

B = {(cos(0),sen(9)),(—sen(0),cos(0))}.
Assim, a transformagdo mudanca de base sera dada por:

T(x,y) = (xcos(f)+ y sen(d),—x sen(6) + y cos()).

~

Definindo os vetores X = (X,y,), v = (U,V,) e a matriz:

cos(f) sen(f)

R(O)= —sen(f) cos(0)

.

concluimos que a representagcao nas novas coordenadas pode ser
obtida fazendo a multiplicagdo matricial:

v =R(0)x.

A matriz R(6) € chamada matriz de rotagdo.

6&» Assimile
A matriz

cos(f) sen(0)

R(O)= —sen(f) cos(0)

€ chamada matriz de rotagdo no espaco bidimensional. Indica a
mudanca de coordenadas quando 0s dois eixos sao rotacionados por }
um angulo 6 no sentido anti-horario.
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Sugerimos que as seguintes propriedades das matrizes de rotagao
sejam verificadas (com exemplos, demonstracdes matematicas e
interpretacdes de suas aplicagdes sobre um vetor qualquer):

« R(#) ¢ nao singular;

- [RO)]" = R(-0).
+ [R(O+0)] = ROR(G):
- R(O)=1.

|'_'|9 Pesquise mais

Como leitura complementar sobre matrizes mudancas de bases,
sugerimos:

KOLMAN, Bernard; HILL, David Ross. Introducdo & Algebra Linear
com aplicagdes. 8. ed. Sdo Paulo: LTC, 2006. p. 312-326 (disponivel
na Biblioteca Virtual).

PULINO, Petrénio. Espacos vetoriais. In: —_______ Algebra Linear e
suas aplicagdes: notas de aula. Campinas: Unicamp — Departamento
de Matematica Aplicada - Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica, 2012. p. 212-216. Disponivel em: <http://www.
ime.unicamp.br/~pulino/ALESA/Texto/>. Acesso em: 30 jan. 2018.

Sem medo de errar

Vamos voltar ao problema da implementacdo do sistema de
coordenadas do jogo em realidade virtual. Vocé esta encarregado
de representar os objetos em relacdo as coordenadas definidas pela
direcdo em que o jogador olha. Deste modo, consideramos a
posicdo do jogador como a origem do sistema de coordenadas. Em
outras palavras, o jogador estd na posicao (0,0,0)_

Representamos a posicdo de um objeto como (X,,¥,2,) € R®,
em que os eixos graduados estdo em metros. O eixo x representa a
posicdo do objeto a frente ou atras do jogador (a frente do jogador
sao 0s valores positivos, enquanto atras do jogador sdo os valores
negativos). O eixo y representa a posicao do objeto em relacao aos
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lados do jogador (a esquerda, temos as coordenadas positivas,
enguanto a direita, temos as negativas). Por fim, o eixo z representa
a posicdo acima ou abaixo do jogador (coordenadas positivas
representam acima do jogador, enquanto coordenadas negativas
representam abaixo dele).

Desta forma, se a posicao de um objeto € representada como
(xo,yo,zo), entendemos que o objeto estd a x, metros a frente do

jogador, a y, metros a esquerda e a Z, metros acima do jogador.

Como exemplo, o objeto que esta 3 m a frente do jogador, 2 m
a esquerda e 1 m acima sera representado pelo vetor (3,2,1).

Se o jogador movimentar a cabeca, 0s eixos deverao mudar, ©
gue é equivalente a uma mudanca de coordenadas. Note que se o
jogador mover a cabeca horizontalmente, as unicas coordenadas
alteradas serdo x e y; se o0 jogador mover a cabeca verticalmente,
as coordenadas alteradas serdo x e z; se 0 jogador mover a cabeca
em uma combinacdo vertical e horizontal, © movimento podera
ser decomposto em dois movimentos, dai podemos, por exemplo,
aplicar as mudancgas de coordenadas Nnos eixos x e y e, depais,
aplica-las nos eixos x e z.

Vamos considerar um exemplo em que o jogador move a
cabeca 30° para a esquerda. Na Figura 3.2, ha uma representacao
bidimensional para esse movimento (apenas para 0s eixos x e V).

Figura 3.2 | Representacdo bidimensional da mudanca de coordenadas

21y \ -
v=(321),7 v

Fonte: elaborada pelo autor.

Nessa representacao, os eixos Xe ;/ sao os obtidos pela rotacao
da cabeca do jogador. Observe que esse movimento € equivalente

152 U3 - Espagos vetoriais



a uma aplicacdo de rotacao de - 30° no plano xy. Ressaltamos que
a coordenada em z ndo sera afetada, visto que a rotacdo € apenas
no plano.

Dessa forma, as novas coordenadas para o vetor (3,2,1) serao:

Xo cos(—30°) sen(—30°) 0|(3 1 3
¥ol=|—sen(=30°) cos(—30°) 0|[2|= > 5 92
0 0 0 1 |o o 4l

Essa aplicacao € equivalente a aplicar uma matriz de rotacado as
coordenadas x e y e manter a coordenada z igual. Assim:

ﬁ~3-%~2+o.1

Xo| |2 1,60
1 J3
Yol= E.3+7.2+0~1 ~|3,23|.

Zo| | 0.3-0-2411 L

Ou seja, as novas coordenadas serdo (1,6;3,23;1). Como o unico
movimento foi de rotacdo, a distancia devera ser a mesma. Para
verificar esse fato, veja que a distancia do objeto antes da rotacao era:

[3.21)|=V3*+2° + 1 =J9+4+1=\14 ~374m

ApOs a rotacao, a distancia passou a ser:

(16:3,23,1) = V1,67 +3,237 +  ~

~ /2,56 +10,43 +1 2 1/13,99 ~ 3,74 m.

Logo, a distancia manteve-se igual.

Assim, elaboramos uma técnica em que, dadas as coordenadas
do objeto antes da rotacao e o dngulo em que a cabeca do jogador
girou, obtemos as novas coordenadas do objeto. E claro, como o
movimento € somente de rotacado, a distancia entre o jogador e o
objeto deve manter-se igual.
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Agora, elabore um relatorio explicando como fazer rotacdes
horizontais e também as verticais na posicao dos objetos; explique
ainda como fazer uma rotacao qualquer, decompondo a rotagao
em duas rotacdes, uma horizontal e outra vertical. Nesse relatorio,
Nnao se esqueca de comentar todos os passos dados na elaboracao
desse projeto e todos 0s usos dos conceitos de algebra linear, da
representacao de polindbmios, como n-uplas, as transformacdes
para realizar as rotagdes.

Avancando na pratica

Rotacionando polinbmios
Descricao da situagcao-problema

Um aluno curioso da disciplina de Algebra Linear e Vetorial
pensou em estender o conceito de rotacdes para polindmios.
Como caso inicial, pretendeu rotacionar a base candnica para o
espaco (P1,+,-) (espaco dos polinbmios com grau menor que ou
igual a um, com operacdes adicao e multiplicagdo por escalar usual)
em um angulo de 10°, no sentido anti-horario do primeiro elemento
da base. Como ele pode realizar tal facanha? Qual € a base obtida
por essa rotacao?

Resoluc¢do da situagcdo-problema

Seja p(t) =, +a,t € P, Como a base candnica ¢ B={1t}, a
representacao de p, nessa base, € dada por:

[Pl = (a0z).

Seja B a base obtida apds a rotagdo de 10°. Considere a matriz
[/}g mudanca de base de B para B, por definicdo:

Note que a rotacao de B no espaco (P1,—|—,~) deve ser equivalente

a rotacdo de {e1,ez} no espaco das 2-uplas reais, logo:
mg | cos(10°)  sen(10°)
B |_sen(10°) cos(10%)|

10985 0,174
—-0,174 0,985]
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Assim, aplicando essa transformacdo nos elementos da base
canbnica de P, a base rotacionada sera dada por

B = {0,985 0,174t,0,174 40,985t}

Para obter a representacao de qualquer polinbmio com grau
menor que ou igual a I na base §, portanto, devemos primeiro

representa-lo em B e aplicar a transformacdo [I]i

Agora, faca um relatorio justificando os passos e argumentando
como devem ser 0s passos para outros angulos.

Faca valer a pena

1. Considere o vetor (1,0,0), representado pela base canénica em R
Aos vetores da base candnica, sao aplicadas as seguintes rotagdes:
1. Rotacao de 45° (no sentido anti-horario), em torno do eixo z

2. Rotacdo de 30° (no sentido anti-horario), em torno do eixo y (apds a
primeira rotacéo).

Escolha a alternativa correspondente ao vetor (1,0,0), representado nos
NOVOS eixos apos a rotacao:

a) (10,0). d)

b) (0,1,0). e) [ﬁ N 1].

c) Q,—Q,O].
2 2

2. Considere (P3,+,-) 0 espaco vetorial dos polindmios com coeficientes

reais, com grau menor que ou igual a 3, em que as operagdes + e . sdo,
respectivamente, a adicao e a multiplicacao de polindbmios por escalares
usuais.

Considere o vetor [p]B =(1111) a representagdo de p € P, na base
B={1-t1+tt* +1* —1} eabase
B ={11+t1+t+2 1+t +1*+1°} para P,
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Analise as seguintes afirmacdes:
1. [P]B é a representacdo de p(t) =14t +t* + > na base B.

2. A representacdo de p na base B ¢ [p]é = (1,—1,0,2).
2 -1 0 0
~ B 0 1 0 O
3. A matriz mudanca de base de B para B ¢é [I]B = .
B 1 -1 1 0
-1 0 -1 1

Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmativas anteriores:
a) Apenas 1 esta correta.
b) Apenas 2 esta correta.
C
d
e

Apenas 3 esta correta.
Apenas 1 e 2 estdo corretas.
Todas estdo corretas.

)
)
)
)

3. Considere um espaco vetorial (V,+,-) de dimenséo finita; B e C duas

bases para esse espaco €, ainda, que [I]Z € a matriz mudanca de base de B
para C, satisfazendo a propriedade:

e [0a [ =1

Classifique as seguintes afirmativas e sua relagéo:
. A matriz mudanca de base de C para B é dada por [I]g = [I]z -[I]Z
PORQUE

B c\!
=)
Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmativas e sua
relacao:
a) I e ll estdo corretas e |l justifica I.
b) | e Il estdo corretas, mas Il ndo justifica I.

)
c) | estd correta e Il esta errada.
d) | estd errada e Il esta correta.
e) | e Il estdo erradas.
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Unidade 4

Transformacodes lineares

Convite ao estudo

Nesta unidade, estudaremos um dos topicos mais
importantes da Algebra Linear, as transformac®es lineares,
que abrangem as relacdes entre dois espacos vetoriais. Alem
disso, vocé obtera outras informacdes a respeito de espacos
vetoriais usando essas transformacaoes.

Para ilustrar a aplicabilidade das tecnicas e dos conceitos
estudados nesta unidade, suponha que vocé tenha sido
contratado por uma empresa de analise de dados, que €
responsavel pela identificacao de possiveis eleitores de um
candidato a presidéncia por meio de dados em redes sociais.
|dentificado um potencial eleitor, ele deve ser classificado em
diferentes grupos, para que se escolha a melhor abordagem
a ser empregada com ele.

Os dados de cada usuario sao armazenados como um
vetor do R”, em que n € a quantidade de dados que estdo
sendo analisados. O tamanho do vetor nao € relevante, mas,
sim, a relacao de um dado ao outro, ou seja, a relacao entre
as componentes do vetor que representa os dados.

A cada um dos diferentes grupos € associado um vetor do
R" representando o eleitor ideal desse grupo. Apos alguma
manipulagcdo algebrica, a empresa consegue modelar esses
vetores, de modo que figuem ortonormais entre si.

\Vocé precisa responder a duas perguntas basicas em seu
trabalho:

1. Como modelar uma transformacdo que recebe como
entrada o vetorde dadosdos potenciais eleitores e classifica-los
em possiveis candidatos ou nao?



2. Existe alguma maneira de representar a transformacao
definida no passo anterior como uma versao simplificada
que considera o angulo entre o vetor de dados do eleitor em
potencial e o vetor de dados dos representantes ideais de
cada grupo?

Esse problema é uma simplificacao de estratégias que
estdo sendo muito aplicadas na atualidade.

Nesta unidade, veremos algumas ferramentas basicas
para o tratamento de dados em larga escala. Na Secdo 4.1,
apresentaremos as transformacdes lineares e algumas de
suas propriedades basicas; na Se¢ao 4.2, abordaremos os dois
principais espacos vetoriais associados as transformacdes
lineares, aimagem e o nucleo da transformacao; na Se¢ao 4.3,
trataremos dos conceitos de autovalores e de autovetores e
do processo de diagonalizagao de matrizes (transformacdes).



Secao4.1

Transformacao linear

Dialogo aberto

Na unidade anterior, estudamos 0s conceitos basicos de espacos
vetoriais. Nesta secdo, comecaremos a estudar ferramentas de
manipulacdo dos elementos dos espacos vetoriais, as quais sao
as transformacdes lineares. Com elas, € possivel levar elementos
de um espago vetorial a outro, relacionar dimensdes de espacos
vetoriais, entre outras aplicagdes.

A empresa de analise de dados esta criando um prototipo para
identificar possiveis votos para um candidato a presidéncia. Esse
modelo leva em conta 4 dados de cada eleitor e classifica-os em
4 grupos:

1. Nao votara, pois discorda das posicdes politicas do candidato.

2. Nao votarad, pois desgosta da representacdo publica do
candidato.

3. Possivel candidato, mas desgosta da representacao publica do
candidato.

4. Possivel candidato, pois gosta da representacdo publica do
candidato.

Para cada um desses grupos, € associado um vetor v, € R* ao
representante ideal do grupo. Suponha que, neste caso, 0s vetores sao:

y [\F f f}
T3 3 3
=(0,10,0),
Vv, = [ I oo£]
v, = [%00%]
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Pelo modelo aplicado pela empresa, o calculo da distancia entre
o vetor, com os dados do eleitor em potencial, e os vetores de
classificagdo ¢é aplicavel (como dito, o importante € a relagao entre
cada componente, e ndo o tamanho do vetor). Assim, foi estabelecido
gue se deve calcular alguma relacdo entre o angulo do vetor de dados
do candidato e o vetor de dados de cada grupo. Vocé deve modelar
uma transformacao linear (por motivos de eficiéncia computacional)
gue, em modulo, indique com qual grupo o eleitor mais se identifica.

Nesta secdo, veremos também caracteristicas importantes das
transformacodes lineares e formas de obté-las.

Siga para o item N&o pode faltar, a fim de adquirir os
conhecimentos necessarios para resolver o problema a seguir € 0S
demais.

Nao pode faltar

Sejam (V,+,-) um espaco vetorial, com dimensao finita n, e
B uma base para esse espaco. Na Unidade 3, apresentamos a
transformacao:

l;: V-R"

v—[vl

que leva cada elemento de V a um elemento de R". Na unidade
anterior, classificamos essa transformacao como transformacgdo
linear. Primeiramente, apresentaremos a definicdo de transformacao
e, em sequida, reapresentaremos a definicdo de transformacao
linear. Esta secao € destinada aos estudos de algumas de suas
propriedades mais relevantes.

‘rz” Assimile

Sejam (V,+,‘) e (U,@,@) espagos vetoriais no corpo K. Definimos
uma transformacgao:
T:V-U

COMO UMma regra que associa cada um dos elementos de V a um
elemento de U. Denotamos o conjunto V de dominio de 7, indicado por:

V = dom(T) >
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e denotamos o conjunto U de contradominio de 7, indicado por:
U = Cdom(T).

Dado v €V, denotamos por T(v)e U sua correspondéncia pela
transformacgao T. Lemos “transformacdo T avaliadaem V', ou "T de V.

Se, para cada u € U, existir v €V, tal que u = T(v), denominaremos
a transformacdo de sobrejetora.

Se, para todo vV, €V, com v, =V, tivermos T(v,)=T(v,), a
transformacao sera injetora.

Se a transformacao for injetora e sobrejetora, sera bijetora.

Chamaremos uma transformacdo T de linear se, para todo V,,v, € V
e a € K, tivermos:

° T(V1 +V2): T(V1)@T(V2)
e T(a-v,)=aT(v,).

Obs.: note que as operac¢des adicao e multiplicagdo realizadas no
lado esquerdo dessas relagdes sao no espaco V (por isso, 0 uso dos
simbolos + e -), enquanto as operacdes realizadas no lado direito séo
no espago U (por isso, o uso dos simbolos & e ©).

v=| Exemplificando

Sejam (V,+,-) um espaco vetorial de dimenséo ne B uma base para
esse espago. Na unidade anterior, mostramos que I :V — R" ¢ uma
transformacao linear. Mostraremos agora que € bijetora:

+ Injetora: sejam Vv,,v, €V, suponha I5(v,) = I5(v,), isto é,
l(vy) =I5(v;) =0,
mas como I é linear, entdo:
lg(vy =v,) = I5(vy) = 15(v,) = 0.

ou seja, o vetor v, —V, € representado por uma combinagao linear,
com coeficientes nulos dos elementos da base, ou seja, vV, —V, =0.
Com isso, acabamos de verificar que Ig(v,) = 15(v,) se. e somente se,

V, = V,. Em outras palavras, se V, = V,, entdo I5(v,) = I5(V,).
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Portanto, I é injetora.
+ Sobrejetora: seja U = (U, U,, -, U,) € R".
Denote B = {w,,w,,---,w, }. Veja que:
V=uw,+Uuw,+---+uw, cV
e o vetor u € a representacao de v na base B, ou seja,
I(v)=u.

Logo, mostramos que I € sobrejetora, pois, para qualquer vetor
ueR” existe veV talque u=Ig(v).

« Bijetora: como I ¢ injetora e sobrejetora, portanto é bijetora.

Uma transformacdo linear muito importante € a transformacao
identidade. Seja (V,+,) um espaco vetorial, definimos a

transformacao identidade como:

l: V-V
Vv —V

ou seja, a funcéo identidade ¢ tal que, dado v €V, temos I(v)=v.
Sugerimos que demonstre que / € transformacao linear bijetora.

Sejam  (V,+y.v). (U+y.y) espagos vetoriais no corpo K
T:V—=U e S:V — U sdo transformacdes. Definimos a soma de
transformacdes como:

(T +S)(v)=T(v)+, S(v), para todo v € V.
Sendo v,,v, €V e a €K, se Te Sforem lineares, entdo:

© (THS)(vy+y V) =TV, +, vy)+y Sy +y v,) =
=T(vy)+y T(v,)+y S(vy) +4 S(V,),

ouseja, (T +S)(v, +, v,) = (T +S)(v,)+, (T +S)(v,).

. (T—i—S)(a-v vy)=T(a, v,)+S(ay v,) =
=a, T(V,)+a,SV,)=a (T+S)(v1).
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Logo, a soma de transformacgdes lineares ¢ linear.

Definimos, também, a operacao multiplicacao por escalares para
transformacdes, sendo a€ K:

(a-T)(v)=a-, T(v), paratodo v eV.
Sendo v,,v, €V e acK, se T for linear, entdo:
C @ TV ) =ay Ty V) =ay [Tv) +, T(v,)] =
=ay T(v)+y ay T(v,),
ouseja, (a-T)(v,+, v,)=(a-T)(v,)+, (@ T)(v,).
C@T)ayv)=ay Tlayv)=ayay T(v,) =

=ayay, T(v)=a(@T)v,).

Logo, o produto de transformacao linear por escalar é
transformacao linear.

Defina a transformacao:
Opp: V—=U

v—0,

ou seja, a transformacdo em que todo elemento de V é associado
ao elemento nulo de U.

Veja que essa transformacdo € linear, pois, para quaisquer
v,Vv, €V e aeK temos:

° Ov,u (V1 +y Vz) =0,=0,+,0,= Ov,u (V1)+U Ov,u (Vz) e

* Oyylayv))=0, =a 0y =a-, 0, ,(vy).

Alem disso, (T +0,,)(v)=T(v)+, 0y, (v)=T(v)+,0, =T(v),

ou seja, a transformagao 0,, € o elemento nulo da adi¢cdo para
transformacades lineares.

Perceba também que (1,-T)(v)=1, T(v)=T(v), isto & o
elemento neutro da multiplicacdo do espaco U € o elemento neutro
da multiplicacao para transformacdes lineares.
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Defina o conjunto L[V,U] como o conjunto de todas as

transformacgdes lineares, com dominio V e contradominio

U.

Usando as operagdes soma e multiplicacdo por escalares

definidas anteriormente e os elementos nulo da soma e neutro da
multiplicacdo, podemos mostrar que L[U,V] € um espaco vetorial
(demonstrel).

Alem dessas operacdes, esse tipo de espaco possui a operacao

produto (ou composicao) de transformacdes.

166

&z” Assimile

Sejam (V,+V,-V), (U,+U,-U) e (W,+W,-W) espacos vetoriais No

corpo K T:V —-U e S:U — W séo transformacdes. Definimos a
operagdo composicao de transformacdes lineares como:

S,T(v)=S(T(v)), para todo v € V.

Note que a transformagdo S,T leva elementos de V até elementos
de W.

Suponha que Te Ss&o lineares. Sendo V,,V, €V e a € K, veja que:
S,T(v, +, v,) = S(T(v, +, v,)).
Como T é linear, entdo:
S, T(v,+,V,)= S(T(v1)+U T(v, )).
Como S tambem ¢ linear, entao:
S, T(v,+,v,)= S(T(V1 )) +w S(T(V2 )) =S,T(v,)+, S, T(v,).

Veja tambeém que:

S, T(o-y v,)= S(T(a A7 )).
Como T é linear, entdo:

S, T(o-y v,)= S(a v T(v, )).
Como S tambem ¢ linear, entdo:

S.T(a,v,)=a-y, S(T(v1 )) =a-, S, T(v,).

Logo, a composigao de transformacdes lineares € linear.
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o() Reflita

Sejam (V,+,~) um espaco vetorial de dimensdo ne B uma base para
esse espaco, defina I:R" =V uma transformacao em que cada
u € R" éassociado a um elemento v €V, tal que u = [v],, ou seja, u

¢ arepresentacdo de vna base B. Essa transformaco ¢ linear? E bijetora?

Qual é o resultado da transformacao I 1,2 E o da transformacso I, 1°?

(tz” Assimile

Sejam (V,+V,~V) e (U,—l—u,-u) espacos vetoriais;, T:V—=U e
S :U — V sdotransformacdes. Se as transformacdes Te Ssatisfizerem
as condicoes:

S,T =1 (identidade no espago V)

T,S =1 (identidade no espago U),

T serd transformacao inversa de S Neste caso, S sera uma
transformacao invertivel.

Note que se T for inversa de S, entdo S serd inversa de T.

Sejam (V,4y.y) € (U,+y,y) espagos vetoriais no corpo K e
T:V—=U uma transformacdo com inversa S:U —V, vamos
mostrar que T ¢ bijetora.

e Injetora: sejam v,,v, €V, taisque u=T(v,)=T(v,) € U, entdo
S(u)=S,T(v,)=v,, por outro lado, S(u)=S,T(v,)=vV,, logo
vV, =V, Assim, mostramos que T(v,)=T(v,)eVv,=Vv,. Em
outras palavras, T e injetora.

« Sobrejetora: seja wclU, denote v=S8Su)eV, entio

T(v)=T,S(u)=u. Assim, mostramos que, para todo ueU,
existe v €V, tal que T(v) =u. Em outras palavras, T é sobrejetora.

Como T é injetora e sobrejetora, portanto € bijetora. A reciproca
dessa afirmacdo € verdadeira; assim, podemos afirmar que T é
invertivel se, e somente se, T for bijetora.
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Agora, suponha que, além de invertivel, T € linear. Mostraremos
que sua inversa também é linear. Sendo u,,u, € Ue a €K, entdo,
como T é sobrejetora, existem v,,v, €V, tais que u,=T(v,) e
u, =T(v,). Dai:

S(u,+y u,) =S(T(v,)+, T(v,)) = S(T(v, +, v,)) =
= SoT(V1 +y Vz) =V, V, = S(u1)+v S(Uz )
Veja tambem que:
S(a~U u1) = S(a-u T(V1)) = S(T(a-v V1)) =
=S, T(a-y v) =, vV, =a-, S(U,).
Portanto, a funcao S, inversa de T, também é linear.

Suponha que P:U —V, tal que PT(v)=v, paratodo veV, e
T.P(u)=u,paratodouecU.SendoueclU eveV, taisque T(v)=u
(isso € valido, pois T e bijetora), entdo:

P(u)=P(T(v))=PT(v)=v =S, T(v)=S(T(v)) = S(u).

Assim, P =S, ou seja, se T for invertivel, sua inversa sera unica.
Devido a esse fato, denotamos a funcdo inversa de Tcomo T

vz| Exemplificando

Considere a transformacdo T : R? — R? tal que:

2 1|x
0 1|y

T(X,Y)[

Primeiramente, queremos verificar se T € linear. Para isso, tome
(x1,y1) €R? (Xg,yz) €R? e a € R. Note que:

2 1
0 1

2 1
0 1

X
Y

Xy
Y2

X
Y

X3
Ys

2 1
0 1

T (X, 1)+ (X5, ¥5)) =[

ou seja,

T((x1,y1)+(x ay2)> = T(X17y1)+T(X 1y2)-
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E tambéem:
X
Yi

X
Y

T(a(x1,y1)):\§ 1] a =aT(x,Y,).

2 1
=«
0 1

Portanto, T é linear.

Veja que a matriz que define essa transformacao ¢ invertivel:

2 1
det =2=0.
0 1
A inversa dessa matriz € dada por:
L
2 2| (verifiquel)
0o 1
Defina S:R? — R? tal que:
T
S(x,y)=|2 2| |
o 1V
Veja que:
1
2 1|— —— X
ToS(X!y):\O 1] 2 :I2><2[ }:(X,y)
0 1 y y
e
1 1
— —1|2 1||x X
SOT(X’y) - 2 2 [O 1 = I2><2 = (le)'
0 1 y

Portanto, S=T"" ou seja, T e invertivel.

o(b Reflita

Seja T:R" — R™ definida por T(v)=Av, em que AecR™" a
transformacgdo T é linear? A transformacdo T é invertivel? Se a resposta
for negativa, qual(is) condicdo(®es) deve(m) ser acrescida(s) sobre A
para que T seja invertivel?
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Sejam (V,+,+, ) e (U, 4.+, ) espagos vetoriais no corpo R, com
dimensdes finitas n e m, respectivamente. Defina B, e B, bases
para os espacos V e U, respectivamente. Tome T:V —U uma
transformacéo linear; veV e ueU, tais que T(v)=u, e suas

representacdes nas bases B, e B, s3o dadas por MBV e [ul, .
(0

respectivamente. Definimos a matriz [T]i: € R™" como a matriz da

transformagdo T da base B, até a base B, tal que [T]ZLV’ satisfaz:

By

[T}B\/ [V]BV = [U]B ’

()

Note que [T]i:’ descreve completamente T. Um exemplo desse

tipo de matriz foi apresentado na Unidade 3, quando trabalhamos
com a matriz mudanca de base.

v=| Exemplificando
Considere o espaco P, dos polinbmios de grau menor que ou igual a

~ . S 1x4
2, com as operacdes usuais para polinémios, e o espaco R™, com as
operacdes usuais para matrizes. Considere a base canbdnica

2
B, = {1,t,%}, para P,, e a base canbnica B, = {E1Y1,E1’2,E1’3,E1y4},

1x4 x4 .
para R™ em que E,.,]. € R™ ¢ a matriz com todos os elementos
iguais a zero, exceto o elemento na posicdo |, j, cujo valor € L

Considere a transformacéo T : P, — R?® definida por:
T(a, +at+at’)=[a, 0 a,+a a,l|

Deixamos como exercicio a demonstracao de que essa transformacao
é linear.

Veja que a representacéo de p(t) = a, + a,t + a,t* na base B, ¢:
[p]& = (601611262)'
E a representacéo de A= [ao 0 a,+a, az], na base B,, é:

Al =(a.0.a, +a,.a,) >
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B,

< Dessa matriz [T]B1 € R*® da transformacéo T satisfara:

c, C, C G
C11 C12 C13 ao O
B, 21 22 23
[T]B1 [p]B1 = [A]Bz = c c c a a t+a
31 32 33
¢, Cp Cpll? 2
41 42 43 2
Podemos reescrever esse sistema como:
0
C11 C12 C13 1 0
0
Co Cp Cos _ 0 0
a, +a, +a, =a,| |+a|,|+a,0]|
C31 C32 C33 1 1 1
Ca1 Ca2 Cus 0 0 5
ou seja,
1700
0 0O
B, o
Tl =1 1 o]
1
0 0 —
2

Sejam (V,+,,) € (U,+y.+,) espacos vetoriais no corpo R, com
dimensdes finitas n e m, respectivamente, B, e B, bases para os
espacos Ve U, respectivamente, e T:V — U uma transformacéo
linear com matriz de transformacao da base B, até a base B, dada

por [TEV, € R™". Pelo exemplo anterior, vemos que [T]z‘: é a matriz

em gue a ~ésima coluna ¢ a da transformacao do i-ésimo elemento
de B,, representado na base B, ou seja, se v, €V ¢ o i-€simo

elemento de B,, a i-ésima coluna de [T]B“ é dada por [T(v,)]

B, By

Como T estd unicamente definida por sua matriz de
transformacao, dados BV:{V1,V2,...,VH} a base para V e
Uy, U,,...,u, € U, existe uma unica transformacdo linear T :V — U, tal
que:

T(v,)=u,

1
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Em outras palavras, T estd unicamente determinada por seus
valores em uma base.

Considerando que [T]i: é invertivel, ou seja, existe ([T]g: )’1

defina uma transformacdo linear S:U — V/, cuja matriz da base B,
até a base B, € dada por:

s =(m)

By

Tome u e U, entéo:

TS, =[Tlg, [Sg [uls, =

ou s€ja,
T,.S(u)=u.

Com argumento analogo, é possivel verificar que S,T(v)=v,
para todo v eV, ou seja, S=T"" portanto:

(B =i
ﬂ9 Pesquise mais

Transformagdes lineares € um topico de suma importancia na algebra
linear, podendo ser abordado sob diversos pontos de vista. Sugerimos
como leitura complementar os capitulos indicados dos seguintes
livros:

KOLMAN, Bernard: HILL, David Ross. Introducédo a Algebra linear com
aplicagdes. 8. ed. Sdo Paulo: LTC, 2006. Cap. 10. p. 459-464 (disponivel
na Biblioteca Virtual).

PULINO, Petrénio. Transformacdes lineares. In: . Algebra
linear e suas aplicagdes: notas de aula. Campinas: Unicamp -
Departamento de Matematica Aplicada - Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacado Cientifica, 2012. Cap. 4. p. 219-225. Disponivel
em: <http://www.ime.unicamp.br/~pulino/ALESA/Texto/>. Acesso em:
15 fev. 2018.
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Sem medo de errar

Lembre-se de que vocé foi contratado por uma empresa de
analise de dados que classifica eleitores em uma rede social como
potenciais eleitores ou ndo de um candidato. Além disso, tal empresa
classifica os referidos eleitores nos grupos:

1. Ndo votara, pois discorda das posicoes politicas do candidato.

2. Nao votara, pois desgosta da representacdo publica do
candidato.

3. Possivel eleitor, mas desgosta da representacao publica do
candidato.

4. Possivel eleitor, pois gosta da representacao publica do
candidato.

Os dados dos eleitores sdo armazenados na forma de um vetor
numerico. Devido a forma de tratamento inicial aplicado aos dados,
decidiu-se que deveriam ser feitas comparacdes em relacao ao
angulo com os vetores de dados dos representantes ideais de cada

grupo.
Lembre-se de que os angulos entre os vetores normalizados
podem ser calculados pelo produto escalar. Como podemos criar

uma transformacao linear que calcula o produto escalar entre o
vetor de interesse e 0s vetores dos representantes de cada grupo?

Assim, dado o vetor normalizado x = (X,,X,,X5,X, ). com dados
de um eleitor, devemos comparar os valores:
V3 .3 Jﬁ] 3, 3. B
— 0 ==Xt X ——X,

XV, =X, X5, X2, X, )" ,U,
1(123“)[333 31+3 3

XV, = (X, X5, X5, X, )-(0,1,0,0) = X,

V2 0 \2| 0 2 2
XV = (X, X5, X3, %, ) 7770,077 =KX
A
XV, :(X17X27X3’X4)' 770,077 =7X1—|-—2 X,.
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Perceba que nao estamos comparando os resultados entre
eleitores diferentes, mas somente os resultados entre os possiveis
grupos aos quais o eleitor deve pertencer. Com isso, queremos
dizer que x nao precisa necessariamente estar normalizado. Dal,
dado o vetor x=(X,X,,%;,X,). com dados de um eleitor
(normalizado ou nao), podemos estabelecer o vetor y como:

V3 B

0 X2 _XNY
3 ,
1 0
X2
_ 0 0 X.

b
|\>|§‘ m|§‘ o oo|$‘

MISEIISIEI
w

Se x for paralelo ao vetor v; (se o eleitor representado por x tiver
as mesmas caracteristicas que o candidato ideal ), sua coordenada
J serd maxima (em maodulo) e as restantes serao nulas (verifiquel).
Assim, podemos comparar os valores (em maodulo) das coordenadas
do vetor y, porque a que tiver maior valor indicara em qual grupo
devemos inserir o eleitor.

Como exemplo numérico, suponha que o eleitor possua
caracteristicas dadas pelo vetor x = (1,1,1,1), entdo:

3 V3B

N o X2 _XNY

3 3 3y B
0o 1 0 013
f£00£10
2 21
oy 2|
2 2

Como o maior elemento (em modulo) estd na quarta coordenada,
o eleitor identifica-se mais com o grupo 4, ou seja, 0 grupo dos
possiveis eleitores do candidato que gostam da representacao
publica dele.

Note que definimos uma transformacao linear:
T: R* - R*
X— Ax
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em que:

B oo BB
3 3 3
0o 1 O 0
A= .
2y, 2
2 2
2o, 2
2 2

Ja que a transformacao linear para o prototipo foi elaborada,
cabe a vocé elaborar um relatorio que expligue como sera a
transformacao para o caso de n grupos diferentes, testando m
caracteristicas para cada eleitor. Uma simplificacdo razoavel de se
fazer (que utilizamos nesse exemplo) é pensar que 0s vetores que
representam os eleitores ideais para cada grupo sao ortonormais
entre si. Use essa simplificacao e elabore o relatorio.

Avancando na pratica

Transformando matrizes em vetores
Descricao da situagao-problema

Vocé, como aluno aplicado do curso de Algebra Linear e Vetorial,
sabe que matrizes podem ser representadas por vetores. Contudo,
questiona-se: dada uma matriz A no espaco das matrizes mxn,
existe alguma transformacao linear que represente a soma A+B
como vetor, em gue B € uma matriz mxn?

Resolucdo da situagcdo-problema

Ja sabemos que matrizes de ordem mxn podem ser
representadas como vetores de R™, assim, dada uma base
V ={v,,V,,--,V,, } para o espago R™", existem escalares a,,a,,-,a,,,
tais que:

[A], = (a.8,+a,,) € R™.

E, também, dada B € R™", existem escalares b,,b,,--,b,,,. tais que:

B], = (by,b,,-,b,, ) € R™.
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E, ainda, devido a linearidade da transformacao mudanca de
base, temos:

|[A+BJ, =(a, +b,a, +by,--,a,, +b,,) € R™.

Podemos representar a soma da matriz A com outra matriz B
pela transformacao:

T.(B)=[A+B|, =(a,+b,a, + b8, +b,,) € R™

No caso em que A=0, vemos que essa transformacao nada
mais € do que a propria representacao na base V, logo € uma
transformacao linear.

Suponha A =0, veja que:
7,(0)=[A], =(0,0.-,0).

Logo, essa transformacado nao pode ser linear, uma vez que toda
transformacao linear leva o vetor zero de um espaco ao vetor zero
de outro espaco.

Elabore um resumo justificando e exemplificando os comentarios
feitos durante essa demonstracdo. Nesse resumo, acrescente se
existe uma transformacéo linear S, : R — R™, tal que S,(a) = a[A],,
para alguma matriz A€ R™".

Faca valer a pena

1. Considere o espaco vetorial dos polindbmios de grau menor que ou igual
a 3 com as operag¢des usuais. Defina a transformacao:

T: PB—-R
p— p(0)
Sobre essa transformacdo, analise as seguintes afirmagdes:
I. T(0)=0.
. T(p+q)=T(p)+T(q). para todo p,q € P,.
lll. Se T(p)=0, entéo p=0.

IV. T é transformacao linear.
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Assinale a alternativa que classifica corretamente essas afirmacdes:
a) Apenas as afirmacdes |, Il e IV sdo verdadeiras.

b) Apenas as afirmacdes lll e IV sdo verdadeiras.

c) Apenas as afirmacgdes | e IV sdo verdadeiras.

d) Apenas as afirmacgdes | e |l sdo verdadeiras.

e) Apenas a afirmacdo Il é verdadeira.

2. Sejam (V, 4y, ). (Us+y.y) e (W4, ) espacos vetoriais no corpo K.
Considere T:V - U, S:U—-W e R:W — V transformacdes lineares
invertiveis, tais que:

R,S,T(v)=v, paratodo v eV

S, T,R(w)=w, paratodo w e W .

Analise as afirmacdes:

LR = (SOT).

I(S,7) =T"8".

lil. Se R(w) =v, tal que T(v)=0,, entdso w =0,,.
Sobre as afirmagdes, é correto afirmar:
a) I, Il e lll estdo corretas.
b) Apenas | e Il estdo corretas.
c) Apenas | e lll estdo corretas.
d) Apenas Il e Il estdo corretas.
e) Apenas | estd correta.

3. Considere um espago vetorial (V,—i—,-) no corpo R, de dimenséo finita
n, munido do produto interno <,> Seja vV €V um vetor qualquer. Analise
as seguintes afirmacdes, indicando V para verdadeira e F para falsa:

() Atransformacéo T, :V — R, talque T, (u) = <u,v>, para todo U €V,
€ uma transformacdo linear.

() Atransformacdo T, é invertivel.

() Toda transformacéo linear T :V — R pode ser representada como
T(u)={(uw), para todo ueV, e algum weV fixo para cada
transformacao.

Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmativas:
a)V-V-V e)V-F-F

b)V-V-F

oV-F-Vid) F-V-V
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Secao 4.2

Nucleo e imagem de transformacoes
Dialogo aberto

Lembre-se de gue no inicio desta unidade consideramos que vocé
foi contratado por uma empresa de analise de dados interessada
nos dados disponiveis em redes sociais, para caracterizar possiveis
eleitores a um candidato a presidéncia.

No modelo-teste desenvolvido na secdo anterior, vocé foi
capaz de criar uma transformacao linear, em que se pode estimar
(comparativamente) a qual grupo um eleitor melhor se enquadra.

A empresa considera que os eleitores que nao votardo no
candidato de forma alguma nao devem ser comparados em grupos,;
devem, simplesmente, ser excluidos das comparacdes.

Assim, ndo utilizara os representantes dos grupos 1 e 2
apresentados na situacdo-problema da secao anterior. Vocé é
responsavel por definir o conjunto dos dados dos eleitores que nao
votardo de forma alguma no candidato, ou seja, © conjunto dos
dados que nao serdo relevantes para as campanhas de marketing.
Qual sera esse conjunto? Como o definir? Qual sera o conjunto
com as informagdes do grupo a que cada eleitor pertence?

Os dados para esse modelo sao 0s mesmos utilizados na secao
anterior.

Nesta secdo, veremos o conjunto-nucleo de uma transformacao
linear, o qual nos diz quais vetores sdo levados ao valor nulo por
meio da transformacao linear. Além disso, analisaremos o conjunto-
-imagem de uma transformacao linear e veremos quais 0s vetores
que podem ser representados pela transformacao. Apesar de serem
simples, esses conjuntos fornecem uma quantidade enorme de
informacdes sobre a transformacdo linear.

Bons estudos!
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Nao pode faltar

Na secdo anterior, trabalhamos com o conceito de
transformacgdes lineares. Alguns conjuntos associados a essas
transformacdes sao de especial importancia. O primeiro que
estudaremos € nucleo de uma transformacao.

‘t‘” Assimile

Sejam (V,+V,-V) e (U,+U,-U) espagos vetoriais no corpo K e
T:V — U uma transformacdo. Definimos o nucleo de T como o
conjunto:

N(T):{V€V|T(v):OU}

Ou seja, o nucleo de T € o subconjunto de V cujos elementos sao
associados ao vetor nulo de U pela transformacgdo T.

Veja que se Té linear, entdo 0, € N(T). Para provar isso, tome v € V
qualquer, entao:

TO,)=T({V+, (-v)=T()+, (_T(V)) =0,
Tome v,,v, € N(T), entdo:

T(v,+y v,)=T(v,)+, T(v,) =0, +, 0, =0,
Ou seja,

V1 +V V2 € N(T)
Considere, ainda, a € K, entao:
T(ayvy)=a, T(v,)=a-,0, =0,

ou seja,

a+, Vv, € N(T)
Com isso, demonstramos que o nucleo de T é subespaco de V.
Sejam (V,+y,.,) e (U+,.y) espacos vetoriais no corpo K e
T:V — U uma transformacéo linear invertivel. Tome v € N(T), ou

seja, T(v)=0, como T ¢é invertivel, existe T portanto
v=T/T(v)=T"'0,)=0,

ou seja, se T for transformacéo linear invertivel, N'(T)={0, }.
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Considere agora o caso inverso:
T:V — U uma transformac3o linear, tal que N(T)={0, }.
Suponha que v,,v, €V, tal que T(v,)=T(v,), 0 que implica que:
T(v,)—-T(v,)=0,=T(v,—v,)=0,
logo, v,—v,eN(T), como  N(T)={0,}, entio

v,—Vv, €0, &v,=v, Com isso, mostramos que transformagdes
lineares com nucleo trivial sdo injetoras.

vz| Exemplificando
Considere os espagos dos polindbmios de grau menor que ou igual a

dois (P,,+,) e das matrizes de ordem 2x 2 (RM,—&—;)_

(Para facilitar a notagcao, denotaremos as operacdes dos polindmios
pelo mesmo simbolo que as operacdes das matrizes.)

Considere a transformacao linear:
T: P, — R*?
a—a, a—4§

a, +at+a,t’ —
0 1 2 O 32781

Queremos encontrar o nucleo dessa transformacao, ou seja, queremaos
saber quais polindbmios de grau menor que ou igual a 2 satisfazem:

00

T(p)= 0 0

Assim, denotando p(t) = a, + a,t + a,t’, precisamos resolver o sistema

linear:
B 00
=0 o .

a,—a,=0 a, =a,

a —a, a,—§&
0 a, —a,

ou, equivalentemente,

a,—-a=0s1a,=a,
a,—a, =0 a, =a,

ou seja, qualquer polindmio que tenha todos os coeficientes iguais.
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Entdo, o nucleo da transformacao é:

N(T)={p(t)=a+at+at* :acR}

Pelos resultados anteriores, como o nucleo da transformacdo nao é o
conjunto {0} a transformacao nao € injetora, portanto ndo admite
inversa.

Note que sempre que o nucleo de uma transformacdo for um espaco
nao trivia, chegaremos a um sistema de equacdes possivel e
indeterminado. Isso ocorre porgue se 0 nucleo € nado trivial, existem
infinitos vetores que satisfazem a equagdo T(v)=0.

OQutro conjunto definido por meio de transformacdes lineares,
que ¢ bastante importante, € o conjunto imagem.

6&*’ Assimile

Sejam (V,+V,-v) e (U,+U,-U) espacos vetoriais no corpo K e
T:V — U uma transformacéo. Definimos a imagem de 7 como o
conjunto:

Im(T)={u eV |existe veV:T(v)=u}

Ou seja, imagem de uma transformacdo € o subconjunto de U
composto de todos os elementos que podem ser atingidos pela
transformacgdo.

Se T é linear, entdo 0, € Im(T). Para verificar esse fato, tome v €V
qualquer. Note que 0, =0+, v, entdo:

T0,)=T0-v)=0.,T(v)=0,
Logo, existe elemento em V cuja transformacgdo atinge 0,,.

Suponha que U,U, € Im(T), ou seja, existem V,,v, €V, tais que
T(v,)=u, e T(v,)=u,. Veja que:

T(V1 +v Vz) = T(V1)+U T(Vz) =U +y U,

ouseja, U, +, U, € Im(T). >
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Tome « € K, entdo,

Ty v)=a,T(v,)=a-,u,

u
ou seja, ac, U, € Im(T).

Como Im(T) C U e é fechada em relacdo as operacdes Tus'u, temos

que Im(T) é subespaco vetorial de (U,+U,~U).

Sejam (V. +y.y) € (U,+y.y) espacos vetoriais no corpo K e
T :V — U uma transformacao linear invertivel. Tome u € U. Defina
v=T"(u)eV, entdo

T(v)=T,T '(u)=u,

ou seja, uelm(T). Assim, acabamos de verificar que se T for
transformacéo linear invertivel, entdo Im(T)= Cdom(T)=U.

Considere agora o caso inverso, T :V — U uma transformacgao
linear, tal que Im(T)=U; entdo, para cada ueU, existe v eV, tal
que T(v)=u, ou seja, T é sobrejetora. Desse modo, acabamos de
verificar que transformacgdes lineares com imagem igual ao
contradominio sao sobrejetoras.

v=| Exemplificando

Considere a transformacdo apresentada como exemplo no
"Exemplificando” citado anteriormente.

Queremos encontrar qual a sua imagem, ou seja, verificar quais
s§o0 as matrizes de ordem 2x2 gue podem ser obtidas por essa
transformagao. Veja que:

10 0 1 OO]

=(ao—az)[0 0]+(a0—a1){0 0‘+(az—a1)[0 |
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a=a,—a,
definindo {#=a,—a, vemos que [=a++. Dai as matrizes

=8, &
obtidas pela transformacao podem ser descritas como:
10+(+)01+00 11+01
«@ « =« .
00 o o]0 1/” %o o "o 1
Assim, a imagem de T pode ser expressa por:
1 1 0 1
Im(T) = + raeR,BeR}
M={aly of+fp frecmicr]

Como Im(T) = R??, T nio é sobrejetora, portanto ndo & invertivel.

Pelos resultados apresentados anteriormente, podemaos concluir
que Té invertivel se, e somente se, Im(T)=U e N(T)={0, }.

c@ Reflita

Na secao anterior, introduzimos a matriz transformacao de uma base a
outra. Qualéarelacdoentre onucleo eaimagemde umatransformacgdo
e o nucleo e a imagem da matriz associada a transformagao?

Na transformacdao utilizada no exemplo, note que a dimensdo do
nucleo é 1 e a dimensao da imagem ¢ 2 (verifiquel).

Definimos o posto da transformacao T como:

posto(T) = dim(Im(T))

e a nulidade de T como:
null(T) = dim(N(T)).

Seja T:V — U uma transformacéo linear do espaco vetorial V
ao espago vetorial U. Entdo, null(T)=0 se, e somente se, para
quaisquer vetores linearmente independentes v,,v,,---,v, € V, temos
que T(v,),T(v,),--.T(v,) €U s&o linearmente independentes.
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Antes de demonstrar essa afirmacdo, lembre-se de que os
vetores v,,v,,---,vV, €V sdo linearmente independentes se a Unica
solucao para o sistema

()61‘V1+O[2‘V2+"‘+O[n'vn :O
¢ atrivial istoe, oy =, =---=q, =0.

Suponha que null(T)=0, ou seja, N(T)={0}. Suponha que
existam vetores linearmente independentes v,,v,,---,v, €V, tais que
T(v,),T(v,),-T(v,)€U sdo linearmente dependentes. Entdo,
existem a; € R, j=1---,n, ndo todos nulos, tais que:

a1~T(v1)+a2-T(V2)+~-—|—an~T(Vn):OA
Pela linearidade de T, temos, entdo, que:
T(ay-v,+a,V,++a,v,)=0,

ou seja, o, V,+a, V,++a, v, € N(T), e como N(T)={0},
entdo:

oV, +o, vV, 4+ +a,-v, =0,

absurdo, pois existe jtal que a; =0, e os vetores v, j=1:--,n, sdo
linearmente independentes. Logo, T(v;),T(v,),~T(v,) s&o
linearmente dependentes, como queriamos demonstrar.

Suponha agora que toda transformacgao de vetores linearmente
independentes gera vetores linearmente independentes. Tome
VY, v, €V vetores formando uma base para T. Suponha
z e N(T), assim, como nucleo é subespaco de V, existem escalares
a; €ER, j=1---,n, tais que:

Q- Vi+a, V,+-+a, V, =Z
Veja que T(z)=0, logo:
T(ay-v,+a, v, ++a,v,)=0,
pela linearidade de T, temos:

o, ~T(V1)+a2-T(V2)+m+an ~T(vn):0,
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como T(v,),T(v,),--,T(v,) sdo linearmente dependentes; entdo,
o, =a,=--=a,=0 portanto z=0 ou seja N(T)={0},
mostrando a veracidade da afirmacao.

Como conseqguéncia direta da propriedade recém-demonstrada,
temos que se B:{vj eV:j:1,---,n} € base para Ve T:V U ¢é
transformacao linear com nulidade igual a zero, entdo:

B= {T(vj) elU:j= 1,--~,n}
€ base para Im(T) e, ainda, posto(T)=n.

No caso geral, dada uma transformacao linear entre dois espacos
vetoriais, a relacdo entre seu posto, sua nulidade e a dimensao de
seu dominio é dada pelo teorema do nucleo e da imagem.

&z” Assimile
Teorema do nucleo e da imagem

Sejam (V, 4, ) € (U, 4.,y ) espacos vetoriais de dimenséo finita no

corpo Ke T :V — U uma transformacédo linear. Entéo,
posto(T )+ null(T) = dim(V/).
Para verificar a veracidade dessa afirmacao, defina

{vivy v fcv

base para N(T), como N(T)CV, existem v, . ,,V,.,,,V, €V tais
que

{ViVo Vi VgV, CV
e base para V.
Seja u €1m(T), entdo existem escalares o, j=1,---,n, tais que
T(a1-v1 F 0y Vy oy Vg +ak+1'vk+1+'“+an'vn>:u'
por outro lado, como T é linear, temos:
& 'T(V1)+0‘2 'T(V2)+"'+O‘k 'T<Vk)+ak+1 'T(Vk+1)+
feta, T(v,) =4 >

U4 - Transformagoes lineares 185



<

Porém, como V,,V,, -V, € N(T), entdo:
o 040, 04+ 0+ay,, T(Ve)++a, T(v,)=u,
ou seja,
G TV )+ 40, T(v,)=u.

Assim, vemos que todo elemento de Im(T) pode ser escrito como

combinac&o linear dos elementos de {T(v,m),n-,T(vn)}_
Suponha escalares 3;, j =k +1,---,n, tais que:
B T(Viws)++8,-T(v,) =0,
pela linearidade de T, temos:
T<ﬁk+1 Vi +"'+ﬁn 'Vn) =0,

ou seja, By Vi +-+8,-v, e N(T), mas {vkﬂ,n-,vn} e
linearmente independente com a base do nucleo de T, portanto &
linearmente independente a todo elemento do nucleo de T, o que

implica que By, = B, = =B, =0, ou seja, {T(Vk“),m,T(vn)}
é conjunto de vetores linearmente independentes.

Assim, como todo elemento de Im(T) pode ser escrito como
combinagcdo linear do conjunto linearmente independente

{T(Vk“);n,T(vn)}, temos que esse conjunto € uma base para

Im(T). Dessa forma, podemos afirmar que:
dim(Im(T))=n—k
Por outro lado, como {V1,V2,~--,vk,vk+1,--~,vn} € base para V, entao:
dim(V)=n
E como {v1,v2,-~~,vk} ¢ base para N(T), temos que:
dim(N(T)) = k.

Ou seja,

dim(Im(T)) = dim(V) — dim(N(T)),
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reescrevendo essa frase em termos do posto e da nulidade da
transformacao T, obtemos:

posto(T)+ null(T) = dim(V).

Concluimos a demonstragdo do teorema.

D9 Pesquise mais

O nucleo e a imagem de transformac¢des lineares sao dois dos
subespacos mais importantes associados as transformacdes. Para uma
leitura complementar sobre esses subespacos, sugerimos:

KOLMAN, Bernard; HILL, Ross. Introducdo & Algebra Linear com
Aplicagdes. 8. ed. Sdo Paulo: LTC, 2006. Cap. 10. p. 465-476 (disponivel
na Biblioteca Virtual).

Para mais informacdes acerca das transformacgdes lineares, sugerimaos:

CRUZ, Luiz Francisco da. Introducdo ao Estudo da Algebra Linear.
Capitulo 6. Unesp/Bauru. Disponivel em: <http://wwwp.fc.unesp.
br/~lfcruz/AL_CAP_06.pdf>. Acesso em: 28 jan. 2018.

Sem medo de errar

Agora voltamos ao problema da empresa de analise de dados.
Lembre-se de que vocé € responsavel pela modelagem e analise
de uma transformacdao linear em que dadas informacdes sobre um
eleitor indicam em qual grupo ele deve ser alocado:

1. Nao votara, pois discorda das posicdes politicas do candidato.

2. Nao votara, pois desgosta da representacdo publica do
candidato.

3. Possivel eleitor, mas desgosta da representagcdo publica do
candidato.

4. Possivel eleitor, pois gosta da representacao publica do
candidato.

Como os eleitores que estdo Nnos grupos 1 e 2 ndo votardo no
candidato, a empresa de marketing decidiu que suas informacoes
nao sao relevantes; entdao, para diminuir 0 custo computacional
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envolvido no processo, suas informacdes podem ser descartadas
da transformacao linear definida na secdo anterior. Apos uma nova
analise, vocé e sua equipe definiram que a nova transformacgao
utilizada sera:

T:R* —» R?
tal que:
V.
T(v)= :
v
ﬁ 00 Q 8
2 2 ||V,

Essa transformacdo calcula o produto escalar entre as
informacdes do eleitor (armazenadas no vetor V) e as informagdes
dos representantes ideais dos grupos 3 e 4. Assim, se a primeira
componente de T(v) for maior (em moddulo) que a segunda
componente, indicaremos que o eleitor pertence ao grupo 3; caso
contrario, aoc grupo 4.

Veja que Im(T) = R? (verifique!). Assim, pelo teorema do nucleo
e da imagem, temos que:

dim(N(T)) +dim(Im(T)) = dim(R*) & dm(N(T))+2=4 <
& dim(N(T)) =2

Veja que o N(T) representa o conjunto de todos os eleitores
gue ndo votarao no candidato (pois seu produto escalar com os
representantes de cada grupo é nulo). Para identificar o nucleo da
transformacdao, precisamos resolver o seguinte sistema:

v
_Q 00 ﬂ ! —£v1+£v4:0
2 2 ||V2 :[0} 2 2
% 0
E 0 0 ﬂ § £v1+£v420
2 2 ||V, 2 2

A solugdo desse sistema € dada por v, =v, =0 e v, e v, livres,
ou seja,

N(T)={(0,a,b,0):a e R,b e R}
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Assim, definimos o conjunto dos eleitores que devem ser
desconsiderados, pois ndo votardo no candidato como N(T), e o
conjunto com as informacdes sobre qual grupo cada eleitor
pertence ¢ Im(T).

Agora que esses conjuntos foram definidos para o modelo
simplificado, elabore um resumo indicando quais passos devem ser
tomados para encontrar o subconjunto dos eleitores que devem ser
descartados pelo sistema no modelo real em que se utilizam centenas
de informag¢des e dividem-se os eleitores em dezenas de grupos.

Avancando na pratica

Nucleo e imagem da transformacao derivada
Descricdo da situacao-problema

Considere o espaco dos polindmios de grau menor gue ou igual
a n. Do calculo diferencial e integral, sabemos que a derivada de um
polinbmio pode ser dada por:

%(ao +at + a,t? +~--+ant”) =a, +2a,t+---+nat"’

Vocé, aluno aplicado do curso de Algebra Linear e Vetorial
e interessado em suas diferentes aplicacdes, guestiona-se se a
operacao derivada pode ser vista como uma transformacao linear. Se
sim, entre quais espacos? Qual € seu nucleo? Qual é sua imagem?

Resolucdo da situagcdo-problema

Para verificar que a operacao derivada € uma transformacao
linear, defina a transformacao:
D: P —P

n n

a,+at-+at’+--+at" —a +2at+---+nat"

em que P, € o conjunto dos polindbmios de grau menor que ou igual
a n. Veja que a transformacao D € equivalente a operacao derivada
aplicada em polindbmios. Para verificar que D é linear, basta tomar:

p(t)=a, +at+a,t’ +---+at"cP, e
q(t)= b, + bt +bt* +---+b,t" € P, Veja que

D(p+q)=(a +b)+2(a, +b,)t++n(a, +b,)t"" =

= (a,+2a,t +--+na t" ")+ (b, + 2b,t + -+ nb,t" ') = D(p) + D(q)
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Tome a e R, entdo:
D(ap) = aa, +2aa,t +---+naa t" ' = a(a1 +2a,t +---+ nant’H) =
= aD(p). Portanto, D ¢ linear. Assim a derivada aplicada a P, € uma

transformacdo linear com dominio e contradominio igual ao
conjunto P,.

Para encontrar o nucleo da transformacado, basta resolver o
sistema D(p) =0 ou, equivalentemente,

a, +2a,t+---+nat"" =0

Como essa relagcao precisa ser valida para todo t € R, sua uUnica
solucéo é a, =a, =...=a,, dai o nucleo dessa transformacao ser:

N(T)={p(t)=a, :a, € R}

Em outras palavras, estamos afirmando que derivadas de
constantes sdo nulas e se uma funcao tem derivada nula, entdo a
funcao é constante.

Faca valer a pena
1. O teorema do nucleo e da imagem nos da muitas informacdes acerca
de uma transformacdo linear.

Suponha T :V — U uma transformacéo linear em que V possui dimensdo
n e U possui dimensdao m.

Suponha, ainda, que posto(T)=n.
Considere as seguintes afirmacdes:

. m>n.

Il. null(T) = m—n para qualquer m.

lll. Se m=n, entdo T é invertivel.
Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:

a) I, Il e lll sdo verdadeiras.

b) Apenas | e Il sao verdadeiras.

)
)
c) Apenas | e lll sdo verdadeiras.
d) Apenas Il e lll sdo verdadeiras.
)

e) Apenas Il € verdadeira.
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2. Considere a transformacéo:

T. ]RCS _)RZXZ
v, V,+2v,+Vv,|
(V1,V2,V3)—> 1 1 2 3
v2 V3

Assinale V para verdadeira e F para falsa nas seguintes afirmacdes:

()T éinvertivel.

() N(T)={o}.
10
o _1]¢|m(r).

Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:
a)V-V-V.

b)V-F-V
QV-F-F
dF-F-F
e F-V-F

3. Considere o espaco vetorial (V,+,~) no corpo R de dimenséo finita
n >1 munido do produto interno <.>
Tome v, €V, defina:
T: V>R o S: V—-R
v —{(v,v,) v —(vy,V)

Analise as seguintes afirmacdes:
L T=8"
II. T e S sdo lineares.
lIl. Se v, =0,, entéo Im(T) = {0}
IV. Se v, = 0, entdo N(T)={0}.

Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:
a) Apenas | e Il sdo verdadeiras.

b) Apenas Il, Il e IV sdo verdadeiras.

c) Apenas |, lll e IV sdo verdadeiras.

d) Apenas Il e lll sdo verdadeiras.

e) Apenas | e IV sdo verdadeiras.
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Secao 4.3

Autovalores, autovetores e diagonalizacao de
matrizes

Dialogo aberto

Na secao anterior, vimos dois subespacos muito importantes
associados a transformacdes lineares entre espacos vetoriais. Nesta
ultima secdo, veremos outra ferramenta de suma importancia
para a analise de transformacdes lineares: os autovalores (e,
conseguentemente, os autovetores). Além disso, estudaremos a
diagonalizacdo de matrizes, uma ferramenta fundamental tanto
para a analise tedrica de matrizes como uma estratégia avancada
para resolver sistemas lineares.

Para ilustrar a aplicabilidade das ferramentas que serdo estudadas
nesta secdo, continuamos supondo que vocé trabalha na empresa
de analise de dados. Lembre-se de que seu trabalho € modelar e
analisar uma transformacado linear para constatar se um eleitor € um
eleitor em potencial de determinado candidato e, ainda, classifica-
-lo em algum grupo, a fim de que o marketing seja direcionado a
maximizar a eficiéncia.

Na primeira secao desta unidade, vocé modelou a transformacao
linear; na secao anterior, vocé remodelou de modo que o nucleo da
transformacao incluisse todos os eleitores que Ndo sdo eleitores em
potencial do candidato em questao.

Em razdo de uma nova estratégia empregada pela empresa
de marketing, os eleitores que nao votariam de modo algum no
candidato voltam a ser interessantes, apos uma analise mais
elaborada e novos dados. Por isso, vocé desenvolveu a seguinte
transformacao linear:

T: R* - R*
X — Ax
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em que:

- a O O

1
0
al
0

- O O -
o O -~ O

Como nas transformacdes anteriores, essa transformacao
deve ser aplicada a um vetor de dados de um eleitor, e a maior
componente em modulo indicara a qual grupo o eleitor pertence.

Porém, em uma situacao real, a quantidade de dados sera muito
grande. Seu trabalho consiste em modificar essa transformacao,
de modo que seja computacionalmente barata de se avaliar (sejam
necessarios poucos calculos a cada avaliagao). Para isso, vocé deve
representar essa transformacao como a multiplicacdo de um vetor
por uma matriz diagonal. Como fazer essa transformacao com os
dados dos exemplos? Quais as condicdes necessarias para usar essa
representacdo no caso real? Qual modificacdo deve ser feita nos
vetores com os dados dos eleitores?

Para responder a esses questionamentos e realizar a sua tarefa,
vOCcé precisara utilizar os conceitos de autovalores e autovetores,
além da diagonalizacao de transformacdes lineares. Esses
conceitos se fazem muito importantes, tanto na analise teodrica
de transformacdes lineares quanto em aplicacdes, por exemplo,
reduzindo o custo computacional em avaliar uma transformacao.

Nao pode faltar

Nesta secdo, estudaremos alguns dos assuntos mais relevantes
em Algebra Computacional, os autovalores e os autovetores.

(tz” Assimile

Considere o espaco vetorial (]R",—i—,-) com adicdo e multiplicacao

usuaise T :R" — R" uma transformacéo linear.

Definimos A € R um autovalor de T, se existe v, € R" n&o nulo, tal
que:

T(v,)=A-v,. >

U4 - Transformagoes lineares 193



<

Neste caso, V, € chamado de autovetor de T associado ao autovalor .

Defina V, o conjunto de todos os autovetores de T associados a A
unido com o conjunto {0}

Sabendo que v,u €V, entdo:
Tv)=AveTUu)=\u.
Como T é linear:
Tv4+u)=TWV)+TW)=XA-v+A-u=X-(v+u)
entdo v+ueV,.

Como a € R e Té linear, temos:
T(a-v)=a-T(v)=a\-v=\(a-V),

logo a-v €V,.

Assim, mostramos que o conjunto de todos os autovetores associados

a um autovalor unido com o conjunto cujo unico elemento € o vetor
nulo € um subespaco vetorial de R".

Note que (R",+,-) € um espaco vetorial de dimensao finita n,
entdo, como vimos na Segdo 4.1, a transformagédo T:R" — R"
pode ser representada por uma matriz de ordem nxn. Assim,
estendemos o conceito de autovalores e autovetores para matrizes
quadradas.

Dado AeR™" dizemos que A€ R é um autovalor de A se
existe v, € R" ndo nulo, tal que:

Av, =)v,,
e v, € chamado de autovetor de A associado a .

Devido a equivaléncia entre transformacodes lineares e matrizes
para O caso de espaco de dimensdes finitas, abordaremos esse
assunto sob a otica de matrizes.

Suponha Vv, um autovetor associado aos autovalores A, e A,
entéo:

Av, =\v, e Av, =\ v,.
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Dai:
OZAOZA(VA _VA): ()H _)\Z)V)\‘

Como v, € autovetor, entdo € ndo nulo. Dai, Ay =\, =0 & A\ =),
Assim, mostramos gue um autovetor estd associado a um unico
autovalor ou, equivalentemente, um autovalor estd unicamente
definido pelo autovetor.

Suponha, agora, v, e v, autovetores associados a Ay e A, dois
autovalores distintos, sendo v, linearmente dependente de v, , isto
€, existe a € R, tal que:

v, =av, .

Como v, e v, sdo autovetores, entdo sdo nao nulos e,
consequentemente, a = 0. Observe que:

A, =Av, =Aav, =aAv, =a)\Vv, =hav, =\V,,

logo A=A, contrariando nossa hipotese, sendo v, e v,
linearmente independentes. Assim, verificamos que autovetores
associados a autovalores distintos sao linearmente independentes.

&&» Assimile
Considere a matriz:

1
3

A:

3

1l
Sendo A =-—2 autovalor de A determine os autovetores (V,)
associados a esse autovalor, ou seja, resolva o sistema Av, = Av,, ou,

equivalentemente, Av, —Av, = 0. Lembre-se de que o resultado da
matriz identidade por um vetor é o proprio vetor, isto é:

Av, —Alv, =0 = (A= )v, =0

H

Assim, denotando v, = (X,y), obtemos:

kol |

! S
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ou seja,
B 0
|0

Esse sistema € possivel e indeterminado (verifigue usando o
determinante!).

X

\33
y

3 3

Sua solucao € dada por X = —V.

Isso quer dizer que os autovetores associados ao autovalor -2 sdo
todos os vetores no conjunto:

vV, ={(a,—a)|a=0}.

Pelo exemplo apresentado, vemos que determinar os autovetores
associados ao autovalor A € equivalente a resolver o sistema linear:

(A=M)v, =0.

Como v, =0, estamos enfocando o caso em que (A—M) ¢
singular, ou seja, det(A—\l)=0. Denotamos p(A)=det(A— /)
como o polindmio caracteristico de A.

Assim, podemaos resumir o processo de determinar os autovalores
e autovetores de uma matriz quadrada como:

« Encontre o polindmio caracteristico p(A) = det(A— ) de A

» Encontre as raizes do polinbmio caracteristico, ou seja, resolva
p(A)=0.

e Para cada uma das raizes XA do polinbmio caracteristico,
resolva o sistema linear indeterminado (A—M)v, =0.

» As raizes do polinbmio caracteristico sao os autovalores de A e
as solucdes do sistema linear sao 0s autovetores de A.

v=| Exemplificando
Vamos determinar todos os autovalores e 0s autovetores de:
1 3
3 1

A:
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Para isso, determinaremos as raizes do polinbmio caracteristico.
Observe que:

1 3 10 1-X 3
p(>\):det(A—/\I):det“3 1}—>\[0 1”:det[ 3 1)\‘,

ou seja,
PA)=(1-X)(1-2)=3-3=1-2A+ 1 —9=)* 218

Podemos determinar as raizes desse polindbmio utilizando a formula
resolutiva de equacao do seqgundo grau. Assim:

_ —(—2)+ (-2 —4-1.(-8) _ 2436 _2+6

A =1£3.
21 2 2
Logo, os dois autovalores para matriz A sdo:
MN=—2e )\, =4
Para o caso de \, = —2, j& encontramos os autovetores no exemplo
anterior.
Vamos usar A\, = 4. Assim:
1-4 3 (x| |0 -3 3|lx| |0
(A=\lv, =0& = |& =||
: 3 1-4jly] |0 3 3jly] |0

Novamente, temos um sistema indeterminado; neste caso, vemos
facilmente que a solucdo € dada por:

X=y.
Logo, os autovetores associados a A, = 4 sdo os vetores do conjunto:

V, ={(aa)|a=0}.

@ Reflita

Toda matriz de ordem N XN possui n autovalores distintos?

Considere a matriz identidade de ordem n. Quais sdo seus autovalores
e seus autovetores? Use como exemplo a matriz de ordem 2 e estenda }
o resultado para matrizes de ordem qualqguer.
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4 Faca o mesmo para a matriz nula e para a matriz A = 10

0 1].

Por esses resultados, o que vocé pode concluir sobre a quantidade de
autovalores associados a uma matriz quadrada?

Uma matriz de ordem nxn possui, nO maximo, n autovalores
distintos.

Vamos demonstrar que uma matriz A€ R™" sera ndo singular
se, e somente se, todos seus autovalores forem ndao nulos.

Primeiramente, mostraremos que se A for ndo singular, entdo
todos seus autovalores serédo ndo nulos. Suponha o contrario, ou
seja, que O e autovalor de A e v autovetor associado a 0, entao:

Av=0v=0,

mas se A for ndo singular, © unico elemento em seu nucleo sera o
vetor nulo, ou seja, N(A)={0}; assim, v =0, absurdo, pois v &
autovetor, logo é ndo nulo. Portanto, A ndo admite autovetor nulo.

Agora, suponha que todos os autovalores de A sao nao nulos e
v € N(A) néo nulo, entéo:

Av =0=0v,

ou seja, v é autovetor associado ao autovalor 0, absurdo, pois 0 nao
é autovalor. Dai, N(A)= {0}, assim, A & n&o singular.

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem nxn, dizemos que
A ¢é semelhante a B, se existir matriz M de ordem nxn invertivel,
tal que:

A=MBM"

Note que se A for semelhante a B, entdo B sera semelhante a A;
denotamos a semelhanca por A~ B.

Matrizes semelhantes possuem o mesmo polindmio caracteristico
e, portanto, o mesmo conjunto de autovalores.
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‘tz" Assimile

Seja A€ R™", A sera diagonalizavel se existir D € R™" diagonal, tal
que A~D, ou seja,

A=MDM™"

para alguma M € R™" invertivel.

Suponha A diagonalizavel, entédo existem D e R™" diagonal e
M e R™" invertivel, tais que:

A=MDM™" = AM = MD.

Sendo e; € R" o vetor com todas as componentes iguais a zero,
exceto pela j-€sima, cujo calor € 1, entao:
MDe; = Md,e; =d,Me; =d,m,,
em que d; € o j-ésimo elemento na diagonal de De m; € a j-ésima
coluna de M. Por outro lado, veja que:

AMe]. :Amj..

Como AM = MD, entédo AMe; = MDe,;, ou seja,

Amj =dj.mj_

Como M ¢ invertivel, m; = 0. Assim, mostramos que se A~D,
com D diagonal, entdo os elementos da diagonal de D sdo
autovalores de A, e a matriz M que permite a semelhanca ¢ definida
pelos autovetores de A linearmente independentes de A.

vz| Exemplificando

Vamos verificar que:

3 1

>

€ diagonalizavel.
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Nos exemplos anteriores, verificamos que A, = —2 ¢ autovalor, com
autovetores no conjunto {V =(a,—a)|la= 0}. Assim, o vetor (1,—1)
€ autovetor associado a A, = —2.

Verificamos também que A, =4 ¢ autovalor, com autovetores no
conjunto {(a,a) a= 0}, dai (1,1) ¢ autovetor associado a A\, = 4.

Defina a matriz:

1 1
M= .
-1 1
Note que a primeira coluna de M é um autovetor associado a A, = —2

e a segunda coluna é um autovetor associado a A, = 4.
Sendo:
detiM)=1-1—(-1)-1=2,

logo M é invertivel e sua inversa é dada por:

1.1
Py L B P A
211 1 1 1
2 2
Defina:
p=|? 9
0 4

Perceba que D € uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal
principal sdo os autovalores (na mesma ordem utilizada na definigdo
da matriz M).

Sendo:
1

B

2

won t—| T 120
-1 1|0 4

Y

concluimos que A ~ D, portanto diagonalizavel.
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Com esses resultados, podemos afirmar gue uma matriz A € R™"
sera diagonalizavel se possuir um conjunto de n autovetores
linearmente independentes.

E[9 Pesquise mais

Nesta secdo foram discutidos os conceitos de autovalores e
autovetores de matrizes. Como leitura complementar sobre esse
tema, sugerimos:

KOLMAN, Bernard: HILL, David Ross. Introducdo a Algebra Linear com
aplicagdes. 8. ed. Sdo Paulo: LTC, 2006. Cap. 8. p. 374-387 (disponivel
na Biblioteca Virtual).

Como leitura complementar sobre diagonalizacdo de matrizes,
sugerimos:

PULINO, Petrénio. Autovalores e autovetores. In: ____ Algebra
linear e suas aplicagdes: notas de aula. Campinas: Unicamp -
- Departamento de Matematica Aplicada — Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacgao Cientifica, 2012. Cap. 6. p. 416-437. Disponivel
em: <http://www.ime.unicamp.br/~pulino/ALESA/Texto/>. Acesso em:
21 fev. 2018.

Por fim, como leitura complementar sobre aplicacdes de autovalores
e autovetores, sugerimos:

KOLMAN, Bernard; HILL, David Ross. Introduco a Algebra Linear com
aplicagdes. 8. ed. S&o Paulo: LTC, 2006. Cap. 9. p. 412-422 (disponivel
na Biblioteca Virtual).

Sem medo de errar

Lembre-se de que estamos supondo que vocé foi contratado
por uma empresa de analise de dados. Essa empresa esta
classificando eleitores como eleitores potenciais de um candidato.
Para isso, utiliza dados obtidos em redes sociais. Apos algumas
analises, concluiu-se que um modelo-teste apropriado € dado pela
transformacao:

T: R* - R*
X — AX
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em que:

10 0 1
A:O 10 0.
00 1 1
1010

Em uma situacao real, a quantidade de dados sera muito grande.
Por isso, vocé deve elaborar uma transformacao linear que seja
computacionalmente barata de se avaliar. Seu trabalho € representar,
se possivel, a transformacao por meio de uma multiplicacdo por
matriz diagonal. Para tanto, precisamos verificar se A € diagonalizavel,
Ou seja, se existe um conjunto de autovetores que formam uma
base para R* Com o objetivo de determinar os autovetores de A,
precisamos dos autovalores dados pelo polindmio caracteristico.
A fim de obter o polinbmio caracteristico, calcularemos ©
determinante da matriz A—Al usando a regra de Laplace, na
segunda linha da matriz A:

-Xx 0 0
p(A) = det M
1 0 1 00—\
-A 0 1
— (1= A)(=1)*2det| 0 1-A 1
1 1 (VBN

Logo:
pP(A)=(1=APA=2)(1+ ),
pela qual concluimos que os autovalores de A (raizes de p) sao:
AMN=1A=2 N=-1

Para determinar os autovetores, precisamos resolver o sistema
(A —)\jl)vj =0, com j=123 Resolvendo esse sistema, para j =1,
obtemos o seguinte conjunto de autovetores:

{(~a.b,a,0):a,b € R,|a|+|b| = 0}.
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Note que os vetores (=10,10) e (0,10,0) sdo autovetores
linearmente independentes associados ao autovalor 1.

Para j =2, temos o conjunto de autovetores:
{(a0.a,a):acR,a=0}
Como representante desse conjunto, tomamos o vetor (1,0,1,1).
Por fim, para j =3, temos o conjunto de autovetores:
{(~a,0,-a,2a):a € R,a = 0}.

E como representante desse conjunto, tomamos o vetor
(—1,0,—1,2).

Veja que A é diagonalizavel, pois seus autovetores linearmente
independentes formam a base para R*. Assim, definindo:

-10 1 -1 100 O
0 10 O

M — eD:O 10 0 ,
101 1 002 O
0 01 2 0 00 -1

resulta A=MDM™" e, portanto, A~D.

Obs.: note que o autovalor 1 esta presente duas vezes na matriz
diagonal, porgue o valor I € raiz de ordem dois do polindbmio
caracteristico e o conjunto de seus autovetores forma um espaco
vetorial de dimensdo dois.

Desta forma, construimos uma matriz diagonal semelhante a
matriz A. Para poder usa-la como transformacdo linear com os
dados dos usuarios, esses dados devem estar representados na base
formada pelos autovetores linearmente independentes, ou seja, 0S
vetores utilizados devem ser y = M~ 'v, em que v representa o vetor
de dados dos eleitores.

Com essa diagonalizacdo, vocé finaliza a analise do problema
modelo. Faca um relatorio sobre o processo e explicite 0 passo
a passo que deve ser realizado no problema real, com matrizes
quadradas de ordem qualguer. Nesse relatorio, deixe claros os
possiveis problemas que podem ser atingidos (nao existéncia de
autovalores, ndo existéncia de base formada por autovetores etc.).
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Nesta ultima unidade, vocé analisou uma simplificacdo de um
problema real bastante interessante no contexto historico-social
atual. Para essa analise, foram utilizados muitos dos conceitos
estudados neste livro: matrizes, determinantes, sistemas lineares,
vetores, independéncia linear, transformacgdes lineares, autovalores/
autovetores e diagonalizacao de matrizes. Faca um pequeno
resumo de todos os topicos estudados neste livro e tente elaborar
um fluxograma indicando a relagdo entre um conteudo e outro.

Avancando na pratica
Autovalores e autovetores aplicados a coelhos e cobras
Descricao da situagcao-problema

Considere que vocé foi contratado para trabalhar em um
instituto de pesquisa. Esse instituto esta pesquisando a relacdo entre
a quantidade de coelhos e cobras existentes em determinada regiao
e o tempo.

Considere x,(t) a fungdo que define a quantidade de coelhos em
determinado ambiente em relagdo ao tempo e X,(t) a populagdo
de cobras. De acordo com Sobrinho et al. (2018), este problema
pode ser modelado como:

x'(t) = Ax(t),

em que x(t)= (x1(t),x2(t)) e x'(t) é o vetor cujas componentes sdo
as derivadas das componentes de x.

1
Sabendo que A= 0

coelhos era 100 e de cobras, 2, queremos descobrir quais funcdes
descrevem as populacdes em relacdo ao tempo.

, que a populacao inicial (t=0) de

Obs.: a teoria do calculo diferencial e integral estabelece que a
solucao desse sistema € do tipo:

x(t)=cyv,e™ +c,v,e”,

em que ¢,,C, Sdo constantes, A,\, sdo autovalores e v,,v, sdo
autovetores associados a A, A,
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Resolucédo da situacdo-problema

Primeiramente, calcularemos os autovalores e os autovetores da
matriz A. Como o polindbmio caracteristico de A € dado por:

p(\) =det(A— M) =(1-\)(2—1),

suas raizes séo A, =1 e A\, = 2. Resolvendo o sistema (A - Ajl)vj =0,

para j =1, obtemos que os autovetores associados a A, =1 estdo
Nno conjunto:

{(a0):acR,a=0}

Um representante desse conjunto ¢ v, =(10). Para j=2,
obtemos que os autovetores associadosa A, = 2 estdo no conjunto:

{(~a,2a):acR,a=0}.
Um representante desse conjunto é v, = (—12). Logo:
x(t) = (x,().%,(1)) = ¢, (10)e" +c, (—1,2)e*.

Para determinar o valor das constantes, basta notar que em t =0,
x =(100,2). Por outro lado:

x(0)=c,(1,0)e’ +¢,(—12)e’ =¢,(10)+c,(—12)=(100,2).
Resolvendo esse sistema, temos ¢, =101,¢, = 1. Assim, obtemos:
X(t) = (x,(1), %,(t)) = 101(1,0)e' +1(-1,2)e* = (1016 —&*,2¢*).
Ou seja, a populacao de coelhos ¢ dada por:
x,(t)=101e' —e*

e a populagao de cobras € dada por:

x,(t)=e"".

Faca valer a pena

1. Dada uma matriz A € R™" simétrica, seu coeficiente de Rayleigh ¢ a
fungao:
_Vv-Av

p(v) = —_—
vl

definida para todo vetor v € R" nao nulo.
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Suponha v autovetor de A associado ao autovalor .
Assinale a alternativa correta sobre o valor de p(V):
a) p(v)=1.

b) Impossivel determinar seu valor.

c) Esta indefinido.
d) p(v)=A\.
e) p(v)=A\2

2. Considere a matriz A € R>S, cujas trés primeiras colunas sdo as trés
primeiras colunas da matriz identidade de ordem 5 e as duas ultimas séo
colunas nulas.

Sobre essa matriz, sdo feitas as seguintes afirmagdes:
|. Seus autovalores séo 0, L e 2.

Il. (0,0,0,1,2) € um autovetor de A.

Il Im(A)=R°.
Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes:
a) |, Il e 1ll sdo verdadeiras.
b) Apenas | e Il sdo verdadeiras.
c) Apenas Il é verdadeira.
d) Apenas | e lll sdo verdadeiras.
e) Apenas Il é verdadeira.

3. Considere a matriz:

o ON
o O -~

Analise as seguintes afirmacdes:
I. A é nao singular
PORQUE
II. A é diagonalizavel.
Assinale a alternativa que classifica corretamente as afirmacdes e sua
relacao:
a) | e ll sdo verdadeiras e Il justifica |.
b) | e Il sdo verdadeiras, mas Il nao justifica I.

)
c) | é verdadeira, mas |l é falsa.
d) | é falsa, mas Il é verdadeira.
e) | e ll sdo falsas.
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Anotacoes
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