


Figura 1.18 | Resposta ao degrau para o sistema representado por espaco de
estado

File Edit View Insert Tools Desktop Window
NEEL | RAUDE L |
Step Resg
2 From: In(1) |
1.5
3 1
8
0.5
()
°
2 0
a !
Sdainey L[}

Fonte: elaborada pelo autor.

Deve-se atentar que a representacdo em espaco de estado possui duas
entradas e duas saidas, logo, a curva de resposta ao degrau foi em relacdo
as duas entradas para as duas saidas. Entrada 1, coluna da esquerda;
entrada 2, coluna da direita; saida 1, linha superior; saida 2, linha inferior.

Vale ressaltar que foi usado também o comando figure, o que permitiu
que cada grafico fosse mostrado em diferentes janelas de figuras.

Introducdo a programacgao em Simulink®

O Simulink® é um pacote do MATLAB® para modelar, simular e analisar sistemas
dindamicos lineares ou ndo lineares. Ele € realizado em um ambiente de diagrama
de blocos que possui uma interface grafica com o usuario (GUI - Grafical User
Interface), usando apenas as operagdes de clicar e arrastar do mouse. Assim,
conseguimos construir modelos da mesma forma que construimos esbocos Nos
papéis e nos livros.
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Para isso, o Simulink® inclui uma vasta biblioteca de blocos predefinidos,
podendo também o usuario personalizar e criar seu proprio bloco. Alguns blocos
permitem que os resultados sejam vistos enquanto a simulagao ainda esta sendo
executada.

Vale ressaltar que o ambiente do MATLAB® e do Simulink® sdo integrados,
sendo possivel, portanto, simular, analisar e rever os modelos em quaisquer dos
ambientes.

Para acessar o Simulink® no MATLAB®, basta escrever "simulink” no command
Window ou clicar no seu icone, como mostra a Figura 1.19.

Figura 1.19 | Acessando o Simulink®
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Fonte: elaborada pelo autor.

Ao iniciar a interface do Simulink®, vocé podera ter acesso as diversas bibliotecas
de blocos desse programa: aos blocos comumente usados (por meio do
commonly used blocks), aos que sdo utilizados em sistemas continuos (por meio
do Continuos), nas operacdes matematicas, aos blocos que mostram os sinais
que compdem o sistema e até aos blocos para simulagdo dos sinais de entrada.
Ha uma infinidade de blocos que compdem o Simulink®, estes normalmente sdo
organizados por area nos Toolboxes do Simulink Libary Browser, como mostra a
Figura 1.20.

Principio de modelagem matematica de sistemas dindmicos com uso de software



Figura 1.20 | Tela principal do Simulink® - Biblioteca dos blocos
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Fonte: elaborada pelo autor.

D Exemplificando

Dada a mesma funcado de transferéncia da Equacdo 1.43, obtenha por
meio de simulagdo por diagrama de blocos em ambiente Simulink® a

resposta a entrada degrau.

mostra a Figura 1.21.
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Figura 1.21 | Criando novo arquivo (modelo) Simulink®
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Fonte: elaborada pelo autor.

Em sequida, basta localizar o bloco “Transfer Fcn” (biblioteca: Continuous),
relativo a fungdo de transferéncia, clicar e arrastar para a janela “untitled’,
aberta ao criar o novo modelo. Apos arrastar, clique duas vezes sobre o
bloco selecionado (“Transfer Fcn"), como mostra a Figura 1.22.

Figura 1.22 | Construindo uma funcéo de transferéncia via Simulink®
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Como a entrada € uma func¢ao degrau, basta localizar o bloco “Step”
(biblioteca: Sources). Os parametros da funcdo degrau podem ser
ajustados ao clicar duas vezes nesse bloco. O “Step Time" € tempo
inicial para a funcao degrau excitar o sistema, Initial value: valor inicial
da funcao degrau, antes do tempo inicial e Final value: valor final
da funcdo degrau, apos o tempo inicial. Neste exemplo, os valores
serao 1; O; 1, respectivamente. Para analisarmos o valor de saida desse
sistema é necessaria a inclusao do bloco "Scope” (biblioteca: Sinks),
como mostra a Figura 1.23.

Figura 1.23 | Simulando funcdo de transferéncia no Simulink®

" untitled * = ] X
File Edit View Display Diag Simulati Analysis Code Tools Help
a8 o de-mledo B o w-
untitled A
© |[Pajuntitled ‘ P v
7= d
&
=
=]
s+18

52445416

Step Transfer Fon Scope

(@]
»
Ready View 1 warning 100% oded5

Fonte: elaborada pelo autor.

Apos a construcdo dos blocos, aperte o comando "Run’, como
destacado na Figura 1.23, dessa forma vocé estd simulando o
sistema.

ApOs esse processo, ao clicar duas vezes sobre o bloco “Scope’,
vocé terd o sinal de resposta do sistema. Talvez seja necessario
apertar o "Autoscale” para melhor visualizacdo da resposta do
sistema, como mostra a Figura 1.24.
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Figura 1.24 | Resposta do Simulink® a funcdo de transferéncia
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Fonte: elaborada pelo autor.

Reflita

Serd que podemos representar os sistemas em diagrama de blocos
apenas com o Simulink®? Teria outra forma de simular os sistemas em
diagrama de blocos via script?

Pesquise mais

A resposta ao item Reflita seria: “sim, temos como modelar em diagrama

de blocos por comando de instrucdo ou programacao em script”.

Temos varios comandos associados a essa fungdo no MATLAB®, como:
series (usados para colocar em cascata duas funcdes de transferéncia),
parallel (quando temos duas funcdes em paralelo) e feedback (quando
temos o percurso de retroacdo entre as fungdes de transferéncia).

Para saber mais sobre os comandos para programacao em script no
MATLAB®, faca a leitura do capitulo 2, secdo 2.10, do livro a seqguir:

DORF, Richard; BISHOP, Robert H. Sistemas de controle modernos. 12.
ed. Sdo Paulo: LTC, 2013.
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Softwares especificos para simulacdo podem auxiliar a validacao dos
modelos matematicos representativos dos sistemas.

Funcdes ja construidas no MATLAB® podem facilitar os testes de
validacao, como:

1. tf(num,den): sendo "num” o polindbmio do numerador e "den” o
polindmio do denominador.

2.ss(A, B, C, D): em que a matriz de estado A, a matriz de controle
B, a matriz de saida C e matriz de transmissao direta D das equacdes
de espaco de estado sdo conhecidas.

3. step(sys): resposta ao degrau unitario.

Sem medo de errar
Descricdo da situacao-problema

Com intuito de manter a seguranca, uma companhia de pneus contratou uma
empresa de engenharia para analise do funcionamento do sistema pneu/suspensdo
de um dos seus veiculos.

O engenheiro responsavel deve entregar um relatorio (laudo técnico, comprovado
via memorial de calculo) diagnosticando o bom funcionamento desse sistema pneu/
suspensdo do automovel, como o da Figura 1.25, que deve conter os seguintes itens:

1. A modelagem do sistema avaliado.

2. Os valores dos elementos que formaram esse sistema sobre as condicdes
avaliadas.

3. Os testes para comprovacdo da viabilidade de funcionamento do sistema
analisado.

Figura 1.25 | Sistema aproximado de suspensdo do carro

Fonte: adaptada de <http://carros.hsw.uol.com.br/suspensoes-dos-carros.htm>. Acesso em: 16 jul. 2016
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Resolugao da situacdo-problema

De posse da funcao de transferéncia obtida nas secdes anteriores, para atestar
0 bom funcionamento do sistema, iremos analisar o deslocamento da massa
do carro ao sofrer a acdo de uma forca externa advinda do pneu. Caso esse
deslocamento seja alto, o carro pode encostar no pneu, 0 que Ndo atestaria um
bom funcionamento do sistema.

Tendo por base os valores da massa, da constante da mola, do coeficiente do
amortecedor e forca externa média (Quadro 1.1), informados pela empresa para
um dos modelos de passeio, podemos realizar os testes do sistema com base no
modelo obtido. Para isso, foi realizada uma simulacdo por digrama de blocos no
Simulink®, como mostra a Figura 1.26.

Quadro 1.1 | Constante dos elementos do sistema suspensdo/pneu

Elementos Valores
Massa 319 kg
Constante da mola 23 N/mm
Coeficiente do amortecedor 40 Ns/mm
Forga Externa 150 N

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 1.26 | Teste do sistema suspensdo/pneu
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Fonte: adaptada de <http://carros.hsw.uol.com.br/suspensoes-dos-carros.ntm>. Acesso em: 16 jul. 2016

O resultado obtido para o sistema pode ser analisado na Figura 1.27.
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Figura 1.27 | Resposta do sistema suspensao/pneu
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Fonte: elaborada pelo autor.

Ao analisarmos a resposta, concluimos que o0 maior deslocamento do sistema € de,
aproximadamente, 0,06 m, ou 6 cm. Esse valor ndo implicaria no bom funcionamento
desse modelo de automovel.

Sendo assim, o engenheiro responsavel poderia atestar o sistema em analise como
sequro e passivel de ser utilizado.

Avancgando na pratica

Circuito de acionamento de um motor de passo

Descricdo da situacao-problema

Em uma determinada rodovia, a pesagem obrigatoria de caminhdes ¢ realizada
por balancas automatizadas. Além da plataforma e do indicador como itens basicos
da balanca rodoviaria, o sistema de pesagem € construido por diversos componentes,
como mostra a Figura 1.28.
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Figura 1.28 | Balanca para pesagem de caminhdo
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Fonte: adaptada de  <http://download.inep.gov.br/educacao_superior/enade/provas/2014/15_engenharia_controle_
automacao.pdf>. Acesso em: 15 ago. 2016.

No momento da pesagem, o caminhao desloca-se por uma pequena inclinagcao
e acomoda-se para que a medicao seja realizada e registrada. Assim, do solo até
a acomodacao do caminhdo, o sinal aplicado a balanca pode ser aproximado por
um degrau unitario.

Suponha que um caminhdo de uma empresa de transporte de cargas tenha
passado por duas balancas em uma rodovia com pesagem automatizada. O
gerente da empresa constatou que o caminhdo havia sido multado apenas na
seqgunda balanca. Para recorrer da multa, foi solicitado o parecer de um perito com
relacdo ao sistema de controle de pesagem das balancas.

Para analise e emissao do laudo, o perito recebeu do fabricante de balanca a
funcao de transferéncia, representada pela Equacado 1.46.

ibs) ___16 (1.46)
pe(s)  s°+4s+16

Em que o indice ib equivale a indicacao da balanca e pc ao peso do caminhdo.

Principio de modelagem matematica de sistemas dindmicos com uso de software



U1l

60

A empresa responsavel pela manutencdo do sistema de aquisicao de dados
informou ao perito que, na primeira balanca, o peso é adquirido 3s apos a entrada
do caminhdo e, na segunda balanca, 1,2s apos a entrada do veiculo. Considere que
durante o percurso entre as balancas ndo houve variacdo de carga no caminhao,
gue as diferencas causadas pelo consumo de combustivel sdo despreziveis e que
0 peso é fixado apos a acomodacao do sistema.

Vocé e o perito contratado pela empresa de caminhdes. Apresente seu parecer
para O caso, justificando-o com dados técnicos.

Resolucéao da situagdo-problema

Para resolver esta situacao, € preciso analisar os dados fornecidos pela empresa
responsavel pela manutencao do sistema. Dessa forma, devemos analisar o tempo
de aquisicao dos pesos pelas balancas. Sera que eles foram adquiridos apos o periodo
transitorio necessario para aquisicdo dos pesos?

Se temos a funcado de transferéncia do sistema, entdao podemos, com o auxilio
do MATLARB®, fazer um programa que rapidamente mostre o tempo de acomodacdo
da balanca e verificarmos se o resultado das balancas foi suficiente para realizar as
medidas.

Sendo assim, em linhas de comando, o programa realizado foi:
Z%Avancando na pratica - Secao 1.3
%Definicdo da funcao de transferéncia
num=[16];
den=[1416];
sys=tf(num,den)

%Calculo dos parametros necessarios
wn=sgrt(num);

zeta=4/(2*wn);

7%Calculo tempo de acomodacao para sistemas de balanca
ts=4/(zeta*wn)

A resposta encontrada foi de 2s para o tempo de acomodacdo. Desse modo, sua
conclusdo como perito do caso poderia ser a sequinte:

O sistema de pesagem da balanca apresenta medida confiavel apos o tempo de
acomodacgao do sistema, que é de 2s. Como a segunda medicdo é realizada apos
1,2s, que € menor que o tempo de acomodacao, a medida obtida dessa balanca nao
é confiavel. Por outro lado, a medicao da primeira balanca € adequada, pois € realizada
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apos 3s, que € maior que o tempo de acomodacao. Portanto, a multa emitida é

indevida, uma vez que o valor medido pela seqgunda balanca ndo € confidvel.

Faca valer a pena

1. O MATLAB® é uma linguagem de alto nivel e um ambiente interativo,
cujos elementos basicos sao as matrizes (origem de seu nome, do inglés
MATrix LABoratory). Com esta ferramenta € possivel realizar calculos
matematicos, modelamento de sistemas dinamicos, simulacdes, graficos
cientificos e desenvolvimento de algoritmos, incluindo interfaces graficas
com O usuario nas mais diversas areas cientificas: Medicina, Biologia,
Matematica, Fisica e principalmente nas engenharias.

A respeito do MATLAB®, podemos afirmar:

|. Tem uma grande biblioteca de funcdes e comandos ja prontos que
aperfeicoam o tempo gasto nas tarefas.

Il. Tem em sua tela principal as janelas: command window, current
folder e workspace.

lll. Permite modelar, simular e analisar sistemas dinamicos lineares ou
nao lineares, por meio de um ambiente de diagrama de blocos que
possui uma interface grafica.

E correto o que se afirma em:

a) |, apenas.
b) Il, apenas.
cl, Ilelll.

d) Ill, apenas.
e)lelll

2. A programacdo no MATLAB® pode ser feita usando o comando de
instrucao (script) ou via diagramacao grafica de blocos, o Simulink®.

A respeito da programacao via comando de instrucao, podemos afirmar
que:

I. O comando tf(num,den) representa a funcdo de transferéncia do
sistema desde que "num” seja o polindbmio do numerador e “den” o do
denominador, conhecidos.

II.O comando ss(A, B, C, D) representa o espaco de estado onde a matriz
de estado A, a matriz de controle B, a matriz de saida C e matriz de
transmissao direta D das equacdes de espaco de estado sao conhecidas.
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lll. O comando step(sys) representa a entrada ao impulso unitario em
um sistema.

E correto o que se afirma em:

a) |, apenas.
b) Il, apenas.
ol llelll.

d) Ill, apenas.
e)lelll

3. O MATLAB® é uma linguagem de alto nivel e um ambiente interativo.
A programacdo no MATLAB® pode ser feita usando o comando de
instrucado (script) ou via diagramacao grafica de blocos, o Simulink®.

Na programacdo em script, como poderiamos escrever o polindmio da
equacao a seguir no MATLAB®?

6x' —x>+x* +1

a) 61101
b) [6; -1; 1; 1].
ol6-111].
d)[6-1101].
e)[6; -1;1; 0; 1.
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Unidade 2

Modelagem de sistemas elétricos

Convite ao estudo

Caro aluno, nesta unidade faremos um estudo mais detalhado de
modelagem matematica aplicados aos sistemas elétricos. Esses sao
componentes essenciais de muitos sistemas dinamicos complexos,
como: controlador de velocidade de um automovel, mao robotica,
sistemas de aquecimento de temperatura, celulares, maquina de lavar,
dentre outros. Todos eles precisam dos circuitos (que usaremos como
sinbnimos de sistemas) elétricos para funcionar.

Na unidade anterior, adquirimos 0s conhecimentos necessarios para
a obtencdo do modelo matematico. Na Secdo 1.1, vimos o conceito
de modelos e aprendemos as fases de uma modelagem de sistemas
dinamicos. Na Secao 1.2, conhecemos as formas de representacao
matematica que facilitam nossa analise, como: funcdo de transferéncia e
espaco de estado e modelos tipicos de sinais de entrada (sinal degrau) e
de representacdo (modelo de primeira ordem e segunda ordem). Por fim,
na ultima secao, aprendemos uma importante ferramenta para a analise
dos modelos obtidos.

A partir de agora aplicaremos todos esses conceitos adquiridos
anteriormente aos sistemas eletricos dinamicos. Assim, obteremos o
modelo que descreve a dinamica desses sistemas a partir dos elementos
passivos e circuitos com amplificadores operacionais que os compdem.
Analisaremos diferentes tipos de associacdes desses elementos e como
eles podem auxiliar no Nosso objetivo de controlar os processos. Por fim,
na ultima secao, verificaremos as respostas dos modelos elétricos com
auxilio do software MatlLab®.

Portanto, o objetivo desta unidade € desenvolver o conhecimento
necessario para, com base na modelagem matematica da dinamica dos
componentes elétricos, construir uma solug¢ao viavel para o controle de
processo. Aléem disso, serdo desenvolvidas as habilidades de raciocinio
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Secao 2.1

Modelagem matematica de sistemas elétricos:
circuito RC e amplificadores operacionais

Dialogo aberto

Uma empresa de sistemas embarcados foi contratada por uma usina para
desenvolver um controle automatico do nivel de um reservatorio de agua que
fica proximo a um ambiente com muita presenca de ruido. Vocé € o engenheiro
responsavel pela equipe de pesquisa e desenvolvimento (P&D) dessa empresa e
sera desafiado a desenvolver esse projeto. Se for possivel, como vocé conseguira
projetar esse sistema de nivel de forma automatica? Quais componentes elétricos
poderdo ser utilizados? Qual serd a relacdo entre esses componentes? Sabemos
que os circuitos elétricos sao formados por resistores, capacitores, indutores e
amplificadores operacionais, mas Como esses componentes podem ser associados
Oou organizados para nos ajudar na tarefa do controle automatico do nivel? O que
€ preciso fazer para que a resposta do circuito seja exatamente a que queremos?

Nesta secao aplicaremos os conhecimentos de modelagem matematica aos
estudos de circuitos elétricos, isto €, daremos 0s primeiros passos para encontrar
0 modelo matematico representativo desse tipo de sistema.

Vimos na unidade anterior, que umas das fases necessarias ao processo de
modelagem matematica € a utilizacdo das leis basicas que regem o comportamento
dos sistemas. Dessa forma, entenderemos como as leis de Kirchhoff nos ajudarao,
com base no esquematico de um circuito elétrico, aencontrar a equacao diferencial
e, consequentemente, a funcao de transferéncia que representa o sistema.

Sabemos que os modelos matematicos tipicos que descrevem a dinamica dos
sistemas podem ser representacdes de primeira e segunda ordem. Comecaremaos
nesta secao os estudos dos circuitos elétricos de primeira ordem dos tipos: RC,
isto €, circuitos formados por resistores e capacitores, e circuitos RL, formados por
resistores e indutores. Vale salientar que esse tipo de sistema forma os chamados
filtros, equipamentos eletronicos utilizados para rejeitar uma certa frequéncia dos
sinais. Essa caracteristica pode nos ajudar a amenizar os ruidos que temos no
ambiente do nosso projeto.
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Por fim, conheceremos os amplificadores operacionais e como eles podem ser
associados aos elementos passivos dos circuitos elétricos para a implementacao
do nosso controlador.

Preparado para mais essa tarefa?

Bons estudos e otimo trabalho.

Nao pode faltar

A obtencdo do modelo matematico que descreve o comportamento do sistema
€ O primeiro passo para a analise dos projetos em sistemas dinamicos. Vimos na
Secao 1.1, gue umas das etapas para obtencdo do modelo matematico € a utilizacao
das leis basicas que regem o comportamento dos sistemas. Tratando-se de sistemas
elétricos, a lei fundamental para representacao da dinamica destes € a Lei de
Kirchhoff.

 Lei de Kirchhoff

Baseada no principio de conservacao das cargas elétricas e no fato de que o
potencial elétrico € 0 mesmo apos um percurso em uma trajetoria fechada,
compde-se por outras duas leis:

O Lei dos Né6s ou das Correntes: a soma algeébrica das correntes
em um no é sempre igual a zero, ou seja, a soma das correntes que
chegam a um no € igual a soma das correntes que saem desse NoO. As
correntes que entram no NO sdo consideradas positivas e as que saem,
negativas.

O Lei das Malhas ou das Tensbdes: estabelece que, em qualquer
instante, a soma algébrica das tensdes ao longo de uma malha em um
circuito elétrico ¢é igual a zero, ou seja, a soma das quedas de tensdo
€ igual a soma das elevacdes de tensdo ao longo de qualquer malha
em um circuito elétrico. As quedas de tensdes tém sinal positivo e 0s
aumentos de tensdes, negativos. Assim, ao percorrer os ramos das
malhas sao considerados Os sinais positivos e negativos até retornar ao
ponto inicial. Logo, como voltamos ao mesmo ponto, a somatoria dos
aumentos e quedas de tensdes sera nula.

@ Reflita

Mas quando devemos aplicar as leis de Kirchhoff: nos ou malhas para
obtencdo da dinamica dos sistemas elétricos?
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A aplicacdo de uma ou das duas leis depende das caracteristicas dos circuitos
elétricos eminteresse. Normalmente, a escolha da lei a ser utilizada esta relacionada
ao menor esforco algébrico, por exemplo, aplica-se a Lei dos Nos quando ha fonte
de corrente e Lei das Malhas quando temos circuito associado em série.

As variaveis ou grandezas fisicas frequentemente utilizadas para analise dos
circuitos elétricos sdo tensdes e corrente em funcdo do tempo. Os elementos
basicos que compdem esse tipo de circuitos sao fontes de tensdo ou corrente,
resistores, capacitores, indutores e amplificadores operacionais (AmpOps).

Assim, para iniciarmos nosso estudo em modelagem de sistemas elétricos e
fundamental relembrarmos as relagcdes de tensdo e corrente desses elementos
passivos, como mostra a Tabela 2.1.

Tabela 2.1 | Tenséo e corrente de elementos basicos dos circuitos elétricos

Componente Tensdo Corrente
Resistor W)=Ri(r) )= 40)
. : a
Copacitor | WO=L[idl | i0=CTD
_ g di(t .
Indutor V(f)—L% i(0) :%J'V(l‘)dl‘

Fonte: elaborada pela autora

Pesquise mais

Os circuitos elétricos sdo formados por componentes ativos e passivos.
Os componentes passivos sao os resistores, capacitores e indutores. Ja 0s
ativos introduzem energia adicional ao circuito e sdo as fontes de tensdo,
a corrente e os amplificadores operacionais.

Para saber mais sobre as caracteristicas desses elementos, leia,
principalmente, o Capitulo 2 do seguinte livro:

DORF, Richard C.; SVOBODA, James A. Introdugcdo aos circuitos
elétricos. 8. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2012.
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De posse desses conhecimentos, nesta secao realizaremos as etapas do
processo de modelagem matematica para representacdo da dinamica dos
sistemas elétricos aplicados aos circuitos de primeira ordem: circuitos resistivos
- capacitivos (RC) e resistivos - indutivos (RL). O circuito RC é muito utilizado em
filtros (em instalacdes elétricas e equipamentos eletrbnicos para protecao, pois
rejeita ruido indesejado) do tipo passa-baixa (os filtros que deixam passar apenas
sinais com baixas frequéncias), instrumentacao elétrica e eletrdnica, além de ser
parte integrante de compensadores em malha de controle. Ja o circuito RL € muito
usado em filtros (tipo passa-alta, os que permitem a passagem de sinais com alta
frequéncia), nos diversos modelos de enrolamento de maquinas elétricas, circuito
de excitacdo em maquinas sincronas, dentre outros.

» Modelagem de circuitos RC:

Formado por elementos passivos: resistor (Ohm) e capacitor (Faraday),
como mostra a Figura 2.1, a obtencdo da funcao de transferéncia que
descreve a dinamica do sistema e dada pelos sequintes passos do processo
de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia do circuito
RC, considerando ei como entrada e e0 como saida do sistema.

2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: Lei de Kirchhoff das Malhas.

3. Simplificacdes e aproximacdes: para modelagem de todos os sistemas
elétricos desenvolvidos neste material, utilizaremos um conjunto de
hipoteses que irao simplificar os modelos matematicos desse tipo, tais como:
0s resistores sdo puros, lineares e os valores das respectivas resisténcias sao
constantes; 0s capacitores sao puros e lineares e os valores das respectivas
capacitancias sao constantes; os fios que conectam 0s elementos sao
condutores perfeitos com resisténcias, capacitancias e indutancias nulas;
todas as condicdes iniciais sao nulas e as variagdes das grandezas do sistema
sao consideradas pequenas a fim de manter o comportamento do sistema
linear.

4. Equacionamento: antes de iniciarmos o equacionamento, € importante
definir e repetir os sentidos das grandezas em todos as malhas de um
circuito elétrico. Por exemplo, se considerarmos o sentido horario como
positivo para a corrente elétrica em uma malha, € fundamental que essa
mesma consideracao seja repetida para todas as malhas do circuito. Além
disso, a representacao do sentido adotado e dos valores das grandezas
especificados no esguematico dos circuitos elétricos facilita a obtencao
desta etapa no processo de modelagem matematica, como mostra a Figura
2.1
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Sendo assim, aplicando a Lei de Kirchhoff das Tensdes, temos as Equagdes
(21 e (2.2):

Ri(f) +% j i(1)dt—e, =0 (2.1)

%Iidt —e, 2.2)

Em sequida, aplicamos a transformada de Laplace as Equacdes (2.1) e (2.2),
com condic¢des iniciais nulas, e obtivemos as Equacdes (2.3) e (2.4):

RI(s)+~ L ()= E (s) o3
Cs

11
——1(s)=E,(s) (2.4)
Cs
Dessa forma, a funcdo de transferéncia para esse sistema € dada pela
Equacéao (2.5):
E,(s) _ 1
E(s) RCs+1

(2.5)

Figura 2.1 | Esquematico de circuito RC com as grandezas e os sentidos especificados

+ ae—— A" MNA—9—= b 4+

o
9]
5
/1
o

Fonte: adaptada de Felicio (2010).

Dica para facilitar a dedugao da fungao de transferéncia dos circuitos elétricos:
se aplicarmos a transformada de Laplace na coluna de tensdo da Tabela 2.1, com
as condicdes iniciais nulas, conseguiremaos as seguintes relacdes:
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 Resistor:
V(s)=RI(s) (2.6)
» Capacitor:
1
V(is)=—1(s (2.7)
(s) = (s)
e Indutor:
V(s)=sLI(s) (2.8)

Se isolarmos o I(s) nas Equacdes (2.6), (2.7) e (2.8), podemos chegar a uma
relacdo genérica como a Equacgao (2.9):

Vis) _
1(s) -

Z(s) (2.9)

Considerando que Z(S) seja R,% e sL para os circuitos resistivos, capacitivos e
S

indutivos, respectivamente. A funcdo de transferéncia da Equacao (2.9) é conhecida
como funcdo de transferéncia particular de impedancia e Z(s) como impedancia
complexa.

ég" Assimile
As relacdes de tensdo e corrente dos elementos passivos podem ser
representadas pela funcdo de transferéncia particular com a impedancia

complexa Z(s) igual a R,% e sL para Os Circuitos resistivos, capacitivos e
S
indutivos, respectivamente.

» Modelagem de circuitos RL

Formado por elementos passivos: resistor (Ohm) e indutor (Henry), como
mostra a Figura 2.2, a obtencdo da fung¢do de transferéncia que descreve
a dinamica do sistema € dada pelos seguintes passos do processo de
modelagem matematica:
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1. Definicao do problema: obtencdo da funcao de transferéncia do circuito
RL, considerando a tensao ei como entrada e a corrente i como saida do
sistema.

2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: Lei de Kirchhoff das Malhas.

3. Simplificag®es e aproximacdes: utilizaremos as mesmas simplificacdes do
circuito RC.

4. Equacionamento: considerando os sentidos e as grandezas mostradas na
Figura 2.2, podemos aplicar a Lei de Kirchhoff das Tensdes, Equacao (2.10):

Ri(t)+ L

i

a®) _, _, (2.10)
dt

Ou aplicarmos diretamente a técnica de obter funcao de transferéncia particular
de impedancia. Dessa forma, poderiamos escrever diretamente a Equagado (2.11):

—E.(s)+Z,(s)I(s)+Z,(s)I(s) (2.11)

Onde Z =R e Z,=sL. Logo, a Lei de Kirchhoff das tensdes pode ser escrita
diretamente no dominio da frequéncia, como mostra a Equagao (2.12):

RI(s)+sLI(s)=E(s) (2.12)

Portanto, a funcdo de transferéncia para esse sistema ¢ dada pela a Equacao
(2.13).

I _ 1

=— (2.13)
E(s) Ls+R

Figura 2.2 | Esquematico de circuito RL com as grandezas e sentidos especificados

R
+ a e—AAAN

—de

Fonte: adaptada de Felicio (2010).
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! Pesquise mais

Como dito anteriormente, os circuitos RC e RL sdo um dos mais simples
filtros eletronicos analogicos existentes. Eles tém como caracteristica
fundamental proteger os equipamentos eletréonicos, deixando passar
apenas uma frequéncia do sinal desejado, podendo esta ser baixa (circuito
RC) ou alta (circuito RL).

O calculo dessa frequéncia é dado pelas Equacdes (2.14) e (2.15) para 0s
circuitos RC e RL, respectivamente.

) ) S 1 1
« Circuitos RC: w=—2s rad/s ou f. S2RC Hz (2.14)
o R R
o Circuitos RL: @ == rad/s ou f,=—— Hz (2.15)
L 2rL

Onde w ¢ a frequéncia angular (dada em radianos por segundo) e f_¢€ a
frequéncia angular dada em Hertz.

Para saber mais sobre as caracteristicas desses circuitos leia o seguinte
material: <http://www.getulio.eng.br/meusalunos/circuitoscom/
ApostilaFiltrosPassivos.PDF>. Acesso em: 9 out. 2016.

Agora que ja abordamos 0s elementos passivos, vamos saber mais sobre a
modelagem do elemento ativo amplificador operacional?

. Amplificadores operacionais (AmpOps)

Os AmpOps sao circuitos integrados utilizados em um grande numero de
aplicacdes, tais como: sistemas eletronicos de controle industrial, instrumentacao
industrial, instrumentacdo meédica, sistema de aquisicao de dados, equipamento
de audio etc.

Esse componente ativo é caracterizado por um terminal negativo (V-), entrada
inversora, terminal positivo (V4) e entrada ndo inversora, como mostra a Figura 2.3.
Dessa forma, a tensao de saida desse elemento pode ser dada pela Equacgao (2.16).

Vo=2AW, -V)) (2.16)

Onde A € o0 ganho de tensao do AmpOp.
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Figura 2.3 | Amplificador operacional - simbolo

V—-

Y

+

Fonte: elaborada pela autora.

Ao analisar a Equacado (2.16), nota-se que a tensao de saida é a amplificacdo
da diferenca das tensdes de entrada do AmpOp. Esse tipo é conhecido como
amplificador diferencial.

Nos amplificadores operacionais ideais, aimpedancia de entrada € muito grande,
considerada infinita e a de saida € muito pequena, considerada nula. Desse modo,
nenhuma corrente flui pelos terminais de entrada e a tensdo de saida ndo € afetada
pela carga conectada ao terminal de saida. Assim, nos sistemas de controle e,
conseguentemente, nos projetos de modelagem, consideramos os amplificadores
operacionais como ideais.

Dentre os circuitos formados com os amplificadores operacionais nos interessa
o tipo inversor e Nao inversor.

o Amplificador inversor

E o amplificador de ganho mais amplamente utilizado. Nesse tipo de
circuito, Figura 2.4, a entrada positiva do amplificador operacional ¢ ligada
ao referencial, ou terra, do circuito e a saida (VO) e dada pela multiplicacdo
da tensao de entrada (Vi) por um ganho constante fornecido pelo resistor
de entrada (R) e o resistor de realimentacao (Rf), Equacao (2.17). A maior
caracteristica desse tipo de circuito € que a saida € invertida em relacdo a
entrada.

Figura 2.4 | Amplificador inversor

v,

Fonte: Elaborada pela autora
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Rf
v=—"Ly (217)
R

oAmplificador nao inversor

A entrada positiva € conectada a um valor de tensao diferente da referencial,
como mostra a Figura 2.5. Assim, a saida é dada pela Equacao (2.18). Como
a tensdo de saida tem o mesmo sinal que a tensdo de entrada, logo, esse
amplificador € do tipo ndo inversor.

Figura 2.5 | Amplificador ndo inversor

Rf
VAVAVAN
R
VAVAYAN -
L Ly,
Vi +
Fonte: elaborada pela autora.

Rf

Vejamos como encontrar a funcdo de transferéncia dos AmpOps a seguir.

Encontre a relacdo de E(s) e E(s), respectivamente, tensdo de saida e
tensao de entrada, no circuito da Figura 2.6.

Figura 2.6 | Controlador Pl eletréonico

E(s) E(s) + E+ s)
0

Fonte: elaborada pela autora.
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Ao analisarmos esse circuito, notamos que este € formado por dois
circuitos de amplificador inversor em cascata. A fungao de transferéncia
do primeiro esta dada em relagao as impedancias complexas, Equacao
(2.19).

E(s) __Z,

=—— 2.19
E(s) Z, e

Como Z, € a propria resisténcia R, Equagdo (2.20).

Z, =R, (2.20)

Ja Z, R, e C, estdo em associagcao em serie, a impedancia equivalente
entre eles ¢ dada pela Equacao (2.21).

1 RCys+1
SC,  sC,

Z,=R,+ (2.21)

Para o segundo amplificador inversor, a relacao de saida e entrada € dada
pela Equacdo (2.22).

L) & 222)
E(s) R,

Como os AmpOps estdo em cascata, a relacdo saida e entrada resultante
€ dada pela multiplicacdo da funcdo de transferéncia do primeiro pelo
segundo, Equacao (2.23).

Ey(s) _ E,(s) E(s) (2.23)
E(s)  E(s) E(s)

Dessa forma, apos algumas manipulagdes algébricas, a funcéo de
transferéncia desse circuito elétrico é dada pela Equacdo (2.24).

Ey(s) _R, R, R,C,s+1

= (2.24)
E(s) R, R R/C,s
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Ossistemada Figura 2.6, do item Exemplificando, € conhecido como controlador
Pl eletronico ou controlador proporcional — integral. Esse tipo de circuito pode ser
utilizado para melhorar o desempenho de um sistema de controle. Entre os tipos
de controladores, o mais amplamente utilizado nos projetos de Engenharia de
Controle sdo os controladores PID, pois tem simplicidade de implementacao, baixo
custo e robustez nas mais diversas condicdes de uso. Esses tipos de controladores,
assim como os do tipo PI, sao formados por capacitores, resistores e amplificadores
operacionais, juntos constituem os sistermas de controle automatizados.

Sem medo de errar

Uma empresa de sistemas embarcados foi contratada por uma usina para
desenvolver um controle automatico do nivel de um reservatorio de agua que
fica proximo a um ambiente com muita presenca de ruido. Vocé € o engenheiro
responsavel pela equipe de pesquisa e desenvolvimento (P&D) dessa empresa. Como
VOCE consequira projetar esse sistema de nivel de forma automatica? Quais sdo os
componentes elétricos que podem ser utilizados? Qual serad a relacdo entre esses
componentes? Sabemos que os circuitos elétricos sdo formados por elementos
como: resistores, capacitores, indutores e amplificadores operacionais, mas como
esses componentes podem ser associados ou organizados, para Nos ajudar na tarefa
do controle automatico do nivel? O que é preciso fazer para que a resposta do circuito
seja exatamente a que queremaos?

Resoluc¢do da situacao-problema

Como engenheiro de P&D responsavel por desenvolver essa parte do projeto,
vocé podera implementar um controlador do tipo PID analogico para controlar de
forma automatica o nivel de agua do reservatorio. Vimos que um controlador PID
analogico é formado por capacitores, resistores e amplificadores operacionais, como
mostra a Figura 2.7.

Figura 2.7 | Controlador PID analogico

Fonte: elaborada pela autora
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Ao analisarmos esse circuito, notamos que este € formado por dois circuitos de
amplificador inversor em cascata. A funcdo de transferéncia do primeiro esta dada
em relagdo as impedancias complexas, Equagao (2.25)

Es)__ 2 (2.25)

E(s)  Z,

Como R, e C, estdo em associagéao paralela, a impedancia equivalente entre
eles é dada pela Equacao (2.26).

7R (2.26)
RCis+1

Ja Z, € o equivalente da associagdo em série dada por R, e C,, Equacdo (2.27).

_R,Cys+1

zZ
? sC,

(2.27)

Para o segundo amplificador inversor a relacdo saida e entrada € dada pela
Equacdo (2.28).

E(s) _ R, (2.28)

E(s) R,

Como os AmpOps estdo em cascata, a relacao saida e entrada resultante
€ dada pela multiplicacdo da funcao de transferéncia do primeiro pelo
segundo, Equacdo (2.29).

Ey(s) _ Ey(s) E(s)

= (2.29)
E(s)  E(s) E(s)
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Dessa forma, apos algumas manipulacdes algébricas, a relacdo entre os
resistores, capacitores e amplificadores operacionais ¢ dada pela funcdo de
transferéncia desse circuito elétrico expressa pela Equacéao (2.30).

Ey(s) R R [(RCs+D(RC,s+1)
E(s) R, R, R,C,s

(2.30)

Os valores dos resistores a serem usados dependerao do valor do sinal de
entrada e saida desse controlador ao longo do processo. Como esse projeto e
para ser aplicado em um ambiente com muita presenca de ruido, sera necessaria
a implementacao de um filtro, que veremos na proxima secao. Dessa forma, a
depender de como o filtro for idealizado, saberemos quais serdo os sinais exatos
de entrada e saida desse dispositivo. Assim, conseguiremos determinar valores
comerciais para nosso controlador.

Avancando na pratica

Projeto de um filtro passa-baixa de primeira ordem
Descricao da situacao-problema

Uma pequena empresa de alimentos estava com um problema: em determinada
hora do dia uma de suas esteiras perdia o controle de sua velocidade, isto €, em alguns
momentos ela ficava mais rapida, outros mais devagar.

Um engenheiro foi designado a resolver esse impasse. Ele chegou ao local no
determinado horario em que a esteira perdia a sintonia da velocidade e percebeu a
presenca de um sinal indesejado nas medi¢cdes. O engenheiro decidiu colocar um
filtro para resolver o problema. O que ele ndo lembrava, naquele instante, era como
determinar os elementos que compdem esse filtro.

Vamos ajuda-lo?

Dados medidos: o sinal indesejado tinha uma frequéncia de 106,1 Hz e o
equipamento de controle precisa de um sinal com frequéncia inferior a esta.

Resoluc¢do da situacdao-problema
Para ajudar nosso amigo de profissao, o ideal seria projetar um filtro que rejeite os

sinais acima da frequéncia do sinal medido. Sendo assim, um possivel esquematico
desse filtro passa-baixa € apresentada pela Figura 2.8.
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Figura 2.8 | Esquematico filtro passa-baixa

Ry R,
N

l4(s) * 15(s)
Vi(s) I,(s) R, V,(s) C__ V(s

Fonte: elaborada pela autora.

Agora, com o esquematico montado, vamos encontrar a func¢ao de transferéncia
do sistema e determinar os elementos que compdem esse filtro.

Iniciamos pela definicao do problema que se caracteriza pela obtencao da
funcao de transferéncia do circuito RC, considerando Vi como entrada e V como
a sailda do sistema. Em seguida, podemos utilizar a Lei de Kirchhoff das Correntes
como teoria e aplicacdo das leis fundamentais e podemos realizar as seguintes
simplificacdes e aproximagdes: oOs resistores sdo puros, lineares e os valores das
respectivas resisténcias sao constantes; os capacitores sao puros e lineares e os
valores das respectivas capacitancias sao constantes; os fios que conectam os
elementos sao condutores perfeitos com resisténcias, capacitancias e indutancias
nulas; todas as condi¢des iniciais sdo nulas e as variagcdes das grandezas do sistema
sao consideradas pequenas a fim de manter o comportamento do sistema linear.
Assim, o equacionamento ao aplicarmos a Lei de Kirchhoff das Correntes ao no A
é dado pela Equacéo (2.31).

1,(s)=1,(s)+1(s) (2.31)
Sabendo a relacdo de tensdo para os resistores e 0s capacitores, chegamos a

Equacao (2.32).

MO ACT AN A

Rl R2 R+L (2.32)
’sC

Aplicando a mesma lei ao n® B, chegamos a relacdo dada pela equacdo (2.33).
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Vi()=V(s) _V(s)
R, 1
sC

(2.33)

Isolando o valor de V.(s) na Equacao (2.33) e substituindo na Equagao (2.32),
obtemos a fungao de transferéncia para o filtro, como na Equacdo (2.34).

V) 1 (2.34)
Vi(s) 3RCs+2

1
V(s) __ 3 (2.35)
) . 2

3RC

Sabendo que a frequéncia de corte do filtro passa-baixa € dada pela Equacdo
(2.36) e que nossa frequéncia de corte é 106,1 Hz, podemos chegar a relacéo
resistor-capacitor, como a Equacao (2.37).

1
—=27(106,1
RC e( ) (2.36)

RC =0,001 (2.37)

Logo, podemos selecionar R = 1 kQ e C = 1 yF que conseguiremos ajudar ao
NOSsSO amigo engenheiro.

Vale destacar nesse problema o valor do ganho estatico do filtro, ou seja, o
valor da funcdo de transferéncia quando s=0, nesse caso, o ganho seria igual a
0,5. Assim, teriamos um filtro passa-baixa de ganho estatico iguala1l/2e R =1kQe
C =1 pF, cuja funcao de transferéncia ficaria como a Equacao (2.38).

V(s) 333,35
Vi(s) s+6606,7

(2.38)
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Faca valer a pena

1. A obtencdo do modelo matematico que descreve o comportamento
do sistema é o primeiro passo para analise dos problemas em sistemas
dindmicos. Sabemos que uma das etapas para obtencao do modelo
matematico € a utilizacao das leis basicas que regem o comportamento
dos sistemas.

A respeito de modelagem matematica de circuitos elétricos pode-se
afirmar:

|. E baseada nas leis de Kirchhoff: das Tensdes e Correntes.

II. Os elementos basicos que compdem esse tipo de circuito sdo fontes
de tensdo ou corrente, resistores, capacitores, indutores e amplificadores
operacionais (AmpOps).

lll. As varidveis ou grandezas fisicas frequentemente utilizadas para
analise dos circuitos elétricos sao tensdes e corrente em funcao do
tempo.

a) Apenas | esta correta.
b) Apenas Il esta correta.

)
c) Apenas Il esta correta.
d) Apenas Il e lll estao corretas.
)

e) |, Il e lll estdo corretas.

2. Os circuitos elétricos podem ter suas dinamicas descritas por funcdes
de transferéncia, conhecidas como funcdes de transferéncia particular
de impedancia, que tem por base a impedancia complexa como a
relacdo entre tensao e corrente.

Ao aplicarmos a transformada de Laplace, com condicdes iniciais nulas,
a relacdo tensdo - corrente do resistor, capacitor e indutor pode ser
dado, respectivamente, por:

a)R, sLe1/sC.
b) R, 1/sC e sL.
c) R, sCel/sL.
d) R, 1/sL e sC.
e) R, sL e 1/sC.
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3. O amplificador operacional ndo inversor caracteriza-se por ter a
entrada positiva ligada ao referencial ou terra do circuito e a saida
(Vo) é dada pela multiplicacdo da tensdo de entrada (V) por um ganho

constante dado pelo resistor de entrada (R) e o resistor de realimentagao
(R).

£

Em um amplificador operacional ndo inversor qual equacao caracteriza
a tensdo de saida?

R
a) V,.:?fVO.
R
b) V,=—LV.
R
R
c) V,.=——fV0
R
d
V==LV,
R
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Secao 2.2

Modelagem matematica de sistemas elétricos:
circuito RLC

Dialogo aberto

Na secao anterior, demos inicio a aplicacdo dos conceitos de modelagem
matematica aplicados aos sistemas elétricos. A partir dos sistemas fisicos, obtivemos
a equacao diferencial descritiva do modelo dinamico e, consequentemente, a funcao
de transferéncia dos circuitos de primeira ordem (formados por resistores e indutores
Ou resistores e capacitores) e circuitos com amplificadores operacionais.

Nesta secao daremos continuidade aos nossos estudos de modelagem
matematica de sistemas elétricos, com a utilizacdo de circuitos de segunda ordem,
podendo ser utilizados também circuitos de ordem superior. Veremaos que circuito
de sequnda ordem € muito utilizado como filtro passivo, ou seja, quando queremos
selecionar ou rejeitar uma determinada frequéncia de um sinal. Além disso, veremos
como decorre a resposta desses tipos de sistemas a diferentes entradas, como
degrau, impulso e rampa.

Nao se esquecga, vocé € o engenheiro responsavel pela equipe de pesquisa e
desenvolvimento (P&D) de uma empresa de sistemas embarcados que foi contratada
para implementar um controlador PID do sistema automatico de controle de nivel,
qgue fica proximo a um ambiente com presenca de muito ruido. Vocé ja obteve a
funcao de transferéncia que descreve o comportamento da dinamica do sistema desse
controlador, agora, deverd atentar-se para o ruido presente no local do projeto. Como
resolver essa situacdo? Como fazer que o ruido presente nao interfira no controle do
seu sistema?

Vamos implementar mais essa parte do projeto de controle do nivel?
Espero que vocé esteja animado para mais essa etapa.

Bons estudos e otimo trabalho.
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Nao pode faltar

Na Secao 2.1 vimos que os circuitos eléetricos tém sua dinamica dada pelas Leis de
Kirchhoff da Tensdo e da Corrente. Alem disso, vimos também que eles sao formados
por elementos ativos como: fonte de tensdo, geradores, amplificadores operacionais
(AmpOp) etc.; e por elementos passivos: resistores, indutores e capacitores, que
podem ser conectados de diversas maneiras, formando os mais diferentes sistemas
dinéamicos: compensadores, controladores de velocidades, aquecedores, dentre
outros.

Nesse contexto, um circuito RLC é formado por um resistor (R), um indutor (L) e
um capacitor (C), podendo estar conectado em série ou paralelo. Esse tipo de circuito
€ denominado de segunda ordem, visto que a tensdo e a corrente do circuito podem
ser descritas por uma equacao diferencial de segunda ordem.

Vale ressaltar que a ordem de um sistema € dada pela quantidade de elementos
armazenadores de energia presentes no circuito. Isto €, sabendo que 0s capacitores
sao elementos armazenadores de energia elétrica e que os indutores sao
armazenadores de energia magnética, podemaos relacionar a ordem do nosso sistema
com a quantidade de capacitores e indutores presentes Nnos sistemas em estudo. Por
exemplo, se o sistema elétrico tiver apenas um capacitor ou indutor, o sistema sera
descrito por equacao diferencial de primeira ordem; mas se o circuito elétrico for
formado por dois capacitores ou dois indutores, ou mesmao por um capacitor e um
indutor, o circuito sera descrito por equacao diferencial de segunda ordem, e assim
sucessivamente.

ég‘, Assimile

A ordem do modelo matematico de um sistema elétrico € dada pela
quantidade de elementos armazenadores de energia que temos em
NOSSO Circuito.

Sendo assim, partindo de um circuito RLC em série formado por um resistor
(Ohmes), um indutor (Henry) e um capacitor (Faraday), percorrido por uma corrente
i(t) (@mperes), como mostra a Figura 2.9, vamos encontrar o modelo matematico
que descreve a relacdo entre a tensdo do capacitor e a tensdo de entrada desse
sistema?
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Figura 2.9 | Esquematico circuito RLC em série

Fonte: elaborada pela autora.

O processo de modelagem matematica € dado pelos sequintes passos:

1. Definicao do problema: obtencdo da funcdo de transferéncia do circuito RLC
em série, considerando v(t) como entrada e v, (t) como saida do sistema.

2. Teoria e aplicagdo das leis fundamentais: Lei de Kirchhoff das Malhas.

3. Simplificagdes e aproximacdes: para a modelagem dos sistemas elétricos
de segunda ordem serdo adotados © mesmo conjunto de hipoteses aplicados aos
circuitos de primeira ordem:

a.  Os resistores sao puros, lineares e os valores das respectivas resisténcias sao
constantes.

b.  Os capacitores sao puros e lineares e os valores das respectivas capacitancias
sao constantes.

c.  Osindutores sdo puros e lineares e os valores das respectivas indutancias sdo
constantes.

d.  Os fios que conectam os elementos sdao condutores perfeitos com
resisténcias, capacitancias e indutancias nulas.

e.  Todas as condicdes iniciais sao nulas.

f. Asvariagbes das grandezas do sistema sdo consideradas pequenas a fim de
manter o comportamento do sistema linear.

4. Equacionamento: considerando os sentidos e as grandezas mostradas no
esquematico da Figura 2.9, podemos aplicar a Lei de Kirchhoff das Tensdes, Equacao
(2.39) e Equacao (2.40).

. di 1. -
Ri(t)+ L=+~ [itydt—v(ty=0 (2.39)
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% [idt =v,(0) (2.40)

Aplicando a transformada de Laplace as Equacdes (2.39) e (2.40), considerando as
condig¢des iniciais nulas, chegamos as Equacdes (2.41) e (2.42).

RI(s)+ Lsl(s)+ L I(s)=V{(s) (2.41)
sC

1
—1(s) =V, (s) (2.42)
sC

Dessa forma, a funcao de transferéncia para esse sistema, mostrada na Equacao
(2.43) &

1
V (s 1 TC
(S) sTHRCs+1 o Ko 1
L LC

Esse mesmo circuito elétrico, Figura 2.9, poderia ser modelado por representacdo
em espaco de estado. Sabemos que se trata de um circuito de sequnda ordem, logo,
S80 necessarias duas variaveis de estado para descrever completamente a dindmica
do sistema, sendo elas demostradas pelas Equacdes (2.44) e (2.45).

x, () =v,(1) (2.44
dv, (1)
) =-—o07 (2.45)
x, (1) dt

Assim, derivando a Equacdo (2.40) e substituindo na Equagdo (2.39), chegamos a
equacdo diferencial (2.46) em funcao das variaveis de estado.

dv, (?) d2V0 (?)

RC +LC o +v, (1) =v(?) (2.46)
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Reescrevendo a Equacdo (2.46) em funcdo das varidveis de estado, x,(f)e x,(%),
chegamos a Equacéo (2.47).

R 1 1
. (2.47)
Y (D) =—=x () ——— x () +— (¢t

Sendo as variaveis de entrada e saida, respectivamente, descritas pelas Equacdes
(2.48) e (2. 49).

u=v(t) (2.48)

y=v,() = x,(2) (2.49)

Entdo, podemos escrever o sistema na forma vetor — matricial, como descreve a

Equacéo (2.50) e (2.51).
: 0 1 0
Xy X
= 1 R { } +| 1 |u (2.50)

y=[1 O]P} (2.51)

@ Faca vocé mesmo

O circuito RLC é formado por um resistor (R), um indutor (L) e um capacitor
(C), podendo ser conectados em série ou paralelo. J& obtivemos o modelo
dindmico para o sistema RLC em série, que tal tentar obter o modelo RLC
em paralelo como mostra a Figura 2.10?

Figura 2.10 | Circuito RLC em paralelo

;
i(t) D i,_(t)l L R c=

1

Fonte: elaborada pela autora.

Vamos 187 Os passos sao similares ao circuito RLC em série. Vocé
consegue!
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Vimos que os sinais de entrada de teste normalmente utilizados sdo as funcdes
degrau, impulso e rampa. Segundo Ogata (2010), os sinais tipicos que devem ser
utilizados na analise das caracteristicas do sistema dependem do comportamento
de entrada a que o sistema sera submetido com maior frequéncia, nas condi¢cdes
normais de operacao. Por exemplo, se um sistema estiver sujeito, com maior
frequéncia, a variacdes bruscas de entrada, a funcdo degrau podera ser um bom
sinal de entrada; bem como o sinal impulso devera ser utilizado para sistemas
sujeitos a entrada de grande impacto. Porém, se as entradas dos sistemas variam
gradualmente com o tempo, a entrada tipo rampa pode ser um bom sinal de
teste.

@ Reflita

De posse das funcdes de transferéncia do circuito RLC em série, que
tal obtermos as respostas desses sistemas quando aplicamos diferentes
sinais de testes? Mas quais sinais devemos utilizar?

Sendo assim, ao aplicar esses trés diferentes tipos de sinais de entrada a
fungao de transferéncia para o circuito RLC em série, com valores unitarios dos
componentes passivos, as respostas adquiridas apresentam-se como sistema de
segunda ordem subamortecidos, como pode ser vista, respectivamente, na Figura
211

Figura 2.11 | Circuito RLC em série — respostas as entradas: (a) degrau, (b) impulso e (c)
rampa

Resposta a entrada degrau Resposta a entrada impulso Resposta a entrada rampa

S
3
N

Amplitude da saida
Amplitude da saida

Amplitude da saida

s

~
IS
°
&
B
B
8
~
~
o
5
2
E
5}
~
IS
)
8
2
3
8

tempo (s) tempo (s) tempo (s)

(@ (b) (©)

Fonte: elaborada pela autora.

Modelagem de sistemas elétricos



Nesse contexto, uma das aplicabilidades mais usuais dos circuitos RLC € a
utilizacdo em filtros passivos. Iniciamos uma introducao sobre filtros na secao
anterior, em que vimos filtros de primeira ordem, RL e RC. Vimos também que
esse tipo de circuito é formado, basicamente, por impedancias interligadas e seu
comportamento depende dos valores das resisténcias, capacitancias e indutancias
envolvidas.

Segundo Dorf e Svoboda (2012), os filtros de segunda ordem sao mais proximos
dos filtros ideais e sdo mais sofisticados, ou seja, esses tipos de filtro reproduzem
com maior fidelidade o comportamento dos filtros ideais desejados.

A resposta de um filtro de segunda ordem depende do ganho (k), da frequéncia
de canto ou corte (w,) e do fator de qualidade (Q). O ganho do filtro € caracterizado
como uma constante que amplifica ou atenua o sinal de resposta, a frequéncia
de corte € caracterizada por ser a frequéncia em que o filtro permitira ou nao
a passagem do sinal e o ganho de qualidade controla a forma da resposta de
frequéncia na transicao da banda passante (parte que o filtro permite a passagem
do sinal) para banda de rejeicao (parte do sinal que é rejeitada pelo filtro), como
mostra a Figura 2.12.

Figura 2.12 | Resposta do filtro de segunda ordem com diferentes valores de ganho de
qualidade para w,=1

2.5 T T T T T 17 T T 1 1T 1717

1)
[Hiw)|

0.5

0
10°! 100 10!

Fonte: adaptada de Dorf e Svoboda (2012)

Sendo assim, em um projeto de engenharia na gualimplementamos um filtro, os
valores dos componentes do circuito sdo escolhidos para que apresente os valores
desejados de k, o, e Q. Estes sdo relacionados com a fungdo de transferéncia de
segunda ordem, como mostra a Tabela 2.2.
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Tabela 2.2 | Tipos de filtro RLC de segunda ordem

Tipode Filtro Circuito Funcdo de Equacdes Projeto
Transferéncia Filtro
R L q:#
. Vy(s) % Ve
Passa - Baixas |, e | T R T QZL\E
T sStpstoe RVC
k=1
c @ =
— | B s g
Passa - Altas V) g R T _1L
vit) =0 5 +LS+LC Q_E &
k=1
¢ L 2 @ =
|l me_ T° ;/LT;
Banda Passante | v RSw | V() 2 R 1 Q:—\P
L IC RNC
k=1
1
R L -
Al g
Vols) _ LC 2
Banda de Rejeicio ve) o B 1L Q:E\E
L IC o

Fonte: adaptada de Dorf e Svoboda (2012)

Pesquise mais

Os filtros sdo classificados quanto a funcdo executada, isto €, sdo
identificados pelo tipo de frequéncia do sinal que permite a passagem:
passa-baixo (permite a passagem de sinais de baixa frequéncia); passa-
alto (permite a passagem de sinais de alta frequéncia); banda passante
(permite a passagem de sinais em uma faixa de frequéncia); banda de
rejeicdo (permite a passagem de sinais com frequéncia acima ou abaixo
de uma determinada faixa de frequéncia).

Para saber mais sobre as caracteristicas desses tipos de filtro veja mais em:

DOREF, Richard C. SVOBODA, James A. Introduc¢do aos circuitos elétricos.
8. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2012.
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Vale salientar que as equacdes de projeto de filtro foram deduzidas pela relacao
da forma-padrao dos circuitos de ordem dois, Equacao (2.52), relacionadas com a
funcao de transferéncia encontrada para o circuito, coluna 3 da Tabela 2.2.

C(s) o’

n

R(s) $*+2(0 s+0

Na equagdo acima, C(s) € a saida, R(s) € entrada, ®, ¢ a frequéncia naturéd-84
o fator ou taxa de amortecimento do sistema, como vimos na Segao 2.2. Assim,
podemos afirmar que a frequéncia de canto (o,) € dada pela Equagao (2.53).

Ja o fator de qualidade (Q) é dado pela Equacédo (2. 54). (2.53)

o, R

0 L

Sabendo o valor de o, Equacdo (2.54), entdo o valor do fator de qualidgsle.f
dado pela Equacao (2.55).

O filtro passa-baixo apresentado pela Tabela 2.2 ja foi analisado anteriom@ggiﬁ
quando encontramos a funcdo de transferéncia do circuito RLC em série.
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Exemplificando

Vamos fazer o mesmo para ofiltro passa-alta? Realize as etapas do processo
de modelagem matematica e encontre a funcdo de transferéncia do filtro
passa-alta, Figura 2.13. Em seguida, encontre a frequéncia de canto e o
fator de qualidade para os valoresde R =2,7KQ, L =20 mHe C = 2,2 pF.

Figura 2.13 | Esquematico circuito RLC - filtro passa-alta
C
| (-
I\

v (*) /ﬁ )

Fonte: elaborada pela autora.

R

+ + -

O processo de modelagem matematica € dado pelos seguintes passos:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia do
circuito RLC em série, considerando v(t) como entrada e v, (t) como saida
do sistema.

2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: Lei de Kirchhoff das Malhas.

3. Simplificagbes e aproximacdes: as adotadas para modelagem do
circuito RLC em série.

4. Equacionamento: aplicamos a técnica de obter a fungdo de transferéncia
com uso de impedancia complexa ou funcdo de transferéncia propria
do sistema. Assim, podemos aplicar a lei de Kirchhoff das Malhas que
obteremos a Equacdo (2.56) e a Equacao (2.57).

%I(s)+RI(s)+sLI(s)—V(s) =0 (2.56)
s
Vy(s)=sLI(s) (2.57)

Dessa forma, a funcao de transferéncia para esse sistema fica como
mostra a Equacéo (2.58):
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Vy(s) _ sLI(s) _ sLI(s) _ s
re) (b 2 R, 1
(SC+sL+R)1(s) 1Cs s +LS+LC (2.58)
——— |1(s)
LCs™+ RCs+1
sC

Assim, para os valores dados, o valor da frequéncia de corte e do
fator de qualidade sdo dados pela Equacdo (2.59) e Equacdo (2.60),

respectivamente.
o =L _ ! —4767,3rad /s (259)
PVl 20.1072,2.10° ’ |
Q:lﬁ=0,0353 2.60)
R\ C

Sem medo de errar

Uma empresa de sistemas embarcados foi contratada por uma usina para
desenvolver um controle automatico do nivel de um reservatorio de agua que
fica proximo a um ambiente com presencga de muito ruido. Vocé € o engenheiro
responsavel pela equipe de pesquisa e desenvolvimento (P&D) dessa empresa, € ja
obteve a funcao de transferéncia que descreve o comportamento da dinamica do
sistema desse controlador. Agora vocé devera atentar-se para o ruido presente no
local do projeto. Como resolver essa situacao? Como fazer que o ruido presente nao
interfira no controle do seu sistema?

Resoluc¢do da situacdo-problema:

Para implementacao do filtro, € necessario saber qual a frequéncia do sinal que deve
ser medido, ou seja, sinal desejado, pelo seu sistema e qual € a frequéncia do sinal, ruido,
que precisa ser atenuado para evitar possiveis erros de medidas no sistema de controle.

Apds algumas medidas, vocé e sua equipe notaram que a frequéncia desejada dos
sinais de controle para seu sistema automatico de nivel era de 9 kHz e que a frequéncia
do sinal indesejado era de 15 kHz. Como a frequéncia desejada € inferior a que se
pretende atenuar, constatou-se que seria necessaria a projecao de um filtro passa-
baixa, com frequéncia de corte estimada em 10 kHz, garantindo o valor estabelecido
pelo sistema. Outro ponto importante foi assegurar o valor do fator de qualidade (Q)
igual a 1, garantido que nao terlamos a presenca de elevacao do modulo na frequéncia
de corte.
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Sabendo que a frequéncia de corte do filtro passa-baixa € dada pela Equacao (2.56)
e que entdo o valor do fator de qualidade ¢ dado pela Equacao (2.58). Entao, podemaos
chegar a seguinte relagao dos elementos passivos: resistor (R), indutor (L) e capacitor
(C) dada pelas Equacdes (2.61) e (2.62).
1

10K)* =— 261
(10K) IC (2.61)

R= (2.62)

Ot~

Sendo assim, podemos entdo adotar R = 30Q, L = 3mH e C = 3,3uF. A
funcdo de transferéncia para o filtro projetado (T(s)), dado pela Tabela 2.2, fica como
mostra a Equacdo (2.63).

8
7(s) = L0110 8 ey
s +10000s +1,01.10

Avancgando na pratica

Deteccdo da obstrucao da artéria coronaria
Descricdo da situacao-problema

A obstrucdo da artéria coronaria, em alguns casos, esta sendo diagnosticada por
meio de técnicas ndo invasivas, como o uso de microfones sensiveis para detectar
anomalias acusticas de fluxo. Com o objetivo de prever as propriedades sonoras da
artéria esquerda, foi desenvolvido um modelo que a divide em 14 segmentos, como
mostra a Figura 2.14 (a).

Figura 2.14 | Modelo da artéria em 14 segmentos

P = 1 P2
AN ——o
Q,:> c o= =@
e, <
(b)

Fonte: adaptada de Wang et al. (1990).
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Cada segmento é entdo modelado pelo circuito elétrico RLC, dado pela Figura 2.14
(b), o que resulta no modelo completo da artéria, como mostra Figura 2.14 (c). Nesse
modelo elétrico a pressao (P) € analoga a tensdo, em volts, e o fluxo sanguineo (Q) é
analogo a corrente elétrica, em amperes.

Sendo os valores dos elementos passivos 0 modelo do segmento 5, dado por R =
8906 Q, C = 0,21 F, L = 140,5 H, qual seria a relagcdo entre o fluxo sanguineo de saida
pela pressao de entrada para esse segmento?

Resolucao da situacdo-problema

Considerando o modelo de cada segmento dado como circuito RLC em série,
e sendo a presséo (P) andloga a tensdo, em volts, e o fluxo sanguineo (Q) andlogo
a corrente elétrica, com condicdes inicias nulas, podemos determinar a funcao de
transferéncia como mostra as Equacdes (2.64), (2.65) e (2.66).

dqg, 1 B
Rqo(t)+LE+EIqo(t)dt—p] (t)=0 (2.64)
1
RO, (s)+ LsQ,(s) +EQ° (s)=F(s) (2.65)
S
Q) _ Cs _ L (2.66)
P(S) LCs*+RCs+1 S2+RLCS+i

fr" Atencdo
)

Normalmente, em circuitos elétricos a letra “q” representa carga elétrica.
Cuidado para nao se confundir, nessa situacao-problema g0 refere-se
ao fluxo sanguineo que esta sendo representado equivalente a corrente
elétrica, geralmente representada pela letra "I, em amperes. Do mesmo
modo, a letra “p” se refere a pressao e € equivalente a tensdo, normalmente
representada pela letra "v" de volts.
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Sendo os valores dos elementos passivos, para © modelo do segmento 5, dado
por R =8906Q, C=0,21F L=1405H, entdo, a relacdo entre o fluxo sanguineo de
saida pela pressao de entrada para esse segmento € dado pela funcao de transferéncia
descrita na Equacao (2.67).

O,(s)  0,00149s
P(S) s> +13,315+0,0071

(2.67)

Faca valer a pena

1. Os circuitos RLC sdo circuitos formados por resistor, indutor e
capacitor, podendo estar conectados em série ou paralelo, alimentados
por fontes de tensao ou corrente. Os circuitos RLC sao chamados de
circuito de segunda ordem, visto que qualquer tensao ou corrente nele
pode ser descrita por equacdes diferenciais de segunda ordem.

Um circuito RLC em paralelo € alimentado por uma tensdo v(t). A
expressao da corrente total i(t) no dominio do tempo é:

1 dv(t)
a) i(r) = Rv() + L | MOyt + ==
o) iy = RO DO | o dv©)
dt dt dr

Q) i(r) = V(t) dv(’) —j w(t)dt.

: V() 1dv()
d) i(t) =~ +LJ' Vs + 0

dV(f) dv(t)

e) i(t) = Rv(t)+ L——= v o

2. Arespeito dos circuitos RLC:

I. A ordem de um sistema € dada pela quantidade de elementos
armazenadores de energia que temos em nosso circuito.

Il. Nesse tipo de circuito a tensdo e a corrente, contidos neste, pode ser
descrita por uma equacao diferencial de ordem qualquer.
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lll. Ao aplicar uma entrada degrau, podemos teraresposta subamortecida,
a depender dos valores dos elementos passivos que compdem esse
circuito.

IV. S&o muito utilizados como filtros passivos.

Marque a alternativa que apresenta o julgamento correto das sentencas,
por ordem de apresentacao:

aF-V-F-F
L)V -F-F-V.
AV-F-V-V.
d)V-V-F-V.
eF-F-V-V.

3. Sobre filtros passivos de sequnda ordem podemos afirmar:
|. Sao considerados os mais proximos dos filtros ideais e mais sofisticados.

Il. A resposta de um filtro de segunda ordem depende do ganho (k), da
frequéncia de canto ou corte (w,) e do fator de qualidade (Q).

lll. A frequéncia de canto ou corte ¢ inferida da frequéncia natural do
sistema em estudo.

A respeito dos filtros passivos RLC:
a) Apenas a afirmativa | esta correta.
b) Apenas a afirmativa Il esta correta.

)
c) Apenas a afirmativa lll esta correta.
d) Apenas as afirmativas Il e lll estdo corretas.
)

e) As afirmativas |, Il e lll estdo corretas.
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Secao 2.3

Modelagem matematica de sistemas elétricos
com uso de software

Dialogo aberto

Caro aluno, uma empresa de sistemas embarcados foi contratada por uma usina
para desenvolver um controle automatico do nivel de um reservatorio de agua que
fica proximo a um ambiente com presenca de muito ruido. Vocé € o engenheiro
responsavel pela equipe de pesquisa e desenvolvimento (P&D) dessa empresa e ja
desenvolveu o controlador analogico para o controle automatico desse sistema.
Além disso, vocé ja conseguiu implementar o filtro necessario para amenizar o ruido
presente no ambiente. Agora € o momento de testarmos os modelos obtidos e
validarmos os elementos passivos estimados nas secoes anteriores, que formam esses
sistemas elétricos.

Na Secao 1.3 aprendemos sobre uma ferramenta para testes e simulacdes dos
modelos obtidos via software: o MatlLab®, e seu ambiente grafico: o Simulink®.
Nesta secao aplicaremos nosso conhecimento adquirido nesse software aos testes
e validacao dos modelos matematicos dos sistemas elétricos, nas mais diferentes
ordens, estudados nas Sec¢des 2.1 e 2.2 desta unidade.

Testar e validar um sistema ¢é indispensavel para certificar e documentar que o
projeto em desenvolvimento atende as especificacdes necessarias, ou seja, a validagao
€ importante por assequrar que os modelos estimados contém as informacdes que
queremos reproduzir para Nosso projeto. Ao validarmos nossos modelos matematicos
dinamicos via uso de software, estamos estimando pelo custo do projeto e pela
seguranca das pessoas envolvidas.

Sendo assim, temos como objetivo nesta unidade comprovar a viabilidade dos
componentes do controlador PID e do filtro necessarios para o projeto do controle
automatico de nivel de uma determinada usina de alcool, da qual vocé é responsavel.
Vale salientar que os testes devem ser simulados em um software conhecido, como
MatLab®.

Esperamos que vocé esteja determinado para a realizacdo de mais esse desafio.

Bons estudos e um otimo trabalho.
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Nao pode faltar

Os sistemas elétricos sdo componentes essenciais de muitos sistemas dinamicos
complexos, como: controlador de nivel, de velocidade, notebooks, maquina de lavar,
robos, filtros passivos e outros eletronicos em geral. Vimos na Secdo 2.1 que, para
encontramos 0 modelo dinamico que descreve o comportamento desse tipo de
sistema, € necessario utilizarmos as leis de Kirchhoff, independentemente da ordem
do sistema.

De posse do modelo dinamico do sistema, que pode ser representado por
funcao de transferéncia ou representacdo por espaco de estado, podemos analisar
por simulacao via software a resposta dos sistemas em analise para diferentes tipos
de entrada, como fizemos na Secao 1.3. Todavia, agora aplicaremos essas entradas
aos sistemas elétricos dos tipos: RC, RL (sistemas de primeira ordem), RLC (sistemas
de segunda ordem), ou ordem superior e para 0s circuitos com amplificadores
operacionais, Como vimaos nas primeiras secdes desta unidade.

2.3.1 Modelagem matematica de circuitos RC com uso do MatLab®

Como vimos na Secao 2.1, os circuitos RC sdo formados por um resistor e um
capacitor, sendo utilizados em filtros do tipo passa-baixa, instrumentacao eletronica
e compensadores em malha de controle, como esquematico mostrado na Figura 2.1
da Secao 2.1.

A funcdo de transferéncia, que descreve o comportamento dindamico desse
sistema, obtida também na Secao 2.1, é dada pela Equacdo (2.5). Assim, podemos
analisar a saida do sistema via simulacgao, utilizando o software MatLab® para diferentes
tipos de entrada, como degrau e impulso.

Vale lembrar que o MatlLab® pode ser programado via linhas de cddigo (ou
comando de instrucado (script)) ou via diagramacéo grafica de blocos: o Simulink®, que
sera apresentado ainda nesta secao aplicado aos sistemas elétricos.

Utilizando, portanto, a programagao por comando de instrucao, devemaos lembrar
de alguns comandos essenciais, vistos na Secdo 1.3, como: tf (num,den): comando
para criar uma funcdo de transferéncia continua de um sistema; step (sys): entrada
degrau do sistema dindmico e impulse (sys): entrada ao impulso do sistema dinamico.
Dessa forma, podemaos criar Nosso programa em comando de instrucdo para esse
tipo de sistema elétrico para entrada degrau e impulso, como:
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%Modelagem sistema RC: representacao do modelo em funcao de transferéncia
num = [1I; Znumerador da tf
den =[R*Cap 1]; %denominador da tf

sys = tf(num,den) %funcdo de transferéncia

figure(1) %Criacao da janela para figura(grafico)
step(sys) %aplicacdo da entrada degrau
figure(2) %Criacao da janela para figura(grafico)
impulse(sys) Z%aplicacdo da entrada impulso

Vale salientar que para o programa funcionar corretamente € necessario
determinarmos valores nuMericos para o resistor e o capacitor. Vocé pode determinar
valores fixos, ou seja, criar seu proprio programa com valores de resistor ou capacitor
previamente estabelecidos, ou permitir gue © usuario entre com os valores. Para isso,
€ necessaria a utilizacdo do comando: input(' frase que identifica a variavel '). Dessa
forma, Nosso programa anterior ficaria:

%Modelagem sistema RC: representacdo em fungao de transferéncia com uso do
%comando "input’

R = input('Valor do resistor (ohms): ;

Cap = input (Valor do capacitor (faraday): ;
num = [1]; Z%numerador da tf

den = [R*Cap 1l;  %denominador da tf

sys = tflnum,den) %funcdo de transferéncia

figure(l) %criacdo da janela para figura(grafico)
step(sys) %aplicacao da entrada degrau
figure(2) %Criacao da janela para figura(grafico)
impulse(sys) Z%aplicacao da entrada impulso

Utilizando os valores do resistor 1 Q e do capacitor 1 F, a resposta desse sistema
para entradas degrau e impulso podem ser analisadas, respectivamente, na Figura 2.15
(@) e (b).
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Figura 2.15 | Resposta para o sistema RC para entradas: (a) degrau e (b) impulso
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Fonte: elaborada pela autora.

Ao implementarmaos esse programa, podemaos alterar os valores do resistor e do
capacitor e verificar como se comporta o sistema. Vocé vera que ao alterarmos o valor
de R e C, vocé ira alterar a constante de tempo do sistema e, consequentemente, a
velocidade de resposta do sistema.

@ Faca vocé mesmo

Vamos testar o conhecimento que aprendemos até aqui? Simule no
MatLab® o programa para analise da saida dos circuitos RC, entrando com
diferentes valores de resistor e capacitor e verificando a velocidade de
resposta do sistema.

Vale salientar que essa logica de analise do circuito RC também € valida para os
circuitos RL, visto que ambos sdo circuitos de primeira ordem.

2.3.2 Modelagem matematica de circuitos RLC com uso do MatLab®

Os circuitos RLC, ou circuitos de segunda ordem, sdo formados por resistor, indutor
e capacitor, como o esquematico do circuito RLC em série apresentado na Figura
2.9, da Secdo 2.2, na qual também foi deduzido o modelo dinamico desse sistema
representado na forma de espaco de estado, Equacdes (2.50) e (2.51).

Vale salientar que, como visto na Secao 1.3, o comando para implementacao do
espaco de estado no MatLab® ¢ ss(A,B,C,D), onde a matriz de estado (A), a matriz de
controle (B), a matriz de saida (C) e a matriz de transmissdo direta (D) das equacdes de
espaco de estado sao conhecidas.
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Assim como o realizado no sistema RC, podemos solicitar que o usuario do
programa entre com os valores do indutor, capacitor e resistor. Dessa forma, Nnosso
programa para analise da saida desse sistema, para entradas degrau e impulso, poderia
resultar em:

%Modelagem sistema RLC: representacao em espaco de estado com uso do
comando %"input’

R = input('Valor do resistor (ohms): ;
L = input(Valor do indutor (henry): );

Cap = input (Valor do capacitor (faraday): )

A =[01; (-1/L*Cap) (-R/L*Cap)]; Z%Matriz A

B = [O; (1/L*Cap)l; %Matriz B

C=1[10] %Matriz C

D = [0]: Z%Matriz D

sys = ss(A,B,.C.D) Z%Espaco de Estado

figure(1) %criacao da janela para figura(grafico)
step(sys) %aplicacao da entrada degrau
figure(2) %criacao da janela para figura(grafico)
impulse(sys) Z%aplicacao da entrada impulso

@ Reflita

Uma das possiveis entradas que podemos aplicar aos modelos dindmicos,
por exemplo, no circuito RLC, é a entrada rampa. Todavia, 0 MatLab® ndo
tem essa funcdo pronta na sua lista de comandos. E possivel simular esse
tipo de entrada? Como podemos fazer para analisar a resposta do sistema
a esse tipo de entrada?

Sabemos que a transformada de Laplace para entrada degrau € 1/s e para entrada
rampa e 1/s%. Sendo assim, para aplicarmos uma entrada rampa aos sistemas, com uso
do MatlLab® basta multiplicarmos nossa fungdo de transferéncia por 1/s ou ainda, se
a representacao estiver no formato de funcao de transferéncia, Equacdo (2.43), basta
aumentarmos uma ordem no Nosso denominador. Supondo o sistema de segunda
ordem simulado pelas linhas a sequir:
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%Modelagem sistema RLC: representacdo em funcao de transferéncia
R=1L=1Cap=1

num = [1/L.*Capl; %numerador da tf

den = [1 (R/L) (/(L*Cap))l;  %denominador da tf

den_entrada_rampa = [1 (R/L) (1/(L*Cap)) O]; %denominador para entrada Rampa
sys = tflnum,den) %funcdo de transferéncia

sysl = tf(num,den_entrada_rampa)

figure(1) %Criacao da janela para figura(grafico)
step(sys) Z%aplicacao da entrada degrau
figure(2) %cCriacao da janela para figura(grafico)
step(sysl) Z%aplicacao da entrada rampa

{%5" Assimile

Para simularmos a entrada rampa com Matlab®, basta aumentarmos uma
ordem da fungdo de transferéncia e aplicarmos a entrada degrau, ou ainda,
multip 1/s, resultando na entrada 1/s?, que no MatlLab® pode ser escrita
por meio do vetor den_entrada_rampa como [0 1 0], que representa o
denominador acrescido de uma ordem.

No programa simulado anteriormente, o den representa o denominador para

funcdo de transferéncia, RLC em série, como na Equacao (2.43) obtida na Secdo 2.2.

Pesquise mais

Os sinais de entrada de teste geralmente utilizados sao as funcdes degrau,
rampa, parébola de aceleracdo, impulso, senoidais e ruido branco. Os
sinais tipicos que devem ser utilizados na analise das caracteristicas do
sistema dependem do comportamento da entrada a que o sistema sera
submetido com maior frequéncia, nas condicdes normais de operacao.

Para saber um pouco mais sobre a funcao rampa, seu valor no dominio
do tempo e da frequéncia, leia mais em:

OGATA, Katsuhiko. Engenharia de controle moderno. 5. ed. Séo Paulo:
Pearson Prentice Hall, 2010.
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2.3.3 Modelagem matematica de circuitos elétricos Amplificador Operacional
com uso do MatLab®

Na Secdo 2.1, modelamos o controlador Pl eletrénico como mostra a Equacao
(2.24). Como os outros tipos de sistema elétrico, este pode ser programado por linhas
de comando no MatlLab®. Nas linhas de codigo mostradas a seguir, utilizamos valores
unitarios para os elementos passivos apenas como exemplo, poréem eles podem
receber qualguer valor ou mesmo ser um valor dado pelo usuario pelo comando
input, como visto anteriormente.

%Modelagem sistema elétrico com Ampop
Z%Declaracdao dos elementos passivos
RI=1LR2=1R3=1R4=1

Cap2 =1;

%Calculo das Partes da Funcao de Transferéncia
K_p = (R4*R2)/(R3*R1);

num_T_i = [R2*Cap?2 1I;

den_T_i = [R2*Cap2 OI;

sys_T_i = tflnum_T_i,den_T_li)

%Funcao de Transferéncia

f_t_Amp_op = K_p*sys_T_i

Assim como feito com o controlador Pl, outros tipos de circuitos comamplificadores
operacionais podem ser implementados em linha de comando quando ja tem-se o
modelo dinamico representativo do sistema.

2.3.4 Modelagem matematica de circuitos elétricos RL, RLC e amplificador
operacional com uso do Simulink®

Como mencionado no inicio da secdo, as simulagcdes podem ser realizadas via
linha de comando (script) ou via diagramacao grafica de blocos, utilizando o pacote
Simulink®, o mesmo visto na Secédo 1.3.

Vamos, entdo, implementar em Simulink® os tipos de circuitos que implementamos
em linha de codigo?
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Exemplificando

Dada as funcdes de transferéncia para os circuitos do tipo RC, RLC e
para o controlador Pl, com uso do AmpOp, mostradas pelas Equacdes
(2.5), (2.43) e (2.24), obtenha a resposta rampa por meio da simulagdo em
diagrama de blocos em ambiente Simulink®. Utilize valores unitarios para
todos os elementos passivos dos circuitos.

Para realizar essa simulacao, € importante relembrar que o bloco “Transfer
Fcn', relativo a funcao de transferéncia, esta localizado na biblioteca
Continuos. Ja o bloco "Ramp”, relativo a entrada rampa, esta localizado
na biblioteca Sources. O bloco "Scope”, necessario para visualizarmos a
saida do sistema, esta localizado na biblioteca Sinks.

Sendo assim, as simula¢des para esses tipos de circuitos sdo apresentadas
nas Figuras 2.16, 2.17 e 2.18.

Figura 2.16 | Simulink®: circuito tipo RC

/] 1 ]
/ l o R*C.s+1 .._

Rampa Circuito RC Scope

Fonte: elaborada pela autora.

Figura 2.17 | Simulink®: circuito RLC

| _/ . 1/(L*C) N[=
2 +RIL s+1/(L*C)

Ramp1 Scope

Circuito RL

Fonte: elaborada pela autora.

Figura 2.18 | Simulink®: circuito PI

R2*C2.s+1
/ R4*R2)/R3*R1) © L]
(R2'C2)s
Rampa2 Transfer Fcn Scope2

Ganho

Fonte: elaborada pela autora.
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Adotando valores unitarios para os elementos passivos, a resposta rampa
para esses Circuitos sao, respectivamente, apresentados pela Figura 2.19.

Figura 2.19 | Resposta rampa dos circuitos do tipo: RC (a), RLC (b) e PI (c) com
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Fonte: elaborada pela autora.
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E importante ressaltar que o Simulink® apresenta o bloco para entrada rampa ja
pronto em sua biblioteca, como vimos no item Exemplificando.

Sem medo de errar

Uma empresa de sistemas embarcados foi contratada por uma usina para
desenvolver um controle automatico do nivel de um reservatorio de agua que
fica proximo a um ambiente com presenca de muito ruido. Vocé € o engenheiro
responsavel pela equipe de pesquisa e desenvolvimento (P&D) de uma empresa
de sistemas embarcados, e ja obteve a funcdo de transferéncia que descreve o
comportamento da dinamica do sistema desse controlador e do filtro para atenuagao
do ruido presente no local do projeto.

Para finalizar o projeto e comprovar a viabilidade dos componentes do controlador
PID, vocé deve entregar os testes dos elementos passivos simulados em um software
conhecido, como o MatlLab® A analise deve levar em consideragdo os valores dos
componentes elétricos estimados anteriormente.

Resolucao da situacdo-problema:

Nas secdes anteriores desta unidade, obtivemos os modelos que descrevem o
controlador PID e o filtro passa-baixa para atenuacao do ruido. O sistema elétrico para
O controle automatico de nivel em um ambiente ruidoso pode ser representado pelo
diagrama de blocos da Figura 2.20.

Figura 2.20 | Controle automatico de nivel em ambiente ruidoso

Planta /
Sistema
Controlador PID Analdgico
Filtro Passa - Baixa [ )
z, . —
] Pl
g Um‘sm [ CI | sl R‘ ‘_
. o I X .
Entrada W) -l R i :‘—»‘9; »| UGA  DESLIGA
Desejada - = b " e
1 S
D\‘ ~3

Fonte: adaptada de <http://automacao.zenz.com.br/produtos/ver/10/medicao-de-nivel>. Acesso em: 10 out. 2016.
Sendo assim, para finalizar o projeto e comprovar a viabilidade dos componentes

passivos e do amplificador operacional que compdem o controlador PID e do filtro
passa-baixa, € necessario testar e validar o sistema.
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Para isso, foi implementado no Simulink® um programa em diagramacao gréfica
de blocos que representasse no dominio da frequéncia, isto €, por meio da funcdo de
transferéncia, o sistema apresentado na Figura 2.20, a simulagdo aparece na Figura
2.21.

Figura 2.21 | Programa em Simulink® do controle automatico de nivel

Filtro Passa - Baixa Controlador PID Analégico

1.0101e+08
s2+10000s+1.0101e+08 | §

0.7
100s+1 Altura Real

Step Altura
Desejada

Planta

Fonte: elaborada pela autora.

Vale destacar que a funcgao de transferéncia representativa para o controlador PID
analdgico, Equacao (2.30), foi obtida na Secdo 2.1, faltando apenas encontrar os valores
para os resistores e capacitores que formam esse sistema. Ja para o filtro passa-baixa a
funcdo de transferéncia foi completamente obtida na Secao 2.2, cuja relacdo sinal de
entrada e saida é dada pela Equacao (2.66).

fr‘/ Atencdo
Y

A entrada do sistema, ou altura desejada, € representada por uma funcao
degrau (ou fungdo step no Simulink®), pois ao escolher a altura do nivel
do tanque o usuario provoca uma variagao brusca de sinal na entrada do
sistema. Sendo assim, o sinal de entrada representativo de uma variacao
brusca é o sinal degrau.

A entrada do sistema, ou altura desejada, € representada por uma funcao degrau
(ou funcao step no Simulink®), pois ao escolher a altura do nivel do tanque o usuario
provoca uma variacao brusca de sinal na entrada do sistema. Sendo assim, o sinal de
entrada representativo de uma variagao brusca e o sinal degrau.
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Figura 2.22 | Resposta (altura real - azul) e entrada (altura desejada - vermelho) do sistema
controle de nivel
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Fonte: elaborada pela autora.

Avancando na pratica

Validagdo do controlador de temperatura
Descricao da situacao-problema

O proprietario de uma granja contratou uma empresa de sistemas embarcados, na
qual vocé é o engenheiro responsavel, para implementacao do controle automatico
de temperatura da chocadeira ou estufa para ovos de galinhas.

Sua equipe de pesquisa e desenvolvimento ja iniciou o projeto, como mostra a
Figura 2.23, e modelou o0s sistemas elétricos que compdem esse controle automatico
de temperatura. Vocé deve, portanto, testar e validar os valores dos elementos passivos
ou ativos que formam os sistemas elétricos e apresentar os testes para comprovacao
de viabilidade de funcionamento desse sistema automatico.

Figura 2.23 | Controle de temperatura da chocadeira

Ei(s)

Temperatura EO(S) Controlador Temperatura
Desejada 7 Pl Saida

o
T(s)

:

Fonte: adaptada de <http://racas.org/galinhas-raca-pura/chocadeiras-e-ovos/>. Acesso em: 31 out. 2016.
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As equacdes matematicas que descrevem o comportamento do controlador Pl
foram deduzidas na Secao 2.1, Equacao (2.24). O modelo estudado foi obtido pelo
manual do fabricante, como mostra a Equacao (2.68) a sequir. J& o modelo dinamico
representativo do sensor ¢ dado pela Equacdo (2.17) e multiplicado pelo ganho de
valor -1, como orienta o fabricante, por meio da Equacéo (2.69) apresentada a seguir:

Temperatura _saida(s)  0,6256
E.(s) 1205 +1 (2.68)

Temperatura _saida(s) _ Ry Rg

(2.69)
T(s) R, R,

Segundo sua equipe, 0s valores comerciais para os elementos passivos do circuito
elétrico das Equacgdes (2.24) e (2.69) sdo: R1 = 220 Q; R2 = 10 KQ: R3 = 100 Q;
R4 =22Q,R5=5600Q, R6=100Q; R7=100Q; R8=100Q; C2 = 15mF.

Resolucao da situacdao-problema

Ao analisar a Figura 2.23, que detalha o funcionamento do sistema embarcado, nota-
se que O projeto proposto por sua equipe € formado pelo controlador Pl eletrénico
(constituido por amplificador operacional, resistores e capacitores), pela estufa e pelo
sensor (sendo um circuito amplificador inversor, com ganho -1). Sendo assim, para
validar o sistema modelado pela sua equipe de pesquisa e desenvolvimento, vocé
implementou um programa no Simulink® para analisar a resposta do sistema, como
mostra a Figura 2.24 (a).

Figura 2.24 | Programa teste (a) e temperatura de saida (b) do sistema automatico de
temperatura

: o e | [ oe2ss | IO
m_ : | s | | D20s+1 |

Step '\ Ganho Parte Controlador ' Estufa Scope

Controlador PI

Temperatura Saida

e
<2

Sensor

(a) Ten?i)o) (s)

Fonte: elaborada pela autora.

Para sua surpresa, a resposta da temperatura de saida ndo convergia, Como mostra
a Figura 2.24 (b). Todavia, com sua experiéncia, vocé sabia que os modelos obtidos
para o controlador analogico Pl e sensor estavam corretos, por isso, resolveu, por meio

Modelagem de sistemas elétricos

U2

113



de testes empiricos, alterar alguns valores dos elementos passivos que compdem o
sistema. Assim, os melhores valores obtidos por meio dos testes foram: R1 = 10 Q;
R2=2000Q;R3=10Q; R4 =300Q; R5=R6=R/=R8=1Q; C2 =150 mF.

O programa no Simulink® e a resposta obtida, que viabilizam a confecgdo do
projeto, visto que a resposta converge para o valor desejado, sao apresentados pela
Figura 2.25 (a) e (b), respectivamente.

Figura 2.25 | Programa de validacdo final (a) e de temperatura desejada (vermelho) e
temperatura de saida (preto) (b)

wf
N1
Lo
f i 120s+1 g
Step : Ganho  Parte Controlador ‘ Estufa Scope “Egi' r
Controlador PI S
.
/IL o ——T. Desejada |-
Sensor of— ——T.Saida

Tempo (s)

(a) (b)

Fonte: elaborada pela autora.

Faca valer a pena

1. Testar e validar um sistema € indispensavel para certificar e documentar
que o projeto em desenvolvimento atende as especificacdes necessarias,
ou seja, avalidacdo éimportante por assegurar que os modelos estimados
contém as informacdes que queremos reproduzir em Nosso projeto.

A respeito do uso do MatlLab® para validacdo dos circuitos elétricos do
tipo RC, tem-se:

|. Como na programacdo em MatLab® os polindbmios sdao descritos
por vetores linhas contendo os coeficientes do polindbmio em ordem
decrescente, para os sistemas RC teremos apenas um coeficiente, ou
termo, no vetor linha referente ao denominador.

[l. Utiliza-se o comando tf (hnum,den) para criar uma funcdo de
transferéncia continua.

[ll. Utiliza-se o comando step (sys) para entrada impulso.
Em relacao as sentencas, marque a alternativa correta:
a) Apenas a sentenca | esta correta.

b) Apenas a sentenca Il esta correta.
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c) Apenas a sentenca lll esta correta.
d) Apenas as sentencas Il e lll estdo corretas.
e) As sentencas |, Il e lll estdo corretas.

2. O MatLab® é uma linguagem de alto nivel e um ambiente interativo,
utilizado em modelagem de sistemas para validacao e testes dos modelos
obtidos. Sendo assim, a programacao dos modelos no MatLab® pode ser
feita usando o comando de instrucdo (script) ou via diagramacao grafica
de blocos, o Simulink®.

Quanto a linguagem por meio de instrucdo, o comando input(’ frase
que identifica a variavel ') permite que:

a) O usuario aplique uma entrada ao sistema.
b) O usuario estabeleca valores numeéricos fixos para as variaveis.

)
c) O usuario entre com os valores numéricos para as variaveis.
d) O usuario altere a varidvel do sistema.

)

e) O usuario apligue uma entrada rampa ao sistema.

3. Apods a obtencao dos modelos dinamicos que descrevem os sistemas
elétricos, € fundamental analisarmos o comportamento de resposta
desse sistema. Essa analise pode ser realizada via uso de software, como
o MatlLab®, por meio das linhas de comando, script ou diagramacao
grafica, utilizando o Simulink®.

A respeito do uso do MatLab® para validacdo dos circuitos elétricos,
tem-se:

|. Para teste das funcdes de transferéncia em linhas de comando, o
MatLab® tem um comando para funcdo rampa.

[l. Ao utilizarmos o MatLab® para teste dos modelos elétricos, estimamos
pelo custo do projeto.

[ll. O comando ss (A,B,C,D) permite a simulacao dos sistemas elétricos,
representados por espaco de estado.

IV. O bloco / representa uma entrada rampa para analise da resposta
de um sistema.

Em relagdo as sentengas, analise se elas sao verdadeiras (V) ou falsas (F)
e marque a alternativa correta:
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Unidade 3

Modelagem de sistemas
mecanicos

Convite ao estudo

Nesta unidade, faremos um estudo detalhado da modelagem
matematica aplicada aos sistemas mecanicos, entenderemos como as
leis da fisica e engenharia contribuem para analise ou sintese dos projetos
nessa area. Os sistemas mecanicos sao componentes essenciais de
muitos sistemas dinamicos como: automoveis, robds, motores elétricos,
avides, elevadores, dentre outros sistemas, o que justifica a importancia
de seu estudo.

Na unidade anterior, aplicamos nossos conhecimentos de modelagem
matematica aos sistemas elétricos. Obtivemos o modelo que descreve a
dinamica desse tipo de sistemas com base nas diferentes associacdes
dos elementos passivos e ativos que os compdem. Desenvolvemos um
projeto de controle de nivel em ambiente ruidoso, determinado por meio
dos modelos matematicos, e comprovamos com os testes simulados os
componentes elétricos 6timos que formaram o controlador e o filtro,
necessarios para o controle automatico desse projeto.

Agora, nesta unidade, aplicaremos © nosso conhecimento de
modelagem matematica dos sistemas dinamicos a mais uma area
fundamental dos projetos de controle: a mecanica. Os sistemas dinamicos
dessa area podem ser classificados quanto ao seu tipo de movimento
em: sistemas translacionais, quando associamos o movimento dos
componentes mecanicos ao movimento linear; e sistemas rotacionais,
quando associamos o movimento dos componentes mecanicos ao
movimento giratorio. Sendo assim, nesta unidade iremos obter o modelo
que descreve a dinamica dos sistemas mecanicos, com base Nnos
diferentes tipos de associacdes dos elementos passivos gue os compdem:;
aprenderemos a analogia entre os sistemas mecanicos e elétricos;
veremos a modelagem matematica do motor de corrente continua; e,
por fim, na ultima secao, iremos testar e validar as respostas dos modelos
mecanicos com auxilio de software. Assim, sera desenvolvida, nesta
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Secao 3.1

Modelagem matematica de sistemas mecanicos
translacionais

Dialogo aberto

Uma empresa de desenvolvimento tecnoldgico, na qual vocé € o engenheiro
responsavel, foi contratada pelo dono de um restaurante para fazer a automacao de um
sistema de transporte dos pratos que estao no térreo (area de atendimento ao cliente)
até o primeiro andar, onde estdo localizados a area de cozinha e o servico de limpeza.
O dono do estabelecimento esta preocupado com fatores econdmicos, ecologicos
e ambientais e solicitou a sua equipe que, antes de o elevador transportar os pratos
sujos, ele deve ser capaz de acumular até 20 pratos, ou seja, ser um dispensador de
pratos moveis. Como projetar o dispensador? Quais componentes mecanicos usar
para a implementacdo desse sistema? Quais partes irdo compor o seu dispensador?

Nesta secdo, aplicaremos 0s conhecimentos anteriormente adquiridos de
modelagem matematica para obtencédo do modelo gue descreve a dindmica dos
sistemas mecanicos translacionais. Estes caracterizam-se por ser compostos por
massas, molas e amortecedores, que sdo associados para realizar movimentos
lineares, podendo ser vertical ou horizontal em um plano.

Vimos na Unidade 1 que uma das fases necessarias ao processo de modelagem
matematica € a utilizacdo das leis basicas da Fisica e da Engenharia, que regem o
comportamento dos sistemas. Dessa forma, entenderemos como a segunda lei de
Newton nos ajudara, com base no diagrama de corpo livre, a encontrar a equacao
diferencial e, consequentemente, a funcao de transferéncia que representa o sistema.

Sabemos que os modelos matematicos tipicos que descrevem a dinamica dos
sistemas podem ser representacdes de primeira e segunda ordem. Dessa forma,
veremos Ccomo 0s componentes dos sistemas mecanicos translacionais podem
ser associados para serem descritos com base nesses tipos de modelos e como se
comportardo para as diferentes entradas tipicas como degrau, impulso e rampa.

Preparado para mais essa area de conhecimento? Desejo bons estudos e um
otimo trabalho.
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Nao pode faltar

Sabemos que a dinamica dos sistemas & descrita em termos das equacdes
diferenciais, obtidas pelas leis da Fisica que governam os sistemas particulares, como
as Leis de Kirchhoff para os sistemas elétricos. Quanto aos sistemas mecanicos, a lei
fundamental para representacao da dinamica dos sistemas por meio dos modelos
matematicos € a segunda lei de Newton.

Essa lei nos diz que a forca resultante que age sobre um corpo € proporcional ao
produto da massa pela aceleracdo por ele adquirida, como nos mostra a Equacao
(3.1), onde f(t) representa as forcas externas que atuam sobre O corpo, m € a massa
e x(t) € o deslocamento do corpo ao longo do tempo.

_ dzx(t) 31
D S)=m — (3.)

Podemos ainda reescrever a Equacdo (3.1) na Equacao (3.2). Nesta, as forcas
e velocidades, que geralmente sdo grandezas vetoriais, podem ser tratadas como

grandezas escalares se considerarmos © movimento apenas em uma direcao fixa.
2
Além disso, o termo —m x(%z € dado como uma forca adicional. Essa forca ficticia

€ chamada de forca inercial ou forca de D'Alembert, que € incluida como uma forca
externa, o que nos permite reescrever a Equacao (3.2) como a Equacdo (3.3).

5 r0-n L0 g o
> f(=0 (3.3)

! Pesquise mais

Alguns autores e estudiosos da area costumam utilizar as equacdes de
Lagrange para obtencdo da equacdo diferencial que descreve a dinamica
dos sistemas. Dessa forma, o equacionamento dos modelos matematicos
dindmicos sdo dados por meio da andlise energetica do movimento
mecanico.

Para saber mais sobre as equac¢des de Lagrange, como a lei da fisica que
governa os sistemas mecanicos translacionais, consulte:

GARCIA, Claudio. Modelagem e simulacao de processos industriais e de
sistemas eletromecanicos. 2. ed. Sdo Paulo: Edusp, 2013.
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Os componentes fisicos lineares passivos que formam os sistemas mecanicos
translacionais sdo: massa, mola, amortecedor e atrito viscoso. E as variaveis, ou
grandezasfisicas, normalmente utilizadas para descrever o comportamento dinamico
desse tipo de sistemas sdo: deslocamento, dado em metros (m), velocidade, dada em
metros por segundos (M/s), aceleracdo, dada em metros por segundo por segundo
(m/s?) e forca externa, dada em newtons (N). A relagdo dos componentes com as
variaveis € dada pela Tabela 3.1, onde K € a constante da mola, dada por newton por
metro (N/m), f. € o coeficiente do amortecedor ou atrito viscoso, dado por newton
- segundo por metro (N.s/m), M é a massa do corpo, dado em quilograma (Kg) e x(t)
é o deslocamento, dado em metros (m).

{;‘5" Assimile

Os componentes fisicos lineares passivos que formam os sistemas
Mmecanicos translacionais sao: massa, mola, amortecedor e atrito viscoso.
E as variaveis, ou grandezas fisicas, normalmente utilizadas para descrever
o comportamento dinamico desse tipo de sistemas sdo: deslocamento,
dado em metros (m), velocidade, dada em metros por segundos (Mm/s),
aceleracdo, dada em metros por segundo por segundo (m/s?) e forca
externa, dada em newtons (N).

Tabela 3.1 | Relacdo dos elementos passivos com velocidade e deslocamento

Componente Forga - Velocidade | Forga - Deslocamento

Mola

x(1)
%@’0%%\., w | fO= KJ-OIV(T)dT f(1)=Kx(1)
K

Amortecedor viscoso

x(f)
%—i _K /(1)
N
dx(1)

Atrito viscoso f(l) = f;V(l) f(i) - ‘f‘ 7

B P OSVEL Y PANVELL

2
M= f(1) d !

Fonte: adaptada de Nise (2012, p. 50)
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Vale ressaltar que, usualmente, o deslocamento é dado como medida de
referéncia para o sistema. Este € geralmente o ponto de equilibrio do componente
em estudo, como pode ser visto na primeira coluna da Tabela 3.1, na qual temos que
a referéncia para os componentes do sistema € dada por x(t). Além disso, a seta ou
flecha indica o sentido positivo a ser adotado para o deslocamento, velocidade ou
forca, porém nao indica a direcao do movimento ou da forca em um dado instante.
Se a referéncia do sistema nao for indicada por meio do deslocamento, por nao ser
interessante, entdo a velocidade passa a ser a referéncia do sistema.

Normalmente, utilizamos o diagrama de corpo livre para expressar todas as forcas
gue agem sobre um determinado componente mecanico em estudo e, entdo,
aplicamos a lei de Newton para determinar a equacao diferencial que descreve
a dinamica do sistema. De posse da equacao diferencial, adotando as condi¢cdes
iniciais nulas, obtemos entdo a fungao de transferéncia que relaciona a entrada com
a saida, ou a resposta, do sistema.

D Exemplificando

Sendo V(s) a velocidade resultante (m/s) e F(s) a forca de impulséo
aplicada ao barco (N), como mostra a Figura 3.1 (a), determine a funcdo
de transferéncia para o sistema de barco - fluido dado pela Figura 3.1 (a) e
modelado segundo a Figura 3.1 (b).

Figura 3.1 | Sistema real barco - fluido (a); modelagem mecénica do sistema
real (b); diagrama de corpo livre (c)

v(t)
v B
; - 5 M

5 M= I |« Bv(1)

(a) (b) (c)

Fonte: (a) adaptada de: <http://economia.uol.com.br/album/2014/04/08/rio-boat-show-tem-barcos-de-
ate-r-33-milhoes.htm#fotoNav=5>. Acesso em: 6 nov. 2016. (b) e (c) elaborada pela autora.

A obtencdo da funcdo de transferéncia que descreve a dinamica do
sistema € dada pelos seguintes passos do processo de modelagem
matematica:

1. Definicdo do problema: consiste na obtencdo da funcdo de
transferéncia do sistema, considerando f(t) como entrada e v(t)
CcomMo a saida do sistema.
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2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: segunda lei de Newton.

3. Simplificagcdes e aproximacgdes: para modelagem de todos os
sistemas mecanicos desenvolvidos neste material, utilizaremos um
conjunto de hipoteses que irdo simplificar os modelos matematicos
desse tipo, tais como: todas as massas sdo rigidas e tém valor
constantes; as molas sdo lineares, nao tém perda de energia nem
possuem massa, seus coeficientes sdo constantes e transladam em
uma so direcao; todas as condi¢des iniciais sao nulas e as variacdes
das grandezas do sistema sdo consideradas pequenas, a fim de
manter o comportamento do sistema linear.

4. Equacionamento: dado o digrama de corpo livre, Figura 3.1 (c),
e aplicando a segunda lei de newton, chegamos a Equacdo (3.4).

dav(t)
dt

M

+Bv(t)- f(1)=0 (34)

Aplicando a transformada de Laplace, dada as condi¢cdes iniciais nulas,
isolando a entrada e saida, chegamos a funcao de transferéncia dada pela
Equacao (3.5).

V) 1 (35)
F(s) Ms+B

O sistema dado pela Figura 3.1 (b) caracteriza-se como um sistema mecanico
translacional de primeira ordem, uma vez que a equacao diferencial que descreve a
dindmica do sistema € de primeira ordem. Se aplicarmos as entradas tipicas, como
degrau, impulso e rampa, a resposta obtida, supondo que a massa do corpo €
M = 1 kg e o coeficiente de atrito viscoso € B = 1 N s/m, € mostrada na Figura 3.2.
Podemos notar que a resposta € muito similar aos sistemas elétricos de primeira ordem.

Figura 3.2 | Resposta ao sistema mecanico de primeira ordem: degrau (a), impulso (b) e
rampa (c)

1F{espu)sﬁa ao degrau para sistemas mecénico de primeira ordem Resposta ao impulso para sistemas mecanico de primeira ordem
1

08 09

0.8 08

07 0.7

06 0.6

tempo (s) tempo (s)

(a) (b)
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1 |5Rﬁ;msla arampa para sistemas mecéanico de primeira ordem

vit)

tempo (s)

(c)

Fonte: elaborada pela autora.

Analogamente ao que fizemos para os sistemas elétricos, para facilitar a deduc¢ao
da funcao de transferéncia dos sistemas mecanicos translacionais, podemaos aplicar
a transformada de Laplace na coluna forca-deslocamento da Tabela 3.1, com as
condic¢des iniciais nulas e conseguiremos as sequintes relacdes para os elementos
Passivos:

. Mola:
F(s)=KX(s) (3.6)
. Amortecedor viscoso:
F(s)=fsX(s) (3.7)
. Massa:
F(s)= Ms>X(s) (3.8)

Assim, na etapa de equacionamento da modelagem dos sistemas mecanicos,
poderemos obter a relacdo dos elementos passivos que compdem o sistema
mecanico diretamente no dominio da frequéncia, como no exemplificando a sequir.

D Exemplificando

Determine a func¢ao de transferéncia, X(%(s), para o sistema apresentado
na Figura 3.3 (a), sendo X(s) o deslocamento, dado em metros, e F(s) a
for¢a aplicada, em newtons. Considere o sistema sem atrito viscoso.
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Figura 3.3 | (a) sistema massa, mola e amortecedor; (b) diagrama de corpo livre

i X(s)
e Ms*X(s) =t
T
@ ®)

Fonte: adaptada de Nise (2012, p. 50).

A obtencdo da funcdo de transferéncia que descreve a dinamica do
sistema € dada pelos seguintes passos do processo de modelagem
matematica:

1. Definicao do problema: obtencdo da funcdo de transferéncia do
sistema, considerando F(s) como entrada e X(s) como a saida.

2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: seqgunda lei de Newton.

3. Simplificacdes e aproximacdes: para modelagem de todos os
sistemas mecanicos desenvolvidos neste material, utilizaremos um
conjunto de hipoteses que irdo simplificar os modelos matematicos
desse tipo, tais como: todas as massas sdo rigidas e tém valor
constantes; as molas sao puras, lineares, nao tém perda de energia,
nem tém massa, seus coeficientes sao constantes e transladam
em sO uma direcdo; os amortecedores sao puros, lineares, Nao
tém efeito de mola, ndo tém massa e seus coeficientes sdo
constantes; todas as condicdes iniciais sao nulas e as variacdes das
grandezas do sistema sao consideradas pequenas, a fim de manter
o comportamento do sistema linear.

4. Equacionamento: dado o digrama de corpo livre, apresentado
na Figura 3.3 (b) e aplicando a segunda lei de Newton, chegamos
a Equacdo (3.9).

5.
Ms* X (s)+ f,sX(s)+KX(s)— F(s)=0 (3.9)

Apos algumas manipulacdes algebricas e isolando a entrada e a
saida, chegamos a funcdo de transferéncia dada pela Equacdo
(3.10):

X(s) 1

= 5 (3.10)
F(s) Ms +fs+K
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O sistema dado pela Figura 3.3 (b) caracteriza-se como um sistema mecanico
translacional de segunda ordem. Se aplicarmos as entradas tipicas, como degrau,
impulso e rampa, a resposta obtida, supondo M = 1kg, fv = 1 Ns/me K =1N/m
€ mostrada na Figura 3.4. Notamos que a resposta € muito similar aos sistemas
elétricos de segunda ordem.

Figura 3.4 | Resposta ao sistema mecanico de segunda ordem: (a) degrau, (b) impulso, (c)
rampa

;enposla ao degrau para a de ordem e ao impulso para sistemas mecanico de segunda ordem

1.

0.5

04
08

03

(t
)
>

x(t)

0z

0.4
0.1

0z

o 5 10 15 o 2 4 [} 8 10 12 14
tempo (s) tempo (s)

(a) (b)

Resposta a rampa para sistemas mecinico de segunda ordem

x(t)

tempo (s)
(c)
Fonte: elaborada pela autora.

@ Reflita

Sabemos que os sistemas mecanicos translacionais sdo dados quando
associamos O movimento dos componentes mecanicos ao movimento
linear. Esse movimento pode ocorrer de forma horizontal ou vertical.
Vimos nos exemplos anteriores sistemas translacionais com movimento
horizontal, mas como seria o processo de modelagem matematica para
o movimento vertical? E valido considerar a forca peso?
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Para os sistemas mecanicos translacionais que se movimentam na direcao
vertical, a forca peso acaba nao fazendo parte do diagrama de corpo livre e,
conseguentemente, da fungdo de transferéncia em razdo da escolha criteriosa da
origem da variavel de deslocamento.

O

Exemplificando

Dado o sistema massa, mola, amortecedor e o diagrama de corpo livre,
Figura 3.5 (a) e (b), respectivamente, encontre a equacado diferencial que
descreve o sistema.

Figura 3.5 | (a) sistema massa, mola e amortecedor vertical; (b) diagrama de
corpo livre

Ke(r) Bi(t) M (1)

X

ftt)
(a) (b)

Fonte: elaborada pela autora.

Considere x como o deslocamento a partir da posicao de equilibrio da
mola, em que a mola ndo esta esticada nem comprimida. Considerando
que o diagrama de corpo livre inclui a forma gravitacional Mg, entéo a
equacao diferencial para o sistema que se move verticalmente seria como
o0 mostrado na Equacdo (3.11).

M+ Bx+ Kx = f(t)+ Mg (3.11)

Suponha que a forca f(r) € nula e que a massa M nao se move. Entao,
x=1x,, onde x, € o deslocamento causado pela forca gravitacional. Assim,
X, =%,=0 e a Equagdo (3.11) reduz a Equacéo (3.12).

Kx, = Mg (3.12)
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Agora, reconsiderando a forca f(r) e supondo que ela provoca no sistema
um deslocamento “z", entdo o deslocamento total do sistema € dado pela
Equacdo (3.13).

xX=Xx,+z (3.13)

Substituindo (3.3) em (3.11) e utilizando a relagao dada pela Equagao (3.12),
chegamos a Equacao (3.14).

MzZ+ Bz+ Kz = f(1) (3.14)

Dessa forma, comparando (3.14) e (3.9), concluimos que podemos
ignorar a forca gravitacional, Mg, quando a origem do deslocamento for
a posicao em que a massa se encontra em repouso. Vale salientar que
nossa conclusao € valida quando as massas estao suspensas por uma ou
mais molas lineares.

Sem medo de errar

Uma empresa de desenvolvimento tecnoldgico, na qual vocé € o engenheiro
responsavel, foi contratada pelo dono de um restaurante para fazer a automacao
de um sistema de transporte dos pratos que estdo no térreo (drea de atendimento
ao cliente) até o primeiro andar, onde estdo localizados a area de cozinha e o
servico de limpeza. O dono do estabelecimento estd preocupado com fatores
econdmicos, ecologicos e ambientais e solicitou a sua equipe que, antes de o
elevador transportar os pratos sujos, ele deve ser capaz de acumular até 20 pratos,
ou seja, ser um dispensador de pratos moveis. Como projetar o dispensador? Quais
componentes mecanicos usar para a implementacao desse sistema? Quais partes
irdo compor o seu dispensador?

Figura 3.6 | Dispensador de pratos: (a) real; (b) sisterna mecénico modelado e (c) diagrama
de corpo livre

Pratos

flt)
y() M

Ky(r) My(1) BiA1)

(a) (b) (c)

Fonte: adaptada de Nise (2012, p. 83).
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Resolucao da situacao-problema

Como o dono do restaurante solicitou que o dispensador acumulasse até
20 pratos, podemos pensar em um projeto como mostra a Figura 3.6 (a), que
consiste em uma pilha vertical de pratos suportada por uma mola comprimida.
Este sistema pode, entdo, ser aproximado como mostra a Figura 3.6 (b), ou seja,
pode ser representado por um sistema mecanico translacional formado por: uma
mola de constante K (N/m), uma massa ‘M" (Kg) do sistema com os 20 pratos,
considerando o caso mais critico, e pelo atrito viscoso entre o émbolo e as laterais
do cilindro com constante fv (N s/m).

Dessa forma, para projetarmos nosso sistema, € fundamental obtermos a
funcao de transferéncia. Esta pode ser obtida por meio das etapas de modelagem,
gue é dada como:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia do sistema,
considerando f(t) como entrada e y(t) como saida, para determinagao da mola a
ser utilizada.

2. Teoria e aplicagao das leis fundamentais: segunda lei de Newton.

3. Simplificacdes e aproximacdes: para simplificar os modelos matematicos
desse tipo, podemos considerar as seguintes hipoteses: todas as massas sao
rigidas e tém valor constantes; as molas sdo puras, lineares, ndo tém perda de
energia, nem tém massa, seus coeficientes sdo constantes e transladam em uma
sO direcao; 0os amortecedores sao puros, lineares, nao tém efeito de mola, nao
tém massa e seus coeficientes sdo constantes; todas as condi¢cdes iniciais sao
nulas e as variacdes das grandezas do sistema sao consideradas peguenas, a fim
de manter o comportamento do sistema linear.

fr‘i Atencédo
Y

Em sistemas mecanicos translacionais horizontais ou verticais, a forca
peso aplicada ao sistema como todo nao faz parte da equacao diferencial
e, conseqguentemente, da funcdo de transferéncia que representa o
sistema. Portanto, esta forca ndo foi considerada para resolucdo da
situacao-problema.

4. Equacionamento: dado o digrama de corpo livre, Figura 3.6 (c) e aplicando
a segunda lei de Newton, chegamos a Equacdo (3.15).

w0 DO - =0 519
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Sendo assim, aplicando a transformada de Laplace, dada as condicdes iniciais
nulas, isolando a entrada e saida, chegamos a func¢ao de transferéncia, dada pela
Equacao (3.16).

1
Y(s) 1 M
=— = (3.16)
F(s) Ms +fs+K s2+Ls+%

Sabendo o peso dos pratos, saberemos a forca que sera aplicada ao sistema.
Dessa forma, consequiremos determinar qual sera a mola utilizada no projeto e
qual serd o atrito viscoso entre o émbolo e as laterais do cilindro.

Avancando na pratica

Modelagem matematica da tibia humana
Descricao da situacao-problema

Procedimentos cirurgicos ortopédicos, como a osteotomia, em que se realiza o
corte da tibia, sao comuns e devem ser muito bem executados. O sucesso desses
procedimentos cirurgicos depende do treinamento e da habilidade do médico
especialista para manipulacao das serras para cortes de 0ssos. Contudo, essa
destreza € particularmente critica nesse tipo de procedimento para tratamento de
artrose no joelho, por exemplo. Dessa forma, a modelagem desse sistema pode ser
uma ferramenta util para se conhecer o comportamento do sistema em diferentes
situacdes, possibilitando até mesmo o desenvolvimento de aparatos que possam
interagir adequadamente com a reparacao ossea. Sendo assim, consideramos que
0 0ss0 humano pode ser simplificado de acordo com sistema analogo mecanico
translacional, apresentado pela Figura 3.7, em que a regido A modela o atrito estatico
do sistema responsavel pela resisténcia do 0sso ao movimento inicial da serra;
a regido B representa a primeira parte do osso cortical a ser perfurada; a regiao
C representa o 0ssO que apresenta menor resisténcia a perfuracao; a regidao D
representa a segunda parte do osso cortical.

Figura 3.7 | Sistema analogo simplificado mecanico translacional do osso humano

® © @

Kl MIl K2 M2 M3 K4 M4
KO0 B0
P e
K3 B3

2O 2O 2O Pl
B B\ B2 7orr B
Br Brl Br2 Br3

Fonte: adaptada de Rosa (2013).
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O objetivo do estudo ¢ verificar o deslocamento de massa, usado para determinar
a velocidade de penetracao da serra, em relacdo a for¢a de entrada em cada regido.
Contudo, vocé quer saber apenas do deslocamento na regidao B em relacao a
distancia (X2) para uma dada forca F(s) vinda da regiao A, como mostra a Figura 3.8
(a).

Figura 3.8 | (a) sistema mecanico translacional da regido B; (b) forcas sobre M1 decorrentes
do seu proprio movimento; (c) forcas do movimento de M2 transmitido a M1; (d) todas as
forcas de M1; (e) forcas sobre M2 decorrentes do seu proprio movimento; (f) forcas do
movimento de M1 transmitido a M2; (g) todas as forcas de M2

Ml Ml M1
Xl(t) X (t) F(S)—- .ﬂ Eﬁ (B LBeX F(S) KZXZ
—+— _'Z_. BsX,~—— m | BsX m | Bsx Ki)x ] m |Bgsx,
M s°X %oy
E(s) M1 K2 M2 ° o) & M s’X, P
m
3% B2 Soer. KX, = kx| M2 gx
777 77777 BsX,——— = KX, — !
Br Brl MeX——o ™ BsX, ot (Br+B)sX,=———] m | BsX,
(a) BrISXZ (e) (f) MZSZXZ

(g)

Fonte: adaptada de Rosa (2013).
Resolucdo da situacdao-problema

Como o objetivo é encontrar a relacdo deslocamento/forca de entrada na regido
B, em relacdo a distancia (X2), podemos, entdo, realizar as etapas de modelagem e
chegarmos a fungao de transferéncia do sisterma. Como o sistema tem dois graus
de liberdade, uma vez que cada uma das massas pode ser movida na direcao
horizontal, enquanto a outra € mantida imovel, devemos encontrar duas equacdes
de movimentos simultdneos para descrever o sistema. As duas equacdes sao obtidas
a partir do diagrama de corpo livre de cada uma das massas, utilizando o principio
de superposicdo, ou seja, deveremos analisar as forcas sobre M1 decorrentes do
seu proprio movimento, Figura 3.8 (b), e do movimento de M2 transmitido a M1 por
meio do sistema, Figura 3.8 (c), e, por fim, considerar que a forca total sobre M1 é
a superposicdo ou soma das forcas de cada movimento, Figura 3.8 (d). Para M2,
devemos proceder de maneira analoga, analisando as for¢as sobre M2 decorrentes
do seu proprio movimento, Figura 3.8 (e), do movimento de M1 transmitido a M2,
Figura 3.8 (f), e, por fim, considerar que a forca total sobre M2 é a soma das forcas de
cada movimento, Figura 3.8 (g). Assim, a partir do diagrama de corpo livre resultante,
Figura 3.8 (d) e (g), aplicamos como lei fundamental da fisica a segunda lei de Newton.
Realizando as mesmas simplificacdes dadas no primeiro Exemplificando desta secao,
chegamos ao equacionamento dado pelas Equacdes (3.17) para a massa M1 e (3.18)
para a massa M,.

F(O)=[M,s*+(B +B,)s+K,1X,(s)— (K, + B,s)X,(s)  (317)
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(K, + B,s)X,(s) =(M,s> +(B,, + B,)s + K,) X, (s) (3.18)

Logo, apos algumas manipulacdes algébricas, obtemos a funcao de transferéncia
do sistema dada pela Equacao (3.19).

X,(s) K,+B,s

F(s) A (3.19)
Sendo A dado pela Equagdo (3.20):
A Ms®+(B.+B,)s+K, —(K, + B,s) —
—(K, + B,s) M,s*> +(B.,+B,)s + K,

Faca valer a pena

1. Os modelos matematicos tipicos, que descrevem a dinamica dos
sistemas, podem ser representacdes de primeira e segunda ordem. Em
sistemas dindmicos mecanicos, a dinamica do sistema é fundamentada
na segunda lei de Newton, tanto para os sistemas cujo movimento €
translacional quanto para os sistemas com movimento rotacional.

Considere o sistema mecanico translacional formado por massa e atrito
VisCoso, como mostra a figura:

B

N

Podemos afirmar que a funcao de transferéncia resultante sera:

a) De primeira ordem, em que a entrada € a forca de impulsao externa e
a saida é a velocidade do bloco.

b) De segunda ordem, em que a entrada é a forca de impulsao externa e
a saida é a velocidade do bloco.

c) De primeira ordem, em que a entrada € a forca de impulsdo externa e
a saida € o deslocamento do bloco.

d) De segunda ordem, em que a entrada € a forca de impulsdo externa e
a saida é o deslocamento do bloco.
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e) De primeira ordem, em que a entrada é a velocidade do bloco e a
saida ¢ a forca externa aplicada ao bloco.

2. Os sistemas mecanicos podem ser do tipo rotacional e translacional.
Os sistemas mecanicos translacionais sao aqueles que tém o movimento
dos componentes fisicos, passivos, lineares associados ao movimento
em um plano.

De acordo com as afirmativas a seguir sobre a modelagem matematica
dos sistemas mecanicos translacionais, assinale a alternativa correta:

I. As variaveis ou grandezas fisicas normalmente utilizadas para descrever
0 comportamento dinamico desse tipo de sistemas sao: deslocamento,
velocidade, aceleracao e forca externa.

II. Os elementos fisicos lineares passivos que compdem os sistemas
mecanicos translacionais sao: massa, mola, amortecedor e atrito viscoso.

[Il. Geralmente, o deslocamento é dado como uma medida de referéncia
para o sistema.

a) Apenas a afirmativa | esta correta.

b) Apenas a afirmativa Il esta correta.

c) Apenas a afirmativa lll esta correta.

d) Apenas as afirmativas | e |l estdo corretas.
e) As afirmativas |, Il e Il estdo corretas.

3. Os sistemas mecanicos podem ser do tipo rotacional e translacional.
Os sistemas mecanicos do tipo translacionais sao aqueles que tém o
movimento dos componentes fisicos, passivos e lineares associados ao
movimento em um plano.

A equacdo diferencial que descreve a dinamica do sistema mecanico
translacional do sistema massa — mola — amortecedor viscoso, ilustrado
na figura (a), cujo diagrama de corpo livre é dado pela figura (b), €
expressa por:

0 —— x()
K —— Kx(t) =71
M) hogr =1 M -
3 ' dr?
@ ()
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1 dzx(t)+ p dx(1)

U & +Kx(t)- f(1)=0.

a)

b) ,,d’x()
M = +f

dx(t) _o-
o RO+ /(=0

d’x(1) dx(t) 3 B
c) M o +f, & +Kx(t)- f(1)=0.

d) f d;‘t(t)+Md’;(t’)+Kx(t)—f(t)=o.

e) fvd;t(t)+Kd);(tt)+Mx(t)—f(t):0-
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Secao 3.2

Modelagem matematica de sistemas mecanicos
rotacional e motor de corrente continua

Dialogo aberto

Na secao anterior, demos inicio a aplicacdo dos conceitos de modelagem
matematica aplicados aos sistemas mecanicos. Comecamos nossos estudos pelos
sistemas mecanicos translacionais (sistemas cujo movimento € linear), formados por
elementos passivos como: massa, mola, amortecedor e atrito viscoso. Aprendemos
como obter a equacao diferencial a partir dos sistemas fisicos e, consequentemente, a
funcao de transferéncia que descreve a dinamica desse tipo de sistema.

Nesta secdo, daremos continuidade aos Nossos estudos de modelagem matematica
dos sistermas mecanicos rotacionais. Entenderemos como comporta-se a saida desse
tipo de sistema quando aplicamos sinais de entrada tipicos, como: rampa, degrau e
impulso. Alem disso, veremos como relacionar os sistemas elétricos e mecanicos.
Logo, aprenderemos a analogia entre esses sistemas para obtencao da funcao de
transferéncia. Por fim, apos a construcao de todo esse conhecimento, aprenderemaos
como modelar um motor de corrente continua.

Lembre-se de que uma empresa de desenvolvimento tecnologico, na qual vocé
€ 0 engenheiro responsavel, foi contratada pelo dono de um restaurante para fazer
a automacao de um sistema de transporte dos pratos que estdao no térreo (area
de atendimento ao cliente) até o primeiro andar, onde estdo localizados a area de
cozinha e o servico de limpeza. O dono do estabelecimento esta preocupado com
fatores econdmicos, ecologicos e ambientais e solicitou a sua equipe que, antes de o
elevador transportar os pratos sujos, ele deve ser capaz de acumular até 20 pratos, ou
seja, ser um dispensador de pratos moveis.

Ja projetamos esse dispensador e vimos por quais elementos mecanicos ele
e formado. Agora, iremos projetar a parte movel desse sistema. Se usarmos um
servomotor CC para mover o elevador de carga, qual seria o diagrama de blocos que
representaria todo esse sistema hibrido, ou seja, do sistema elétrico/mecanico?

Vamos implementar mais essa parte do projeto?

Bons estudos e otimo trabalho.
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Nao pode faltar

Os elementos dos sistemas mecanicos rotacionais giram em torno de um
eixo. Assim como 0s sistemas mecanicos translacionais, a dinamica desse tipo de
sistema ¢é descrita pela segunda lei de Newton. Todavia, por se tratar de movimentos
rotacionais, a forca externa é substituida por um torque externo e a Equacao (3.1)
pode ser reescrita pela Equacao (3.21), onde T(t) representa os torques externos que
atuam sobre o corpo, J € o momento de inércia do corpo em relagao ao eixo de
rotacdo, 0(t) ¢ o deslocamento angular do corpo ao longo do tempo e d°6() ¢ a
aceleracao angular do corpo. dr’

d20(t)
d 2

(3.21)

DY T()=J

Como na secgao anterior, podemos reescrever a Equacao (3.21) como as Equacdes
(3.22) e (3.23). Paraisso, os torques e velocidades, que sao grandezas vetoriais, podem
ser tratadas como grandezas escalares se considerarmos © movimento apenas em
uma direcao.

2
d 9(’) ~0 (3.22)

> T@)-J

> T(1)=0 (3.23)

Dessa forma, podemos perceber que as grandezas fisicas utilizadas para os
sistemas mecanicos rotacionais sao: 0, deslocamento angular em radianos (rad),
®, velocidade angular em radianos por segundo (rad/s), o, aceleracdo angular em
radianos por segundo por segundo (rad/s?) e T, torque em Newton-metros (N.m).
Ja os componentes fisicos lineares passivos que formam os sistemas mecanicos
rotacionais sdo quase 0s mesmaos que para os sistemas translacionais: momento de
inércia, mola, amortecedor e atrito viscoso, contudo, estes ficam sujeitos a rotagao.
A relacao dos componentes com as variaveis € dada pela Tabela 3.2.

29’ Assimile

Os sistemas mecanicos rotacionais sao tratados da mesma maneira que 0s
sisternas mecanicos translacionais, com excecao de que o torque substitui
a forca e o deslocamento anqgular substitui o deslocamento translacional.
Alem dessas variaveis, esse tipo de sistema € formado também pela mola,
amortecedor e atrito viscoso, que ficam sujeitos a rotacdo, ao inves da
translacado.

Modelagem de sistemas mecanicos



Tabela 3.2 | Relacdo dos elementos passivos com velocidade angular e deslocamento
angular

Mola T(t) 0() .
T() = K.[o o(t)dr T(t)=Ké(t)
k
Amortecedor viscoso
T(t) O(t)
D
T(t) = Da(t) ()= p 420
Atrito viscoso !
D \@
Inércia
T(t) 0(t) da)([) ng(t)
T =J—= _
® o T=7=—53
J

Fonte: adaptada de Nise (2012).

Assim como na sec¢ao anterior, para © movimento rotacional também utilizamos
o diagrama de corpo livre para expressar todos 0s torques que agem sobre um
determinado componente mecanico em estudo, e entdo aplicamos a lei de Newton
para determinar a equacao diferencial que descreve a dinamica do sistema. De
posse da equacdao diferencial, adotando as condi¢cdes iniciais nulas, podemos, entao,
obter a func¢do de transferéncia que relaciona a entrada com a saida, ou resposta,
do sistema.

m Exemplificando

. . RG] _ ,
Determine a funcao de transferéncia 7(s) Pera o sistema rotacional

mostrado na Figura 3.9 (a). Um torque T(t) é aplicado a direita do corpo,
fazendo-o girar com um deslocamento angular 0().

Figura 3.9 | (a) sistema mecanico rotacional (b) diagrama de corpo livre
é(s)

()
ii e T(s) 2
‘ = J5?0(s)
- (o)
~= Ds8(s)
K K6 (s)
(@) (&)

Fonte: adaptada de Nise (2012).
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A obtencao da funcao de transferéncia que descreve a dinamica do
sistema € dada pelos seguintes passos do processo de modelagem
matematica:

1. Definicdo do problema: obtencao da funcdo de transferéncia do
sistema, considerando T(t) como entrada e 0(t) como a saida do
sistema.

2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: segunda lei de Newton.

3. Simplificagdes e aproximagdes: para modelagem de todos os
sistemas mecanicos desenvolvidos neste material, utilizaremos um
conjunto de hipoteses que irdo simplificar os modelos matematicos
desse tipo, tais como: todas as massas sao rigidas e tém valor
constantes; as molas sao puras, lineares, ndo tém perda de energia,
nem tém massa, seus coeficientes sdo constantes e transladam
em uma sO direcdo; 0os amortecedores sdo puros e lineares,
nao tém efeito de mola e ndo tém massa, seus coeficientes sao
constantes; todas as condi¢des iniciais sdo nulas e as variacdes das
grandezas do sistema sao consideradas pequenas, a fim de manter
0 comportamento do sistema linear.

4. Equacionamento: dado o digrama de corpo livre, dado pela
Figura 3.9 (b) e aplicando a segunda lei de Newton, chegamos a
Equacao (3.24).

-J

dzg(’)_Ddi;’)_Ke(tHT(t):O (3.24)

dt*

Aplicando a transformada de Laplace, dada as condicdes iniciais nulas, e
isolando a entrada e saida, chegamos a fungao de transferéncia, dada pela
Equacdo (3.25).

0(s) 1

T(s) Js"+Ds+K

(3.25)

O sistema dado pela Figura 3.9 (a) caracteriza-se como um sistema mecanico
rotacional de segunda ordem. Se aplicarmos as entradas tipicas, ja conhecidas,
como degrau, impulso e rampa, supondo J = 1kgm? D =1 N.m.s/rad e K = 1 N.m/rad,
a resposta obtida € mostrada na Figura 3.10. Notamos que a resposta € muito similar
aos sistemas translacionais e elétricos de segunda ordem.

Ao analisarmos a func¢ao de transferéncia e a resposta dos sistermas mecanicos,
tanto translacionais como rotacionais, de primeira ou segunda ordem, notamos que
estes sao indistinguiveis quando comparados aos sistemas elétricos. Isto acontece
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por causa da caracteristica das respostas, que depende da ordem da funcao de
transferéncia do sistema, ou seja, independe do tipo de sistema. Portanto, podemos
inferir uma analogia entre os sistemas elétricos e mecanicos de mesma ordem.

Figura 3.10 | Resposta ao sistema mecanico rotacional de segunda ordem a entrada: (a)
degrau, (b) impulso e (c) rampa

gaspoala ao degrau para sistemas mecanico de segunda ordem ao impulso para si: mecanico de segunda ordem

1.

056

0.4r
0.8

03r

(1)

Zo6
02

0.4
0.1

02r

0 5 10 15 0 2 4 6 8 10 12
tempo (s) tempo (s)

(a) (b)

Resposta a rampa para sistemas mecanico de segunda ordem

x{t)

tempo (s)

(c)

Fonte: elaborada pela autora.

Esta analogia pode ser de dois tipos: forca/tensdo, também conhecida como
analogo série, que € baseada na lei das malhas dos sistemas elétricos, e forca/
corrente, também conhecida como analogo paralelo, que se baseia na lei dos nos.
A Tabela 3.3 mostra o resumo dessas analogias, tanto para os sistemas translacionais
quanto para os sistemas rotacionais.
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Tabela 3.3 | Analogia eletromecanica

Sistema elétrico

Sistema mecanico

Sistema mecanico

translacional rotacional
Analogia forga/tensdo ou andlogo série
Tensio elétrica V(t) Forca f(t) Torque T(t)
Indutancia (L) Massa (M) Momento de inércia (J)

Resisténcia (R)

Coeficiente de atrito ou
amortecedor viscoso (B)

Coeficiente de atrito ou
amortecedor viscoso (D)

Inverso da capacitancia
(1/C)

Coeficiente de elasticidade
(K)

Coeficiente de elasticidade
(K)

Carga elétrica (q)

Deslocamento (x(t))

Deslocamento angular (9(t))

Corrente elétrica i(t)

Velocidade dx(t)/dt

Velocidade angular dO(t)/dt

Analogia forca/corrente ou analogo p

aralelo

Corrente elétrica i(t)

Forga f(t)

Torque T(t)

Capacitancia (C)

Massa (M)

Momento de inércia (J)

Inverso da resisténcia (1/R)

Coeficiente de atrito ou
amortecedor viscoso (B)

Coeficiente de atrito ou
amortecedor viscoso (D)

Inverso da indutancia (1/L)

Coeficiente de elasticidade
(K)

Coeficiente de elasticidade
(K)

Fluxo magnético (D(t))

Deslocamento (x(t))

Deslocamento angular (8(t))

Fonte: elaborada pela autora

W

Exemplificando

Neste exemplificando, o intuito € desenhar o analogo elétrico série e
paralelo para o sistema mecanico apresentado na Figura 3.9 (a).

Considerando o sistema mecanico rotacional dado pela Figura 3.9 (a),
a funcao de transferéncia em relacdo ao deslocamento € dada pela

Equacao (3.25).

Ja para o sistema elétrico RLC série, cuja entrada € a tensdo de entrada v(t)
e a saida € a carga elétrica g(t), podemos obter a fun¢ao de transferéncia,
considerando as condi¢des iniciais nulas, Equacdo (3.26), a partir da
aplicacdo da lei de Kirchhoff das tensdes, dada pela Equacao (3.27).
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Figura 3.11 | Analogo elétrico série do sistema rotacional de segunda ordem

L R
—— 000000 ———— " A——

v(t) <+) | i e

Fonte: elaborada pela autora.

dg’) +Ri(f) +— j i(t)dt = (1) (3.26)

o®s) _ 1
V() 104 Res L
C

(3.27)

Assim, as Equaces (3.26) e (3.27) sdo de mesma ordem, o que representa
caracteristicas de resposta idénticas. Logo, podemos dizer que oOs sistemas
sao analogos, como mostrado na Tabela 3.3, que 0s elementos passivos
mecanicos: momento de inércia, mola e coeficiente de atrito viscoso
podem ser relacionados com indutor, resistor e o inverso da capacitancia.
Dessa forma, podemos construir o analogo paralelo, ou analogia forca/
corrente, como o esquematico do circuito elétrico apresentado na Figura
3.12.

Figura 3.12 | Analogo elétrico paralelo do sistema rotacional de segunda
ordem

i(t) T) L R T

Fonte: elaborada pela autora.

Segundo Nise (2012), os sistemas mecanicos rotacionais, especialmente os
acionados por motores, raramente sao encontrados sem trens de engrenagens
associados, acionando a carga. A fungao da engrenagem em um sistema mecanico
€ propiciar o acoplamento mecanico. Considerando um acoplamento mecanico de
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engrenagens sem folgas, dado pela Figura 3.13, para que ndo haja deslizamento, €
necessario que a distancia percorrida em um determinado intervalo de tempo seja
a mesma, como mostram as Equacdes (3.28) e (3.29). Sabendo que o numero de
dentes de uma engrenagem € proporcional ao seu raio, podemaos obter a relacao de
deslocamento angular com numero de dentes da engrenagem, dado pela Equacao
(3.30).

d =d, (3.28)

r0, =r,0, (3.29)
N_9 _n

N, 60 1 (3.30)

Figura 3.13 | Sistemas de engrenagens

ni(t) 61() y

Engrenagem

acionadora de

entrada,

engrenagem 1 Engrenagem
acionada de
saida,
engrenagem 2

Fonte: adaptada de Nise (2012).

Aléem da relacdo numero de dentes das engrenagens com o deslocamento
angular, podemos obter a relacdo entre o torque de entrada e o numero de dentes
de uma engrenagem, dado pela Equacao (3.31). Vale salientar que as engrenagens
do sistema em analise sdo sem perdas, isto €, elas Ndo absorvem nem armazenam
energia, ou seja, a energia que entra pela engrenagem 1, da Figura 3.13, € igual a
energia que sai pela engrenagem 2 (isto equivale a dizer que as engrenagens tém
inércia e amortecimento despreziveis) (NISE, 2012).

I _ Ny

T, N, (3.31)

@ Reflita

De posse dos conhecimentos do processo de modelagem dos sistemas
elétricos e mecanicos puros, como podemos modelar os sistemas
hibridos, isto €, sistemas com variaveis dos sistemas elétricos e mecanicos,
também conhecidos como eletromecanicos?
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Sistemas eletromecanicos sao dispositivos que convertem energia elétrica em
mecanica, ou vice-versa, como: motores, geradores, alto-falantes, controle de robds
etc. Um motor, por exemplo, produz um deslocamento, como saida, a partir de uma
tensao elétrica de entrada. Nesta secao, iremos obter a modelagem da funcao de
transferéncia para um tipo particular de sistema eletromecanico: o servomotor de
corrente continua (CC) controlado pela armadura. O esquematico desse sistema €
apresentado pela Figura 3.14.

Figura 3.14 | Motor CC

La Ra
i —AMA
+ + () 6 .
V,(t) {alt) Byl

if(t)=cte

Fonte: adaptada de <https://pt.scribd.com/document/60406704/CADERNO-DIDATICO-DE-SISTEMAS-DE-CONTROLE-1-
Prof-Helio-Leaes-Hey>. Acesso em: 28 nov. 2016.

Em um motor CC, tem-se um campo magnético gerado por imas permanentes
estacionarios. Um circuito rotativo, chamado de armadura, por meio do qual circula
uma corrente i (t), passa ortogonalmente por esse campo magnético e € submetido a
uma forca dada pela Equacao (3.32), em que B € a intensidade do campo magnético
e [ € o comprimento do condutor. Assim, por se tratar de um movimento giratorio,
podemos relacionar a forca dada pela Equacao (3.32) com o torque resultante que
gira o rotor (elemento rotativo do motor), dado pela Equacao (3.33) (NISE, 2012).

F =Bli (1) (3.32)
T(1)=K,i (1) (3.33)

Segundo Nise (2012), outro fendbmeno que ocorre no motor, por causa das leis
eletromagnéticas, € quando um condutor se move ortogonalmente a um campo
magneético, gerando uma diferenca de tensdo entre os terminais do condutor,
dada pela Equacao (3.34), em que e ¢é a diferenca de tensdo e v € a velocidade do
condutor perpendicular ao campo magneético. Uma vez que a armadura que conduz
a corrente esta girando em um campo Mmagnético, sua tensao € proporcional a
velocidade, dada pela Equacéo (3.35).

e=Blv (3.34)
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E,(t)=K,
()= % (3.35)

A equacdo diferencial referente ao sistema elétrico, isto €, a modelagem do
circuito de armadura do motor CC é definida pela Equacado (3.36).

di (1)

V.(t)=L, +Ri () +E,(f) (3.36)

Ja a equacao diferencial referente ao sistema mecanico, associada ao sistema
representado pelo esquematico do motor CC, Figura 3.14, € dada pela Equacao
(3.37).

2
0, do()

T(t)y=J —
0= dt? dt

(3.37)

Assumindo as condicdes iniciais nulas, a transformada de Laplace das expressdes
(3.33), (3.35), (3.36) e (3.37) é dada, respectivamente, pelas Equacdes (3.38), (3.39),

(3.40) e (3.41).
T(s)=K,I,(s) (3.38)
E (s)=K,s0(s) (3.39)
V.(s)y=LsI (s)+RI, (s)+E,((s) (3.40)
T(s)=Js*0(s)+ BsO(s) (3.41)

Considerando que a tensdo aplicada na armadura da maquina ¥, (s) € a entrada
do sistema, e que o deslocamento angular do eixo do rotor, 6(s) € a saida do sistema,
podemos escrever a funcdo de transferéncia como a equacéo (3.42) e o diagrama
de blocos representativo desse modelo do motor CC controlado por armadura é
apresentado pela Figura 3.15.

0(s) K,
V.(s) s(LJs*+(L,B+RJ)s+RB+KK,)

(3.42)
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Figura 3.15 | Diagrama de bloco representativo motor CC controlado por armadura

Vils) 1 1,(s) e T(s) 1 B(s)
Ea(s) 1’05+Ra L JS2 +BS
[ K l
L2 |

Fonte: elaborada pela autora.

! Pesquise mais

Um servomotor pode ser acionado de duas formas: controle por armadura
e controle de campo. No primeiro caso, como visto anteriormente, o
enrolamento do campo € excitado separadamente, a corrente de campo
€ mantida constante e o controle do motor € excitado pela corrente de
armadura. Ja no controle por campo, a corrente de armadura € mantida
constante e a velocidade é controlada pela tensao de campo. Para saber
um pouco mais sobre os diferentes tipos de controle e a sua modelagem,
consulte: <http://coral.ufsm.br/gepoc/renes/Templates/arquivos/
elc1031/ELC1031.L.2.5.pdf>. Acesso em: 6 nov. 2016.

Sem medo de errar

Uma empresa de desenvolvimento tecnoldgico, na qual vocé € o engenheiro
responsavel, foi contratada pelo dono de um restaurante para fazer a automacao
de um sistema de transporte dos pratos que estdo no térreo (drea de atendimento
ao cliente) até o primeiro andar, onde estdo localizados a area de cozinha e o
servico de limpeza. O dono do estabelecimento estd preocupado com fatores
econdbmicos, ecologicos e ambientais e solicitou a sua equipe que, antes de o
elevador transportar os pratos sujos, ele deve ser capaz de acumular até 20 pratos,
ou seja, ser um dispensador de pratos moveis. Ja projetamos esse dispensador
e vimos por quais elementos passivos mecanicos ele € formado. Agora, iremos
projetar a parte elétrica desse sistema. Se usarmos um servomotor CC para mover
o elevador de carga, qual seria o diagrama de blocos que representaria todo esse
sistema hibrido?
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Figura 3.16 | (a) Representacéo do sistema hibrido para o elevador de carga (b) esquematico
elétrico motor CC e diagrama de forgas do dispensador de pratos
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Fonte: (a) adaptada de Nise (2012) e <https://www.liloredutores.com.br/Motor-Eletrico-Weg-de-6¢v--1720-RPM--
220-380v-Trifasico-com-Flange-FF-215/prod-1734262/> e (b) adaptado de Nise (2012). Acesso em: 26 nov. 2016.

Resolucao da situacao-problema

Para a obtencdo do diagrama de blocos que representa o elevador de carga,
Ou seja, Nosso sistema hibrido, devemos considerar o sistema motor — dispensador
como apresentado pela Figura 3.16 (a). Neste sistema, temos que um servomotor
CC produzira o torgue necessario para girar um carretel com cabo de aco, que
fara o dispensador mover-se verticalmente entre o térreo, area de atendimento ao
cliente, ao primeiro andar e area da cozinha.

fr‘/ Atencdo
Y

Considere o carretel como um sistema ideal, ou seja, todo movimento
rotacional produzido pelo motor sera transformado em movimento
translacional. Alem disso, todo deslocamento angular € transformado em
deslocamento vertical, ou seja, nao ha folgas no sistema.

Outro ponto a que devemos nos atentar € que o dispensador € visto
COMO UM Corpo unico de massa M, em que M representa a massa total
do elevador e dos pratos. E que a origem do deslocamento dessa massa
unica sera o ponto de equilibrio, portanto, ndo sera considerada a forca
peso, COMOo VImos Na secao anterior.

Se consideramos o carretel como ideal, ou seja, se considerarmos que todo
movimento angular seja transformado em movimento translacional sem perdas,
podemos igualar o torque produzido pelo motor a for¢a que desloca o elevador.
Assim, a partir da Figura 3.16 (b) e da segunda lei de Newton, obtemos a Equacéo
(3.43).
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J O = Frsreia O+ forio ) (3.43)

Sabendo que f()=T(). podemos reescrever a Equacdo (3.43), como a
Equacdo (3.44), em que M € a massa total do dispensador e x(t) o deslocamento
do dispensador.

d 2x(t)

T(t)= B— (3.44)

dt

Como a velocidade do sistema v(t) € dada como derivada do deslocamento,
podemos entdo reescrever a Equacéo (3.44) como a Equacao (3.45).

av(t)

T()= M 222 4 Bu(@r)

(3.45)

Aplicando a transformada de Laplace com as condi¢cdes iniciais nulas, e sabendo
qgue as Equacdes (3.38), (3.39) e (3.40) representam as equacdes que descrevem a
dinamica do servomotor CC com controle de armadura, podemos, entdo, escrever
o diagrama de blocos para o sistema hibrido, como mostra a Figura 3.17.

Figura 3.17 | Diagrama de blocos para sistema hibrido elevador de carga

v 1 v
Wls) & L LIE T(s) M1+B (s) E 8(s)
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Fonte: elaborada pela autora.

Avancando na pratica

Modelo de um alto-falante
Descricao da situacao-problema

O conceito basico de funcionamento de um alto-falante € dado por
uma bobina solidaria a um diafragma, que se move com relacdo a um ima
permanente, como mostra a Figura 3.18. Conforme a corrente de entrada varia,
gerada por um amplificador de audio, uma forca magnética variavel € produzida
na bobina, fazendo que a bobina e o diafragma se movam. O movimento
do diafragma produz ondas de pressdao de ar que correspondem ao som.
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Figura 3.18 | Diagrama esquematico de um alto-falante
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Fonte: adaptada de Garcia (2013)

A corrente i, fluindo pelas espirais? da bobina, interage com um fluxo radial
constante de densidade B Wb/m?, criado no intersticio do ar por causa de um
ima permanente. A bobina produz uma forga contra — eletromotriz, pois ela € um
condutor de corrente se movendo em um campo magnético e tem N espiras,
comprimento |, raio r, indutancia L e resisténcia R. A massa combinada do diafragma
e da bobina é dada por m. A constante da mola k e o coeficiente de amortecimento
b dependem das propriedades do material do diafragma.

Assumindo-se que a corrente i, que nao influencia a densidade de fluxo B, gere
o modelo fisico desse sistema e apresente suas equacdes de movimento, definindo
0OS parametros e variaveis necessarios.

Resolucdo da situagdo-problema
Ao analisarmos as caracteristicas do sistema, nota-se que esse sistema pode ser
aproximado pelo esquematico de um sistema hibrido, como mostra a Figura 3.19.

Figura 3.19 | (a) esquematico elétrico (b) diagrama de corpo livre para o modelo fisico do
alto-falante

b
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Fonte: adaptado de Garcia (2013)
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Dessa forma, podemos obter as equacdes do movimento do alto-falante
analisando um sistema elétrico e outro mecanico.

Sistema elétrico: a partir do esquematico da Figura 3.19 (a), aplica-se a lei de
Kirchhoff das malhas e obtemos a Equacdo diferencial (3.46).

dx
v =K, & (3.46)

dx
Sabendo que Vm:Klg, como mostrou a Equacédo (3.35), podemos, entdo,
reescrever a Equacéo (3.46) como a Equacao (3.47).

di dx
H=L—+Ri(t)+ K, — (3.47)
v(?) & i(?) "

Sistema mecanico: a partir do esquematico da Figura 3.19 (b), aplica-se a segunda
lei de Newton e obtemos a Equacao diferencial (3.48).

d*x(1)

= b_ (3.48)

Jm(t) = fle(t) + fi(t) + fb(1) = m

Sabendo que £, (1) = K,i(f), como mostrado na Equagdo (3.33), podemos, entao,
reescrever a Equacao (3.48) como a Equacao (3.49).

2
A0
dt’ d

X Kx—K,i(t)=0 (3.49)

Faca valer a pena

1. Ao analisarmos a funcdo de transferéncia e a resposta dos sistemas
mecanicos, tanto translacionais como rotacionais, de primeira ou
segunda ordem, notamos que estes sdo indistinguiveis quando
comparados aos sistemas elétricos. Isto acontece porque a caracteristica
das respostas depende da ordem da funcao de transferéncia do sistema,
ou seja, independe do tipo de sistema.

Dado o sistema mecanico rotacional apresentado na figura a sequir,
assinale a alternativa que contém o desenho do analogo elétrico série:
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2. Nesta unidade, aplicaremos nosso conhecimento de modelagem
matematica dos sistemas dinamicos a mais uma area fundamental dos
projetos de controle: a mecanica. Os sistemas dinamicos dessa area
podem ser classificados quanto ao seu tipo de movimento em: sistemas
translacionais e sistemas rotacionais.

A respeito de modelagem matematica dos sistemas mecanicos
rotacionais podemos afirmar que:

|. Asvaridveis, ou grandezas fisicas, normalmente utilizadas para descrever
o comportamento dinamico desse tipo de sistemas sdo: deslocamento
angular, velocidade angular, aceleracdo angular e torque externo.

II. Os elementos fisicos lineares passivos que compdem os sistemas
mecanicos translacionais sédo: momento de inércia, mola, amortecedor
e atrito viscoso.

lll. As entradas tipicas, ja conhecidas por ndés como degrau, rampa €
impulso, ndo podem ser aplicas a este tipo de sistema.

a) Apenas | esta correta.
b) Apenas Il esta correta.

)
c) Apenas Il esta correta.
d) Apenas | e Il estdo corretas.
)

e) |, Il e lll estdo corretas.

3.SegundoNise (2012), ossistemas mecanicosrotacionais, especialmente
0s acionados por motores, raramente sao encontrados sem trens de
engrenagens associados acionando a carga. A funcdo da engrenagem
em um sistema mecanico é propiciar o acoplamento mecanico.

Considere um acoplamento mecanico de engrenagens sem folgas
mostrado pela figura:

M 6,0 Ty0)

) )

nm 611 p,

C(C

Engrenagem
acionadora de
entrada,

engrenagem 1 Erl_grenagem
acionada de

saida,
engrenagem 2
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Podemos relacionar as variaveis torque com o numero de dentes da
engrenagem e, também, o numero de dentes da engrenagem com o
deslocamento angular pelas seguintes equacdes:

a)£=£eﬂ:ﬂ.
TZ N2 Nz 62
Tz Nz N2 91
Tz N1 Nz 01.
T2 Nl N2 92
e)L__NeN _b.
T, N, N, 91
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Secao 3.3

Modelagem matematica de sistemas mecanicos
com uso de software

Dialogo aberto

Caro aluno, lembre-se de que uma empresa de desenvolvimento tecnologico, na
qual vocé é o engenheiro responsavel, foi contratada pelo dono de um restaurante
para fazer a automacao de um sistema de transporte dos pratos que estdo no térreo
(area de atendimento ao cliente) até o primeiro andar, onde estdo localizados a area
de cozinha e o servico de limpeza. O dono do estabelecimento esta preocupado com
fatores econdmicos, ecologicos e ambientais e solicitou a sua equipe gue, antes de
O elevador transportar os pratos sujos, ele deve ser capaz de acumular até 20 pratos,
ou seja, ser um dispensador de pratos moveis. Vocé ja estimou 0 modelo mecanico
para a construcao do dispensador de pratos e 0 modelo do servomotor de corrente
continua (CC) controlado pela tensao de armadura, que deve ser utilizado para o
movimento vertical desse sistema. Agora € o momento de especificar e validar os
valores dos elementos que constituem esse sistema por meio do software MatLab®.

Na Secao 3.1, iniciamos nosso aprendizado sobre simulacdes e testes dos modelos
matematicos representativos da dindmica dos sistemas via software: o MatLab®. Na
Secado 3.2, vimos como utilizar essa ferramenta para a simulacao em sistemas elétricos
com as mais diferentes ordens. Nesta sec¢do, para resolver nossa situacao-problema,
aplicaremos e desenvolveremos um pouco mais Nosso conhecimento anteriormente
obtido nesse software aos sistemas mecanicos translacionais, rotacionais, circuitos
com motor CC via MatLab® em linhas de codigo e diagrama de blocos, com auxilio
do Simulink®.

Sabemos que testar e validar um sistema pode acarretar altos custos, decorrentes
da compra de equipamentos e da demanda de tempo de pessoas especializadas, seja
por meio de um sistema real ou por um prototipo em bancada de testes. Aléem disso,
testar e validar um sistema é indispensavel para certificar e documentar que o projeto
em desenvolvimento atende as especificagdes necessarias, ou seja, a validagdo €
importante por assegurar que os modelos estimados contém as informacdes que
qgueremos reproduzir em Nosso projeto.

Bons estudos e um otimo trabalho.
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Nao pode faltar

Os sistemas mecanicos sdo elementos essenciais de muitos sistemas dinamicos
como: automoveis, robds, motores elétricos, avides, elevadores, dentre outros.
Vimos, nas Se¢des 3.1 e 3.2, que para encontramos o modelo dindmico que descreve
o comportamento desse tipo de sistema € necessario utilizarmos a segunda lei de
Newton.

De posse do modelo dinamico do sistema, podemos analisar por simulacao via
software a resposta dos sistemas dinamicos para diferentes tipos de entrada, como
fizemos na Secdo 3.2, em que analisamos a resposta dos diferentes tipos de modelos
dos sistemas elétricos. Todavia, agora avaliaremos as respostas as diferentes entradas
dos sistemas mecanicos dos tipos translacionais, rotacionais e circuitos hibridos, ou
seja, sistemas eletromecanicos como o motor de corrente continua.

Vimos, na secao anterior, que a caracteristica da resposta, independentemente
do tipo de sistema em analise, podendo ser mecanico ou elétrico, ou seja, a resposta
depende da ordem da func¢ao de transferéncia que descreve a dinamica do sistema
em estudo. O que ira diferenciar € a aplicacao e analise dessa resposta, ou seja,
a interpretacao dada a resposta obtida. Alem disso, vale salientar que a ordem do
modelo representativo da dinamica dos sistemas mecanicos depende da quantidade
e do tipo de elemento que os formam.

Ja vimos que o MatlLab® pode ser programado via linhas de codigo (ou comando
de instrucdo (script) ou via diagramacdo grafica de blocos: o Simulink®. Para
utilizarmos a programagao por comando de instru¢do em modelagem e analise
dos sistemas dinamicos, € fundamental nos lembrarmos de alguns comandos
aprendidos nas unidades anteriores, COmo:

. tf(num,den): comando para criar uma funcao de transferéncia continua de
um sistema.

o  step(sys): entrada degrau do sistema dindmico.
«  impulse(sys): entrada impulso do sistema dinamico.

Assim, de posse desses comandos, podemos simular a resposta do sistema
mecanico translacional de primeira ordem, obtida na Secdo 3.1 — Equacdo (3.5) -
por meio de um programa em comando de instru¢do, como:

%Modelagem sistema mecanico de primeira ordem
num = [1I; %numerador da tf

den =[MB]; %denominador da tf

sys = tf(num,den) %funcao de transferéncia
figure(1) %criacdo da janela para figura(grafico)
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step(sys) Z%aplicacdo da entrada degrau
figure(2) %Criacao da janela para figura(grafico)
impulse(sys) Z%aplicacao da entrada impulso

Sabemos que, para © programa funcionar corretamente, € necessario
determinarmos valores numericos para a massa e para o coeficiente de atrito
viscoso, por exemplo, podemos adotar valores de massa e coeficiente de atrito
VISCOSO unitario, isto €, M = B = 1. Agora, se estivéssemos interessados em comparar
a resposta de dois sistemas diferentes, poderiamaos, para uma melhor visualizacao
dos resultados, imprimir a resposta em uma mesma janela. Para isso, © comando do
MatlLab® a ser utilizado é o hold. Este comando congela a tela do grafico atual, de
forma que os graficos subsequentes sao superpostos sobre o atual. Para habilitar o
uso desse comando, basta utilizar hold on, e para desabilitad-lo, permitindo a criacdo
de novas figuras para cada grafico, basta utilizar hold off.

Assim, se quisermos comparar a resposta de dois sistemas diferentes, por
exemplo, para o primeiro exemplificando da Secdo 3.1, em que temos a relagcdo
de velocidade e forca externa aplicada a um barco, podemos, entao, comparar o
comportamento da velocidade de dois barcos com diferentes massas quando em
contato com a mesma superficie, ou seja, quando tém o mesmo coeficiente de
atrito. Para melhor analisarmos essa resposta, imprimiremos (ou plotaremos) os
graficos na mesma janela, como mostra o programa em comando de instru¢ao:

%Modelagem sistema mecanico de primeira ordem: Comparacao de sistemas

M=1; Z%valor de massa barco 1

B=1; Z%valor de coeficiente de atrito viscoso 1
M1=15; %valor de massa barco 2

Bl=1, Z%valor de coeficiente de atrito viscoso 2
num = [1]; Znumerador da tf

den = [M B %denominador da tf sistema 1

sys = tflnum,den)  %funcdo de transferéncia sistema 1
denl = [M1B1J; %denominador da tf 2

sysl = tf(num,denl) %funcdo de transferéncia sistema 2
figure(1) %criacdo da janela para figura(grafico)
step(sys) %aplicacdo da entrada degrau sistema 1
hold on

step(sysl) Z%aplicacdo da entrada degrau sistema 2

A resposta desse sistema a uma entrada degrau unitaria, simulando a aplicagao de
uma forca externa constante, € dada pela Figura 3.20.
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Figura 3.20 | Comparacdo da relacdo de velocidade e forca externa aplicada a dois sistemas

distintos
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Fonte: elaborada pela autora.

Dado o grafico de resposta do sistema apresentado pela Figura 3.20, percebemaos
gue nao é tao direta a analise da resposta, ou seja, para sabermos qual € a curva do
grafico que corresponde a um determinado sistema, teriamos de, por exemplo, analisar
a constante de tempo para cada uma das curvas. Contudo, se tivessemos uma legenda
no grafico, rapidamente poderiamos distinguir qual curva refere-se a uma determinada
resposta. No MatlLab®, a legenda de um grafico pode ser inserida por meio do comando
legend(). Para utilizarmos essa funcao, € necessario seguir a seguinte sintaxe: legend(no
mefungaol’, nomefuncdo?’ nomefuncaod’), em que nomefuncgaol refere-se a primeira
funcdo declarada nas linhas de comando; nomefuncao? refere-se a segunda funcao
declarada e assim sucessivamente.

Além disso, em um grafico podemos alterar ou editar: o titulo do grafico, por meio do
comando title(titulo_do_grafico’), em que titulo_do_grafico refere-se ao titulo que vocé
gostaria de dar ao seu grafico e ao titulo dos eixos, y e x, por meio, respectivamente, dos
comandos ylabel(nome-eixo-y) e xlabel(nome-eixo-x). Assim, para editarmos Nosso
grafico, do exemplo do sisterma mecanico de primeira ordem, basta completarmos as
linhas de codigo do programa anterior com as seguintes linhas de comando:

%Continuidade - Modelagem sistema mecanico de primeira ordem: Comparacao
de sistemas

legend(Sistema barco 1, M=1'Sistema barco 2, M=15)

ylabel('Velocidade (m/s))

xlabel(tempo))

Assim, a velocidade de resposta do sistema mecanico de primeira ordem, quando
aplicamos uma forca externa ao barco, com a caracteristica de uma entrada degrau
unitaria, simulada com a insercao desses novos comandos, fica como mostra a Figura
321
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Figura 3.21 | Comparacéo da relagdo de velocidade e forca externa aplicada a dois sistemas
distintos, editado o campo legenda, titulo e os titulos dos eixos das abcissas e ordenadas
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Boal
20,3
0,2

0 2 4 6 8 10 12 14
tempo (seconds)
Fonte: elaborada pela autora.

%" Assimile

Comandos para a edicao do grafico de resposta do sistema em linhas de
comando:

« legend(nomefuncdol’, nomefungdo2’, nomefuncdos’)
o title(titulo_do_grafico’)
« ylabel(nome-eixo-y)
« xlabel('nome-eixo-x))
Ao analisarmos a Figura 3.21, conseguimos rapidamente perceber que a curva em
azul, referente ao barco 1, apresenta uma constante de tempo de resposta menor

quando comparada com a curva em vermelho, referente ao barco 2, sem muito realizar
os calculos. O que torna mais eficiente a analise da resposta do sistema dinamico.

@ Faca vocé mesmo

Agora que voceé ja sabe como editar um grafico, que tal tentar programar
um sistema mecanico de segunda ordem como o dado pela Equacdo
(3.25)? Utilize diferentes valores para © momento de inércia, o coeficiente
do amortecedor viscoso e da mola, e veja como ocorre o deslocamento
angular para diferentes sistemas quando aplicado um mesmo torque
externo.
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Reflita

Agora que ja sabemos como analisar em um mesmo grafico a resposta
de diferentes sistemas em programacao em linhas de coddigo do MatLab®,
como podemos fazer isso via diagramacao grafica de blocos utilizando o
Simulink®?

Temos duas formas de executar essa tarefa: uma menos intuitiva, em que podemaos
realizar um diagrama de blocos para cada sistema gue queremos comparar as respostas
em um mesmo grafico, e uma mais eficiente, em que utilizamos o mesmo diagrama de
blocos e, juntamente com a programacao em linhas de codigo, conseguimos gerar as
curvas de respostas para as analises.

W

Exemplificando

Dado o esquematico do servomotor CC controlado por armadura,
apresentado na Figura 3.14 da secao anterior, obtenha a curva de
resposta para O torque e a velocidade angular, para dois diferentes
servomotores CC, com as seguintes especificacdes tecnicas: servomotor
1la, =HeRa =Qeservomotor 2 La, =HeRa =Q

Considere que seja acoplado a ambos servomotores a mesma carga, Cujos
valores sdo: momento de inércia J = 1 Kg.m?, coeficiente de amortecedor
viscoso B = 1 N.m.s/rad, os valores das constantes de constru¢do sao os
mesmos, ou seja, K, = K, = 1 e a tensédo aplicada ao circuito de armadura,
Va, ¢ 127 V.

Sabemos que o servomotor CC é modelado segundo as Equacdes (3.38),
(3.39), (3.40) e (3.41), apresentadas na secdo anterior, e que a velocidade
angular o pode ser escrita em relagdo ao deslocamento angular 6
equivalente a Equacdo (3.50).

o =s60 (3.50)
Reescrevendo a Equacdo (3.41) como a Equacéao (3.51).
T(s)=(Js+B)w (3.51)

Assim, podemos obter as curvas de respostas para analise, de duas formas,
do torque e da velocidade angular para dois diferentes servomotores CC:
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Simulacao 1: dois diferentes diagramas de blocos, um para cada
sistema.

Para essa simulacao, criamos dois diagramas de blocos: um para cada
servomotor, como mostra a Figura 3.22.

Figura 3.22 | Programacéo Simulink® - Simulacdo 1

Servomotor 1

I
1 I T
- - K2 ) — | orque
I Sistema Elétrico Sistema Mecanico
I Motor 1 Motor 1 :
|
| I
I
: <k I A
| K_3 ___________ I " -
________________________ - Velocidade
1 | Angular
L 1 1 o L I
2s+2 s+1 |
|
| Sistema Elétrico ~ K2-motor2 Sistema Mecanico |l
I Motor 2 Motor 2 |
1 I
I
|
} l, I
I I
1 K3_motor2 I

Servomotor 2

Fonte: elaborada pela autora

Assim, as curvas de resposta para o torque e para a velocidade angular,
para ambos 0s motores, sdo apresentadas, respectivamente, pela Figura
3.23(a) e (b).

Figura 3.23 | Resposta Simulacdo 1 - (a) torque e (b) velocidade angular

(a) (b)

Fonte: elaborada pela autora
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Observe que as curvas de resposta foram plotadas no mesmo grafico,
tanto para o torque quanto para velocidade angular. Para isso, foi
necessario utilizarmos um bloco de comando, Mux, cujo simbolo é dado
pela Figura 3.24, que esta localizado na biblioteca commonly used blocks.

Figura 3.24 | Simbolo bloco de comando Mux do Simulink®

Munx

Fonte: elaborada pela autora

Simulagdo 2: unico diagrama de blocos.

Para essa simulagdo, criamos apenas um diagrama de blocos, genérico,
para ambos servomotores, como mostra a Figura 3.25.

Figura 3.25. | Programacéo Simulink® - Simulacéo 2

To Workspace 1

g

r

Torque
1 1 q
K2 >
La.s+Ra J.s+B
Sistema Elétrico K2 Sistema Mecanico
Motor Motor
o1
1 Velocidade
QF Angular
K3
To Workspace

Fonte: elaborada pela autora

Observando a Figura 3.25, nota-se que 0s parametros do modelo do
sistema sdo dados genericamente por meio de variaveis. Dessa forma,
0s valores sdo declarados por um programa em linhas de codigo como:

%Exemplificando Secao 3.3 - Unidade 3 - Simulacao Motor CC
La=1; Ra=1; J=1; B=1,K2=1;K3=1;Va=127; %Dados do Motor 1

sim(‘simulacacl_2’) % Simulink
torquel=torque; %Salvando as variaveis
wl=w;

La=2; Ra=2,J=1; B=1,K2=1,K3=1,Va=127; %Dados do Motor 2
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sim('simulacaol_2
torque2=torque;

W2=W;

figure(l)

plot(tout torquel)

hold on

plot(tout torque?)
legend('Motor 1',Motor 2))
titte(Torque (N.m)’)
ylabel(Amplitude’)
xlabel(tempo(s))

figure(2)

plot(tout,wl)

hold on

plot(tout,w2)
legend('Motor 1','Motor 2’)
title('Velocidade Angular (rad/s))
ylabel(Amplitude’)
xlabel(tempo(s))

Assim, as curvas de resposta para o torque e para a velocidade angular,
para ambos 0s motores, sao apresentadas, respectivamente, pela Figura

3.26.

Figura 3.26 | Resposta Simulacdo 2 - (a) torque e (b) velocidade angular

Torque (N.m)

Tempo (s)
(a)

Fonte: elaborada pela autora.

Amplitude

% Simulink
%Salvando as variaveis

%Gerando a figura

Velocidade Angular (rads/s)

Tempo (s)
(b)
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Observe na Figura 3.25 que as curvas de resposta foram plotadas no mesmo grafico,
tanto para o torque quanto para velocidade angular. Para isso, foi necessario utilizarmos
um bloco de comando To Workspace, que esta localizado na biblioteca skins. Este
bloco envia para Command Windows os dados lidos pelo Scope.

Vale salientar que para o bloco To Workspace foi parametrizado (por meio de um
duplo cligue no bloco) para salvar os dados em formato Array, ou seja, dessa forma a
variavel sera salva em formato de um vetor. Assim, conseguiremaos plotar o grafico com
as linhas de codigo sugeridas.

Pesquise mais

O bloco To Workspace foi parametrizado para salvar o formato dos
dados enviados ao Command Windows em modo Array, dessa forma,
ele envia apenas os dados de interesse. Contudo, este bloco pode ter
mais trés formatos de dados. Para saber pouco mais sobre esse bloco,
acesse: <https://www.mathworks.com/help/simulink/slref/toworkspace.
html?requestedDomain=www.mathworks.com>. Acesso em: 30 nov.
2016.

Sem medo de errar

Uma empresa de desenvolvimento tecnoldgico, na qual vocé € o engenheiro
responsavel, foi contratada pelo dono de um restaurante para fazer a automacao
de um sistema de transporte dos pratos que estdo no térreo (area de atendimento
ao cliente) até o primeiro andar, onde estdo localizados a area de cozinha e o
servico de limpeza. O dono do estabelecimento estd preocupado com fatores
econdbmicos, ecologicos e ambientais e solicitou a sua equipe que, antes do
elevador transportar os pratos sujos, ele deve ser capaz de acumular até 20 pratos,
ou seja, ser um dispensador de pratos moveis. Vocé ja estimou o modelo mecanico
para construcao do dispensador de pratos e o modelo do servomotor de corrente
continua (CC) controlado pela tensdo de armadura, que se deve utilizar para o
movimento vertical desse sistema. Agora € 0 momento de especificar e validar os
valores dos elementos que constituem esse sistema por meio do software MatlLab®.

Resolucao da situacdao-problema

O sistema hibrido de elevador de carga foi modelado na secdo anterior e €
descrito pelo diagrama de blocos da Figura 3.17. Assim, podemos simular esse
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sistema utilizando o Simulink®, como mostra a Figura 3.27, e entdo analisaremos
as respostas do sistema.

Figura 3.27 | Simulacéo em Simulink® - Elevador de carga

To Workspace 1

Torque
1 032 - L
0.015+2 30s+10 S
Va Sistema Elétrico K1 Elevador de Integrador Deslocamento
Carga
0.32 |<
K2 Velocidade
— v_]
To Workspace

Fonte: elaborada pela autora.

fr" Atencéo
Y

Considere o caso critico para determinacao das caracteristicas do sistema,
OU seja, 0 caso em que o dispensador esta com carregamento maximao
de pratos.

Sabendo que a velocidade requerida para que nao haja dano a carga, ou seja,
aos pratos, seja de aproximadamente 2 m/s e, para condicdo mais critica, quando
o dispensador estiver com 20 pratos, a massa total do sistema seja de 30 kg, o
coeficiente de atrito entre o elevador de carga e O ar seja, aproximadamente,
10 Ns/m e que o torque/forca necessario para o deslocamento desse elevador
de carga seja aproximadamente 20 N.m, entdo, por meio de testes empiricos,
podemos encontrar as especificacdes dos elementos construtivos do motor CC
como la=001H Ra=2QeKl=K2=032

Logo, a partirda simulacao apresentada na Figura 3.28, obtivemos como resposta
para torque, velocidade e deslocamento as curvas apresentadas, respectivamente,
na Figura 3.28 (a), (b) e (c).
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Figura 3.28 | Resposta do sistema de elevador de carga (a) torque (b) velocidade (c)
deslocamento

Torque (N.m) Velocidade (m/s)
25 — 2,5 T
207 2
L
s}
2
15 -i 1,5¢
€
<
10+ 1
5 0,5
0 z 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo (s) Tempo (s)

(@) (b)

Deslocamento (m)

70
70
60
50
40
30
20

Amplitude

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo (s)
(©)

Fonte: elaborada pela autora.

Analisando a Figura 3.28 (a), notamos que o valor de torque quase que
instantaneamente, em 1 s, chega ao 20 N.m; ja a velocidade maxima requerida
para o sistema € obtida 15 s apds 0 movimento e, por fim, o deslocamento angular
€ uma curva crescente, visto que enquanto o motor estiver em funcionamento o
sistema esta movendo-se, logo, o deslocamento estad aumentando.

Ja para as especificacdes do sistema do dispensador, dado pela massa dos
pratos, considerando o caso critico de 20 pratos, sabendo que cada prato pesa
aproximadamente 820 gramas, entdo a massa total € de 16,4 quilos e o coeficiente
de atrito viscoso dado entre o émbolo e as laterais do cilindro é estimado, pela
caracteristica construtiva dos materiais, em aproximadamente, 30 Ns/cm. Dessa
forma, para que o sistema figue estavel, foi escolhido uma mola de constante 30
N/cm. A funcgdo de transferéncia desse sistema é apresentado pela Equagéo (3.52).
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X(s) 0,0625

= (3.52)
F(s) s +1,8755+1,875

Avancgando na pratica

Braco robético
Descricdo da situacao-problema

Uma empresa de tecnologia esta desenvolvendo um braco robotico para
auxiliar uma linha de producao de montagem de motocicletas. Vocé, engenheiro
responsavel pelo desenvolvimento dessa parte do projeto, tem a tarefa de analisar o
deslocamento e velocidade angular do braco robdtico, acionado por um motor CC,
guando este € submetido a um torque de carga variavel. Dessa forma, implemente,
por meio do software MatLab®, um programa para avaliacdo do comportamento do
deslocamento angular desse sistema, Figura 3.30 (a).

Figura 3.29 | (a) braco robotico (b) modelagem do braco robdtico

La Ra

¥
v,(t) ( i(0)

i(t)=cte

(a) (b)

Fonte: (a) adaptado de: <http://www.robotica.pt/?p=2270&doing_wp_cron=1480907412.8459830284118652343750>
Acesso em: 2 dez. 2017. (b) elaborada pela autora.

Resolucao da situacao-problema

Ao analisarmos a Figura 3.29 (b), notamos que este braco robodtico, de momento
de inércia J e amortecimento B, acionado por um motor CC, tem equagdes de
movimento dadas pelas Equacdes (3.38), (3.39) e (3.40). J& a equagdo do torque do
motor, Equacdo (3.41), é reescrita como Equacao (3.53), para adicao do torque da
carga T_.

T(s)=T.(s)+5°0(s)+ BsO(s) (3.53)
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Dessa forma, de posse das equacdes do movimento do estudo em analise,
podemos construir um programa como auxilio do Simulink®, como mostra a Figura
3.30.

Figura 3.30 | Simulac&o via Simulink® - braco robotico

w

To Workspace 1 Velocidade Angular

S

>

Sistemna Mecanico Integrator | Deslocamento Angular

Motor

To Workspace

Sistema Elétrico
Motor

Constant /KZL
\r
K2
Fonte: elaborada pela autora.

Assim, sabendo que a tensdo de entrada do motor é de 127 V, que o indutor e
o resistor da armadura equivalem, respectivamente, a 1 H e 1 Q, que as constantes
K1 =5eK2 = 0,5 que o momento de inércia e o coeficiente de amortecedor viscoso
do brago robotico valem, respectivamente, 50 Kg.m? e 50 N.m.s/rad e que o torque de
carga varia de acordo com o peso da peca a ser retirado, podemos entao simular os
resultados para trés diferentes pegas, cujo valor de T_vale 50, 150 e 300 N. As respostas
de velocidade e deslocamento angular podem ser analisadas, respectivamente, nas
Figura 3.31 (a) e (b).

Figura 3.31 | Resposta (a) velocidade angular (b) deslocamento angular - sistema braco
robotico

Velocidade Angular - Brago Robotico

Deslocamento Angular - Brago Robético

45 6 7 8 9
Tempo (s) Tempo (s)
(12)1) (b)

3

Fonte: elaborada pela autora.

Ao analisarmos as rrespostas apresentadas na Figura 3.31, inferimos que quanto
maior o torque de entrada, mais lento fica © movimento do braco robotico, visto que
a velocidade para peca mais leve, ou seja, para o torque de carga igual a 50 N é de,
aproximadamente, 11 rad/s e para o torque de 300 N.m é de, aproximadamente, 6 rad/s.
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Este comportamento ¢ ratificado ao verificarmos que a resposta do deslocamento
angular, a curva em azul, ou seja T_= 50 N.m, tem uma inclinagao maior, isto €, atinge
mais rapidamente um determinado deslocamento, quando comparado com os outros
dois valores de torque. Notamos ainda, na resposta da Figura 3.31, que a resposta para
T. =300 N.m apresenta uma velocidade e deslocamento angular iniciais negativos,
representando que No comeco do movimento o braco do motor rapidamente gira no
sentido contrario até, aproximadamente, 1,6 s, quando o sistema retoma o movimento
com velocidade e deslocamento angular positivos.

Esta analise foi desenvolvida em Simulink®, como apresentado pela Figura 3.30,
juntamente com a programacao em linhas de comando do MatLab®, com as linhas
de codigo a sequir:

%Sistema Braco Robotico acionado Motor CC

Tc=50; sim(braco’);t=tout; tetab0=teta; w50=w;

Tc=150; sim(braco);t=tout; tetal50=teta; w150=w;

Tc=300; sim(braco’);t=tout; teta300=teta; w300=w;
Z%Velocidade Angular

figure

plot(t, w50(1:60));hold on; plot(t,wl150);plot(t,w300);
legend(Tc=50,Tc=150",Tc=300);xlabel(Tempol(s));ylabel(rad/s’)
title('Velocidade Angular - Braco Robdtico)

Z%Deslocamento Angular

figure

plot(t,teta50(1:60));hold on; plot(t tetal50); plot(t,teta300)
legend(Tc=50,Tc=150",Tc=300);xlabel(Tempol(s));ylabel(rad’)
title(Deslocamento Angular - Braco Robotico))

Faca valer a pena

1. O MatLab® é uma linguagem de alto nivel e um ambiente interativo
utilizado em modelagem de sistemas para validacao e testes dos modelos
obtidos. Sendo assim, a programacao dos modelos no MatLab® pode ser
feita usando o comando de instrucdo (script) ou via diagramacao grafica
de blocos, o Simulink®.

Em se tratando da linguagem por meio de instrucao, o comando
title('titulo_do_grafico’) permite que:

a) O usuario insira uma legenda ao grafico.
b) O usuario insira um titulo ao grafico.
c) O usuario modifique o texto do eixo x.
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d) O usuario modifique o texto do eixo y.
e) O usuario modifique a cor da curva.

2. Testarevalidarumssistema éindispensavel para certificar e documentar
que o projeto em desenvolvimento atende as especificacdes necessarias,
ou seja, avalidacdo é importante por assegurar que os modelos estimados
contém as informacdes que queremos reproduzir em Nosso projeto.

Em programacdo via diagramacdo grafica de blocos, utilizando o
Simulink®, o bloco de comando Mux permite que:

a) O usuario altere a escala grafico por meio do bloco de comando
Scope.

b) O usuario altere a cor da curva do grafico por meio do bloco de
comando Scope.

c) Duas curvas sejam plotadas no mesmo grafico por meio do bloco de
comando Scope.

d) Apenas uma curva seja plotada no grafico por meio do bloco de
comando Scope.

e) Duas curvas sejam plotadas no mesmo grafico, independentemente
do uso do bloco de comando Scope.

3. Se estivermos interessados em comparar a resposta de dois sistemas
diferentes, podemos, para uma melhor visualizacao dos resultados,
imprimir a resposta em uma mesma janela. Para isso, o comando do
MatLab® a ser utilizadoéo ___________ . Este comando congela a tela
do grafico atual, de forma que graficos subsequentes sdo superpostos
sobre o atual. Para habilitar o uso desse comando, basta utilizar
e, para desabilita-lo, permitindo a criacdo de novas
figuras para cada grafico, basta utilizar

Indique a alternativa que melhor preenche a lacuna trazida pelo texto:
a) Hold, hold off e hold on.
b) Hold off, hold on e hold.
) Hold on, hold e hold off.
d) Hold, hold on e hold off.
e) Hold on, hold off e hold.

C
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Unidade 4

Modelagem de sistemas fluidicos
e térmicos

Convite ao estudo

Ola, bem-vindo a nossa ultima etapa do estudo de modelagem de
sistemas dinamicos. Nesta unidade, faremos um estudo da modelagem
matematica aplicada aos sistemas fluidicos e térmicos. Segundo Ogata
(2010), por ser versatil para transmissao de sinais e forga, os fluidos tém
grande relevancia e aplicagao na industria, principalmente em processos
quimicos, alimenticios, sistemas automaticos de controle, atuadores etc.

Essencialmente, liquidos e gases diferem-se por  suas
incompressibilidades relativas: um liquido € considerado praticamente
incompressivel, ja o gas deforma-se facilmente com a mudanca de
pressao. Alem disso, um liquido pode ter uma superficie livre, enquanto
que um gas se expande de modo a ocupar totalmente o seu reservatorio.
Neste material, vamos utilizar o termo sistema hidraulico para descrever
sistemas que utilizam liguido como fluido de trabalho. Estes sistemas serao
focados na descricao da dinamica do nivel dos liquidos e utilizaremos
sistemas pneumaticos para sistemas que utilizam gas como fluido de
trabalho.

Vale salientar que uma analise exata de um sistema hidraulico
usualmente nao € viavel, por causa de sua natureza distribuida
(propriedades distribuidas ao longo da massa) e sua caracteristica ndo
linear (0 que proporcionaria modelos nao lineares). Todavia, na maioria
dos casos deste material, a operacdo desse tipo de sistema ocorrera
proximo a um ponto de operacao, fazendo que tenhamos modelos
lineares descritos pela funcao de transferéncia (CLOSE; FREDERICK;
NEWELL, 2002).

Inicialmente, na primeira secdo desta unidade, abordaremos os
sistemas de nivel de liquido, que sdo utilizados com regularidade nos
processos de controle. Em seguida, vamos aprender um pouco mais sobre
0s sistemas pneumaticos, visto gque sao muito utilizados na automacao
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Secao 4.1

Modelagem matematica de sistemas hidraulicos

Dialogo aberto

Uma pequena industria de alimentos resolveu otimizar o sistema de controle de
uma parte do seu processo. Uma das linhas de producao requer controle de vazao e
aguecimento de uma determinada materia-prima, pois se nao estiver na temperatura
ideal, este produto pode condensar nas tubulagcdes. Para isso, vocé foi contratado
como engenheiro responsavel, com a finalidade de revisar o projeto de controle de
vazao e de aquecimento desse sistema dinamico e certificar que ele esta funcionando
corretamente.

Nesta secdo, aplicaremos os conhecimentos anteriormente adquiridos de
modelagem matematica para obtencdo do modelo que descreve a dinamica
dos sistemas fluidicos. Segundo Campos e Teixeira (2006), um dos controles mais
importantes nas unidades industriais € o de nivel, pois este é responsavel por manter
o nivel de um tanque constante. Sendo assim, os sistemas fluidos tém destaque em
diversos ramos da atividade industrial, como na drea petroguimica, nuclear, na celulose
etc.

Na primeira unidade, vimos que uma das fases necessarias ao processo de
modelagem matematica € a utilizacdo das leis basicas que regem o comportamento
dos sistemas. Dessa forma, entenderemaos, aqui, como a lei de conservacao da massa
Nos ajudara a encontrar a equacao diferencial e, consequentemente, a funcao de
transferéncia que representa o sistema. Neste material, focaremos a modelagem
de sistemas com um tanque e com dois tanques interconectados, visto que, ao
entendermos a modelagem da dindmica desses processos, estaremos aptos a
estender a descricdo da dinamica de sistemas mais complexos. Ao final desta secéo,
aprenderemos uma forma mais instrutiva de testar e validar © sistema via diagrama de
blocos, com auxilio do Simulink®.

E entdo, preparado para mais essa area de conhecimento?

Bons estudos e um otimo trabalho.
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Nao pode faltar

Para a obtencdo do modelo matematico que descreve o comportamento dos
sistemas, € fundamental a utilizacdo de uma lei basica que rege 0 comportamento
fisico do sistema. Por exemplo, para os sistemas elétricos temos as Leis de Kirchhoff,
como vimos na Unidade 2, ja para os sistemas mecanicos, temos as leis de Newton,
como visto na Unidade 3. Para sistemas hidraulicos, a lei fundamental para a obtencao
da dinamica dos sistemas € a lei de conservacdo da massa.

Segundo Felicio (2010), a lei de conservagcao da massa é também conhecida
como Balanco de Massa ou Equacado da Continuidade, enunciada usando o conceito
de volume de controle, que € uma regiao do espaco estabelecida por uma fronteira
imaginaria, chamada de superficie de controle, com forma e tamanho arbitrarios.
Assim, a lei de conservacao da massa nos diz que, em um intervalo de tempo, a
massa que entra no volume de controle menos a massa que sai € igual a massa que
fica acumulada no volume de controle. Matematicamente, em termos de massa por
unidade de tempo, podemos escrever essa lei como mostra a Equacdo (4.1).

S om), - 0m), =2

Onde m; ¢ avariacao da massa no tempo gue entra no volume de controle; mi,

€ a variacao da massa no tempo gue sai do volume de controle; e dm, ¢ o variacao,

(4.1)

t
em fung¢ao do tempo, da massa acumulada no volume de controle.

Em sistemas hidraulicos, em que consideramos a hipotese de que a variagao da
massa especifica é desprezivel (fluido incompressivel), a conservagao da massa pode
ser descrita em fungao do volume, como a Equacéao (4.2).

(4.2)

n k dV
Z(QI)J_Z(Q())r: °
= =1 dt
Onde Q, € a vazdo volumétrica que entra no volume de controle; O, é a vazdo
av,

dt
do volume do fluido acumulado no volume de controle.

volumeétrica que sai do volume de controle; e a variagao, em funcdo do tempo,

Os sistemas hidraulicos, geralmente, exibem dois tipos de propriedades que
permitem a descricao de suas caracteristicas dinamicas, por meio de modelos
matematicos, de modo simples: a resisténcia e a capacitancia.
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. Resisténcia hidraulica (R):

Antes de definirmos a resisténcia hidraulica, € importante, na analise de sistemas
gue envolvem fluidos, classificar o regime de fluxo em laminar e turbulento. Um
escoamento ocorre em regime laminar, Figura 4.1 (a), quando tem velocidades
baixas e € caracterizado por movimento do fluido em ldminas ou camadas, com uma
camada escorregando sobre a adjacente, no qual qualquer tendéncia de turbuléncia
€ amortecida por forcas viscosas. Ja o regime turbulento, Figura 4.1 (b), ocorre
guando o escoamento tem velocidades altas e as particulas do liquido apresentam
movimentos aleatorios em relacdo ao movimento global de fluido, que tem uma
direcdo predominante. Nas condicdes de regime permanente, o tipo de escoamento
é classificado quanto ao numero de Reynolds, que € a relacdo entre as forcas de
inércia e viscosas. Se este parametro estiver entre 3.000 e 4.000 o escoamento sera
turbulento, mas se este valor for inferior a 2.000 este sera considerado fluxo laminar
(OGATA, 2010; FELICIO, 2010).

Figura 4.1 | Tipo de escoamento de fluxo

Laminar
(a)
S SO S
) 7 =
NP e
Turbulento
(b)

Fonte: adaptada de <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Transicion_laminar_a_turbulento.png>. Acesso em:
19 jan. 2017

Suponha, agora, o fluxo hidraulico dado por meio de uma tubulacdo curta, que
conecta dois reservatorios. A resisténcia (R), ou restricdo, ao fluxo de liquido nessa
tubulacado € definida como a variagdo na diferenca de nivel (ou seja, a diferenca entre
o nivel dos liquidos nos dois reservatorios) necessaria para causar a variagao unitaria
na vazao, Equacdo (4.3) (OGATA,2010).

Ou seja:

R varia¢do na diferenca de nivel (m)  dH

variagdo na vazdo em volume (m’/s) - 2[0) (4.3)

Experimentalmente, a relacdo entre a vazao e a altura em regime permanente,
para os fluxos laminares, € dada pela Equacao (4.4).
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O=KH (4.4)

Onde Q ¢ a vazdo em volume em regime permanente, dada em m’/s; K ¢ o
coeficiente que depende das caracteristicas da tubulacao, dada em m2/s e H €a
altura do nivel em regime permanente.

Assim, para fluxos laminares, a resisténcia hidraulica é dada pela Equacao (4.5).

R =— (4.5)

Onde R, € a resisténcia hidraulica para fluxos laminares; H € a altura do nivel
em regime permanente, dada em metros; e Q € a vazdo em volume em regime
permanente, dada em m’/s .

Ja para os fluxos turbulentos, a vazao volumeétrica em regime permanente € dada,
experimentalmente, pela Equacdo (4.6).

0=KJH (4.6)

Entdo, a partir da relacdo dada pela Equacédo (4.6), podemos afirmar que a
resisténcia para o fluxo turbulento (R,) é dada pela Equacado (4.7).

g2
Q

Vale salientar que a resisténcia para o fluxo turbulento pode ser considerada
constante, caso as variacdes da altura do nivel e da vazdo do liquido forem muito
pequenas.

g Pesquise mais

Em muitos casos praticos, o valor do coeficiente K, na Equacao (4.6), que
depende do coeficiente de fluxo e da area de restricao, nao € conhecido.
Assim, a determinacao da resisténcia para o fluxo turbulento é dada por
meio da medicao da inclinacdo da curva no ponto de operacao, a partir
do grafico da curva que relaciona a altura do nivel com a vazao de fluxo
do liquido, com base em dados experimentais.

(4.7)

Para saber mais sobre a obtencao da resisténcia para o fluxo turbulento a
partir dos dados experimentais, consulte:
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OGATA, Katsuhiko. Engenharia de controle moderno. 5. ed. Sdo Paulo:
Pearson Prentice Hall, 2010.

e  Capacitancia hidraulica (C):

Segundo Ogata (2010), a capacitancia hidraulica de um reservatorio € definida
como a variacado na quantidade de liquido armazenado necessaria para causar uma
variagao unitaria na altura do nivel de liquido, como mostra a Equacao (4.8).

_ar
dH

C (4.8)

Onde dV ¢ a variacdo no volume do liquido armazenado, dado em m . dH
€ a variacao na altura do nivel do liquido, dado em metros; e C € a capacitancia
hidraulica de um reservatorio, dada em m?.

Note que a capacitancia representa a area do reservatorio. Portanto, se a area
for constante, a capacitancia também sera constante, para qualquer altura do nivel.

3

'3%% Assimile

Os componentes fisicos que formam os sistemas hidraulicos sao: resistores
e capacitores. E as varidveis, ou grandezas fisicas, normalmente utilizadas
para descrever o comportamento dinamico desse tipo de sistemas sao: a
vazao volumetrica (m3/s) e a altura do nivel do liquido (m).

De posse desses conhecimentos, nesta secdo, realizaremos as etapas do
processo de modelagem matematica para representacdo da dinamica dos sistemas
hidraulicos com um tanque e com dois tanques.

¢  Modelagem de um sistema hidraulico com um tanque:

E Exemplificando

Considerando o sistema apresentado na Figura 4.2 como um sistema
linear, determine o modelo matematico, ou a funcdo de transferéncia,
que relaciona a altura do nivel em regime permanente, H, com a vazao
volumeétrica de entrada em regime permanente (q)
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Figura 4.2 | Sistema hidraulico com um tanque

_Vilvula de controle

Q+gq;
—»

Vilvula de restrigio

A+h
l 0+4,
-
Capacitincia Resislét"-cia
C R

Fonte: adaptada de Ogata (2010, p. 92)

Onde O ¢é a vazdo volumétrica em regime permanente (m.,/s); ¢, € o
pequeno desvio da vazdo de entrada em relacdo ao seu valor de regime
permanente (m./s); g, € o pequeno desvio da vazao de saida em relagao
a seu valor em regime permanente (m./s), H éaaltura do nivel em regime
permanente (m): e h é o pequeno desvio do nivel a partir de seu valor em
regime permanente (m).

Como realizado nas unidades anteriores, a obtencdo da funcdo de
transferéncia que descreve a dinamica do sistema € dada pelos seguintes
passos do processo de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia que
relaciona o fluxo de entrada com o fluxo de saida.

2. Teoria e aplicagcdo das leis fundamentais: lei de conservacdo da massa.

3. Simplificacdes e aproximagdes: para a modelagem de todos os
sistemas hidraulicos desenvolvidos neste material, utilizaremos um
conjunto de hipoteses que irao simplificar os modelos matematicos
desse tipo, tais como: o fluido € incompressivel e tem massa especifica
constante; as resisténcias fluidicas sao constantes; qualquer tanque tem
secao uniforme de area constante; as variacdes das grandezas do sistema
sao consideradas pequenas, a fim de manter o comportamento do
sistema linear.

4. Equacionamento: aplicando a lei de conservagdo da massa, dada pela
Equacdo (4.2), podemos reescrevé-la como a Equacao (4.9).

dv
= =g()-q.(t
I q,(t)—q,(1) (4.9)

180 Modelagem de sistemas fluidicos e térmicos



Ou ainda como a Equacao (4.10).

dv =(q,(t)—q,(1))dt (410)
Podemos, assim, reescrever a equacdo (4.10), resultando na Equacdo
(4.11).

Cdh =(q,(1)—q,(1))dt (4.11)

A partir da definicao de resisténcia, temos a relacdo dada pela Equacao
(4.12).

g, = (4.12)

= >

Entdo, para um valor constante de R, temos que a Equacao (4.12) pode ser
reescrita como a Equacao (4.13).

dh
RC—+h=Rgqg,
r q; (4.13)

Assim, aplicando a transformada de Laplace, com as condi¢cdes iniciais
nulas, chegamos a funcao de transferéncia que descreve a altura do nivel
H, em regime permanente, em relacao ao valor em regime permanente
da vazdo de entrada (q), como a Equagao (4.14).

H(s) R
O(s) RCs+1

(4.14)

Modelagem de um sistema hidraulico com dois tanques:

O sistema hidraulico com dois tanques, também conhecido como sistema de
nivel liquido com interacao, € dado quando na saida de um reservatorio temos outro
reservatorio acoplado, normalmente por meio de uma resisténcia hidraulica.

W

Exemplificando

Considerando o sistema apresentado na Figura 4.3 como sistema linear,
determine o modelo matematico, ou a funcdo de transferéncia, que
relaciona o fluxo regime permanente (g) com a pequena variacao de fluxo
de saida do reservatorio 2 (q,).
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Figura 4.3 | Sistema hidraulico com dois tanques

0+q
-
| Reservatério | Reservatorio 2
Hy+h & i Th .
1 2t 2 -
# O+q
L —
| e
C[ Q+Q| (&)

Fonte: adaptada de Ogata (2010, p. 95).

Como nas unidades anteriores, a obten¢do da fungdo de transferéncia
que descreve a dinamica do sistema € dada pelos seguintes passos do
processo de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia que
relaciona o fluxo em regime permanente (gq) com a pequena variagao do
fluxo de saida do reservatorio 2 (q,).

2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: lei de conservacao da massa.
3. Simplificagcdes e aproximagdes: as mesmas do exemplo anterior.
4. Equacionamento: aplicando a lei de conservacdao da massa ao

reservatorio 1, obtemos a Equacéo (4.15).

dh,
C—L=q(t)—q,(t (4.15)
Iy q(t)—q,(1)

Sabendo que o pequeno desvio da vazao de saida do reservatorio 1 (gl)
€ dado pela relacdo estabelecida pela Equacao (4.16) e que o pequeno
desvio da vazao de saida do reservatorio 2 (g,) € dado pela Equagao (4.17),
tem-se que:

h—h, (4.16)
R] q,

=4, (4.17)

& | =

L8]

Podemos reescrever a Equacéo (4.17) como a Equacéo (4.18).
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Aplicando a transformada de Laplace na Equacdo (4.18), considerando as
condigdes iniciais nulas, e isolando o g,, obtemos a Equagao (4.19).

O(s) ~ CR5sO,(5)
CRs+1

O, (s)= (4.19)

Da mesma forma, aplicando a lei de conservacao da massa ao reservatorio
2, obtemos a Equacéo (4.20).

dh
Czjtz=ql(t)—qz(l) (4.20)

Aplicando a transformada de Laplace a Equacdo (4.20), considerando as
condigdes iniciais nulas, e substituindo o valor de Q,, dado pela Equagdo
(4.19), obtemos a funcao de transferéncia para o sistema da Figura 4.3,
dado pela Equacdo (4.21).

Q) _ 1
0(s) RCR,C,s>+(RC +R,C,+R,C)s+1

(4.21)

Vale salientar que o termo ”chls” no denominador da Equacao (4.21)
exemplifica a interacdo entre os dois reservatorios.

O sistema dado pela Figura 4.3 caracteriza-se como um sistema hidraulico de
segunda ordem, dada a funcdo de transferéncia de segunda ordem, expressa em

(4.21).

?

Reflita

Dada a funcdo de transferéncia do sistema hidraulico de primeira e
segunda ordem, como apresentado nos dois itens Exemplificando
anteriores, podemos criar uma analogia entre as propriedades dos
sistemas hidraulicos (resisténcia, capacitancia, fluxo de entrada e saida de
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um reservatorio) com os componentes fisicos lineares que formam os
sistemas elétricos e mecanicos. Dessa forma, como se daria a analogia
eletromecanica/hidraulica?

e  Modelagem de um sistema hidraulico com MatLab®:

Nas unidades anteriores, vimos que podemos realizar os testes e simulacdes
dos modelos matematicos dos sistemas dinamicos obtidos por meio do software
MatlLab®. Estes modelos podem ser simulados via linhas de codigo ou comando
(programa em script) ou por meio do seu ambiente grafico, o Simulink®, que nos
permite a validacao do modelo via a diagramacao grafica de blocos.

Sendo assim, uma forma mais simples de se validar o modelo matematico de
sistemas complexos e representa-los pela interconexao de subsistermas mais simples,
por meio do uso de diagrama de blocos.

Um subsistema dinamico pode ser representado pelo diagrama de blocos com
uma entrada, uma saida e uma funcao de transferéncia. Ao representar um sistema
complexo por meio de subsistermas multiplos, podemos interliga-los utilizando
as juncdes de soma e ponto de ramificacdes. Assim, podemaos, por exemplo,
representar o sistema hidraulico da Figura 4.3, um sistema de nivel liquido com
interacao, por meio de subsistemas simples de diagramas de blocos e, entao, valida-
los no Simulink®.

A partir das Equagdes (4.18), (4.19), (4.20) e (4.22), podemos obter os subsistemas
simples representando-os via diagrama de blocos, como mostra a Figura 4.4 (a), (b),
(c) e (d), respectivamente.

Figura 4.4 | Representacdo em diagrama de blocos em subsistemas do sistema hidraulico
com dois tanques

Q(s) E L Hy(s) Hils) R L Q(s) Hals) L Q,s)  Qls) @ 1 [Hls)
Cs R R, C.s
Qy(s) ] Hal(s) I Qy(s) I
(a) (b) (c) (d)

Fonte: adaptada de Ogata (2010).

Conectando corretamente os sinais dos subsistemas, podemos construir um
diagrama de blocos unico, representativo do sistema dinamico hidraulico com dois
tanques em iteragcdo, como mostra a Figura 4.5.

Modelagem de sistemas fluidicos e térmicos



Figura 4.5 | Diagrama de blocos interconectado do sistema hidraulico com dois tanques

Qfs) R Ha(s) 11 a6, 1 [Hafs)]] 1] Qufs)
| Cs R, ' C,s

o

Fonte: adaptada de Ogata (2010).

O diagrama de blocos unico, representativo do sistema dinamico hidraulico
com dois tanques em iteragao, apresentado na Figura 4.5, pode ser simplificado,
resultando em um diagrama de blocos representativo da Equacao (4.21). Contudo,
podemos utilizar a representacdo grafica da Figura 4.5 para validar nosso modelo
matematico em Simulink®, Figura 4.6. Para isso, basta adotarmos valores numeéricos
para capacitancia e resisténcia hidraulica do sistema, conforme o projeto em questao.

Figura 4.6 | Simulacdo em Simulink® do sistema hidraulico com dois tanques interconectados

1 Qi(s) 1 Hz(s) 1 Qz(s) [
Rl e czs R2 B

1
o Transfer Fcn1 Transfer Fcn2 Transfer Fcn3 SEDDG
Cils H1(s)
Q(s) Transfer Fen

Fonte: elaborada pelo autor.

Vale ressaltar que, apenas para fim ilustrativo, para representacdo em Simulink®
do sistema apresentado na Figura 4.6, adotamos o fluxo em regime permanente
Qf(s) como uma entrada degrau, mas isso dependera das caracteristicas do projeto.

Sem medo de errar

Uma pequena industria de alimentos resolveu otimizar o sistema de controle
de uma parte do seu processo. Uma das linhas de producdo requer controle de
vazao e aguecimento de uma determinada matéria-prima, pois, caso nao esteja na
temperatura ideal, este produto pode condensar nas tubulacdes. Para isso, vocé foi
contratado como engenheiro responsavel, com a finalidade de revisar o projeto de
controle de vazdo e de aguecimento desse sistema dinamico e certificar que este
sistema esta funcionando corretamente. Qual € a vazdo do fluido ao sair do silo?
Qual € a equacao que rege essa parte do sistema?
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Figura 4.7 | Protétipo de silo industrial

Valvula de
controle

Q+q;

H+h Vilvula de
restrigdo

v Q+q,
e T%

Resisténcia, R

Capacitancia C

Fonte: adaptada de <http://plantscontrol.blogspot.com.br/2012/02/ejemplo-6.html>. Acesso em: 19 jul. 2017,

Resolucao da situacao-problema

Para obtermos a vazdo do fluido e a equacao que rege esse sistema, sera
necessario obtermos a funcdo de transferéncia que descreve sua dinamica. A
funcao é dada pelos seguintes passos do processo de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia que
relaciona o fluxo de entrada com o de saida.

2. Teoria e aplicacdo das leis fundamentais: lei de conservacao da massa.

3. Simplificacdes e aproximagdes: para modelagem dos sistemas fluidicos,
utilizaremos um conjunto de hipoteses que irao simplificar os modelos matematicos
desse tipo, tais como:

a. O fluido é incompressivel e tem massa especifica constante.

b. As resisténcias fluidicas sao constantes; qualquer tangue tem secado
uniforme de area constante.

c. As variacdes das grandezas do sistema sdo consideradas pequenas, a fim
de manter o comportamento do sistema linear.

4. Equacionamento: aplicando a lei de conservacao da massa, dada pela
Equacdo (4.2), podemos reescrevé-la como a Equacdo (4.22).

dv
E:%(t)_qo(f) (4.22)
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Ou ainda como a equacao (4.23).

v =(q,(t)—q,(t))dt (4.23)

A partir da definicdo da capaciténcia, equacdo (4.8), podemos reescrever a
Equacao (4.23) como a Equacéo (4.24).

Cdh =(q,(1)—q,(1))dt (4.24)

Isolando dh na Equacao (4.3), obtemos a Equacdo (4.25).

dh=Rdgq, (4.25)

Entdo, podemos reescrever a Equacao (4.24) como a Equacao diferencial (4.26).
CRdq, =(q,()~q,(1))dt (4.26)

Esta pode ser reescrita como a Equacao diferencial (4.27).
RCLe 14,0 =4, 427)

Assim, aplicando a transformada de Laplace, e considerando as condicdes
iniciais nulas, obtemos a funcao de transferéncia do sistema, Equacdo (4.28).

0,s) 1
O(s) RCs+1

(4.28)

Dessa forma, podemaos notar que a vazao do fluido gue deixa esse silo dependera
do comportamento da vazao de entrada do material nesse reservatorio.

fr{ Atencdo
)

Para encontrarmos a funcao de transferéncia que rege o fluxo de saida
desse sistema, € importante considerar que o sistema pode ser linearizado,
OuU s€ja, que esse tipo de escoamento € laminar.
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Avancando na pratica

Controle de nivel dos reservatérios de agua e esgoto
Descricao da situacao-problema

Uma empresa de tratamento de agua e esgoto esta preocupada com a altura
do fluido nos seus tanques ou reservatorios, em uma de suas estagdes. Vocé foi
contratado como engenheiro responsavel para certificar que os tangues Ndo irao
transbordar, © que ocasionaria uma possivel multa por causa da inundacao das
regides proximas. A estacao em questao € formada por dois tanques interconectados,
como mostra a Figura 4.8.

Figura 4.8 | Tanques de estacdo de tratamento de agua e esgoto

q-1 qz

Fonte: adaptada de <http://www.dm.ufscar.br/profs/waldeck/sourceforge/pngtest.php>. Acesso em: 21 jan. 2017.

O tanque 2 recebe o fluido para tratamento através de uma tubulacdo controlada
por uma valvula de entrada com fluxo constante de entrada igual a 100 m*/s. Além
disso, esse reservatorio contém uma abertura de saida que se conecta ao tanque 1.
Considere as capacitancias dos tanques 1 e 2, respectivamente, como 30 e 3 m? e as
resisténcias dos tanques 1 e 2 iguais a 3 m/m?/s.

Resoluc¢ao da situacdo-problema

Para certificar que a empresa de tratamento de agua e esgoto nao sera multada por
inundacao, vocé devera obter o grafico do comportamento, em regime permanente, da
altura do nivel desses tanques em funcao do fluxo recebido. Uma das possibilidades de
resolucao € obter o diagrama de blocos representativo dos dois tanques, formado por
subsistemas interconectados.

Sabe-se que as equacdes que regem o comportamento da dinamica desses sistemas
sdo: para o tanque 1, Equacdes (4.29) e (4.30), e para o tanque 2, Equacdes (4.31) e (4.32).
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hoh q (4.30)

dh
G, 7; =q—(q,+q,) (4.31)

= |

[

=4, (4.32)

A partir das Equacdes (4.29), (4.30), (4.31) e (4.32), podemos obter os subsistemas
simples representando-os via diagrama de blocos, Figura 4.9 (a), (b), (c) e (d),
respectivamente.

Figura 4.9 | Representacdo em diagrama de blocos em subsistemas do sistema fluidico -
estacdo de tratamento de agua e esgoto

Q,(s) 1 | Hils)

T as[
(a) (b)
Q(s) 1 |Hals)
a_" Hafs) | 1| auls)
R,
0-1(5)
Q,(s)

(c) (d)

Fonte: elaborada pelo autor.
Conectando corretamente os sinais dos diagramas de blocos dos subsistemas,
podemos construir, no Simulink®, um diagrama de blocos Unico, representativo do

sistema dinamico fluidico, com dois tanques em iteracao, como mostra a Figura
4.10.
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Figura 4.10 | Diagrama de blocos no Simulink®, estacédo de tratamento de dgua e esgoto
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Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, apos os testes com auxilio do Simulink®, o grafico de comportamento da
altura do nivel do liquido, em funcado do fluxo constante de entrada para o tanque 1,
é dado pela Figura 4.11 (a) e, para o tanque 2, pela Figura 4.11 (b).

Figura 4.11 | Comportamento altura - (a) Tanque 1; (b) Tanque 2
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Altura tanque 2
T

0 L | i L L i
0 200 400 600 800 1000 1200

Tempos(s)

(b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Assim, a empresa nao sera tarifada caso os tanques tenham altura superior a 300
metros.

Faca valer a pena

1. Os sistemas hidraulicos, geralmente, exibem dois tipos de
propriedades que permitem a descricdo de suas caracteristicas
dindmicas, por meio de modelos matematicos, de modo simples:
a resisténcia e a capacitancia, que alteram a depender do tipo de
escoamento.

A respeito da propriedade de resisténcia hidraulica, seguem as seguintes
afirmativas:

varia¢do na diferenca de nivel (m)  dH

a . ~ R — -
| E definhada pela relacdo: variagdo na vazdo em volume (m’/s)  dQ

[l. Para fluxos laminares, a resisténcia hidraulica € dada por R=%.

[ll. Para fluxos turbulentos, a resisténcia hidraulica € dada por R =§-

Analisando as afirmativas apresentadas no enunciado, assinale a
alternativa correta:
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a) Apenas a afirmativa | esta correta.
b) Apenas a afirmativa Il esta correta.

)
c) Apenas a afirmativa lll esta correta.
d) Apenas as afirmativas Il e lll estdo corretas.
)

e) As afirmativas |, Il e lll estdo corretas.

2. Apods a obtencao dos modelos dinamicos que descrevem os sistemas
elétricos, € fundamental analisarmos o comportamento da resposta
desse sistema. Esta analise pode ser realizada via uso de software como
o MatLab® por meio das linhas de comando, script, ou diagramacéo
grafica, o Simulink®.

A seguir, tem-se afirmativas a respeito do uso do MatLab® para validacao
dos sistemas hidraulicos:

l. Uma forma mais simples de validar o modelo matematico de um
sistema, via Simulink®, é representa-lo pela interconexao de subsistemas
mais simples.

[I. Um subsistema dinamico pode ser representado pelo diagrama de
blocos com uma entrada, uma saida e uma funcao de transferéncia.

lll. Ao representar um sistema complexo através de subsistemas
multiplos, podemos interligar esses subsistemas utilizando as juncdes
de soma e ponto de ramificacdes.

IV. Apds a obtencdo do diagrama de blocos unico, ou seja, apos a
interconexao dos subsistemas, este ndo pode ser simplificado como
uma unica funcao de transferéncia.

Julgando as afirmativas como verdadeiras (V) ou falsas (F), assinale a
alternativa correta:

aF. V,V, V.
b)V.F,V, V.
cV.V,F V.
dV,V,V,F
e)V.F, F V.

3. Apos aobtencao dos modelos dinamicos que descrevem os sistemas
elétricos, € fundamental analisarmos o comportamento da resposta
desse sistema. Esta analise pode ser realizada via uso de software como
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o MatlLab® por meio das linhas de comando, script, ou diagramacao
grafica, o Simulink®.

Considere o seguinte sistema de nivel com dois tanques interconectados:

0+q
—

—
C, g+q G

As linhas de comando em script que representam o modelo matematico
que descreve a relacao do fluxo regime permanente (q) em relagcdo a
pequena variacdo de fluxo de saida do reservatorio 2 (q,) € dado por
meio de:

a)

R1= input ('Valor da resisténcia do reservatorio 1: );
Cl= input ('Valor da capacitancia do reservatorio 1: );
R2= input ('Valor da resisténcia do reservatorio 2: );
C2= input ('Valor da capacitancia do reservatorio 2: );

num = [1];
den = [R1*C1*R2*C2 ((R1*C1)+(R2*C2)+(R1*C2)) 1I;
sys = tf(num,den)

b)

R1= input ('Valor da resisténcia do reservatoério 1: );
Cl= input ('Valor da capacitancia do reservatorio 1: );
R2= input ('Valor da resisténcia do reservatorio 2: );
C2=input (‘'Valor da capacitancia do reservatorio 2: );

num = [1;
den = [R1*C1*R2*C2 ((R1*C1)+(R2*C2)+(R2*C1)) 1;
sys = tf(num,den)
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c)

R1= input ('Valor da resisténcia do reservatorio 1: );
Cl=input (
(

R2= input ('Valor da resisténcia do reservatoério 2: );

Valor da capacitancia do reservatorio 1: );

C2= input (Valor da capacitancia do reservatorio 2: );

num = [1];
den = [R1*C1*R2*C2 ((R1*C1)+(R2*C1)) 1I;
sys = tf(num,den)

d)

R1= input ('Valor da resisténcia do reservatoério 1: );
Cl=input (

R2= input ('Valor da resisténcia do reservatoério 2: °);

Valor da capacitancia do reservatorio 1: );

C2= input (Valor da capacitancia do reservatorio 2: );

num = [1];
den = [R1*C1*R2*C2 ((R2*C2)+(R2*C1)) 1I;
sys = tf(hum,den)

e)

R1= input ('Valor da resisténcia do reservatério 1: );
Cl= input (‘Valor da capacitancia do reservatorio 1: );
R2= input ('Valor da resisténcia do reservatoério 2:°);
C2= input (Valor da capacitancia do reservatorio 2: );

num = [R1*R2];

den = [R1*C1*R2*C2 ((R1*C1)+(R2*C2)+(R2*C1)) 1I;
sys = tf(hum,den)
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Secao 4.2

Modelagem matematica de sistemas pneumaticos

Dialogo aberto

Nesta secdo, aplicaremos 0s conhecimentos anteriormente adquiridos de
modelagem matematica para obtencado do modelo gue descreve a dindmica dos
sistemas pneumaticos. Assim como os sistemas hidraulicos, os sistemas pneumaticos
sao largamente utilizados na automacao industrial, tendo destaque os controladores
pneumaticos de baixa pressdo, por serem a prova de explosao, em virtude de sua
simplicidade e facil manutencao.

Na secao anterior, vimos que a lei basica que descreve as caracteristicas dinamicas
dos sistemas hidraulicos € a lei de conservacao da massa. Dessa forma, entenderemos
como esta lei da fisica, aplicada juntamente com os elementos basicos, ajudara a
encontrar o modelo matematico que descreve o comportamento da dindamica do
escoamento de ar em uma tubulacdo e em um vaso de pressao, tambem conhecido
como sistema de pressao. Alem disso, aprenderemos tambéem sobre a obtencdo do
modelo matematico do sistema pneumatico para compensagao pelo método de
atraso de fase e, ao final da secdo, veremos como testar e validar © modelo com
auxilio do software MatlLab®.

Nesse contexto, uma pequena industria de alimentos resolveu otimizar o sistema
de controle de uma parte do seu processo. Uma das linhas de producdo requer
controle de vazdo e aquecimento de uma determinada matéria-prima, pois, caso
nao esteja na temperatura ideal, este produto pode condensar nas tubulacdes. Para
isso, vocé foi contratado como engenheiro responsavel, com a finalidade de revisar
O projeto de controle de vazao e de aquecimento desse sistema dinamico e certificar
se este sistema esta funcionando corretamente. Na secao anterior, vocé obteve o
modelo matematico que rege o funcionamento da vazdo de entrada e saida do silo.
Nesta secao, atentaremos ao funcionamento do controlador pneumatico que atuara
no controle de vazdo do fluido desse reservatorio. O controlador esta funcionando
corretamente?

Bons estudos.
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Nao pode faltar

Para a obtencdo do modelo matematico que descreve o comportamento dos
sistemas, € fundamental a utilizacdo da lei basica que rege seu comportamento fisico.
Na secdo anterior, vimos que a lei fundamental para os sistemas hidraulicos € a de
conservacao damassa. Esta lei também € aplicada aos sistemas pneumaticos, ou seja,
a lei de conservacao da massa ¢ utilizada em qualquer sistema que utiliza um fluido
(liguido ou gases). Sendo assim, a Equacdo (4.1) também rege o comportamento dos

sistemas pneumaticos. Nesta equacao, podemaos considerar que ﬂzq, ou seja,
dt

q ¢ avazdo massica do gas dada em (kg/s).

Alem disso, assim como os sistemas hidraulicos, os sistemas pneumaticos
também apresentam as mesmas propriedades, 0 que permite a descricao de suas
caracteristicas dinamicas, por meio de modelos matematicos, de modo simples,
utilizando a resisténcia e a capacitancia. Todavia, nesta secdo, relacionaremos seus
valores com a unidade de pressao, dada as propriedades dos gases.

« Resisténcia de sistemas de pressao (R):

Segundo Ogata (2010), o fluxo de gas atraves de uma restricdo, ou resisténcia, €
uma funcao da diferenca de pressao. Experimentalmente, constatou-se que o valor
da resisténcia nos sistemas pneumaticos é definido segundo a Equacdo (4.33).

variagdo na diferenca de presséo do gds (N/m’) [N.s / m']

R=
varia¢do no fluxo de gds (m’/s)
R d@AP) (4.33)
dq

Onde d(4P) € uma pequena variagdo na diferenca de presséo do gas e dg € uma
peguena variagao no fluxo do gas.

! Pesquise mais

O calculo do valor da resisténcia de sistemas de pressdo pode ser
demasiadamente complexo. Entretanto, este pode ser determinado
com facilidade com base no calculo da inclinagcao da curva em um
determinado ponto de operagdo, a partir do grafico que indica a
diferenca de pressao versus o fluxo de gas.
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Para saber mais sobre a obtencao do valor dessa resisténcia com base nos
dados experimentais, consulte:

OGATA, Katsuhiko. Engenharia de controle moderno. 5. ed. S&o Paulo:
Pearson Prentice Hall, 2010.

e  Capacitancia do recipiente de pressao (C):

Este elemento relaciona a variacdo na quantidade de massa do gas armazenado
com a variacdo de pressdo do gas em um recipiente, Equacao (4.34).

C=—o (4.34)

Segundo Ogata (2010), a capacitancia do sistema de pressao depende do tipo
do processo de expansao do gas. A capacitancia pode, entdo, ser calculada pela
aplicacdo da lei do gas perfeito. E muito comum considerar o ar como gas perfeito,
ou ideal, o qual obedece a Equacao (4.35).

— =constante (4.35)
T

Onde T, P e V' sdo, respectivamente, a temperatura absoluta, dada em Kelvin, a
pressdo absoluta, dada em Pascal, e o volume, dado em m?. Em baixas pressdes e
temperaturas altas, todos os gases se comportam de acordo com a Equacao (4.36):

PV =mRT (4.36)

Onde R ¢ a constante que depende do gas e m € a massa do gas.

Sabendo que o volume especifico do gas é definido de acordo com a Equacado
(4.37),

_r (4.37)
V=—
m

podemos reescrever a Equagdo (4.36) como a Equagao (4.38).
Pv=RT (4.38)
Sendo assim, considerando um processo de expansao do gas como O caso mais

geral de um processo politropico, ou seja, a mudanca de estado do gas esta entre
uma expansao isotérmica e adiabatica, dado pela Equacdo (4.39).
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PV" =contante (4.39)

A Equacado (4.39) pode ser expressa em termos de volume especifico (v), Equagdo
(4.40).

Pv" = constante, (4.40)

Sabendo que o volume especifico de um gas € dado como o inverso da massa
especifica (P), podemos reescrever a Equacdo (4.39) como a Equaco (4.41).

P = cons tante p” (4.41)

Diferenciando a Equacéo (4.41), obtemos a Equacgao (4.42).

dP = constantenp" "dp (4.42)

Da equacdo (4.41), temos constante =P/p", que substituindo na Equacdo
(4.42), chegamos a Equacéo (4.43).

P =L pprvap =" ap (4.43)
P P

A Equacdo (4.43) pode ser escrita como Equagao (4.44).

dp _ p (4.44)
dP nP

Substituindo a Equacdo (4.38) na Equacao (4.44), obtemos a Equacao (4.45).
dp 1

S (4.45)
dP nRT
A capacitancia (C) €, entao, definida como Equacéo (4.46).
V
= (4.46)
nRT

Se o sistema pneumatico for modelado por um processo isotérmico, tem-se que
n =1, entdo, a capacitancia do recipiente sera constante.
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Assimile

Os componentes fisicos que formam os sistemas pneumaticos sao:
resistores e capacitores pneumaticos. E as variaveis, ou grandezas fisicas,
normalmente utilizadas para descrever o comportamento dinamico desse
tipo de sistemas s&0: o fluxo (m’/s) e a pressdo (Pa) do gas.

» Modelagem matematica de circuitos pneumaticos: sistema de pressao:

O

Exemplificando

Considerando o sistema linear apresentado na Figura 4.12, determine o
modelo matematico, em funcgao de transferéncia, que relaciona a pressao
de saida (P_) com a pressédo de entrada (P).

Figura 4.12 | Diagrama esquematico do sistema de pressédo

Resisténcia
R

L
7 —q P+po

/

P+p, /
/

Capacitancia
C

Fonte: adaptada de Ogata (2010).

Onde P ¢é a pressao do gas no recipiente em regime permanente e pi
€ uma pequena variacao na pressao do gas no fluxo de entrada que, a
montante da resisténcia, R, provocara uma vazao massica para o interior
do recipiente, produzindo uma pequena variagao de pressao interna, p,_.

Como nas unidades anteriores, a obtencao da funcao de transferéncia
gue descreve a dindmica do sistema € dada pelos sequintes passos do
processo de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcdo de transferéncia que
relaciona a pressao de saida com a pressao de entrada.

2. Teoria e aplicagdo das leis fundamentais: lei de conservagdo da massa.
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3. Simplificagdes e aproximacdes: para modelagem de todos os sistemas
pneumaticos desenvolvidos neste material, utilizaremos um conjunto de
hipoteses que irdo simplificar os modelos matematicos desse tipo, tais
Como: na equagao de estado, a temperatura € uniforme e constante;
as existéncias fluidicas sao constantes e lineares; qualguer tanque tem o
seu valor geomeétrico constante (nao sofre deformacdes com a pressao);
a pressao atmosférica € constante; os efeitos de inércia do fluido sao
despreziveis; e as variacdes das grandezas do sistema sao relativamente
peqguenas, a fim de manter o comportamento do sistema praticamente
linear.

4. Equacionamento: para pequenos valores de p, e p_, a resisténcia torna-
se constante, como mostra a Equacao (4.47).

R= p-p,(0) (4.47)
q

Sabendo que a capacitancia € definida como a Equacdo (4.34), e que a

vazao massica € q:d_m, entao, podemos escrever a relacdo dada pela
Equacdo (4.48). dt

Cdp, = qdt (4.48)
Isolando o valor de g, Equacao (4.47), e substituindo na Equacao (4.48),
chegamos a Equacao (4.49).

C dpo — D; (t) - P, (t) (4.49)
dt R

A Equacdo (4.49) pode ser reescrita como a Equacao (4.50).

RC Cg’; +p.(6) = p.(0) (4.50)

Assim, aplicando a transformada de Laplace, com as condi¢cdes iniciais
nulas, chegamos a funcao de transferéncia que descreve a pressao de
saida (P_) com a pressédo de entrada (P) como a Equagao (4.51).

P(s)_ 1
P(s) RCs+1

(4.51)
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O sistema dado pela Figura 4.12 caracteriza-se como um sistema pneumatico
de primeira ordem, dada a funcdo de transferéncia de primeira ordem, expressa em
(4.51), cuja constante de tempo (7 ) € dada pela Equacdo (4.52).

T=RC (4.52)

@ Reflita

Dada a funcao de transferéncia do sistema pneumatico de primeira ordem,
Equacao (4.51), podemos criar uma analogia entre as propriedades dos
sisternas pneumaticos com os componentes fisicos lineares que formam
0s sistemas elétricos e mecanicos. Dessa forma, como se daria a analogia
eletropneumatica?

o Modelagem matematica de circuitos pneumaticos para compensacao
pelo método atraso de fase:

Este tipo de sistema pneumatico, apresentado na Figura 4.13, € um dispositivo que
pode ser adicionado a uma malha de controle, caso o projetista queira implementar,
de uma forma aproximada, um tipo de controle chamado Proporcional e Integral
(Pl). Atualmente, sabemos que os equipamentos digitais sdo os mais utilizados
para realizar esse tipo de tarefa, contudo, os controladores analogicos podem ser
utilizados em situacdes especificas, como em aplicacdes militares, locais com forte
campo magnético e temperatura acima da temperatura ambiente (FELICIO, 2010).

Figura 4.13 | Sistema pneumatico que possibilita a compensacdo por atraso de fase

Resisténcia

Rf,
P Po
Resisténcia

rf, |

Py

Capacitancia

C

Fonte: adaptada de Felicio (2010)
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A modelagem desse tipo de sistema € dada pelos sequintes passos do processo
de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia que descreve
o comportamento dinamico do compensador por atraso de fase, pneumatico,
analogico.

2. Teoria e aplicacao das leis fundamentais: lei de conservacdo da massa.

3. Simplificacdes e aproximagdes: as mesmas utilizadas no item
Exemplificando.

4. Equacionamento: considerando que o volume sob a presséo P_ € muito
pequeno, 0 acumulo de massa nesse volume ¢ desprezivel. Assim, aplicando
a lei de conservagao da massa ao volume inicial, temos a e Equacao (4.53).

(4.53)
q,(t)=q,(?)

Para pequenos valores de p, p_ € p,, as resisténcias Rf, e Rf, tornam-se constantes,
como mostram as Equacdes (4.54) e (4.55).

_ pi(t)—p, (1)
q,

Rﬂ:mﬁrpxﬂ
qV

(4.54)
Rf,

(4.55)

Substituindo as Equacdes (4.54) e (4.55) na Equacdo (4.53), obtemos a Equacado
(4.56).
(4.56)
Lo

pi(t):_sz

pv(z)+[1§—]f§+1jpo<r>

2

Assim, aplicando a transformada de Laplace, com as condi¢cdes iniciais nulas,
podemos reescrever a Equacao (4.56) como a Equacao (4.57).

R (4.57)
P(s)=- f P(s )+( ﬁ+1JP(S)
Rf, Rf,
Além disso, dada a definicdo da capacitancia, Equacdo (4.47), sabendo que a vazao
massica € dada por ¢ :‘;_m isolando o valor de g, Equacdo (4. 47), e substituindo na
t

Equacédo (4.48), chegamos a Equacao (4.58).

202 Modelagem de sistemas fluidicos e térmicos



c dp, p,(t)—p, (1)
DY (4.58)
dt RY,

A Equacédo (4.58) pode ser reescrita como a Equacéo (4.59).

d
Rf,C j; +p.()-p,(1)=0 (4.59)

Da mesma forma, aplicando a transformada de Laplace, com as condicdes iniciais
nulas, podemos reescrever a Equacao (4.59) como a Equacao (4.60).

(R,.Cs+1)P(s)= P, (s) =0 (4.60)

Colocando em forma matricial as Equacdes (4.57) e (4.60), chegamos a Equacdo

matricial (4.61).
i [i}_ﬁHj Pl [r
f f 71710 (4.61)
Rf,Cs+1 -1

o

Aplicando a regra de Cramer, obtemos a Equacdo (4.62).
(szCs +1)B(s)

R7f1 _R7f1 (4.62)
(RfZCs+l)(Rf2 +1j R

£ (s)=

A Equacao (4.62) pode ser reescrita como a fung¢do de transferéncia dada pela
Equacdo (4.63).

P (s) _ Rf,Cs+1 ey
Fs) (R]gcs)(gH]H |

2

Podemos, entdo, notar que a Equacdo (4.63) representa a funcdo de transferéncia
de um compensador por atraso de fase, em que o parametro T ¢ dado pela Equacao
(4.64) e o parametro a ¢ dado pela Equacdo (4.65).

7 =Rf,C (4.64)
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R
a=R (4.65)

Rf,

e Modelagem matematica de circuitos pneumaticos com uso do MatLab®:

Nas unidades anteriores, vimos que podemos realizar 0s testes e simulacdes
dos modelos matematicos dos sistemas dindmicos obtidos pelo software MatLab®.
Aprendemos que o MatlLab® pode ser programado via linhas de codigo (ou
comando de instrucdo (script)) ou via diagramacdo grafica de blocos, o Simulink®.
Algumas vezes, a depender da complexidade do sistema, podemos, a partir de
um modelo construido em Simulink®, simular este modelo em um programa
linhas de codigo. Para isso, € necessario usarmos o comando de instrucao
sim('nome_do_programa_simulink’) no MatLab®

ﬁ Exemplificando

Dado o sistema do controlador em atraso de fase da Figura 4.12, utilizando
o comando sim(* ) do MatlLab®, obtenha a resposta do sistema a uma
entrada degrau unitario, dado os valores dos parametrosR =1eC =1.Em
sequida, dobre o valor dos parametros e compare o resultado.

Inicialmente, devemos construir o diagrama de blocos do sistema, como
mostra a Figura 4.14.

Figura 4.14 | Diagrama de blocos do sistema pneumatico de primeira ordem
1 |

. >
R*C.s+1
Pi Transfer Fcn Scope

Fonte: elaborada pelo autor

Em seqguida, salvamos o esquematico da Figura 4.14 com nome de
sis_pneu_ordeml. Assim, podemos entdo implementar as seguintes
linhas de codigo para o teste do modelo:

R=1;
forC=1:2
Pi=1
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sim ('sis_pneu_ordem1)
plot (tout,Po)
hold on
R=R+1;
end
xlabel (tempo(s))
ylabel (Amplitude’)
title (Resposta Sistema de Ordem 1)

legend (R1=1,C1=1,R1=2,C1=2)

A resposta obtida para essa simulacdo € dada pela Figura 4.15. Nesta
figura, podemos observar que ao dobrar os valores dos parametros, R e
C, aumentamos o tempo de assentamento do sistema, como esperado.

Figura 4.15 | Resposta do sistema pneumatico de primeira ordem ao degrau
unitario

Resposta Sistema de Ordem 1
T T

Amplitude
o o o o o o
(] - (5, (=23 -~ =]
T T T T T
1 1 1 1 1

<

;%]
T
L

01 R=1,C=1]|
R=2,C=2

tempo(s)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Desse modo, a simulacdo do modelo matematico em Simulink® sendo simulado
em linhas de codigo € muito util para sistemas grandes ou complexos, dada a
guantidade de parametros (ou variaveis) que compdem esse sistema e que precisam
ser alterados a cada teste. Na secdo anterior, vimos que podemos testar e validar
Nossos sistemas maiores a partir de subsistemas em diagrama de blocos. Logo,
para nao alterarmos cada valor do parametro do diagrama de bloco a cada teste,
podemos, assim, construir um diagrama de bloco Unico e, entdo, simularmos em
linhas de codigo a alteracdo dos valores dessas variaveis.

Sem medo de errar

Uma pequena industria de alimentos resolveu otimizar o sistema de controle
de uma parte do seu processo. Uma das linhas de producdo requer controle de
vazao e aquecimento de uma determinada matéria-prima, pois caso nao esteja na
temperatura ideal este produto pode condensar nas tubulacdes. Para isso, vocé foi
contratado como engenheiro responsavel, com a finalidade de revisar o projeto de
controle de vazao e de aguecimento desse sistema dinamico e certificar que este
sistema esta funcionando corretamente. Na secdo anterior, vocé obteve o modelo
matematico que rege o funcionamento da vazao de entrada e saida do silo. Nesta
secao, atentaremos ao funcionamento do controlador pneumatico que atuara no
controle de vazao do fluido desse reservatorio. O controlador esta funcionando
corretamente?

Figura 4.16 | (a) Sistema de controle de nivel de liquido; (b) Esquematico de uma valvula
atuadora pneumatica

Controlador
proporcional

—0+qo

(a) (b)

Fonte: adaptado de Ogata (2010).

Modelagem de sistemas fluidicos e térmicos



Resolucdo da situacdao-problema

Considere que o controle de vazdo do liquido seja dado por um controlador
pneumatico proporcional, como o sistema de nivel da Figura 4.16 (a). Uma das
caracteristicas do controle pneumatico ¢ que grande parte emprega valvulas
atuadoras.

ff{ Atencio
2

Na pratica, as valvulas atuadoras pneumaticas tém caracteristicas que
podem ndo ser lineares. Todavia, consideraremos pequenas variacoes
das variaveis e linearizaremos a dinamica da valvula atuadora pneumatica.

Sendo assim, a partir do esquematico da Figura 4.16 (b), considere que g, € a
diferenca da variagao do fluxo na valvula atuadora pneumatica, com o valor de fluxo
desejado (ou setpoint), e que x seja o deslocamento dessa valvula. Assim, podemos
relacionar este fluxo com o deslocamento por meio da Equacdo (4.66).

X(s) _
0

k, (4.66)

O deslocamento € inversamente proporcional ao fluxo do liquido de entrada
do sistema de nivel, ou seja, quanto maior o deslocamento da valvula pneumatica
(x), menor a passagem de fluxo do liquido (g). Assim, podemos relacionar o fluxo
do liguido (ou nivel) de entrada com a posicao da valvula pneumatica segundo a
Equacao (4.67).

0. (5) =l -

(4.67)
X(@s) k

Ja obtivemos, na secdo anterior, a funcao de transferéncia gue relaciona os fluxos
de entrada e saida do reservatorio, Equacao (4.28). Assim, sabendo que o fluxo de
saida do liguido do reservatorio pode ser relacionado com o fluxo de entrada da
valvula pneumatica por meio de uma constante, como dado na Equacdo (4.68).

90) _ . (4.68)
0,(s)

Podemos, entdo, montar o digrama de blocos esquematico desse sistema, como
mostra a Figura 4.17.
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Figura 4.17 | Diagrama de blocos do sistema de controle pneumético proporcional de nivel

Controlador proporcional

r--------

L ]
R*C.s+1
Transfer Fcn Scope

Fonte: elaborada pelo autor.

Dadas as propriedades do reservatorio como R = 5 e C = 10, e considerando
gue a entrada € uma funcdo degrau, podemos considerar que o controlador
proporcional pneumatico estara funcionando corretamente se os valores dos
ganhos do sistema forem respectivamente k = k, = 10 e k, = 1, como pode ser
verificado pelo grafico de resposta do sistema, dado pela Figura 4.18.

Figura 4.18 | Resposta do sistema de controle de nivel

Fluxo de saida do nivel
T T T T T T T T T

10

ok i

st -

7 - -
Ui 1
2
B st i
<

‘ - —

al i

2| i

1k 4

o 1 1 'l 1 ' 1 L 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo(s)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Avancando na pratica

Controle de pressao na industria quimica
Descricao da situacao-problema

Uma industria guimica esta em expansao e precisara projetar um novo silo de
uma das suas linhas de producao que possui alta temperatura. Vocé € o engenheiro
responsavel pela ampliacao dessa parte da nova linha de producao e esta preocupado
com a seguranca dos trabalhadores, entao resolveu conferir como a pressao dentro
do silo se comportard ao longo do funcionamento desse sistema. Sabendo que este
tem seu funcionamento como ilustrado pela Figura 4.19, obtenha, para analise, a
relacdo da pressao de saida com a pressao de entrada dessa nova linha de produgao.

Figura 4.19 | Esquematico do novo silo da linha de producédo de uma industria quimica

Resisténcia
Ry

L
EER R G i Avl
Resisténcia

3 |||
qS

Ps > Silo

Capacit:?am:izjﬁ/’r

C. Ny

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucdo da situagcdo-problema

Se analisarmos o esquematico da Figura 4.19, percebemos que este se trata de
um sistema pneumatico para compensacao pelo meétodo de atraso de fase, visto
que se trata de uma linha com alta temperatura. Por se tratar de um sistema desse
tipo, podemos afirmar que a equacao matricial que rege o funcionamento dinamico
desse sistema € dada pela Equagao (4.60), onde p,, do sistema anterior, € o p, deste
sistema. Ao aplicarmos a Regra de Cramer, considerando a pressdo desejada como p,,
chegamos a Equacao (4.69).
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- F(s) 4.69
LRIJ—|:[R1+1J(R2CS+1{| 69
R2 R2

Apds algumas simplificacdes algébricas, podemos reescrever a Equacdo (4.69),
como a funcao de transferéncia dada pela Equacéo (4.70).

P(s) _ !
P(s) (R +R,)Cs+1

B (s)=

(4.70)

Faca valer a pena

1. A obtencdo do modelo matematico que descreve o comportamento
do sistema € o primeiro passo para analise dos problemas em sistemas
dinamicos. Na Unidade 1, vimos que uma das etapas para obtencao
do modelo matematico € a utilizacao das leis basicas que regem o
comportamento dos sistemas.

A respeito de modelagem matematica de sistemas pneumaticos,
podemos afirmar:

. E baseada na lei de conservacdo da massa.

[l. Assim como os sistemas hidraulicos, as propriedades basicas que
compdem esse tipo de sistema sao: a resisténcia e a capacitancia.

[ll. Para sistemas politropicos, a capacitancia pode ser dada por C = IZT ,
n

ou seja, a mudanca de estado do gas esta entre uma expansao isotérmica
e adiabatica.

Analisando as afirmativas, assinale a alternativa correta:
a) Apenas a afirmativa | esta correta.

b) Apenas a afirmativa Il esta correta.

c) Apenas a afirmativa lll esta correta.

d) Apenas as afirmativas Il e lll estdo corretas.

e) As afirmativas |, Il e lll estdo corretas.
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2. Assim como os sistemas hidraulicos, os sistemas pneumaticos também
apresentam as mesmas propriedades, que permitem a descricdo de suas
caracteristicas dinamicas, através de modelos matematicos, de modo
simples: a resisténcia e a capacitancia.

A sequir, tém-se as afirmativas a respeito dos sistemas pneumaticos:

|. Constituem os controladores analogicos que podem ser utilizados em
situacdes especificas, como em aplicacdes militares, locais com forte
campo magnético e temperatura acima da temperatura ambiente.

II. Os controladores pneumaticos por atraso de fase tém sua dinamica
descrita por uma equacao diferencial de ordem dois.

lll. A funcao de transferéncia dos controladores pneumaticos por atraso
de fase pode ser descrita em funcdo de duas capacitancias e uma
restricao, ou resisténcia, utilizada nos reservatoérios dos gases.

Analisando as afirmativas, assinale a alternativa correta:
a) Apenas a afirmativa | esta correta.
b) Apenas a afirmativa Il esta correta.

)
c) Apenas a afirmativa lll esta correta.
d) Apenas as afirmativas Il e lll estdo corretas.
)

e) As afirmativas I, Il e Il estdo corretas.

3. Testar e validar um sistema € indispensavel para certificar e
documentar que o projeto em desenvolvimento atende as especificacdes
necessarias. Os testes e validacdes podem ser realizados via software
como o MatlLab®, por linhas de cddigo script ou diagramacado de blocos
utilizando o Simulink®.

Indique qual alternativa representa o sistema pneumatico, dado o
programa implementado, utilizando a linguagem de programacdo de
comando de instrucao (script) do MatLab®, considerando as seguintes
linhas de codigo:

R=input (‘Entre com valor de R: )
C=input (Entre com valor de C: )
num = [1];

den = [R*C 1];

sys = tf (hum,den)

Em todos os casos, considere a pressao interna como a saida do sistema
e a pressao de entrada como entrada do sistema:
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Secao 4.3

Modelagem matematica de sistemas térmicos

Dialogo aberto

Caro aluno, nesta secao, aplicaremos 0os conhecimentos adquiridos de modelagem
matematica para obtencao do modelo que descreve a dinamica dos sistemas termicos.
Estes sdo sistemas em que estdo envolvidos o armazenamento e o fluxo de calor por
conducao, convecgdo ou radiacao. Como exemplo de sistemas térmicos, temos o
termdmetro, o refrigerador domestico, o sistema de resfriamento do motor de um
automovel, o condicionador de ar, entre outros.

Sabemos que uma das fases necessarias ao processo de modelagem matematica
€ a utilizacao das leis basicas que regem o comportamento dos sistemas. Dessa forma,
entenderemos como a lei de conservacdo de energia nos ajudara a encontrar o
modelo matematico que descreve o comportamento dinamico desse tipo de sistema.
Além disso, nesta secao, focaremos nossos estudos na modelagem matematica de
sistemas termicos com uma e duas massas. E ao final desta secdo, aprenderemos
como testar e validar o modelo, com auxilio do software MatlLab®.

Uma pequena industria de alimentos resolveu otimizar o sistema de controle
de uma parte de seu processo. Uma das linhas de producao requer o controle de
vazao e aquecimento de uma determinada matéria-prima, pois caso Ndo esteja na
temperatura ideal, este produto pode condensar nas tubulacdes. Para isso, vocé foi
contratado como engenheiro responsavel, com a finalidade de revisar o projeto de
controle de vazao e de aquecimento desse sistema dinamico e certificar-se que ele esta
funcionando corretamente. Nas secdes anteriores, vocé ja certificou o funcionamento
do sistema de vazdo do liquido. Nesta secao, iremos atentar ao sistema térmico.
Qual é a temperatura de aquecimento dessa matéria-prima que escoa em regime
permanente? O produto ird condensar?

Bons estudos.
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Nao pode faltar

Sabemos que a dinamica dos sistemas & descrita em termos das equacdes
diferenciais, obtidas utilizando as leis da Fisica que governam os sistemas particulares,
como a lei de conservacdo da massa para os sistemas hidraulicos e pneumaticos;
a lei de Newton para os sistemas mecanicos; e a lei de Kirchhoff para os sistemas
elétricos. Ja para os sistemas térmicos, a lei fundamental para representacdo da
dinamica dos sistemas ¢ a de conservacao de enerqgia.

Esta lei € diretamente ligada as leis da termodinamica e envolve grandezas
como energia interna, entalpia, trabalho etc. Todavia, neste material, iremos, por
simplificacao e linearizacdo, focar nossos estudos em sistemas que ndo trocam
trabalho, ndo sofrerm mudanca de fase, nem reacdes quimicas e que Nao apresentam
movimentacao de massa de fluido. Dessa forma, a lei de conservacao de energia fica
aqui restrita a transferéncia de calor e as variacdes de temperatura de um sistema com
massa fixa. Podemos, entdo, afirmar que a lei de conservacao de energia nos diz que
a quantidade total de energia de um sistema isolado permanece constante. De outra
forma, podemos dizer que “a taxa transportada de energia para dentro do volume de
controle, em um determinado instante t, € igual a taxa de variagcdo de energia dentro
desse volume de controle no mesmo instante t* (FELICIO, 2010, p. 27).

Existem trés diferentes modos de o calor, ou energia térmica, fluir de uma
substancia para outra: conducdo, conveccao e radiacdo. Consideraremos aqui
apenas a conducao e a conveccao, pois a transferéncia de calor por radiagdo é
significativa somente se a temperatura do emissor for muito alta comparada a do
receptor. Além disso, sequndo Ogata (2010), grande parte dos processos térmicos
para a modelagem dos sistemas de controle de processos nao envolve transferéncia
de calor por radiacao. Sendo assim, na transferéncia de calor por conducédo ou
convecgao, o fluxo de calor (g), em kcal/s, € descrito segundo a Equacédo (4.71).

q=KAT 471)

Onde AT ¢ a diferenca de temperatura, em Kelvin, e K é o coeficiente de
proporcionalidade, em kcal/s.K, expresso pela Equacdo (4.72), na conducao, e pela
Equacéao (4.73), na conveccdo.

K (4.72

A
AX
K =hd (473
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Onde k ¢ a condutividade térmica do material, em kcal/msK, A ¢ a
area normal ao fluxo de calor, em m? AX é a espessura do condutor, em
metros (m) e h é o coeficiente de transferéncia de calor por convecgao, em
kcal/m?s.K.

Logo, as variaveis ou grandezas fisicas usadas para descrever o comportamento
dos sistemas térmicos sao a temperatura, em Kelvin, e o fluxo de calor, em Watts
(ou Joule/segundo). E os elementos tipicos que permitem a descricdo e a analise da
dindamica desse tipo de sisterma sao a resisténcia e a capacitancia térmica.

. Resisténcia térmica: uma das caracteristicas da lei da termodindmica € a
ocorréncia de transferéncia de calor de um ponto, a certa temperatura, para outro
ponto, com temperatura inferior. A intensidade da transferéncia de calor depende
do caminho entre os dois pontos, da distancia e das caracteristicas do meio. A
dificuldade que o meio (ou caminho) proporciona a transferéncia de calor ¢ chamada
de resisténcia termica.

A natureza e a intensidade da resisténcia termica dependem do modo pelo qual
ocorre a transferéncia de calor. Assim, para a transferéncia de calor por condug¢ao
ou conveccdo, a diferenca de temperatura € dada pela Equacdo (4.74).

AT =Rgq (4.74)

Onde AT ¢é a diferenca de temperatura entre um ponto, a certa temperatura,
para outro ponto, com temperatura inferior, g € a taxa de transferéncia de calor (ou
energia por unidade de tempo) e R, € a resisténcia térmica.

A resisténcia térmica pode ainda ser definida em funcdo do material e das
dimensdes do meio, como mostra a Equagao (4.75), para o caso de a transferéncia
de calor ocorrer por conducédo, e a Equacéao (4.76), para o caso de a troca de calor
ocorrer por convecgao.

L
R =— (4.75)
kA,
1
R =—
! hA, (4.76)

Nas Equacdes 4.75 e 4.76, tem-se que L € o comprimento do material, k € o
coeficiente de condutividade termica, A, € a area da secao transversal na direcdo em
gue ocorre a transferéncia de calor por conducao, h € o coeficiente de transferéncia
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de calor por convecgao e A, € a area superficial onde ocorre a troca de calor por
CONVeCcgao.

! Pesquise mais

No caso da troca de calor por radiacao, © modelo de resisténcia térmica
€ uma funcao nao linear, visto que a transferéncia de calor por radiacao
insere uma nao linearidade no sistema. O valor da resisténcia térmica
pode, entdo, ser obtido por meio da linearizagao dessa funcao. Para saber
mais sobre o estudo do méetodo de linearizacao para resisténcia térmica,
para os casos da radiacao, consulte o livro a seguir:

FELICIO, Luiz Carlos. Modelagem da dinamica de sistemas e estudo da
resposta. 2. ed. Sdo Carlos: RiMa, 2010.

« Capacitancia térmica: € a quantidade de calor necessaria para produzir um
determinado acréscimo de temperatura, como mostra a relacdo dada pela Equacao
4.77).

O quantidade de calor fornecida ao corpo (AQ) 4.77)

aumento de temperatura do corpo (AT)

Um conceito importante associado com capacitancia térmica € o de calor
especifico, representado pela letra ¢, que corresponde a quantidade de calor
necessaria para elevar em 1 grau Celsius (AT = 1 °C) a temperatura de uma unidade
de massa desse corpo. A uma dada temperatura T, o calor especifico de um corpo
é definido sequndo a Equacédo (4.78).

C=—T-=— (4.78)

Assim, podemaos reescrever a capacitancia térmica em funcao do calor especifico,
como mostra a Equacao (4.79).

C =mc (4.79)

Retomando e rearranjando a equacao que define o calor especifico, obtemos a
Equacao (4.80).

dQ =mcdT = CdT (4.80)
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Se considerarmos um intervalo de tempo dt, a Equacao (4.80) resulta na Equacado
(4.81).

a9 _ 41 (4.81)

dr dr

Sabendo que quantidade de calor no tempo €, por definicdo, um fluxo, entao,
podemos reescrever a Equacao (4.81) como a Equacao (4.82).

o dr

Observe que nas equacdes anteriores, a temperatura foi considerada para o
COrpo e nao para um ponto. Implicitamente, estamos admitindo que a temperatura
seja uniforme. Isto pode ser razoavel para gases e liquidos, se tivermos misturadores
eficientes instalados no sistema. Para o caso de corpos solidos, a temperatura
SO seria uniforme se a condutividade térmica fosse infinita, algo irreal na pratica.
Contudo, ha situacdes em que a temperatura pode ser considerada uniforme, como
nas aplicacdes que envolvem corpos solidos mergulhados em um fluido. Nesses
casos, e definido um parametro adimensional, denominado numero de Biot (N,
qgue serve de critério para definir se um sistema térmico possui uma temperatura
uniforme. O critério é: o sistema tem temperatura uniforme apenas se o valor do
numero de Biot for menor do que um décimo (ou N, < 0,1).

%g‘, Assimile

Os componentes fisicos que formam os sistemas térmicos sao:
os resistores e 0s capacitores. E as varidveis, ou grandezas fisicas,
normalmente utilizadas para descrever o comportamento dinamico desse
tipo de sistemas sao: a temperatura, dada em Kelvin (K), e o fluxo de calor,
em Watts (W) (ou Joule por segundo (J/s)).

. Modelagem matematica de circuitos térmicos: com uma massa:

Séo sistemas térmicos formados com apenas uma capacitancia térmica.

D Exemplificando

Para o sistema da Figura 4.20, determine o modelo matematico, em
fungdo de transferéncia, que relaciona a temperatura do corpo 1, T, com
a temperatura do corpo A, T. Considere g, a taxa de transmissdo de calor.
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Figura 4.20 | Sistema térmico com uma capacitancia térmica

/— Corpo 1

////55/////////

Corpo A

Fonte: adaptada de Felicio (2010).

Como nas unidades anteriores, a obtencao da funcdo de transferéncia
que descreve a dindmica do sistema € dada pelos seguintes passos do
processo de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcao de transferéncia que
relaciona a temperatura do corpo 1, T , com a temperatura do corpo A, T.

2. Teoria e aplicacdo das leis fundamentais: lei de conservacao da
energia.

3. Simplificacdes e aproximagdes: para modelagem de todos os
sistemas térmicos desenvolvidos neste material, utilizaremos um
conjunto de hipoteses que irdo simplificar os modelos matematicos desse
tipo, tais como: a transmissao de calor € considerada unidirecional; as
temperaturas sao consideradas uniformes; as resisténcias e capacitancias
sao consideradas lineares; e as variagdes das grandezas do sistema sao
relativamente pequenas, a fim de manter o comportamento do sistema
praticamente linear. Alem disso, para esse exemplo, devemos considerar
que o corpo A tem baixo armazenamento de energia e alta resisténcia,
portanto, € considerado resisténcia pura, e © corpo 1 € uma peca metalica,
logo, tem apenas capacitancia térmica.

4. Equacionamento: como temos apenas uma capacitancia térmica, ao
aplicarmos a lei de conservacdo de energia, como na Equacao (4.82),
chegamos a Equacao (4.83).

AT
=C —L (4.83)
9, T
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O sistema dado pela Figura 4.20 caracteriza-se como um sistema térmico de
primeira ordem, dada a funcdo de transferéncia de primeira ordem, expressa em
(4.86), cuja constante de tempo (7T ) é dada pela Equacgéo (4.87).

?

Além disso, da definicao de resisténcia térmica, equacdo (4.74, podemaos
obter a equacado (4.84).

L(O-T,()=Rq (4.84)

Usando a Equagao (4.84) para substituir o valor de g, na Equagao (4.83),
chegamos a Equacéo (4.85).

L0-1,(®) _ - AL (4.85)
R " dt

1

Apds algumas manipulacdes algebricas e, considerando as condi¢cdes
iniciais nulas, ao aplicarmos a transformada de Laplace, obtemos a funcao
de transferéncia dada pela Equacdo (4.86).

Lis) 1

- (4.86)
T(s) RCs+1

T=RC (4.87)

Reflita

Dada a funcao de transferéncia do sistema pneumatico de primeira ordem,
Equacao (4.86), podemos criar uma analogia entre as propriedades dos
sistemas térmicos com os componentes fisicos lineares que formam os
sistemas elétricos e mecanicos. Dessa forma, como se daria a analogia
eletromecanica/térmica?
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Modelagem matematica de circuitos térmicos: com duas massas:

Sao sistemas térmicos formados com duas capacitancias térmicas.

O

Exemplificando

Para o sistema da Figura 4.21, determine o modelo matematico, em
fungdo de transferéncia, que relaciona a temperatura do corpo 2, T,, com
a temperatura do corpo 1, T,. Considere g, e g, as taxas de transmissdo
de calor.

Figura 4.21 | Sistema térmico com uma capacitancia térmica

////))Vg///////
N

Fonte: adaptada de Felicio (2010).

Como nas unidades anteriores, a obtenc¢ao da fung¢do de transferéncia
que descreve a dinamica do sistema € dada pelos seguintes passos do
processo de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcdo de transferéncia que
relaciona a temperatura do corpo 1, T,, com a temperatura do corpo 2, T..

2. Teoria e aplicagdo das leis fundamentais: lei de conservacao da
energia.

3. Simplificacdes e aproximagdes: as mesmas que no exemplificando
anterior. Aléem disso, para este exemplo, devemos considerar que 0s
corpos A e B tém baixo armazenamento de energia e alta resisténcia,
portanto, esta € considerada resisténcia pura, € 0s corpos 1 e 2 sao pecas
metalicas, logo, tém apenas capacitancia térmica.

4. Equacionamento. como temos duas capacitancias térmicas,
aplicaremos duas vezes a lei de conservacao de energia, assim, chegamaos
as Equaces (4.88) e (4.89).
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AT,

—g. =C =1L (4.88)
9, — 49, n
AT
q,=C, 7; (4.89)

Alem disso, da definicao de resisténcia térmica, Equacéo (4.74), podemos
obter as Equacdes (4.90) e (4.91).

() -T,(t) = R,q, (4.90)

T()-T,(1)=R,,q, (4.91)

Usando as Equacdes (4.90) e (4.91) para substituir o valor de g, e g, nas
Equacdes (4.88) e (4.89), chegamos as Equacdes (4.92) e (4.93).
LIO-1,() _LO-LO _, AL
R R, " dt

11

(4.92)

LO-T,0) _ . AT,

=C,—= (4.93)
R, 2 dt

Aplicando a transformada de Laplace (condigdes iniciais nulas), e
organizando os termos das equacdes (4.92) e (4.93), obtemos as Equacdes
(4.94) e (4.95).

R R
R,CoT () + () + Ty =2 T, =T, (4.94)

12 12

-T1+R,C,sT,(s)+T,(s)=0 (4.95)

Na forma matricial fica como mostra a Equacgdo (4.96).

Rtl + th Rtl
RaCos+ R, R, | n (4.96)
7, |0
-1 R,C,s+1
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Aplicando a regra de Cramer para determinar T,e, em seguida, inserindo
em forma de funcao de transferéncia, chegamos a Equacao (4.97).

T,(s) _ 1
Ti(s) (RnCnszczz )52 + (Rtlctl + Rt2Ct2 + Rtlctz )s+1

(4.97)

e  Modelagem matematica de circuitos térmicos com uso MatLab®:

Na ultima etapa do nosso material, ja estamos familiarizados com os testes e
validacOes dos modelos matematicos, que descrevem o comportamento dinamico
dos sistemas, via uso do software MatLab® e do Simulink®. Nesta secéo, iremos
apenas aperfeicoar a forma de apresentacao dos resultados, indicando comandos
gue permitam editar os graficos das respostas produzidos nas simulagoes.

Vimos o comando plot(”), que é empregado para visualizagao dos graficos como
comportamento de resposta das variaveis desejadas do nosso sistema dindmico.
Além disso, vimos também como melhorar a identificacdo dos dados por meio dos
comandos: title(”), xlabel(”) e ylabel(”). Agora, veremos como melhor visualizar
as respostas nos graficos com uso de cores e tipos de linhas atraves do proprio
comando plot.

m Exemplificando

Dado o sistema apresentado no primeiro item Exemplificando desta
secao, podemos implementar as sequintes linhas de codigo para o teste
do modelo obtido:

Rt= 1,

Ct=1;

num=[1];

den=[Rt*Ct 1];

sys=tf (num,den)

[yd.td]=step(sys); %resposta aoc degrau
lyitil=impulse(sys); %resposta ao impulso
figure

plot (td,yd,'k--)
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hold on

plot (ti,yi,m*")

xlabel (Tempols))

ylabel (Amplitude’)

title (Resposta sistema térmico ordem 1))

legend (Degrau’, Impulso’)

Considerando valores unitarios para a resisténcia e capacitancia, e
adotando a temperatura de entrada como um comportamento degrau
e como comportamento de uma funcao impulso, obtemos o grafico de
resposta, Figura 4.22, para a temperatura de saida. Note que a resposta e
apresentada na cor magenta e utiliza uma linha formada pelo simbolo "™*".

Figura 4.22 | Temperatura de saida para o sistema da Figura 4.21

Resposta sistema térmico ordem 1

T— — = T T

-~ — — — Degrau
et #*  Impulso|

0.9

o/

=
~

!

Amplitude
e o
w (=]

I
B

Tempo(s)
Fonte: elaborada pelo autor.

Dessa forma, a depender de quantos testes estejamos fazendo em nosso modelo,
conseguiremos apresentar e visualizar melhor os resultados.
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Sem medo de errar

Uma pequena industria de alimentos resolveu otimizar o sistema de controle
de uma parte do seu processo. Uma das linhas de produc¢ao requer o controle de
vazao e aquecimento de uma determinada matéria-prima, pois caso nao esteja na
temperatura ideal, este produto pode condensar nas tubulacdes. Para isso, vocé
foi contratado como engenheiro responsavel, com a finalidade de revisar o projeto
de controle de vazado e de aquecimento desse sistema dinamico e certificar se este
sistema esta funcionando corretamente. Nas secdes anteriores, vocé ja certificou
o funcionamento do sistema de vazao. Nesta secao, iremos nos atentar ao sistema
térmico. Qual é a temperatura de aquecimento dessa matéria-prima que escoa em
regime permanente? O produto ira condensar?

Figura 4.23| Protoétipo de silo industrial

Controlador Proporcional

| O

Valvula de
Controle

4o

o, Re

Mt rogy
"

opadsanby

Valvula de Carga

T,C,
S

Resisténcia, R

Fonte: elaborada pelo autor

Resolucao da situacao-problema

Considerando que o sistema de aquecimento dessa matéria-prima ocorre
como mostra a Figura 4.23, que a temperatura do liquido de entrada ¢ mantida
constante e que a taxa de calor no sistema (calor fornecido pelo aguecedor) sofre
uma alteracao repentina de um valor Q para Q + g, em que gi representa uma
pequena variagdo da taxa de entrada de calor, entdo, a taxa de saida de calor
ira variar gradualmente de Q para Q + q,. Alem disso, a temperatura de saida do
liquido tambéem ira variar de T para T, + T.
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Sendo assim, para analisarmos a temperatura de saida do produto, deveremaos,
inicialmente, obter o modelo matematico que descreve sua dinamica. Para isso,
iremos realizar as etapas do processo de modelagem matematica:

1. Definicdo do problema: obtencdo da funcdo de transferéncia que relaciona
a variagcao temperatura do liquido de saida (T) com a taxa de calor de entrada (Q)

2. Teoria e aplicacdo das leis fundamentais: lei de conservacao da energia.

3. Simplificagdes e aproximacdes: para modelagem dos sistemas fluidicos,
utilizaremos um conjunto de hipoteses que irdo simplificar os modelos matematicos
desse tipo, tais como: a transmissao de calor € considerada unidirecional; as
temperaturas sao consideradas uniformes; as resisténcias e capacitancias térmicas
sao consideradas lineares; as variacdes das grandezas do sistema sdo consideradas
peguenas, a fim de manter o comportamento do sistema linear.

4. Equacionamento: a0 aplicarmos a lei de conservacdo de energia, obtemos
a Equacao (4.98).

dr

Ct E = qentra - qsai (498)

Sabendo que o fluxo de calor que entra no sistema € g, e que a taxa de calor de
saida é dada pela Equacao (4.99),

I (4.99)
R

t

qxai =

e sendo R, a resisténcia térmica do recipiente, entdo, a Equacao (4.98) pode ser
reescrita na Equacao (4.100).

a _, T (4.100)

“dt " R

Apos algumas simplificagdes matematicas, ao aplicarmos a transformada
de Laplace com as condi¢cdes iniciais nulas, obtemos a sequinte funcao de
transferéncia dada pela Equacéo (4.101).

T(s) 1

= (4.101)
0(s) RCs+1

De posse da funcao de transferéncia, podemos entao implementar um
programa em MatLab® para as validagdes e testes desse sistema. Para isso, foi
considerado que a temperatura de saida da matéria-prima ¢ 120 °C e que a taxa
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de entrada de calor € uma func¢ao degrau. Entdo, foi implementado um programa
em Matlab® e Simulink® a fim de obter os valores 6timos do sistema térmico que
mantivesse essa temperatura, como mostra a Figura 4.19 (a) e (b).

Figura 4.24 | (a) Programa MatLab®; (b) Diagrama de bloco Simulink® do sistema térmico;
(c) Temperatura de saida do liquido

= Ct= 0.5;
= gi= 120;:
= sim('sem medo')
%reposta ao degrau
= figure
= plot (cout,T, 'r-.', 'LineWidth',2)
= Xlabel ('Tempo(s) ')
9 = vlabel ('Temperatura (°C)'})
10— title('Temperatura de saida do liquido')
S grid

| script tn 1 Col 5

(a)

——
To Workspace

O =
Rt*Ct.s+1

Step Scope
Transfer Fcn

(b)
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(c)

Fonte: elaborada pelo autor.

Apos alguns testes, concluiu-se que para manter a temperatura de saida
desejada e para que o produto ndo condense na tubulagao, como mostra a Figura
4.24 (c), os valores de capacitancia e resisténcia térmica sdo 0,5 J/°C e 0,5 s°C/J,

respectivamente.

Avancando na pratica
Sistema de aquecimento do ambiente

Descricao da situacao-problema

Um escritorio de arquitetura esta planejando um sistema de aguecimento de
uma sala para o projeto de uma casa do seu mais novo cliente. Este cliente ja possui
um aquecedor e € necessario projetar as paredes e o teto (espessura e largura)
para manter a temperatura da sala. Vocé foi o engenheiro contratado para realizar
O estudo térmico e determinar quais sao as caracteristicas construtivas que este
ambiente deve ter para que 0 aquecedor suporte manter a temperatura através da

injecdo forcada de ar quente em seu interior.
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Considere que o sistema de aquecedor é ligado no inverno, quando a temperatura
ambiente estiver em 10 °C, e que o fluxo de calor que o aquecedor do cliente
consegue injetar tem o comportamento de uma func¢ao degrau, com fluxo de calor
de 35 W.

Figura 4.25 | Modelo simplificado para o sistema térmico do ambiente

Qteto
amb

q parede

qfur;ado

Fonte: adaptada de Garcia (2013).

Resolucédo da situagdo-problema

Partindo do ambiente mostrado na Figura 4.25, que tem um elemento de
armazenamento de calor de capacitancia térmica C, tem-se que, quando o sistema
de aquecimento esta ligado, o calor € injetado a uma taxa constante (g). Ao aplicarmos
as etapas de modelagem matematica ao sistema, obtemos a Equacado (4.102) como
modelo dinamico desse sistema térmico.

dt R, R

De posse desse modelo matematico, foi obtida a funcao de transferéncia do
sistema e montado um diagrama de blocos via Simulink®, mostrado na Figura 4.21, para
realizacao dos testes e determinacao dos valores dos elementos térmicos (resistores e
capacitores) que formam o sistema.
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Figura 4.26 | Diagrama de bloco do sistema térmico do ambiente

RoR =
| | Rp*Rt*C.s#{(4*Rt)+Rp)
q Scope

(4*Rt)+Rp
Rt*Rp

Tamb

Fonte: elaborada pelo autor.

Para manutencao da temperatura ambiente em 25 °C, considerando que a
temperatura ambiente seja de 10 °C, supondo uma injecao de calor de 35 W, os
valores das resisténcias da parede e do teto sdo 7 sK/J e 2,3 sK/J, respectivamente.
Para isso, foi considerado um valor de condutividade de 0,15 para a parede e de 0,1
para o teto. Sendo assim, tomando por base a resisténcia térmica dada para troca de
calor por conducéo, Equacdo (4.75), as caracteristicas construtivas desse ambiente
sdo dadas pelas Equacdes (4.103) e (4.104).

R =7 : 4103)
P 0Is
E
R=23=—"
, 0L (4.104)

Assim, as caracteristicas construtivas desse ambiente, ou seja, a relacdo espessura
e largura da parede e do teto sdo dadas, respectivamente, pelas Equacdes (4.105) e
(4.106).

E,=1,05L (4.105)

E =0,23L (4.106)
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Faca valer a pena

1. Assim como os sistemas hidraulicos e pneumaticos, os sistemas
térmicos também apresentam propriedades que permitem a descricao
de suas caracteristicas dinamicas, por meio de modelos matematicos,
de modo simples, sendo representadas por: resisténcia e capacitancia.

A sequir, tém-se as afirmativas a respeito de modelagem matematica de
sistemas térmicos:

|. E baseada na lei de conservacdo da energia.

II. Assim como os sistemas hidraulicos e pneumaticos, as propriedades
basicas que compdem esse tipo de sistema sdo: a resisténcia e a
capacitancia.

[ll. A capacitancia térmica é definida como

varia¢do no calor armazenado, kcal
= C=mc.
Variagdo na temperatura, K

Analisando as afirmativas, assinale a alternativa correta:
a) Apenas a afirmativa | esta correta.
b) Apenas a afirmativa Il esta correta.

)
c) Apenas a afirmativa lll esta correta.
d) Apenas as afirmativas Il e Ill estdo corretas.
)

e) As afirmativas |, Il e lll estdo corretas.

2. Testar e validar um sistema ¢é indispensavel para certificar e
documentar que o projeto em desenvolvimento atende as especificacdes
necessarias. Os testes e validacdes podem ser realizados via software
como o MatlLab®, por linhas de cédigo script, ou diagramacao de blocos,
utilizando o Simulink®.

O comando em linha de cddigo do MatLab® plot(tiyi,'m*) nos
apresentara:

a) A resposta a entrada degrau de uma funcao de transferéncia.
b) A funcdo de transferéncia do modelo testado.

c) A resposta do grafico em cor magenta e tipo de linha formado por
asterisco.

d) A resposta a entrada impulso de uma funcdo de transferéncia.
e) O tempo de simulagdo do teste.

Modelagem de sistemas fluidicos e térmicos



3. Testar e validar um sistema € indispensavel para certificar e documentar
que o projeto em desenvolvimento atende as especificacdes necessarias.
Os testes e validacbes podem ser realizados via software como o
MatLab® por linhas de codigo script, ou diagramacdo de blocos,
utilizando o Simulink®.

Indique qual alternativa representa o sistema térmico do programa
implementado utilizando a linguagem de programacao de comando de
instrucdo (script) do MatLab®, dada as seguintes linhas de codigo:

R=input (‘Entre com valor de R: ")
C=input (Entre com valor de C: )
num = [1];

den = [R*C 1];

sys = tf (num,den)

Em todos os casos, considere a temperatura T, como saida do sistema e
a temperatura T, como entrada do sistema.

Corpo 1 il
~ /7 T /_ i
= S AR
a) 7 :{
\- el
Corpo A cormo®
b)
Corpo 1
§ \\\\\\\
N N\
N 777 / \ ‘N )
c) T.Q% AN
TR
§ Isolante perfeito
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