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Palavras do autor

Seja bem-vindo. Neste livro aprenderemaos a descrever movimentos
de corpos rigidos, seja se movendo em uma reta ou girando, No plano
ou No espaco tridimensional. Os conhecimentos adquiridos aqui serdo
importantes para sua vida profissional, pois na industria, engenheiros
comumente precisam desenvolver mecanismos moveis e, para isso,
precisam descrever com grau de precisao seus movimentos. Por
exemplo, um giroscopio em um navio ou aeronave, utilizado como
mecanismo de navegacdo, ou um pistdo de um motor de automovel,
ou um eixo diferencial de um carro.

Vocé compreendera que as competéncias desenvolvidas neste
livro didatico sao valorizadas no mercado de trabalho, que esta sempre
em busca de pessoas com exceléncia técnica e capacidade analitica
e de raciocinio critico, capazes de solucionar problemas complexos,
ou Mmesmo tornar mais eficientes e efetivas, solucdes ja existentes. Em
particular, © objetivo deste estudo € que vocé compreenda e aplique
0s conhecimentos necessarios para descricdo dos movimentos como
translacao, rotacao e precessao de corpos rigidos.

Na primeira unidade, vocé sera apresentado a cinematica planar,
aprendera a trabalhar com vetores e movimentos sem levar em
consideracao forcas. Na segunda unidade, vocé aprenderd sobre a
dinamica no plano, lidando com forcas e suas consequéncias, aplicando
as Leis de Newton para rotacao e translacdo. Na terceira unidade,
trataremos sobre os metodos de energia e trabalho, conservacdo de
energia, momento linear e angular. Na quarta unidade serdo apresentados
conceitos de dindmica de corpos rigidos no espaco tridimensional.






Unidade 1

Cinematica planar de
corpos rigidos

Convite ao estudo

Estamos prontos para iniciar mais uma etapa na sua formacao,
aprendendo a descrever movimentos de corpos rigidos. Nosso
objetivo principal € que vocé aprenda mais sobre as ferramentas
necessarias para descrever como corpos rigidos se comportam,
realizando diversos tipos de movimento e levando em conta
referenciais moveis. Ao fim da unidade, vocé sera capaz de descrever
movimentos de corpos rigidos no plano euclidiano e descrever as
suas equacdes cinematicas.

O conceito de corpo rigido € uma idealizacao que fisicos e
engenheiros criaram para descrever melhor o movimento de
Mmaqguinas € mecanismos. Em um corpo rigido, quando tomamos
distancias entre dois pontos de corpos extensos e os submetemos
a estresse como movimentos, rotacdes, forcas e torques, essa
distancia permanece inalterada, ou seja, © corpo nao e deformado.
Ao contrario das particulas, que tém suas dimensdes desprezadas,
POIis © comprimento de sua trajetoria € muito grande em relacao as
proprias dimensdes do corpo, quando falamos em corpos rigidos
precisamos levar em consideracao o seu tarmanho.

Na industria, geralmente sao construidos mecanismos movelis,
com partes moveis, formando sistemas e maquinas complexos, que
precisam ser constantemente avaliados se estao em funcionamento
dentro das especificacdes. Para isso, € necessario dominar a
linguagem de dinamica de corpos rigidos, para analisar os possiveis
cenarios aos quais essas maquinas podem estar sujeitas, como
aplicacao de forcas externas, vibragdes, rotacdes etc.

Nesta unidade, vamos nos colocar no lugar de um projetista
que trabalna em uma industria que constroi atracdes para
pargues de diversdes, cujo objetivo, em seu trabalho, € modelar
matematicamente © movimento de alguns dos brinquedos mais



utilizados, para alimentar um software que realiza simulacdes
computacionais, compara com os dados reais de movimento e
emite relatorios sobre a seguranca e bom funcionamento desses
brinquedos, emitindo avisos regulares para os clientes.

Um grande parque de diversdes, cliente antigo de sua
empresa, acaba de adquirir uma nova roda gigante, € vocé precisa
descrever matematicamente seus movimentos, verificando
posicao, velocidade e aceleracao. O software também recebera as
informacdes reais da roda gigante, quanto a velocidade, aceleracdo
angular e a quantidade de voltas que a roda gigante da por dia. Assim,
o cliente recebera regularmente relatorios completos, incluindo o
planejamento de revisdes e trocas de pecas, engrenagens e motor,
de acordo com o tempo de vida médio dos mesmos.

Para ser possivel realizar essa tarefa, na primeira secao
aprenderemos sobre sistemas de referéncias, sistemas de
coordenadas e sobre como representar 0s movimentos de corpos
rigidos nesses sistemas por meio do calculo vetorial. Na segunda
secao, aplicaremos 0s conceitos da primeira secao em referenciais
onde o movimento de corpos rigidos € absoluto, descrevendo
rotacdes, translagcdes e a composicao dos dois tipos de movimento.
Na terceira se¢ao, aplicaremos conceitos de sistemas de referenciais
para movimentos relativos, onde a origem dos sistemas tambem se
movimenta, € cComporemaos 0s movimentos dos Corpos rigidos em
relacdo a esses sistemas em movimentos.



Secaoll

Cinematica no plano

Dialogo aberto

Nesta secdo, vocé estudard a cinematica de corpos
rigidos: aprenderemos, primeiramente, como descrever esses
movimentos, em termos das trajetorias desses corpos rigidos e
seu equacionamento. Para isso, iremos consolidar os conceitos de
vetores, sistemas de referéncias, sistemas de coordenadas; e como
representar a posicao, velocidade e aceleracao desses corpos
rigidos no Plano Euclidiano e no espaco de trés dimensdes.

Esses temas que mencionamos sao muito importantes,
especialmente naindustria, nasempresas de tecnologia, automotivas,
automacao, nas empresas de monitoramento de geolocalizacao
e nas empresas de tecnologia aérea, pois Muitos mecanismaos
utilizados nessas industrias precisam de equacdes de movimento
para descrever o comportamento de suas partes moveis.

Lembre-se: vamos nos colocar no lugar de um projetista que
trabalha em uma empresa que constroi atracdes para parques
de diversbes. Vocé precisa descrever matematicamente o
funcionamento da roda gigante a partir das equacdes de movimento.
Assim, vocé podera construir um modelo computacional da roda
gigante no software da empresa, marcando a posicao dos bondinhos
em funcao do tempo.

Leia o texto com atencdo e anote suas duvidas, procure refletir
com paciéncia sobre os conceitos abordados e, se for necessario,
releia o texto, busque outras referéncias ou mesmo tutoria para
retirar suas duvidas. Apos essa leitura e reflexao cuidadosa, procure
exercitar e testar seu entendimento conceitual, trabalhando
individualmente nos exercicios propostos e resolvendo os exemplos
sem observar a solucdo. E imprescindivel que essa estratégia seja
levada a sério e seja executada com cuidado e paciéncia, pois ha
muitos conceitos abstratos que precisam ser discutidos para serem

U1 - Cinematica planar de corpos rigidos 11



de fato compreendidos. E muito importante realizar todas as tarefas
e atividades propostas, tais como ler o livro didatico e recorrer a
bibliografia sugerida.

Nao pode faltar

Quando estudamos Fisica, precisamos representar as grandezas,
pois as medidas sao muito importantes; so podemos fazer ciéncia e
tecnologia com elementos e experimentos que podem ser medidos
de alguma forma. Temos grandezas fisicas que precisam apenas de
uma unidade de grandeza para que sejam completamente descritas.
Sdo as grandezas escalares. Por exemplo, se no laboratorio vocé
verifica a massa de uma componente em uma balanca e precisa
informar a outra pessoa, ira dizer algo como: “esta componente tem
uma massa de 100 kg.”; ou se vocé cronometrar o tempo que um
carro leva para percorrer um trajeto vai falar o tempo em horas,
minutos ou sequndos. Como vocé ja sabe, ha também grandezas
que precisam de um pouco mais de especificacao, e nesta secao
trataremos delas; sdo as grandezas vetoriais. Elas precisam de
magnitude (ou Mmodulo, ou comprimento), direcdao e sentido para
serem completamente descritas. Nesta secao iremos utilizar esses
conceitos no contexto dos corpos rigidos, desenvolvendo ainda
mais nossa intuicao geomeétrica, aplicando a algebra dos vetores de
forma sistematica.

Um vetor \; qualquer sobre o plano cartesiano pode ser
representado por meio da combinacado linear dos vetores da base
canoénica i =(10) e j=(0;1). que representam um deslocamento de
modulo 1 na direcdo positiva dos eixos x ey, respectivamente. Os
versores da base candnica em trés dimensdes, ou espaco euclidiano
tridimensional, sdo i=(1,0,0), j=(0;10)e k=(0;0;1). Como pode
ser visto na Figura 1.1, vemos que o vetor OP =(x;y;z) pode ser
representado na base candnica do espac¢o euclidiano da seguinte
forma: OP =(x;y;z)=Xi+yj+yk .

12 U1 - Cinemética planar de corpos rigidos



Figura 1.1 | Espaco euclidiano de trés dimensdes
Z N
P (x,y,z)

Q
i.‘.......r..............
el

)

X

Fonte: elaborada pelo autor

Além das j& conhecidas operacdes com vetores que foram
estudadas em outros cursos, como soma vetorial e combinacao
linear, podemos tambem aplicar operacdes do calculo diferencial
e integral, ou seja, as componentes dos vetores podem ser funcdes
bem-comportadas (continuas e diferenciaveis).

JZ| Exemplificando

Seja a seguinte funcdo vetorial, r(t)=(cos(t),sen(t),tg(t)), que
representa o vetor posicao do centro de massa (CM) de um corpo rigido
Nno espaco de trés dimensdes como funcao do tempo. Encontre a funcao
que descreve a velocidade desse ponto do corpo rigido.

Solugéo:

A posicao varia com o tempo, e para encontramos a velocidade desse
corpo rigido, basta derivar o vetor posicao em relacao ao tempo:

v(t)= Z—i(t) = (—sen(t),cos(t),sec?(t)).

Note que derivamos cada componente do vetor posicao individualmente,
compondo, assim, o novo vetor velocidade.

U1 - Cinematica planar de corpos rigidos 13



Mas o plano e o espaco euclidiano ndo servem apenas para
representar vetores em geral, em Fisica, eles sao utilizados para
descrever equacdes de movimento de corpos (rigidos ou nao)
e particulas, por meio dos chamados sistemas de referéncias,
ou simplesmente referenciais, que podem ser ou referenciais
inerciais ou referenciais ndo inerciais. Os referenciais inerciais
se comportam como corpos em equilibrio estatico, ou em
equilibrio cinético. Ja os referenciais ndo inerciais se movem com
aceleracao, constante ou ndo. Quando o referencial é inercial e se
encontra em equilibrio estatico, © movimento dos corpos rigidos e
chamado movimento absoluto, pois ndo ha efeito de velocidade
relativa entre observador e corpo rigido observado (cada um
constituindo individualmente um referencial).

6&» Assimile
Escolher um sistema de referéncias em geral envolve a escolha de uma

origem, uma direcdo para 0s €ixos X, y € z, e, em alguns casos, tambem
um instante de tempo t.

Um exemplo pratico de referencial inercial € um carro se
movimentando com velocidade constante. Coloque-se dentro
desse carro. Se vocé nao olhar para fora, nao percebera que esta
em movimento. Imagine agora que voceé olha pela janela e vé postes
de luz se movimentando em relagcdo a vocé. Em um referencial
inercial, ndo conseguimos distinguir se Nos estamos nos movendo
em relagcao ao que observamos ou se o objeto que observamos esta
se movimentando em relacdo a nos. E claro que na vida real vocé
sabe que quem esta se movendo € O seu carro, mas em termos de
teoria fisica, essa impossibilidade de distincdo ¢ muito importante.

14 U1 - Cinemética planar de corpos rigidos



Figura 1.2 | Exemplo de referenciais inerciais em equilibrio cinético (movimento
relativo)

y

Fonte: elaborada pelo autor

No caso do sistema referencial inercial em movimento relativo, as
equacdes de movimento obedecem as chamadas transformacoes
de Galileo. No exemplo da Figura 1.2 existe um movimento uniforme
na direcao do eixo x. No referencial S, algum ponto de um corpo
rigido possui coordenadas (X,Y,z,t). Para o referencial S' esse
corpo rigido teria as coordenadas (x',y',z't")=(x-vt,y,z,t), e a
relacao entre as coordenadas dos dois referenciais séo as chamadas
transformacdes de Galileo.

Compreenda: para o referencial S (por exemplo, uma pessoa
em repouso na calgada) um determinado ponto do corpo rigido
possui coordenadas (X Y,Z.t). Para uma pessoa no carro, o corpo
rigido parece se afastar, com velocidade igual a do carro no sentido
oposto (negativo, portanto -v), e assim a coordenada do ponto é
(xy',z',t"Y=(x—-vty,zt).

Isso fica ainda mais evidente quando realizamos a derivada da
coordenada X' em relacao ao tempo, obtendo a chamada lei de
composicdo de movimentos:

X' dx
d—=——v - Vi=V,-v
dt dt '

Note que estamos tratando de um caso bastante geral. O corpo
rigido ndo precisa estar em repouso, portanto %:VS, que pode

Ou ndo ser zero, constante, ou mesmo uma funcao do tempo.

U1 - Cinematica planar de corpos rigidos 15



Independentemente do estado do corpo rigido, a resposta fornecida
pelo equacionamento apresentado estara correta.

Aléem do movimento relativo de ftranslacao, podemos
imaginar outro referencial S' que gira com velocidade angular
\@\zz.n.fzz'?”, com f representando a frequéncia, e T o periodo

da rotacdo. A unidade relevante € radianos por segundo.

Seja R 0 vetor posicdo desse referencial em relacdo ao
referencial S estatico. Nesse caso, a posicao de um objeto qualquer
no referencial S esta relacionada com a posicdo do objeto no
referencial S" pela equacao a sequir:

rs=rg +R-
Note que basta somar a posicao observada no referencial S
com a posicdo da propria origem do referencial S com relacdo ao
observador parado (referencial estatico).

Note que o referencial S' estad girando, de modo que o vetor
R ndo é constante. Para um observador sobre esse referencial,
o referencial S estd em movimento circular (lembre-se, se vocé
comecar a girar, tera a impressao de que o ambiente a sua volta
estara girando). Essa relagao € bem descrita por senos e cossenos
da seguinte maneira:

R(t)=R-cos(wt)i +R-sen(ot)]

onde @ =wk ¢ o vetor constante velocidade angular. Como
esse vetor varia com o tempo? Podemos descobrir realizando uma
derivada:

%:—a)-R-sen(wt)7+w-R-cos(wt)f
dé - I i - —
W:wx(Rcos(wt)l +R-sen(a)t)/):w><R_

Mostre vocé mesmo o ultimo passo da demonstracdo acima.
Note que o que esta dentro dos parénteses maiores € justamente o
vetor posicao R(t).

A interpretacao fisica e geométrica desta formula € um conceito
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muito importante em Dinamica. A relacao nos diz que a velocidade
linear € sempre tangente a curva descrita pelo ponto de interesse.
O produto vetorial resulta sempre em um vetor perpendicular aos
dois vetores que estao sendo multiplicados vetorialmente, isso quer
dizer que a velocidade tangencial ndo esta na direcao da velocidade
angular, nem do vetor posicao.

oéb Reflita

Reflita sobre o que o produto vetorial representa geometricamente. Na
dR . & L ~
formula ' =® xR o vetor resultante ndo aponta na dire¢do de @ nem

de R, mas em outra direcao, perpendicular a essas duas direcdes. Tente,
por meio de desenhos e utilizando a regra da mao direita, entender e
encontrar essa direcao perpendicular.

Derivando fs=fs+R em relacao ao tempo, chegamos ao
seguinte resultado:

d—%:&+ﬁ:£+c§xﬁ.
dt  dt dt dt
E como seria 0 caso mais geral possivel, levando em consideracao
um referencial que realiza tanto uma translagao quanto uma rotagao,
a0 mesmo tempo? E descrever o movimento de um determinado
ponto de um corpo rigido qualquer, levando em consideracado tanto
a translacdo quanto a rotacdo do referencial? Basta compormaos os

dois movimentos!
Vg =V+Va+0xR.

Para descrever a cinematica de um corpo rigido, precisamos
também encontrar sua aceleracdo. Sabemos que a derivada
segunda da posicdo resulta em uma aceleracdo. Se derivarmos duas
vezes em relacao ao tempo, a lei de composicao de posicao do
movimento do corpo rigido, temos a sequinte relacao:

s :ﬂ+—dvs' +i(”x§).
dt  dt dt dt

Aplicando a regra da cadeia na ultima derivada da relagao
anterior, temos que:

i((Z)x,’-i’):d—w><l-:\’+(f)><ﬁ.
at dt dt

U1 - Cinematica planar de corpos rigidos 17



Lembrando que %R _sx£ e que a aceleracio angular ¢ dada por
d =22 temos que: @
dt d ~ - -
—(6xR)=dxR+ax(dxR).
dt
Onde & =dxR ¢ a chamada aceleracao tangencial e
éN=a$x((5xI§ € a aceleracdo normal, ou mais conhecida como
aceleracao centripeta. A soma vetorial das duas aceleracdes
compde a aceleracdo total de rotagcdo. Na Figura 1.3, podemos
ver a decomposicdo da aceleracdo nas componentes tangencial
e centripeta.

~_

Figura 1.3 | Figura que ilustra as componentes tangencial e centripeta da aceleragdo
total

>
a,
> > >
a=a,+a,
>
a Seu médulo é dado por:
o, =F 0. kD
al = [aq| *ay

Trajetéria

Fonte: elaborada pelo autor.

Dessa forma, a lei de composicao de aceleracdes tem sua forma
geral dada por:

dy=d+dg+dxR+dx(6xR).

18 U1 - Cinematica planar de corpos rigidos



Figura 1.4 | llustracdo das componentes de movimento de rotacdo de um corpo
rigido

Fonte: elaborada pelo autor.

Na Figura 1.4, vemos um movimento de rotacdo de um determinado
ponto do corpo rigido: a velocidade tangencial (caxﬁ), velocidade

angular (@), vetor posicdo (R) e a aceleracdo normal (66><(66><R)).

- ?=| Exemplificando

AFigura 1.5 mostra um disco A que gira com velocidade angular constante.
Nao ha deslizamento entre o disco A, o anel C e o disco B. Como mostra
na figura, os discos A e B possuem o mesmo raio RA = RB, e o disco
C possui raio da abertura Rc € uma pequena espessura e. Determine a
relagdo entre as trés velocidades angulares @, e .

Figura 1.5 | Mecanismo composto de dois discos circulares e um anel

Fonte: Beer (2009). J

-
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Solucao:

Sabemos que quando discos e anéis estdo girando em contato,
neste ponto a velocidade tangencial dos corpos rigidos sao iguais.
Como temos a relagdo v = @ - r, se igualarmos essa relagao para
os dois corpos rigidos em contato, para o disco A e para o anel C,
temos:

o, R, =0, (R. +e),

onde e é a espessura do anel C (que precisamos somar ao raio
da abertura interna do anel), e os indices representam oS COrpos.
A partir dessa relacdo, podemos afirmar que @4 > Og, pPois
R,<R;+e.

Da mesma forma, temos a seguinte relacdo, se analisarmos o

disco B, e 0 anel C:
0y Ry =0 -R;.

Repare que, como o disco B se encontra dentro do anel, devemaos
descontar a espessura do raio. Podemos afirmar que @ > @,
pois Ry <R;.

Dividindo a relagdo @, R, = -(R; +€) por w; Ry =, Ry

0,-R, .- (R, +e)

wg Ry o Re

Simplificando a relagao anterior, lembrando que R, = R;, temos
que:

0, =|1+— |- o5

R

C

Como o fator entre parénteses € maior do que 1, entdo ®a > Wp
Assim, temos a sequinte relacdo entre as velocidades angulares:

W, > W5 > O

U1 - Cinematica planar de corpos rigidos



Ja aprendemos o que sdo referenciais, Como 0 movimento entre
eles afeta as equacdes de movimento, como representar trajetorias
de corpos rigidos nesses sistemas de referéncia utilizando vetores,
além de fazermos tudo isso utilizando coordenadas cartesianas.
Agora, vamos aprender como utilizar coordenadas curvilineas.
Vimos que para vetores (x,¥,Z), cada coordenada é representada
DOT UM Versor, ou seja, (x,y,z) = xi +yj + zk, onde i=(10,0),/=(0,10) e
k =(0,0,1) . Em breve, vamos utilizar novos sistemas de coordenadas
e aprender como fazer mudancgas de um sistema para outro. Entdo,
aproveitamos 0 momento para lembrar brevemente alguns sistemas
de coordenadas importantes.

Em duas dimensdes, temos as coordenadas polares (r,0),
gue se correlacionam com as cartesianas da seguinte maneira:
X=r-cosQ e y=r-seno.

Em trés dimensdes, podemos estender as coordenadas polares
para as cilindricas:

(x,y,z)=(r-cosO,r-senb, z).
E temos também as coordenadas esféricas:

(x,y,z)=(p-send -cos¢, p-send-seng , p-cosb), onde
representamaos o raio da esfera como p.

Figura 1.6 | llustracdo das coordenadas cartesianas, polares, cilindricas e esféricas

(x.y.2)=(p.6.2)

Fonte: elaborada pelo autor
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Na Figura 1.6, é possivel ver a representacao geometrica entre os
sistemas de coordenadas cartesiano e esferico.

&
4 Facavocé mesmo

Sabemos que (X, ¥ ) = (r-cos8,r - senb) para as coordenadas polares
no plano. Mostre que a relagdo inversa, polares «» cartesianas, € dada por:

r=yJx’+y? ¢ 6 :arctan[%j.

|:'|_C|1 Pesquise mais
Aprofunde-se no temal Leia o capitulo 15 da referéncia:

BEER, F. P.; JOHNSTON, R.; CORNWELL, P. J. Mecanica vetorial para
engenheiros: dinamica. 9. ed. Porto Alegre: MGH, 2009.

Lembre-se, vocé tem acesso gratuito ao livro fazendo login em sua
area do estudante e depois acessando o link disponivel em: <https://
integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/9788580551440/
cfi/3371/4/4@0.00:11.5>. Acesso em: 6 out. 2016.

Sem medo de errar

Vocé deve se lembrar de que iremos nos colocar no papel de um
projetista que trabalha para uma empresa que constroi atragdes para
parques de diversdes, além de alimentarmos o software da empresa
com informacdes a respeito da roda gigante, que tem um raio de
20 m e completa uma volta a cada 100 s. Vocé precisa equacionar e
inserir no software o vetor posicdo de cada bondinho.

Resposta:

Para resolver este problema pratico, vamos considerar a roda
gigante como um corpo rigido em formato de disco, com raio
R . O seu centro sera o referencial absoluto (inercial e parado),
porém, em suas bordas, se encontram bondinhos, nos quais 0s
passageiros passeiam, logo, sera um referencial em movimento
circular uniforme.
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Figura 1.7 | Esquematizacdo de uma roda gigante - nas imagens a esquerda e a
direita, ilustracdo da relagao entre arco, angulo e raio

-9 B
- -
i S~
” ~
~
- LY

Fonte: elaborada pelo autor

Podemos definir a posicao angular em funcao do arco de
comprimento. Observando na Figura 1.7, na imagem da direita,
temos um circulo de raio r, e s € 0 comprimento do arco AB,
relacionado ao angulo B . Esse angulo € relacionado com o arco e
O raio pela seguinte relagdo:

ﬁ(t)=$, onde r ¢ o raio do circulo. Dessa forma, podemos
descrever a posicdo angular de cada bondinho 08(t) pela relacdo
s(t)=R-0(t), onde a posicdo angular, considerando um bondinho
que inicialmente esta localizado em 6, =0, sera 9(t)=wt -

O vetor posicao para cada bondinho é dado por:
F(t)=R-cos(wt)i +R-sen(at)] .

O projetista verifica que um dos modos de giro da roda
gigante ¢ de um giro completo a cada 100 segundos, ou
seja, a frequéncia de rotacdo é f(t)=0,01s", de forma que a
velocidade angular serd (t)=2n-f=27-0,01~0,0628rad/s.
Dai:

F(t)=20-cos(0,0628-t)i +20-sen(0,0628 )
Agora, vocé inseriu as informacdes no sistema de sua empresa,
e as primeiras simulacdes ja podem ser produzidas. Para descrever
a posicdo de todos os bondinhos, o projetista sO precisa contar

guantos bondinhos ha na roda gigante e dividir 2z pela quantidade
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N de bondinhos. Considerando um bondinho qualquer em ¢ =0,
basta somar a fase para cada um. Dessa maneira, se tivermos 10
bondinhos, para o seqgundo bondinho a posi¢cao sera dada por:

r(t)=20-cos(0,0628 t+7x/5)i +20-sen(0,0628 -t +7/5);-

Para o terceiro bondinho:

F(t)=20-cos(0,0628 ¢ + 27 / 5)i +20-sen(0,0628 -t +27 /5

E assim sucessivamente...

Numerando os bondinhos a partir daquele que se encontra na
origem da marcacdo do angulo no instante inicial, como bondinho
i=1, até o ultimo, bondinho i = 10, temos a posi¢cdo descrita por:

7 (t)=20-cos(0,0628 -t +(i—1)-7 / 5)i +20-sen(0,0628 -t +(i—

Avancando na pratica
Sistema corda + roldana (corpo rigido)
Descricao da situacao-problema

Na Figura 1.8, vocé pode ver a figura que ilustra um sistema corda +
roldana. Uma corda € amarrada ao redor de uma roldana, de raio igual
a 0,2m, que se encontra inicialmente em repouso. Uma forca F foi
aplicada a corda, dando a ela uma aceleracao linear, cuja lei obedece
a seguinte relacaéo a(t)=4t, onde o tempo € medido em segundos.
Encontre a velocidade e a aceleracao angular da roldana em func¢ao
do tempo no instante t=3s.
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Figura 1.8 | llustracdo de um sistema corda + roldana

Fonte: Hibbeler (2012, p. 255).

Resolucdo da situacdo-problema

O enunciado nos disse que apos a forca ser aplicada, a aceleracao
linear da extremidade da roldana obedece a seguinte relacdo:
a(t)=4t. Sabemos que a=a-R, onde a € a aceleragdo angular e
R € o raio do corpo rigido circular. O raio da roldana possui 0,2 m,
dessa maneira, podemos encontrar a lei da aceleracdo angular:

a)_4-t
R 0,2

a(t)= =20t

Para encontrarmos a funcao que descreve a velocidade angular,
devemos integrar a relagdo que encontramos anteriormente para a
aceleragdo angular:

2
oft)= [a(t)dt=20-+C=10-£+C

A roldana parte do repouso, de modo que C=0. Assim:
o(t)=10-1*.
No instante 3s, teremos: ¢ =10 - (3)2 —90rad/s.

Faca valer a pena

1. Um engenheiro precisa realizar analises sobre o movimento de um
corpo rigido e apresentar essas analises em um relatorio para seu gestor.
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O corpo rigido possui um ponto A e um ponto B, e o vetor posi¢do que
liga os dois pontos é ﬁA,B =(1;0;1) e sua velocidade angular descrita pelo
vetor @ =(1,0;0), onde as unidades de grandeza se encontram no sistema
internacional (SI).

Selecione a alternativa que contém o vetor velocidade (tangencial) do
corpo rigido.

a) (1;4;3).
b) (1,2;1).
c) (0;-1,0).
d) (2;0;5).
e) (3;-1;2).

2. Uma haste rigida tem dois pontos marcados A e B, e o vetor posicdo
que liga A e B é dado por RA,B = (—1;1;2) e a haste gira com velocidade
angular descrita pelo vetor @ = (3; 4;0). Onde os sistemas de unidade
se encontram no Sl.

Selecione a alternativa que contém o vetor aceleracdo normal do corpo
rigido.

a) (28;-21;-50).

b) (-15;41;10).

c) (32;43;25).

d) (-12;19;23).

e) (-31;45;20).

3. Uma haste rigida tem a posicdo de um ponto A em seu comprimento
descrita pelo vetor I%A =(-11-2), e um vetor posigdo de um ponto B
dado por rad-s™ em relacio a um referencial fixo. A haste gira ao redor do
ponto A com velocidade angular descrita por @ = (1;0;4). O raio é dado
em metros e a velocidade angular em rad - s

Calcule o modulo da velocidade tangencial do corpo rigido

e selecione a alternativa correta.

a) 7,280 m/s.
b) 4,583 m/s.
c) 5,110 m/s.
d) 10,817 m/s.
e) 3,269 m/s.
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Secao l1l.2

Analise de movimento absoluto

Dialogo aberto

Caro estudante, chegamos a sequnda sec¢ao da primeira unidade.
Ja descobrimos o que sao referenciais e sistemas de coordenadas,
alem de saber sobre como usar vetores para representar movimentos
de corpos rigidos. Agora, aplicaremos esses conceitos em relacdo a
um referencial fixo, ou seja, parado em relacdo a Terra, descrevendo
O movimento absoluto em relacao a esses referenciais.

Vocé deve se lembrar que vamos nos colocar no lugar de um
projetista que trabalha com atracdes para parques de diversdes, e
seu trabalho é alimentar o software da empresa com a descricao
matematica do movimento dos brinquedos, para que ele realize
simulagdes computacionais e emita regularmente ao cliente
relatorios sobre a seguranga e o bom funcionamento.

Vocé agora precisa avancar com sua analise da roda gigante,
calculando a velocidade tangencial de um bondinho. Vocé
também precisa testar o software, verificando se ele emite um
alerta quando a velocidade do bondinho varia em mais de 5% do
valor recomendado, 0 que aumenta o desgaste das pecas e gera
desconforto aos clientes.

Leia o texto com cuidado e procure refletir sobre todos os
conceitos apresentados nesta secdo, pois eles serao de muita
importancia para adquirir novos conhecimentos nas unidades
posteriores. Faca os exercicios, e sempre busgue se aprimorar na
bibliografia sugerida.

Nao pode faltar

Em um corpo rigido, a distdncia entre quaisquer dois pontos
sempre permanecera inalterada, independentemente de que tipo
de movimento ou forca que estiver atuando sobre o corpo.
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Estudaremos referenciais absolutos, analisando apenas os
movimentos de translacao em relagdo a um observador fixo ou de
rotacdo em torno de um ponto fixo, o que resulta NoO Movimento
geral do corpo rigido para referenciais absolutos, como pode ser
visto na Figura 1.9.

Figura 1.9 | Exemplos de movimentos de corpos rigidos no plano

(c) Rotag&do em eixo fixo (d) Movimento geral

Fonte: Merian e Kraige (2009, p. 240)

Translagdo: esse tipo de movimento ocorre quando uma linha
tracada entre dois pontos do corpo permanece paralela durante o
movimento, ou seja, © movimento para 0s dois pontos € sempre
paralelo. A translacdao pode ser retilinea, como mostra o item (a) da
Figura 1.9, ou curvilinea como mostra o item (b) da Figura 1.9.

Rotacdao em eixo fixo: quando um corpo rigido rotaciona em
torno de um eixo fixo, todos os pontos do corpo percorrem um
movimento circular, exceto aquele gue se encontra preso ao eixo
fixo do sistema, como mostra o item (c) da Figura 1.9.

Movimento geral no plano: ¢ o movimento resultante da
combinacao entre os movimentos de translagdo, que acontece em
relacao a um sistema fixo de coordenadas, e rotacdo, que acontece
em torno de um eixo fixo No proprio corpo rigido, cComo maostra o
item (d) da Figura 1.9.
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Por sinal, agora € um excelente momento para introduzir uma
nova notacdo para versores. Faremaos isso porque pode ser necessario
trabalhar com diversos sistemas de coordenadas, € ndo somente
com as coordenadas cartesianas. Uma notacao mais geral € utilizar
e, seguido de um subscrito que representa a coordenada a qual ele
se refere.

U9|~ Pesquise mais

Os movimentos possiveis para um corpo rigido sobre um plano estdo
indicados na figura 1.9: Translagdo retilinea, translagdo curvilinea ou
rotacdo em torno de um eixo fixo. A combinacdo de tais movimentos
resulta em um movimento geral.

Por exemplo, utilizaremos éx aoinvésde j, onde € representara o
vetor direcao, o subscrito representara a coordenada a qual se refere
(no caso a direcao x) e o chapéu representa que o vetor é unitario
(modulo iguala 1).

Quando falamos de translacdes em relacao a um referencial fixo,
temos que fixar um vetor posicdo F(t) = x(t)e, +y(t)e, + z(t)e, do
centro de massa ou de qualquer outro ponto de interesse de um
corpo rigido. No caso {e e e } sao 0s versores que formam a base
do espaco euclidiano, ou seja, sdo trés vetores que, combinados,
permitem a construcdo de qualquer outro vetor tridimensional. A
velocidade é dada pela derivada da funcdo posicdo em relacao ao
tempo:

_ar ax ..~ dy,.~ dz
% p () p (e, + p (t)e, + p”

(t)e,

A aceleracdo de um ponto do corpo rigido € dada pela segunda
derivada da funcao posicao em relacao ao tempo, ou seja, a derivada
da velocidade em fung¢do do tempo:

_ d\7 d
a=— ( ) = 2 (t) 2
dt dt

Y(1)8, + (l‘)

dl‘2
A sequir, veja um exemplo de movimento absoluto no plano.
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?=| Exemplificando

Os conhecimentos de fisica basica continuam sendo Uteis no contexto
dos corpos rigidos, pois o centro de massa de um corpo rigido qualquer
sempre se move como se fosse uma particula lancada nas mesmas
condigdes e com a mesma massa total. Na Figura 1.10 podemos ver um
corpo rigido no contexto de um lancamento obliquo, onde o centro
de massa percorre a trajetdria parabolica. O corpo rigido pode realizar
movimentos mais complexos, comao girar, mas isso nao afeta a trajetoria
do seu centro de massa.

Figura 1.10 | Trajetéria de um langamento obliquo representado no plano

Corpo rigido

v 7

Vo,
/

.
J
as T
.
O i
Fonte: elaborada pelo autor

O sistema de referéncias escolhido € gerado pelos versores {éx,éy} A
origem (0,0) se encontra em repouso em relacdo a Terra. O corpo rigido,
que pode ser uma bala de canhao, por exemplo, que foi disparado em um
teste, com uma velocidade v, em uma direcdo que faz um angulo ¢, em
relacao a horizontal. As coordenadas sao dadas pelas funcdes:

x(t)=x, + (v, -cosg¢)-t y(t) =y, +(v, -sengb)-t—%gtz_
As velocidades sao dadas por:

dx(t) dy(t
vX:7:V0~COS¢ Vy:%zvo'sen(p_gt-
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4 E as aceleragdes sao dadas por:

dv, _d’x(t) _ dv, d’y(t)

=—X = :—:—:—g

o dt dt* Y dt dt*

Quando pensamos em rotac¢des, utilizamos as ja conhecidas
equacdes de movimento circular. Na Figura 1.11, podemos ver um
corpo rigido em formato de disco girando no plano. Tomamos um
ponto em sua borda e vamos escrever as equacdes de movimento
para o ponto.

A posicdo angular € definida pelo angulo formado pelo vetor
posicao F(t): x(t)f+ y(t)f com o eixo horizontal, e, para descrever
movimento circular, utilizamos o conceito de deslocamento angular
0(t) e definimos a velocidade angular o(t) como a taxa de variacdo
do deslocamento angular em relagao ao tempo, dado pela sequinte

relacao: do
t)y=—(t
o(t) dt( ).

Lembrando que podemos representar a derivada temporal por

um ponto, ou seja, podemos representar a velocidade angular por

co(t):d—g(t):é(t). Da mesma forma, podemos definir a aceleragdo

angular a(t) em relacdo a segunda derivada do deslocamento
angular e em relacdo ao tempo, da sequinte forma (usando tambeém
notacdo de ponto para derivada temporal):

_do d?e

=S =0()

o(t)
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Figura 1.11 | Movimento circular de corpo rigido

V

Fonte: elaborada pelo autor

Na Figura 1.11, vemos o vetor posi¢ao F(t)ﬁ,a velocidade tangencial
v(t), a aceleracdo centripeta (ou radial) a(t) e o deslocamento
circular s(t).

c@ Reflita

Vocé consegue pensar em outros exemplos de movimentos em relacao
a um referencial fixo? Tente pensar em um movimento de rotacao e um
de translacao.

A seguir, vamos analisar um exemplo pratico.

?=| Exemplificando

Um engenheiro esta analisando o movimento de uma manivela, como
mostrado na Figura 1.12. A haste 0A (de comprimento r) gira com
velocidade angular constante ¢, de modo que o ponto A gira sobre o
circulo, formando um angulo ¢ com a horizontal, que inicialmente é
zero. O segmento AB (de comprimento ) acompanha o movimento do
ponto A, onde o ponto B esta sobre o centro de um deslizador, que so

pode se mover sobre o eixo x. >
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4 Figura 1.11 | Movimento circular de corpo Figura 1.12 | Manivela que gira com
velocidade angular constante presa a um deslizadorrigido

y

e RS

Fonte: elaborada pelo autor

O engenheiro pretende descrever os movimentos dos pontos A e B,
ou seja, determinar os vetores posicao e velocidade No caso mais geral,
como fungdes do tempo, e tambem sua condicdo no instante inicial, No
caso especificoonde I=5m, r =1m,eque w=0,2rad / s.

Solugdo

Primeiramente, 0 engenheiro selecionou um sistema de referéncias fixo,
com origem no centro da manivela circular, com versores {ex,ey} , que
dado as direcdes dos eixos.

O vetor posicao do ponto A pode ser encontrado através de relacdes
geomeétricas, no circulo trigonomeétrico. Na secdo anterior, revisamos
COMO escrever um movimento circular com senos e cossenos:

ry(t)=r-cos(w-t)e, +r-sen(w-t)e, .

Note que no eixo x temos o comprimento de oC=r -cos(w -t) e no eixo
y temos o comprimento de CA=r-sen(w-t).

Para determinar velocidades e aceleracdes do ponto A na manivela, e do
deslizador em B, basta derivar em relagcdo ao tempo, os vetores posi¢ao:

U1 - Cinematica planar de corpos rigidos 33



<

34

V,(t)= %(t) =o-r-[-sen(w-1)8é, +cos(w-1)é, |.

Agora, precisamos determinar o vetor posicdo do deslizador B, e o
engenheiro vai utilizar outras relacdes geomeétricas, pois deve determinar
a distancia entre a origem e o deslizador B, portanto, OB =0C +CB-

Vimos que OoC-=r- cos(w-t).

O comprimento CB pode ser determinado pelo teorema de Pitagoras.
Observe novamente o desenho 1.12. Podemos desenhar um triangulo
formado pela haste AB (hipotenusa) e os catetos CB e CA. Portanto, o
teorema mostra que AB- =CB. +CA_.

Sabemos que CA =r-sen(w-t) e que AB=1/ entdo:

I2=CB’ +r?-sen?(w-t), de onde tiramos que:

CB=\/I>-r?.sen’(w-t).

e agora, temos em maos todas as informacgdes necessarias para descrever
O vetor posicao para o deslizador B:

FB(t)=%+@=[r-cos(a) )+ = r? ~sen2(w~t)} e, -

Note que ele esta preso ao eixo x, Nao ha movimento na dire¢ado de e,.

Falta ainda a velocidade e a acelera¢do para o deslizador B. Sabemos que a
derivada do €COS(® -t) é —w-sen(w-t) mas e para \/12 —r*.sen*(o-t)
? Uma das maneiras de resolver essa derivada € usando a regra da cadeia:
g\/l2 —r?.sen*(o-t) ro___ 1
dt 2 PP -r?.sen*(o-t)

Simplificando o lado direito:

-(—2r2 -sen(w- t))-(a)-cos(w 1)),

2-w-r*-sen(o-t)-cos(m-t)
217 —r* .sen*(-t)
Lembrando-se das relacdes trigonométricas de soma de arcos:

d 2 2 2
—JIF=r°-sen“(w-t)=-
iy (1)

2-sen(w-t)-cos(w-t)=sen(2-w-t).

Finalmente, temos que:
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2
d lz—r2~sen2(co~t):—1 o-r°-sen(2-m-t)

dt 2 JI2-r?.sen*(w-t)

E, por fim, encontramos a derivada da velocidade de B, somando as

derivadas de cada uma das funcdes cos(wm-t) e L2 —r?-sen’(o-t):

r 2
—drB(t)z _w.r.sen(w.t)_lw e .

Vg(t)=—2
(1) at 212 -r? . sen*(»-t)

Supondo que I=5m, r=1m e que w=0,2rad /s, para o instante
inicial t =0, temos, em unidades do SI:

ry(t)=1-cos(0,2-0)é, +1-sen(0,2-0)e, =1-&, :
V,(t)=0,2-1-[ ~sen(0,2:0)é, +¢0s(0,2-0)é, |=0,2-&,;

FB(t)=[1~cos(0,2-O)+\/52 P -sen2(0,2~0)} 6, :[1.1+\/52 —o} 6, =1

\75(1‘)—[—0,2~sen(0,2-0)— 0.1-sen(0.1-0) }éx ~0.8

\/25—sen2(0,2~0)

Nunca aceite um resultado sem antes refletir sobre o seu significado,
ainda mais em um caso onde muitos calculos e passos foram necessarios.
Observe: no instante inicial, o ponto A encontra-se exatamente no ponto
(1 m; 0), como seria de se esperar, e sua velocidade € positivaem'y, ja que
0 angulo aumenta no sentido anti-horario.

O ponto B encontra-se localizado exatamente a 6 m da origem, pois os
segmentos OA e AB estdo exatamente alinhados sobre a horizontal, e
seus comprimentos sao Im e 5m respectivamente. A velocidade € nula,
pois o deslizador esta invertendo seu sentido de movimento, pronto para
retornar no sentido negativo de x, uma vez que 0 ponto A se movera ao
longo do circulo. Tente imaginar 0 movimento.

Os resultados obtidos sdo um bom indicativo de que nossos calculos
estao corretos. Sempre faca verificacdes assim, antes de entregar uma
prova ou um relatorio ou um projeto para seus gestores ou clientes no
mercado de trabalho.

U1 - Cinematica planar de corpos rigidos

35



Da mesma forma que descrevemos 0s movimentos de um ponto
em relacao a um referencial fixo, podemos descrever os movimentos
de um referencial que se move em relagao a um referencial fixo!
Supondo um raio vetor I =r -cos6 éx +r-send éy qualguer, onde
{éx,éy} sao os versores de nosso referencial fixo, e esse raio vetor
parametriza um movimento circular, exatamente como € mostrado
na Figura 1.10. Podemos definir um referencial movel {ér,ée} a partir
do vetor posicao, desta maneira:

.~ or - -~ or - -
e, =—=cosfe, +senbe,, e,=—=-r-senfe, +r-cosfe
or g 06 g

A seguir, veja outro exemplo de aplicagdo dos conceitos que
apresentamos até entdo:

- ?Z| Exemplificando

Na Figura 1.13, vemos duas engrenagens, que se encontram encaixadas €
fazem parte de um mecanismo. As duas engrenagens se movem juntas,
pois quando uma gira transfere seu movimento para a outra.

Figura 1.13 | Duas engrenagens funcionando simultaneamente em movimento
de rotacao no plano

" [* ﬂ

Fonte: elaborada pelo autor.

Chamaremos as duas engrenagens de A e B, sendo que elas possuem
raios distintos R, e R, . Iremos determinar a relagdo entre as frequéncias J>

angulares @, e Wg . Verificando as especificacdes do mecanismo, vocé
\
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4 verificou que a engrenagem A possui um raio de R, =0,25m e que a
engrenagem B possui um raio R, =0,5m.

Solugdo

Como as engrenagens estao em contato, e supondo gue giram sem
deslizar, entdo a velocidade tangencial na extremidade € igual para as
duas, ou seja, temos que V, =V,. Utilizando a relagdo da velocidade
tangencial, v =wRé, onde & € o versor que da a direcdo da velocidade,
temos que 0aR\€, = 05R5E;5 e temos a seguinte relacdo entre os
versores direcdo: éx=—8g, iSSO quer dizer que uma engrenagem se
move no sentido horario e a outra se move no sentido anti-horario, dai o
sinal negativo, para indicar sentidos diferentes. Temos a seguinte relacdo
entre as frequéncias angulares:

[

Wp R,

Ou seja, se a engrenagem B se move no sentido horario com uma
velocidade angular @, entdo a engrenagem A se move no sentido
contrario (anti-horario), com velocidade angular que obedece a razao
entre seus raios.

Dessa forma, o engenheiro calcula a relacdo entre as frequéncias
anqgulares das duas engrenagens:

[N R 0,5

=——B__ 2" _ 2

ws R, 025

|'_‘|_<|1 Pesquise mais
Que tal uma dica de onde pesquisar um pouco mais sobre o assunto?
Leia o capitulo 16 do livro Dinamica: mecanica para engenharia.

HIBBELER, R. C. Dindmica: mecanica para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo:
Person, 2012.

Sem medo de errar

Vocé deve se lembrar de que iremos nos colocar no papel de um
projetista que trabalha para uma empresa que constroi atracdes para
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parques de diversdes, além de alimentarmos o software da empresa
com informag¢des a respeito da roda gigante, gue tem um raio de
20m e completa uma volta a cada 100s. O projetista, agora, deve
calcular a velocidade e a aceleracao dos bondinhos, além de inserir
essas informacdes no software da empresa em que trabalha, para
que seja possivel averiguar o bom funcionamento da roda gigante.

Solucao

Na secao anterior, vimos que a posicdo angular do corpo rigido
€ dada por:

F(t)=20-cos(0,0628 -t + (i —1)-7 / 5)i +20-sen(0,0628 -t +(i—1)-7 /5)].

Derivando a relacdo anterior, temos a velocidade:

V(t):%(t):—1,256~sen(0,0628~t+(i—1)-71 15)i +1,256-cos(0,0628-t +(i —1)-7/5) ] .

Note que o0 mdédulo da velocidade € |V(t) =1,256m /s, a maxima
velocidade tangencial que cada bondinho da roda gigante pode ter.

Agora que o projetista ja possui informacdes suficientes para
modelar o movimento da roda gigante, ele pode inserir essas funcdes
no software, e modelar o movimento da roda gigante, e acompanhar
através do software se o brinquedo esta em bom funcionamento.
Para isso, ele ira medir, através do sistema, a velocidade, posicao
e aceleragcao em cada instante, e comparar com o modelo. Caso
haja um desvio de #5% do valor medido, entdo um alerta e feito
para que uma equipe de técnicos visite o local e verifiqgue se ha
algum problema com o funcionamento da atracao. O software
monitora também a quantidade de voltas que a roda gigante da,
e faz o cruzamento dessa informagao com a especificagao das
engrenagens e mecanismos da roda gigante, além de disparar um
alarme quando o numero maximo de rotacdes for atingido, dessa
forma, a equipe de reparos deve visitar o local e realizar os reparos e
trocas das engrenagens e mecanismos da roda gigante.

A velocidade maxima gue a roda gigante pode ter ¢ de 1,256 m/s,
dentro de margem de erro de 5% . O projetista monitorava o software
e, quando averiguou valores maiores que 1,319 m/s e menores do
que 1,193 m/s, o sistema disparou o alerta como esperado.

38 U1 - Cinematica planar de corpos rigidos



Avancando na pratica

Descrevendo movimento de um sistema de deslizadores
Descricao da situacao-problema

Na Figura 1.14, vemos um sistema de deslizadores (A e B), conectados
por uma barra rigida de comprimento L = ‘A—B‘ . O deslizador B se move
em uma cunha com angulacdo 0, enquanto que o deslizador A se
move horizontalmente. Determine a velocidade angular da barra, em
fung¢do da posicao linear X, do deslizador A.

Figura 1.14 | Sistema de deslizadores

A
v

Xz

Fonte: elaborada pelo autor
Resolucdo da situacdao-problema

Vamos analisar o problema de forma geomeétrica. Note que o
deslizador B se move sobre a cunha, com um angulo @ com a
horizontal. E o deslizador A se move horizontalmente. Dessa forma,
podemos enxergar um triangulo, considerando o comprimento
da barra, o deslocamento do deslizador A e o deslocamento do
deslizador B, ou seja, existe um vinculo entre os movimentos dos
deslizadores e da barra. Podemos obter a relacdo entre esses
movimentos a partir de semelhanca de triangulos. Utilizando a lei
dos senos, podemos encontrar:
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L] . Sen¢ /

XA
= - XA =
seno. senf seno

onde o angulo ¢ ¢ aquele considerado entre a barra e o
deslocamento do deslizador B, ou seja, a funcdo de posi¢cao
angular da barra, que queremos determinar. A partir da relagcao
anterior, temos o deslocamento de A em funcao da posicao
angular da barra. Note que a posicdo X, do deslizador A varia
com o tempo, ou seja, € uma fungao do tempo, x, = X,(t). Como
mencionamos anteriormente, os movimentos da barra e dos dois
deslizadores possuem um vinculo, que acabamos de encontrar,
ou seja, podemos descrever o movimento da barra em relagcao a
algo que conhecemos, e conseguimos medir facilmente, a posicao
do deslizador A, através da funcdo X, = X,(t). Podemos inverter a
relacdo encontrada e definir a posicao angular ¢ como uma fung¢ao
dos dados do problema:

XA(t)}

o(t)=arcsen [ send

Note que encontramos uma formula para a posicao angular em
funcdo do tempo ¢ =¢(t). Para encontrar a velocidade, devemos
derivar a funcdo ¢, mas uma maneira mais facil de calcular &

simplesmente derivar xA(t)=[ﬁ]-sen[¢(t)] em relacao ao tempo, em

ambos os lados da igualdade. Assim, temaos que:

. L :
V=X, _(@j-cosd)-(p.

Lembrando da primeira relacao, temos que:

cos¢ =+/1-sen’p = 1— sene_

E inserindo na formula que derivamos em relacdo ao tempo, temaos

que:
) L x,%-sen’0 .
A (sen@) \ 2 ¢
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Dessa forma, finalmente chegamos a velocidade angular (/) da
barra, em fung¢do da posi¢do linear X, do deslizador A:

Vv - senb

$(x4)= .
P —x2 seno

Agora gue ja encontramos uma forma analitica para a velocidade
angular da barra, vamos fazer alguns calculos. Vamos supor que o
deslizador A se mova com velocidade constante, v =0,1m/s, dessa
forma, sua posicao € simplesmente um movimento uniforme, dado
pela relacéo x,(t)=0,1-t. Vamos supor que o angulo ¢ da cunha seja
de 45° e que a barra tenha um comprimento de L =10m. Substituindo
na fungao da velocidade angular, temos:

007
J100-0,01-£*

é(t)

Vamos calcular a velocidade angular para o tempo igual a 5
sequndos:

0,07 0,07

= ~0,007rad/s? .
J100-0,01.52 9,98

ot =5)=

Faca valer a pena

1. Um engenheiro precisa fazer analises em um sistema mecénico em
uma industria de automacado. Verificando uma das partes moveis de um
dispositivo, percebe que a velocidade de um ponto sobre o corpo rigido €
dada pela seguinte funcdo vetorial: v(t) = cos(t)i + sen(t); -

A partir da velocidade, determine a funcao posicdo do ponto sobre o corpo
rigido, considerando que ele parte da origem, e selecione a alternativa
correta.

a) (1+ sen(t))f + cos(t)]' .
b) sen(t)lA' -(1- cos(t))]' .

) sen(t)f +(1- cos(t))]’.
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d) (1—sen(t))i — cos(t)] .
e) —cos(t)i —sen(t);].

2. Imagine que vocé estd analisando o movimento de um determinado
ponto de um mecanismo movel que gira, preso em um ponto fixo, com
aceleragcao angular Ot(t), dada pela relacao:

a(t)=20-e7°%

Considere que a unidade de grandeza € dada pelo sistema internacional
(Sh.

Calcule a velocidade angular do corpo rigido para o instante I = 3s e
selecione a alternativa correta, considerando que sua velocidade angular
inicial era zero.

a) 27,8 rad/s.
b) 9,8 rad/s.
c) 3,5 rad/s.
d) 15,6 rad/s.
e) 57,3 rad/s.

3. Um engenheiro estd analisando o movimento de um determinado
corpo rigido, cujo centro de massa gira ao redor de um eixo com
aceleragdo tangencial de modulo igual a at = 4m/s2, e aceleracdo normal
com modulo igual a an= 3m/s2, em relagdo a um referencial fixo.

Calcule o mddulo da aceleracao total do corpo rigido e assinale a
alternativa correta.

a) 25m/s2.
b) 16m/s2.
c) 4m/s2.
d) 5m/s2.
e) 9m/s2.
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Secao 1.3

Andalise de movimento relativo

Dialogo aberto

Na sec¢ao anterior, estudamos movimentos de corpos rigidos
em referenciais absolutos parados em relacdo ao solo. Nesta
secdo, estudaremos o movimento de corpos rigidos em relagcao
a referenciais acelerados e o importante conceito de centro
instantaneo de velocidade nula.

Vamos nos colocar no lugar de um projetista que trabalha em
uma empresa que constroi atracdes para parques de diversoes.
Vocé deve inserir informacdes referentes ao movimento da roda
gigante no software da empresa, que faz simulacdes e emite avisos
automaticamente para o cliente, em situacdes de alerta ou avisando
sobre a necessidade da realizagao de testes de sequranca e possiveis
trocas de pecas. Agora, vocé obtera a forca sentida pelo conector
de cada bondinho com a estrutura principal da roda gigante.
Essa informacdo € necessaria para que o software possa avaliar a
seguranca do brinquedo com base na resisténcia dos componentes
utilizados na construcdo da atracao. Vocé esta chegando ao fim
do projeto, portanto, precisa informar ao seu gestor tudo o que foi
realizado por meio de um relatorio, pois o cliente € importante e seu
gestor guer acompanhar de perto tudo o que foi feito.

Nao pode faltar

Caro aluno, como ja tivemos a oportunidade de estudar, o
movimento geral no plano de um corpo rigido ¢ dado por uma
combinacao de translacdo e rotacao. Uma técnica muito utilizada
para simplificar a descricao de tal movimento € a analise do
movimento relativo, que ¢ formulada atraves da utilizacao de uma
referéncia fixa (sistema de coordenadas x, y), que indica a posi¢ao
absoluta de dois pontos A e B, e de uma referéncia movel (sistema
de coordenadas X, y), que acompanha o ponto A e se move em
relacao a referéncia fixa. A Figura 1.15 ilustra esta analise, onde A e B
sao dois pontos no interior de um ponto rigido.
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Figura 1.15 | Analise do movimento relativo

Iy

I'p

[0) X

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 250).

talvez, inicialmente vocé ndao compreenda a razao de definir
dois sistemas de referéncias. Espero que agora a vantagem disso
possa ficar clara. Observe a Figura 1.16; ela mostra o complicado
movimento realizado pela barra através do espaco. O ponto A
desloca-se em d—rA enquanto que o ponto B desloca-se em Er;
Cada um dos outros infinitos pontos que compde a barra, 0s quais
nos podemos estar interessados em conhecer a posi¢ao, sofrerdo
deslocamentos diferentes e unicos, que precisariam ser calculados.

Figura 1.16 | Movimento de uma barra

A

dl’B ; B
Instante Instante
inicial final

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 250)
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Tomando por base o referencial movel fixo em A, entretanto,
temos que toda a barra simplesmente sofre um movimento de
rotagédo em torno do eixo fixo, como observamos na Figura 1.17.
Assim, com relacao a esse sistema de coordenadas, podemos
calcular uma velocidade angular, descobrir facilmente a posicao de
todos os pontos da barra usando a velocidade angular e a distancia
do ponto de interesse ao ponto A.

Figura 1.17 | Separacdo dos movimentos de translacéo e rotacédo

Translacao Rotacao

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 250)

A partir da analise do movimento relativo, € possivel
determinarmos a posi¢cao do ponto B. Utilizando a Figura 1.15, tem-
se que a posicao de B, dada pelo vetor FB, € dada pela soma dos
vetores posicdo de A, chamado de r,, e o vetor posigédo relativa,
intitulado de rg,,, que indica a locallzagao do ponto B em relacdo
ao ponto A. Portanto, tem-se que: fy =F, + 1y, .

Assim, o movimento completo pode ser descrito como
uma translagdo do ponto A, realizando um deslocamento dr,
da referéncia movel em relagcado a referéncia fixa. O ponto B da
barra, por sua vez, sofre um movimento de rotacdo em torno do
referencial movel, em torno do ponto A, girando uma quantidade
angular d@ , fazendo com que o ponto B’ sofra um deslocamento

relativo dr,,,, movendo-se ate a sua posicao final B. Finalmente,
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tem-se que o deslocamento do ponto B, que, devido a translacao
e rotagdo, € dado pela soma dos deslocamentos dr, (devido a
translacdo) e dr,, (devido a rotagdo, com modulo ry, -do):
dry =dr, +drg,,

As velocidades dos pontos A e B sdo determinadas a partir

da derivada temporal da equagdo de posicdo, dada por:
oy _dr, |, gy

dat dt dt

Tem-se que a velocidade absoluta do ponto A é dada por
V,= dr,/dt e a velocidade absoluta do ponto B €& dada por
Vg, = drg/dt. A velocidade relativa Veia ¢ dada em funcdo de uma

velocidade angular @, ou seja, ela representa a velocidade do ponto
B em relacdo ao ponto A, observada a partir do referencial x', y'.
Tem-se que Vg, =drg, | dt =@ x 1y,

Finalmente: Vg =V, 4 + Vg s =V, t 0O XI5,

Podemos também encontrar as aceleragdes de dois pontos A e
B a partir da diferenciagdo de v, =v, + Vg, em relacdo ao tempo.
dVs _ dV | Vg,
dt dt
a aceleracdo do ponto B pode ser dividida em suas componentes,
radial e tangencial, resultando em: éB = éA +ax FB/A _wsz/A .

Portanto, tem-se: .Comovimosnaprimeirasecao,

A analise do movimento relativo para o calculo da velocidade e
da aceleracdo com um referencial movel, que translada em relacao
a referéncia fixa, € util para definir o movimento de dois pontos A
e B contidos em um mesmo corpo rigido, ou para 0 movimento
de pontos contidos em varios corpos diferentes, conectados por
pinos. Nesta analise, desconsideramos o deslizamento relativo entre
as conexoes.

o(b Reflita

Vocé compreende bem qual é o referencial fixo e o que € o referencial
movel? Lembre-se sempre do exemplo do automovel: o que um
observador parado na rua vé, quando olha o automovel? O que um
observador sentado no banco do carro vé, quando olha pela janela?
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Centro instantaneo de velocidade nula

Vamos, agora, apresentar mais uma técnica importante da
cinematica de corpos rigidos. Imagine uma roda de bicicleta que gira
sem deslizar sobre uma superficie. Se ela nao desliza, o ponto onde a
roda encosta no chao necessariamente esta parado. Todos 0s outros
pontos da roda giram ao redor desse ponto, que chamamos de
centro instantaneo de velocidade nula (IC), visualizado na Figura 1.18.

Figura 1.18 | Centro instantaneo de velocidade nula (Cl) de uma roda que gira sem
deslizar

Fonte: adaptada de <http://www.sdcpublications.com/multimedia/978-1-58503-767-4/files/krb/krb_ic_pagel.
htm>. Acesso em: 31 out. 2016

NoOs sabemos que todos os pontos da roda giram ao redor do
eixo de rotacao da propria roda, mas precisamos nos lembrar que
a bicicleta esta em movimento. A composicao das velocidades do
eixo de rotacdo da roda (referencial movel) com relagcdo ao eixo
fixo, somado com a rotagcao da extremidade da roda com relagcao
ao referencial movel (eixo central da roda), resulta em um ponto ClI
momentaneamente parado para 0 observador externo.

A velocidade de um ponto A pode ser obtida de uma maneira
simplificada, utilizando-se do pressuposto que o ponto Cl tenha
uma velocidade nula em um instante de tempo qualquer que
sera analisado. Assim, a equacao da velocidade se resume a
V, =@ Xl Damesma maneira, Vg =@ XTlgg € Vo =0 XTIy,
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ou seja, os pontos A, B e C se deslocam momentaneamente em
relacao ao ponto Cl.

D9 Pesquise mais

Sabendo que a velocidade de um ponto é sempre perpendicular ao vetor
posicao relativa do Cl para o ponto, podemos encontrar a localizacao
do ClI. Para saber mais sobre as possibilidades encontradas para localizar
o Cl e sobre o procedimento para analise, pesquise no livro Dinamica:
Mecanica para engenharia.

HIBBELER, R. C. Dindmica: mecanica para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo:
Pearson, 2012. p. 281-282.

Rotacdo de sistemas de coordenadas

Considere agora um corpo rigido realizando um movimento de
rotacao, além de uma translacdo. Nesse caso, pode ser interessante
definir um referencial movel que, por si so, realiza uma rotacao
acompanhando o movimento do corpo rigido. Assim, para um
observador movendo-se junto com o referencial movel, o corpo
rigido esta parado.

Por acaso vocé ja foi para um parque de diversdes, onde existem
brinquedos que giram em alta velocidade? Quando vocé esta no
interior do brinquedo, parece que O piso e 0 banco do brinquedo
estdo em repouso e que o resto do universo esta girando, ndo e
mesmo? Essa € aideia do referencial movel que estamos estudando.

Podemos definir referenciais girantes para casos muito mais
gerais do que o descrito. Para a analise cinematica de mecanismaos
com deslizamento, utilizamos uma referéncia movel que translada
e rotaciona em relacdao a uma referéncia fixa. Esta analise € Util para
descrever o movimento de um ponto no interior do corpo rigido
com relacdo a um ponto fora dele, estudando a cinematica do
movimento de uma particula em deslocamento ao longo de uma
trajetoria em rotagao.
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Figura 1.19 | Andlise do movimento relativo utilizando um sistema de eixos em
rotagao

Y

Q.
N\

Yy P
B

TB/A

I'p

| ']

Fonte: Hibbeler (2012, p. 302)

Observe a Figura 1.19. A posicao de dois pontos A e B ¢
especificada pelos vetores FA e FB, respectivamente, que sdo
calculados em relacdo ao sistema de coordenadas fixo X, Y, Z. Nesta
analise, o ponto A € a origem do sistema de coordenadas x, y, z que
tem movimento de translacdo e rotacdo em relacao ao sistema X,
Y, Z.

A posicao de B € obtida realizando a adigao vetorial dos vetores
apresentados na Figura 1.19: ry=r,+r,,. A posicdo relativa de
B em relacdo a A & determinada pelo vetor posicdo relativa I, .
Em relacdo ao sistema movel x, y, 0 ponto B tem as coordenadas
(X5,¥g), portanto:

Toin =Xgl +Ygi-

Note que os versores j e ] sado constantes no referencial
movel, entretanto, para o observador na origem do referencial fixo,
0s versores estao girando, como mostra a Figura 1.20. Isso significa
gue, ao contrario do que estamos acostumados, esses versores sao
variaveis no tempo, e sua derivada ndo ¢ zero.
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Figura 1.20 | Versores do referencial mével com relacédo ao referencial fixo

Fonte: Hibbeler (2012, p. 303)

A velocidade do ponto B €& determinada derivando-se

g =T, +Ig, em relacdo ao tempo:

; _drs _dry e

odt dt
O termo dr,, / dt ¢ dado por:

dFB/A d s = dXB s df dyB = d]

—EA = — (Xl + =—d+Xg—+—— ]+ Yz —
dt dt(B y‘”) dt st a7t
dx, - dyg - di  dj

=|l—=I+—==] |+| Xg—+VYs— |

[dt at 1)\ ear e

A partir da Figura 1.19, observando que a velocidade angular da

referéncia x, y, z, calculada a partir da referéncia X, Y, Z e Q =0k,

podemos representar as derivadas dos versores j e j como:

50

&9 )= =6x] -

di db i
dt  dt

E_E(j):Qj:?)xf,

Aplicando a propriedade distributiva do produto vetorial
os resultados acima na equagdo de dr,,/dt, tem-se que
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A L o
;;A - (VB/A )xyz +QX(XBI +yB‘I)= (VB/A )xyz +QXrB/A‘

Na equacao acima, o termo (\7,3,,4)”Z denota a velocidade do
ponto B em relacdo aoc ponto A, observada a partir da referéncia em
rotacdo x, y, z. Portanto, a equacao para o calculo da velocidade do

ponto B torna-se: v, =v, + Qx 7y, + (Vg )

Xyz ’
A aceleracao do ponto B, observada a partir da referéncia fixa X,
Y, Z, € dada a partir do seu movimento em relacao ao sistema x, y, z
em rotacao, derivando-se a equacao acima:
i v 0 - dr d(v,

% = dﬁ.}.@)( FB/A + Qx_drB/A +—( B/A)Xyz

dt  dt dt dt

L LA ~ drg, N d(VB/A)XyZ _

dt dt

A aceleracdo angular do sistema x, y, z, dada por Q, mede

apenas a variagdo na intensidade de Q. Portanto, tem-se que

- d S e
Q><%=Qx(vm)xyz+Qx(erB,A)-

E o ultimo termo da equacdo da aceleraagéo do ponto B é
calculado fazendo-se a derivada temporal de (VB/A )Xyz:

(Vo) [d(Viaia), » 9Wern), - di dgl - s
Z: y =l: (;tm)x’ + ;;A L+ (VB/A)XE+(VB/A)J/FJt =(as/A)XyzJrQX(Vs/A),(yZ

Finalmente, tem-se que aceleracao do ponto B, observada a
partir da referéncia fixa X, Y, Z, é dada por:

a,=a, +fszB,A +f2><(fz><FB,A)+2Q><(\75,A)XyZ +(§B,A)Xyz
‘t"’ Assimile
8y =8y + QX Ty + Ox (x4 20% (V) + (),

Nesta equacdo tem-se que @ € a aceleracdo absoluta do ponto B,
observada a partir do sistema X, Y, Z; @, é a aceleracdo absoluta da origem }
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do sistema x, y, z, observada a partir do sistema X, Y, Z; o termo Q x FB/A
€ o efeito de aceleracao angular causado pela rotacdo do sistema x, vy, z,
observado a partir do sistema X, Y, Z; o termo Qx (fzx FB,A) € o efeito da
velocidade angular causado pela rotacao do sistema x, y, z, observado
a partir do sistema X, Y, Z; o termo ZQX(VB,A)XyZ é o efeito combinado
do ponto B deslocando-se em relacdo ao sistema x, y, z e da rotacdo do
sistema x,y,z; e (éB,A )Xyz € a aceleracao do ponto B em relacdo ao ponto
A, observado a partir do sistema x, y, z.

Forcas newtonianas e forcas nao inerciais

Embora estejamos falando de Cinematica, nao custa notar que
multiplicando a aceleracdo obtida acima pela massa do corpo,
podemos definir uma forca efetiva £_. —m.3,. De forma que:

efetiva

F, efetiva

:m‘5A+m'QXFB/A+m‘QX(QX@/A)+”7'2QX(‘75/A)X},Z+m'(5sm)xyz

As leis de Newton sdo validas somente em referenciais inerciais
que estejam fixas ou se movendo com velocidade constante
em relacdo ao solo. Em referenciais inerciais as forcas sao ditas
newtonianas. Quando o referencial se move de forma acelerada, ou
transladando, ou girando, ou a composi¢cao desses dois movimentos,
temos a presenca de forgcas chamadas ndo newtonianas, temos:
F

efetiva

= (Forgas Newtonianas) + (For¢cas ndo Newtonianas) -
Vamos evidenciar duas for¢cas ndao newtonianas muito
importantes:

. m-f)x(éxFB/A): ¢ conhecida como forga centripeta.

o m.QQX(VB/A) . € conhecida como forga de Coriolis.
Xyz

Vamos mostrar agora um exemplo de aplicacdo da forca
centripeta:

’z| Exemplificando

Um mecanismo metalico tem formato de disco e gira com velocidade
angular constante de 2 rad/s no sentido positivo (anti-horario). Sera
fixado sobre ele um sensor de massa 100 g, a uma distancia de 1,25 m }
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4 do centro do disco. Para decidir de que modo o sensor sera fixado sobre
O mecanismo, 0 engenheiro responsavel precisa saber a que forca ele
estara submetido.

A equacao da forca efetiva € dada pela seguinte relacao, considerando o
ponto A o centro do disco e o ponto B o local de instalagdo do sensor:
F

efetiva

:m-aA+m-erB,A+m-Qx(erB,A)+m-2Q><(vB,A)M+m-(aB,A)

Xxyz
Considerando o referencial fixo com o solo e o referencial nao inercial
como sendo 0 mecanismo girante, 0 centro seria a origem do sistema,
que permanece fixa, sem ftransladar. Como a velocidade angular é
constante, isso significa que QQ = . Como o centro do mecanismo esta
fixo, isso significa que @, =0, assim como Vg, =0 € (&g, )Xyz =0.

Dessa forma, temos: F. efetiva

:m-f)_x(fszB,A).

Para Q =2k e Fop = 1,25 (note que a posicio angular exata do sensor
nao foi informada, mas ndo afeta o resultado final, entdo, definimos
arbitrariamente a posicdo inicial na direcdo do eixo x), temos:

E = 0,1.21"<x(2i<x1,257') :(—O,Sf)N»

efetiva

Assim, O observador externo verifica que existe uma forca centripeta
atuando sobre o sensor, mantendo-o na trajetdria circular sobre o
mecanismo no formato de disco.

Sem medo de errar

Vocé deve se lembrar de que iremos nos colocar no papel
de um projetista que trabalha para uma empresa que constroi
atracdes para parques de diversdes, além de realizar testes nos
mecanismos de uma roda gigante, para verificar possiveis desgastes
em engrenagens, e nos certificar de que a atragdo € segura para
visitagdo do publico. Ainda, criaremos um modelo computacional
de rodas gigantes, com o objetivo de desenvolver atualizacdes e
melhorias.

Resposta

Nas secdes anteriores, resolvemos este problema, fazendo
a aproximac¢ao da roda gigante por um disco circular, de raio
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R conhecido, e velocidade angular @ conhecida. A roda
gigante tem bondinhos que ficam presos em sua borda.
Encontramos que a posicdo dos bondinhos € dada por:

7.(t)=20-cos(0,0628 -t +(i ~1)-7 /5)i +20-sen(0,0628 -t +(i —1)-7 /5) |
A velocidade tangencial do bondinho é calculada derivando-se a
relacdo anterior:

V(t):%(z): ~1,36-5en(0,0628 -t +(i—1)- 7 /5) +1,36-c05(0,0628 -t + (i —1)- 7 /5) ] .

O bondinho, apesar de preso na borda da roda gigante, sente
o efeito da rotagdo dela. A velocidade angular € dada pela relagdo:
Q=0,0628k.

Vamos calcular a aceleracdo que cada bondinho sofre, a partir
da relacao:

8, =8, +QxTly, +QX(QXFB/A)+2QX(VB/A)XyZ +(aB/A)xyz .

Considerando o referencial fixo como o solo, e o referencial nao
inercial como sendo 0 mecanismo girante, © centro seria a origem
do sistema, que permanece fixa, sem transladar. Como a velocidade
angular € constante, isso significa que O -0. Como o centro do
mecanismo estéd fixo, isso significa que a, =0, assim como Vg, =0
€ (éB/A)xyz =0.

a, =Q><(Q><FB/A).
&, =0,0628k x (0,0628k x 20 -C0s (0,0628 -t + (i ~1)- 7/ 5)i +20-56n(0,0628-t+ (i ~1)-7 /5) ) -
85 =0,0628k x (1,36 -0 (0,0628 -t + (i ~1)- 7 / 5) j 1,36 - sen(0,0628 -t + (i ~1)- 7 / 5)1 ) .

d, =-0,079c0s(0,0628 -t + (i —1)- 7 / 5)i —0,079sen(0,0628 -t + (i —1)- 7 / 5)

Agora, O projetista pode compor o relatorio para seu gestor e
agendar novas verificacdes e manutencdes, tendo as informacoes
das equacdes de movimento, frequéncia angular e quantidade
media de voltas por dia.
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Avancando na pratica
Sistema haste + deslizador

Descricao da situacao-problema

Na Figura 1.21, vemos a ilustracao de uma haste de comprimento
L =‘ﬁ‘. No ponto A, a haste esta conectada a um deslizador, que se
move sem atrito. No ponto D, a haste esta conectada a outra haste
fixa, de comprimento |@|=120mm. Sabendo que neste instante, a
velocidade do deslizador A tem modulo igual a |v,| =900 mmis.

(@) Calcule a velocidade angular da haste ADB, no instante
mostrado na figura.

(b)  Analisando os dados do problema, encontre a razéo entre os
modulos dos vetores posi¢ao I, 4. © segmento que liga o ponto D ao
ponto A, e FB/A, ou seja, 0 segmento que liga o ponto B ao ponto A

Figura 1.21 | Sistema haste + deslizador

<— 80 mm —->|

150 mm

60 mm

I «— 120 mm ——l |

Fonte: Beer, Johnston, Cornwell (2009, capitulo 15, exercicio 15.15)

/B

Resoluc¢do da situacdao-problema

(@) Primeiramente, vamos definir um referencial fixo, que se
encontra parado em relacdo ao chao. A direcao horizontal e a vertical
sdo respectivamente denotadas pelos versores {6,,6,}. Dessa forma, a

velocidade do ponto A é denotada por V, = —(900 mm/ S)éx. O outro

referencial que escolheremos sera movel, tendo sua origem localizada
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no ponto D, notando que este referencial se move, em relacdo ao
ponto A e ao referencial fixo. Vamos determinar o vetor posi¢ao fy,,
, que liga o ponto D ao ponto A. Pela Figura 1.16, podemos ver que a
distancia horizontal € dada por 80mm, enquanto que a distancia vertical
€ dada por 150mm, ou seja, € 0 segmento:

s = DA=(0,0)-(80,150) = 808, ~1508,

Segundo a teoria, a equacao de velocidade para a haste ABD € dada
pela relacao:

Vp =Va+Vpia=VatOpaXIp,.

Agora, vamos calcular @p,, XIp4, ONde a incognita de Nosso
problema € a velocidade angular de D em relacdo a A ou seja,
@pya =(0,0,0p,,) = @p4 €,, lembrando que a velocidade angular € um
vetor sempre apontando para fora, ou para dentro da folha de papel
(ou tela do computador), dependendo da orientacdo do giro do corpo
rigido. Aponta para fora, quando o giro € no sentido horario, e para
dentro, quando o giro € no sentido anti-horario:

e, € &g
@pyp X Fpp=| 0 0  ap, =7a)D,A-(15OéX+SOéy).
-80 -150 O

O ponto D se movimenta apenas na vertical, ja que esta conectado
aoutra haste rigida e fixa. Dessa maneira, temos que a velocidade em D
€ dada por VD =Vp €,. Inserindo as relagdes encontradas na equagao
geral da velocidade para o ponto D, temos que:

Vi =V + @pjp X Iy
Oe, +v, y:—QOOe -150- @, €, —80-wp,, €

08, +V, 8, =(-900-150- a)D,A) ~80-,, 6,.

vy’

y?

Para que a igualdade seja verdadeira, devemos igualar as
componentes:

-900-150-w,,, =0
—-80-wp,, :VD.

Da primeira relagéo, encontramos que p,, =-900/150=—-6rad/s .

(b) do item (a), encontramos que:
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Foia = DA =(0,0)-(80,150) =808, — 1508, .

Da mesma forma, vamos proceder para encontrar o vetor
,.=BA. Agora, vamos utilizar um pouco de geometria, mais
precisamente semelhanca de triangulos. Note que temos um
triangulo retangulo de hipotenusa AD, altura 150mm, e base
80mm . E temos também um tridngulo de hipotenusa BA e altura
(60+150)mm =210mm ; por semelhanca de triangulos:

Foia  Teia N 210

D=l
150 210 =~ °4 150 P4

Fara| _ 210
150

Assim, tirando o modulo, encontramos que: =140

Foral

Faca valer a pena

1. Considere a Figura 1.19, onde A é a origem do referencial relativo
que realiza um movimento de translagcao e rotacdo com relagcao a outro
referencial, e que o ponto B é um ponto de interesse no interior de um
corpo rigido que também possui movimento proprio. Considere que a
velocidade do ponto B em relagéo ao referencial fixo XY pode ser obtida a
partir da expressdo v, =v, + Qx T, +(vB/A) e due© ponto B ndo tem
llberdade de movimento com relagdo ao ponto A e que v, =2i,Q= 1k
o = 2, +2/ em unidades do SI.

Encontre a velocidade do ponto B no referencial XY, em unidades do SI.

2. Na Figura 1.22, vemos a ilustracdo de uma roda de um carro, que se
move para a direita com velocidade constante. A roda possui raio de
comprimento R, e o ponto A é o seu centro. Na ilustracdo temos cinco
pontos distintos, A, B, C, D, E. No instante que aparece na imagem, o ponto
D faz um angulo @ com a vertical. Suponha que nio ha deslizamento da
roda.
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Figura 1.22 | llustracdo de uma roda de um carro, com cinco pontos distintos

B

Fonte: elaborada pelo autor

O carro se move para a direita com velocidade constante V =10m/s
em relagdo a um observador de pé na cal¢ada, e a roda possui raio de
comprimento R = 0,3m. Calcule a velocidade do ponto A.

a) 45 m/s.
b) 100 m/s.
c) 15 m/s.
d) 10 m/s.
e) 25 m/s.

3. Leia atentamente a afirmacdo a seguir, que possui algumas lacunas:

(O , OU centro instantaneo de rotacdo é definido como um
ponto fixo (ou referencial) em um corpo rigido, em movimento planar, que
possui velocidade ..., em um determinado instante de tempo.
Leia o texto anterior, e assinale a alternativa que completa as lacunas do
texto corretamente.

a) centro instantaneo de velocidade nula — diferente de zero.
b) centro de massa — diferente de zero.

c) centro instantaneo de velocidade nula — nula.

d) centro de massa — nula.

e) referencial movel — variavel.
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Unidade 2

Dinamica planar de
corpos rigidos

Convite ao estudo

Caro aluno, seja bem-vindo a mais uma etapa de sua
formacao. Na unidade anterior estudamos a cinematica dos
corpos rigidos e finalizamos, com um breve comentario,
O conceito de forca, ja familiar para vocé no contexto de
uma ou mais particulas. O objetivo aqui € generalizar seu
conhecimento, permitindo a aplicacdo das diversas regras que
vocé aprendeu sobre o tema corpos rigidos. Vocé estara um
passo mais perto de compreender a dinamica de mecanismaos
reais, seja ele um simples péndulo ou um braco mecanico
Com suas engrenagens e pistoes.

Na Secdo 2.1, iremos compreender de maneira mais
aprofundada os conceitos de Momento de Inércia e Centro
de Massa aplicados a corpos rigidos, utilizando ferramentas
do calculo diferencial e integral. Em seguida, na Secao 2.2,
veremos cComo um corpo rigido se comporta sobre a acdo de
forcas externas, para assim entender a dinamica de translagao
do corpo rigido no plano, ou seja, sem considerar a rotagao
do corpo rigido. Por fim, na Secdo 2.3, finalizaremos nossos
estudos de dinamica introduzindo o efeito da rotacdo de
corpos rigidos, o que possibilitara definir a dinamica geral de
um corpo rigido aplicavel a qualquer mecanismo.

Nesta unidade, continuaremos a acompanhar os desafios
de um projetista que trabalha em uma industria que constroi
atracoes para parques de diversdes. Iremos, agora, estudar
0s conceitos para elaborar um brinquedo conhecido
como carrinho bate-bate. Seu chefe acaba de receber uma
nova encomenda do brinquedo e escolheu vocé como o
responsavel. Ele solicitou uma analise completa do carrinho
em termos de equilibrio e de sua dinamica de movimento
na pista. Com isso, ele espera ter um relatorio da situacao



atual do carrinho para futuros desenvolvimentos. Como em
toda empresa, 0 mercado é muito dinamico e seu chefe lhe
deu poucos dias para a analise, vocé precisa entao trabalhar
rapidamente para se adaptar e atender as demandas do cliente.



Secao 2.1

Corpos rigidos, inércia e massa

Dialogo aberto

Nesta primeira secdo, iniciaremos nossos estudos aplicando
alguns conhecimentos que adquirimos em mecanica geral sobre
corpos rigidos, com o objetivo de sermos capazes de efetivamente
aplica-los em problemas realistas de engenharia. Iniciaremos
estudando os conceitos de momento de inércia e centro de massa,
gue sao intimamente ligados a forma e a maneira COmo a massa
se distribui nos corpos rigidos. A resposta de um sistema a forcas
externas € proporcional ndo s6 a aceleracao, mas tambem as
massas envolvidas.

O conceito de corpo rigido permite compreender melhor o
movimento de mecanismos. No entanto, a dinamica de um corpo
rigido também deve considerar a distribuicdo de massa em sua
extensdo. Um ponto especial em nosso estudo € o centro de massa
do corpo rigido, que pode ser considerado, para efeitos de calculo,
o local onde a massa de seus componentes se concentra. Além
disso, é preciso considerar gue 0 movimento de cada componente
pode afetar o equilibrio do mecanismo como um todo.

O momento de inércia de um corpo rigido com um formato
qualquer pode ser obtido utilizando as ferramentas do calculo
diferencial e integral. No caso de formatos simples, ja sabemos de
cursos anteriores que podemos consultar equacdes tabeladas para
calcular o momento de inércia. Com ele, podemos descrever a
dinamica das rota¢gdes dos corpos rigidos.

Como um projetista que trabalha construindo atracdes para
parques de diversdes e estando encarregado de projetar a atracao
conhecida como carrinho bate-bate, o primeiro passo de seu
trabalho sera o de projetar o carrinho isoladamente e determinar
a distribuicdo de peso, devido ao motor e ao(s) passageiro(s) do
carrinho, garantindo assim uma melhor estabilidade possivel.
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Reflita sobre os conceitos apresentados aqui, tente resolver os
exemplos e exercicios, e sempre procure a bibliografia sugerida.

Nao pode faltar

Conceitos como momento de inércia e centro de massa nao
devem ser uma novidade para vocé. Em suas aulas de fisica basica,
vocé ja definiu essas grandezas para uma particula, um conjunto
destas e tambeém para corpos rigidos de formatos simples. Agora,
nesta secdo, iremos expandir esses conceitos, aplicando-os ao
desenvolvimento de mecanismos mecanicos e para objetos em
formatos variados, utilizando o calculo diferencial e integral.

Antes de mais nada, € preciso compreender a relagcdo entre massa
(m), densidade (P) e volume (V), que, quando aplicadas a um corpo
rigido, se relacionam da sequinte forma:

m= jp(x, y,z)dV.

Lembre-se que uma integral nada mais € que a soma
de peqguenos pedacos, sendo assim, na integral acima,
estamos somando pequenos cubinhos de volume
(dV ), cada um com um valor de densidade dado por p(x,y,z). Nesse
caso, podemos definir que a massa de cada cubinho € igual a p-dV
e que a integral funciona como uma somatoria (lembra-se da integral
de Riemann do calculo?).

Seguindo essa logica, quando a densidade P ¢é constante,
m=IPdV=P_de, o que nos faz somar todos os pedacos que
corr\{péem n‘é)sso volume até formar o volume total, ou seja,
m=PJdV=p'V. Em muitos casos realistas, a densidade de uma
peca e\'/ homogénea ou constante.

A representagcao escolhida € bastante geral e exemplifica bem
situacdes de densidade ndo homogénea, quando O corpo é

composto por diferentes materiais com diferentes densidades, entdo,
a densidade resultante do corpo € uma funcao qualquer p(x,y,z).
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Para corpos rigidos finos, como chapas e ldaminas, a integral
de volume pode ser simplificada a uma integral de area e, nesse
caso, devemos trabalhar uma grandeza denominada densidade

de drea (ou densidade superficial) o(xy): m=ja(x,y)dA.
Analogamente, para corpos de uma dimensdo, como fios e barras,
usamos a grandeza denominada densidade linear A(x): m:IA(x)dx.

- v=| Exemplificando

Um volante de inércia € um dispositivo mecanico usado para armazenar
energia rotacional por meio de um grande momento de inércia e serve,
por exemplo, como um tipo de amortecedor dos impulsos dos pistdes
sobre o virabrequim em motores a combustdo. Ele pode ser simplificado
como um disco composto por um material menos denso envolto por um
anel de material mais denso.

Figura 2.1 | Volante de inércia de um trator

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Green_tractor_flywheel jpg>. Acesso em: 23 nov.
2016.

Calcule a massa de um volante de inércia composto por um disco de
aluminio (p =2,70 g/cm?®), raio 10 cm e espessura 1 cm; e um anel de
chumbo (p =11,36 g/cm®) de raio interno 10 cm, raio externo 12 cm e
espessura lcm.

O calculo da massa sera feito por:
m=[p(x.y,2)dV.
v

. g
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Green_tractor_flywheel.jpg

4 Devido a simetria do objeto, devemos utilizar um sistema de coordenadas
cilindricas. Nesse caso, o diferencial de volume dV pode ser substituido
por rdzdrdo:

m= Ip(r)rdzdrd@_
v

Note que p(x,y,z) € funcdo do raio, apenas, e constante, no que diz
respeito azou 6 . Com isso, podemos quebrar a integral em trés integrais
independentes e analisar cada variavel separadamente:

m= _[dzj dej p(r)rar.

z 0 r

Aintegralem z sera:

[dz={"dz=2 =10-0=10

Alintegralem @ sera:

do=["do=06/" =2r
foo- 00}

Alintegralem r sera:

10 12 10 12
J'p(r)rdr = IpA,rdr + _[p,,brdr =P jrdr + p,,bj.rdr,
r 0 10 0 10

10 12

2

.
[p(r)rdr=py =~

2

r 10° -0° 122 -10°
+prE - 5

— —_— 4 .
Pa 2 Prb 2

0 10

Substituindo os valores para a densidade do aluminio (
p =270 g/cm®) e do chumbo (p =11,36 g/cm®):

m=10-27(p, -50 + p,, - 22)=24,2x10° g =24,2 kg.

Momento de inércia

Com essa relagao entre massa e densidade, podemos adaptar
0s conceitos de momento de inércia e centro de massa. Sabemos
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que, para uma particula, © momento de inércia I, é proporcional a
massa da particula M, e proporcional ao quadrado da distancia entre
a particula e o seu eixo de rotagdo R, de modo que I, =M,R?.

Para um corpo rigido, teremos:

I={r2dm=[r?p(x,y,z)dV.
v

onde r ¢é o raio da rotagcdo de cada elemento de volume do
corpo rigido.

JZ| Exemplificando

Sabendo que o raio de rotagdo de um volante de inércia passa pelo centro
do disco e € perpendicular ao proprio disco, qual © momento de inércia
do mesmo volante do exemplo anterior?

Figura 2.2 | Eixo de rotacéo

Fonte: elaborada pelo autor.

/=jr2p(r)rdzdrd9 =jdzjd9jr2p(r)rdr.
Vv z 0 r

Repare que as integrais em Z e 6 sdo as mesmas do exemplo
anterior, logo, temos de nos preocupar apenas com a integral em
r:

10 12
Irzp(r)rdr = Ip(r)r3dr:pA, I rédr + pp, I rédr,
r r 0 10
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10 12

r4
Clrpirar =Pu g

4

r 10* - 0* 12* —10*
+PPbZ =Pu- * Pep -

10 4

0

Substituindo ©os valores para as densidades do aluminio e do
chumbo:

1=10-27 (p,, - 2500 + p,, - 2684) = 2340 kg-m.

Qual seria 0 momento de inércia de um novo volante feito de
um unico material de densidade constante, mas massa igual a do
volante anterior?

Nesse caso, a nova densidade seria:

m 242x10°
Pn =y, T 7122 10

=8,80 g/cm®
Portanto, o novo momento de inércia seria:
12
I=[r?p,rdzdrdo=10-2x -[pnjrsdr}
"4 0

12

= 2865 kg-m.

0

4

I:Ir2pnrdzdrd0:10-27r-5.34-%
Vv

|:|_(|1 Pesquise mais

Para exemplos e uma lista do momento de inércia de diferentes
Corpos rigidos veja:

BEER, F. Mecanica vetorial para engenheiros: dinamica: apéndice
B. 9. ed. Porto Alegre: AMGH, 2009.

Para facilitar os calculos do momento de inércia de corpos rigidos
podemos ainda usar dois teoremas, conhecidos como: Teorema dos
Eixos Paralelos e Teorema dos Eixos Perpendiculares.
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a) Teorema dos eixos paralelos: se conhecermos 0 momento
de inércia em relagdo a um eixo que passa pelo centro de
massa de um corpo rigido, © momento de inércia em relacdo
a qualguer outro eixo paralelo sera:

I=l, +m-d°

Onde m € a massa do corpo rigido e d, a distancia entre os dois
eixos paralelos, como mostra a figura a seguir.

Figura 2.3 | Teorema dos eixos paralelos

Fonte: elaborada pelo autor.

b) Teorema dos eixos perpendiculares: se conhecermos o
momento de inércia de dois eixos, como (X ¥), podemos
definir um plano que passa pelos dois eixos. Sendo assim,
o0 momento de inércia de um terceiro eixo Z, mostrado na
Figura 2.4, que € perpendicular a esse plano, sera:

=1+,
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Figura 2.4 | Teorema dos eixos perpendiculares

z

Fonte: elaborada pelo autor

Centro de Massa

O outro conceito que utilizaremos bastante € o de centro de
massa. Para um corpo rigido o centro de massa pode ser calculado
pela relacao:

jpxy, z)dVv

V
Ipxy, dVv
Vv

Atencéo! Nessa relagdo r, ndo se refere ao raio de nenhuma
rotacao, mas sim ao vetor da posicao (xy.z). E caso vocé nao se
lembre, nao custa relembrar a formula do centro de massa para um
conjunto de particulas (acredite, vai ser Util):

>m
FCM = ’Zm
: i

onde I; se refere ao vetor posigdo da particula ! e mM; a massa
dessa mesma particula.

Tome qualquer reta que atravesse o centro de massa de um corpo
rigido. Uma forga aplicada na mesma linha de qualquer uma dessas
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retas ndo causara torque ou rotacdo no corpo. Em particular, a forca
peso da massa total do corpo pode ser considerada como aplicada
exatamente em seu centro de massa.

E por isso que vocé consegue equilibrar um objeto apoiando-o
sobre um dedo: seu dedo deve estar na mesma linha do centro de
massa, ambos 0s pontos alinhados na vertical, de modo que a forca
normal do seu dedo cancelara a forca peso do corpo sem causar um
torque sobre ele.

8
4 Facavocé mesmo

Uma forga aplicada na mesma linha do centro de massa de um
COrpo € a unica que nao faz com que ele gire. Tente equilibrar um
objeto, como um livro, apoiando-o em seu dedo, girando o corpo
de diversas maneiras. Tente entender onde se localiza o centro de
massa do corpo.

Vocabulario

Em muitos textos vocé encontrard os termos Centro de Gravidade e
Centro de Massa tratados como sindnimos. Em um campo gravitacional
uniforme (o que ¢, em uma otima aproximacgdo, a situacdo de qualquer
corpo na superficie da terra) ambos os pontos sempre coincidirdo.

A concep¢do do centro de massa permite trazer muitos dos
conceitos da dindmica aplicaveis a particulas para sistemas de corpos
rigidos. Na unidade anterior, vimos como € possivel e util alterar o
referencial. A propriedade de torque nulo faz do centro de massa
a escolha mais comum para definir o referencial do corpo rigido, e
com isso fazendo com que qualquer forca fora da linha do centro
de massa se traduza automaticamente em um torque, como de fato
deve ser.

@ Reflita

Aproveite esta pausa para pensar nas consequéncias da escolha do centro
de massa como referencial do corpo rigido. Resgate seus conhecimentos
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de estatica e compare com o que estamos construindo aqui. Ndo ¢ tudo
muito semelhante?

Dentre os paralelos que podemos fazer entre corpos rigidos e
particulas, podemos comecar aplicando o proprio conceito de centro
de massa. Da mesma forma que podemos analisar e encontrar o
centro de massa de um sistema de muitas particulas independentes,
€ possivel estender a analise e encontrar o centro de massa de um
sistema de muitos corpos rigidos independentes.

Paratanto, devemosanalisar cadacorporigidoindependentemente,
atribuindo a cada um deles a equivaléncia a uma particula com: 1.
massa idéntica a do corpo e 2. localizada exatamente no centro de
massa do corpo rigido. Assim, conseguimos reduzir um sistema de
corpos rigidos a um sistema de muitas particulas, muito mais simples
de analisar.

- ?=| Exemplificando

Em uma chapa metélica circular de raio unitario e densidade de area
constante o =10kg/m? fez-se um corte circular, mostrado na Figura 2.5.
Calcule a posicdo do centro de massa deste corpo.

Figura 2.5 | Chapa com furo circular

y

Fonte: elaborada pelo autor.

Observando o corpo rigido, podemos concluir de imediato duas
coisas:

1. O centro de massa do corpo rigido esta localizado no
eixo de simetria, ou seja, sobre o eixo X.

-
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N
4( 2. O centro de massa se deslocou no sentido negativo do
€ixo X, Uuma vez que ha mais massa do lado esquerdo do
que do lado direito da chapa cortada.

Para calcular a posicao exata do centro de massa do corpo,
podemos usar o conceito de um sistema de varios corpos rigidos.
Na Figura 2.6, vemos que se reintroduzirmos o pedaco que foi
retirado, teremos uma chapa circular completa.

Figura 2.6 | Composicdo da chapa com furo

-@

No referencial mostrado na Figura 2.7, o centro de massa sera dado por:

_ Yoie " Meire + Yiuro (_mfuro) — 0- Mgpe — 0- Mo =0
Mmee + (_mfuro ) Mo =My

Fonte: elaborada pelo autor.

cM,

circ

Demonstrando que o centro de massa se localiza sobre o eixo x. Sabemos
também que:

CM = Xeire " Meire + Xpuro (_mfuro) )
) Mg + (_mfuro)

circ

Utilizaremos o fato de que m=cA, que o diametro do disco menor
€ igual ao raio do disco maior, de modo que o raio do disco menor
€ metade do raio do disco maior. A area de um circulo € dada pela
expressao A=nzr?, entdo:

2
r r
0-nr’c——-z| - |o ﬂlo-
2 2 4 1
2 r 2 1 3
nric-rw| - |o 6 -1 50
2 2
e, portanto, 0 novo centro de massa sera: CM = 17
g 3 J
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Nas proximas secdes, usaremos extensivamente o conceito de
centro de massa para a analise de sistemas compostos por um ou
varios corpos rigidos. Usaremos tanto o centro de massa quanto o
momento de inércia, ja definidos, para criar paralelos com a dinamica
de particulas e, assim, quantificar a acao de forcas em um corpo
rigido para determinar sua equacao de movimento e aplica-la aos
mais diversos mecanismaos.

ELIQ Pesquise mais

A medida que avancamos nesta unidade, iremos criar cada vez mais
paralelos com conceitos inicialmente introduzidos no estudo de
particulas. Por isso, para uma revisdo da dinamica de particulas, vocé pode
pesquisar em:

HIBBELER, R. C. Dindmica: mecanica para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo:
Pearson, 2012. p. 238.

‘rz” Assimile

Nesta secdo revisitamos duas grandezas que nos serao Uteis adiante. A
primeira foi uma grandeza denominada Momento de Inércia:

| = jrzdm = jrzp(x,y,z)dV_
v

A segunda foi o Centro de Massa:

_[Fp(x,y,z)dV

B Ip(x,y,z)dv |

rCM

Sem medo de errar

Vocé deve se lembrar de que nos colocamos no papel de um
projetista que trabalha para uma empresa que constroi atracdes para

74 U2 - Dinamica planar de corpos rigidos



parques de diversdes. E acabamos acabamos de comecar a projetar o
brinquedo carrinho bate-bate.

Nesta primeira etapa, vocé €& responsavel por analisar o
carrinho individualmente, no que diz respeito a sua distribuicao
de peso. O chassis consiste em uma estrutura que pode ser
aproximada por uma chapa eliptica de densidade de area
o =3g/cm?, eixos 170 cm e 95 cm, conforme Figura 2.8, e com
um buraco para o encaixe do motor. O motor € um bloco unico,
cilindrico, com diametro e altura de 25 cm; ele fica posicionado em
um buraco na placa, fazendo com que o fundo do motor fique no
mesmo nivel da placa, assim como mostrado na Figura 2.8. Seus
componentes internos sdo variados, mas segundo o fabricante do
motor, seu peso total ¢ de 50 kg e fica localizado no centro do
cilindro. Além disso, o carrinho pode comportar até dois passageiros
de 150 kg no total, cujas posicdes para seus centros de massa estao
demarcadas pelos pontos em cinza.

Figura 2.8 | Esboco da distribuicdo dos principais componentes num carrinho bate-
bate

35

Fonte: elaborada pelo autor.

Vocé precisa determinar quais as possiveis variacdes na distribuicao
de peso (centro de massa do sistema) para trés situacdes:

a)  Carrinho vazio;

b) Com dois passageiros de massas iguais, 150kg no total, um em
cada banco.

E garantir que na condi¢do b) o centro de massa nao se deslogue
acima de 25% se comparado a a).

Para calcular o centro de massa do carrinho, precisamos calcular o
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Centro de Massa de seus componentes. O centro de massa do chassis
pode ser calculado sabendo o centro de massa de uma placa solida e
corrigindo-o pelo centro de massa do buraco do motor:

— FonsoMainse 1 -m .
CM chassis = —pse_2lbse buraco "“"”c"), onde a massa € calculada pela

~ m,, .. +(—M
relacdo m=cA. " erse (

buraco )

A elipse € uma forma geométrica simétrica, de maneira que para
uma densidade constante seu centro de massa se localiza em seu
centro geomeétrico. Entdo, podemos escrever o centro de massa
usando a notagdo vetorial discutida na unidade anterior, como:

(857): Ayjpss -0 —(1251)- A

A o—-A ¥es

elipse buraco

buraco

— e
CM chassis = .

A area de uma elipse € dada pela expressédo A, =m-a-b, onde a
e b sdo respectivamente o raio maior e o raio menor (semieixos).

2
(85/’)-1;0-925-”0—(125/’).(225] .
CMchassis = 2 =83,4/ .
170 95 25
7-7-7T-G— -n.a
2 2 2

Como comentado, o centro de massa do motor fica exatamente
Nno seu ponto central, logo, o centro de massa do motor pode ser
escrito na forma vetorial, como:

C—Mmotor = 125; + 12, 5/2

a) Logo, o centro de massa com o carrinho vazio sera:

mcarn’nho = CMmOtO!'mmoto, hl CMChassjsmChaSSis 4 Onde mchassis = 146 kg
mmotor + mchassis
Sy (125i +12,5k)-50 + (83,4 )-146 _ 94} + 3.2k

50 +146

b) Na presenca dos dois passageiros, devemos notar que o
centro de massa de ambos fica a uma posicao simetrica na direcao
vy (0s dois a uma distancia de 20 cm do eixo), logo, podemos afirmar
gue na direcao y o centro de massa fica na origem, isso simplifica os
calculos da seguinte forma:
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CM W rrinhoIM ..+ W m
CMCam’nho+2p = carrinho!llcarrinno 2p 2p
mcarrinho + m2p
Climinorop = 24 +3,2K)-196 + (357 +10k)-150 _ oo o7

196 +150

Sendo assim, a variacdo no centro de massa, com e sem o
passageiro, sera:

A= | charrinE charrinho+2p | . 1 OO
| CcM carrinho |

o 18347 — (687 +6k)| 1547 -6k
183.41 | 183.4] |

[ 2 2
M100:21%

83,4

Portanto, encontra-se dentro da recomendacao de seguranca.

Avancando na pratica

Péndulo real
Descricdo da situacao-problema

Na Figura 2.9 temos um péndulo suspenso pelo pino no ponto O.
Ele consiste em duas barras finas homogéneas cada uma com um
peso de 5 kg. Determine 0 momento de inércia do péndulo em relacéo
ao ponto O.
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Figura 2.9 | Péndulo composto

B === C
l—O,S m—LO,S m—l

Fonte: adaptado Hibbeler (2012, p. 323).

Resoluc¢do da situacao-problema

Para resolver essa situacao-problema, precisamos primeiro calcular
O momento de inércia de uma barra de comprimento L e raio de

giro no centro de barra, e deduzir uma formula geral para © NOSsO
problema:

2 . n . . .
/:Jf Adr como a barra € homogénea, e por isso, a densidade &
L m
constante: 4 =T
1={rr2g - - :
—I’ T I como estamos integrando a partir do meio de barra,
L . . . .
devemos assumir como origem (r =0) o centro da barra e os limites de
integracdo: L a L.
2 2

L

d_om (L (L )\ _m(L) m®

L L (3.2 3.2° L \12) 12
2

Dessa maneira, usando o teorema dos eixos paralelos, calculamaos
O momento de inércia da barra OA:

ml? 2 L
/a = 12 +mda ,onde da:E
L mL*
“ 3
Da mesma forma, para a barra BC:
mL? )
s = 12 +mdg.”, onde dgs =L
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_13mL?

D
Logo, o momento total sera:
2 2
=t =M ML me

OA BC 3 1 2

Faca valer a pena

1. Leia as trés afirmativas a sequir:

|. A massa total de um corpo rigido bidimensional € dada pela seguinte
relacdo: m= JA(X)dX.

II. O momento de inércia de um fio é dado pela relacao: = Irzo dA

Ill. Se um corpo rigido possuir densidade constante em todd seu volume,
entdo, sua massa total é dada pela relacdo: m=p-V.

Leia com cuidado as trés afirmativas anteriores, e assinale qual alternativa
€ a correta.

a) Apenas a afirmativa | esta correta.
b) Apenas a afirmativa Il esta correta.
c) Apenas a afirmativa lll esta correta.
d) Apenas | e Il estdo corretas.

e) Todas as alternativas estdo corretas.

2. Em uma chapa quadrada, com 400 cm de lado e densidade de area
constante p, =1glcm?, fez-se 4 furos de raio de 50 cm e posicdes
relativas ao centro da chapa, como mostradas na Figura 2.10. Aléem disso,
um dos furos foi completamente preenchido com um material cuja
massa total € 100 kg.

Figura 2.10 | Dimens&es da chapa quadrada

. | 100 cm

100 kg

7150 T 150 T
cm cm

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 327)

U2 - Dinamica planar de corpos rigidos 79



Tomando o centro da chapa como referencial, selecione a alternativa
que representa o centro de massa do sistema.

a) 66 mm. d) —65,6] mm.
b) —6i cm. e) —60,2/ mm.
c) 0,6k mm.

3. Trés barras muito finas e idénticas, de comprimento 10 cm e massa
5kg, sdo unidas formando um triangulo equilatero. Determine o momento
de inércia da montagem em relacao ao eixo perpendicular ao plano da
folha que passa pelo baricentro do triangulo (ponto X), mostrado na
Figura 2.11.

Figura 2.11 | Arranjo de barras.

10 cm

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 15-17)
2
mL
12
Selecione a alternativa que melhor representa o valor do momento de
inércia.

Dados: o momento de inércia de uma barra é: ICM =

a) 125 kg-m

b) 13 kg-m

c) 5x107° kg-m

d) 125x107° kg-m
e) 1000x 10 kg-m.
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Secao 2.2

Translacao de corpos rigidos

Dialogo aberto

Ola aluno, na primeira unidade do nosso curso de dinamica, vimos
como podemos descrever a posicao, a velocidade e principalmente
a aceleragao de corpos rigidos em um plano. Logo depois, na se¢ao
anterior, revisitamos e aplicamos o conceito de centro de massa a
um corpo rigido. Com isso, vocé ja deve desconfiar que podemos
juntar esses conceitos de aceleracao e massa para finalmente iniciar
a analise das forcas atuantes sobre um corpo rigido. Tal analise
nos deixara Nndao sO a um passo Mais proximos da compreensao
da cinematica de corpos rigidos complexos, como também nos
permitira aplicar os seus conceitos a mecanismos e problemas de
engenharia.

Considere, por exemplo, o caso do nosso projetista, que
trabalha fabricando brinquedos para parques de diversdao. Dando
continuidade a analise da dinamica de um carrinho bate-bate,
depois de entender a distribuicao de peso do carrinho em diferentes
situacdes, o chefe do nosso projetista solicitou um relatorio
descrevendo as diferentes formas de aceleracdo a que o carrinho
estara submetido. Vocé precisa descobrir se o motor escolhido e
ideal para uma dada aceleracdo desejada e tambem quanta forca €
necessaria para parar o carrinho.

Por fim, ao término desta secdo, também ja seremos capazes
de generalizar os conceitos de dinamica de translacao de corpos
rigidos no plano. Com isso, cabera a vocé criar 0 senso critico para
solucao dos problemas e exercicios propostos, e ainda expandir seu
conhecimento com a bibliografia sugerida.

Nao pode faltar

Na unidade passada, vimos que podemos descrever o movimento
de um corpo rigido no plano, de trés formas: translagdo, rotacdo em
eixo fixo e movimento geral no plano. Este ultimo, mostrou-se ser
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uma combinacdo dos dois primeiros e, por isso, podemaos nos focar
apenas na translagdo e rotacao. Como mencionado, esses dois tipos
de movimento do corpo estdo restritos a um plano de referéncia,
consequentemente todas as forcas de interesse também devem estar
contidas neste mesmo plano e, por isso, qualguer forca que atua
sobre o corpo deve ser projetada no plano.

Iniciaremos  nossos  estudos  focando  primeiramente  No
movimento de translacao, tratando da maneira como as forcas agem
sobre o corpo nao fazer com que seus pontos girem ao redor do
centro de massa. Nesse caso em particular, seu movimento pode ser
descrito apenas com a equacao:

> F=mag,
onde m € a massa total do corpo rigido extenso, que, como
vimos, € obtida integrando a densidade ao longo de seu volume:

m=jpdV, e também g, € a aceleracdo do centro de massa do corpo.
12

Essa equacao € uma consequéncia direta da segunda Lei de Newton,
que esta diretamente relacionada a expressdo F=ma, e o que ela nos
diz € que a soma vetorial de todas as for¢cas que agem sobre um
corpo rigido resulta em uma aceleracdo proporcional a massa total
do corpo.

&z” Assimile
Em um movimento no plano, um corpo rigido que ndo esta girando em
torno de seu centro de massa tera a soma de todas as forcas que agem

sobre ele igual @ massa total do corpo vezes a aceleracdo de seu centro
de massa, ou seja:

> F=mag,

No entanto, para efetivamente aplicarmos essa relacdo, devemos
ainda escolher um referencial que melhor descreve o movimento
de translacdo. Lembre-se que uma translacao pode seguir diferentes
trajetorias: uma translacao retilinea, onde dois pontos quaisquer
no corpo rigido desenharao duas retas paralelas, ou uma trajetoria
curvilinea (que podera inclusive ser circular). Podemos definir um
referencial cartesiano, ou seja, um referencial onde o movimento
translacional do corpo segue o plano (x,y):
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> F, = ma,
> F,=ma,

Repare que a, e a, ainda se referem a componentes x e y do
centro de massa. Nao utilizamos o subindice CM, uma vez que nesta
Secao sabemos que 0s pontos do corpo rigido mantém sua posicao
relativa, sem girar ao redor do centro de massa. Assim, essas duas
equacdes escalares sao tudo 0 que € necessario para descrever a
dinédmica de um corpo rigido em uma translacao retilinea no plano.

- ?=| Exemplificando

Uma viga tipo | de ago tem dimensdes 5"x 3" e 1 m de comprimento, ela
tem uma massa de 15kg e estd inicialmente em repouso sobre o solo. Em
seguida ela serd icada por um guindaste a velocidade constante de 1 m/s.
Como a forca do guindaste deve ser aplicada de forma a manter a viga na
horizontal? Qual a intensidade dessa for¢a?

Para garantir que a viga continue na horizontal nao podemos gerar
nenhum tipo de torque a viga. Por isso, precisamos aplicar a forca do
guindaste exatamente na mesma linha de seu centro de massa.

Para o calculo do centro de massa, terlamos de considerar as dimensdes
da viga, no entanto, como ela € simétrica e feita de material homogéneo,
podemos afirmar que seu centro de massa se localiza exatamente no
centro da viga, como mostrado na Figura 2.12.

Figura 2.12 | Centro de massa da viga

Fonte: elaborada pelo autor.

J
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~
4( Portanto, basta garantir que a forca do guindaste esteja aplicada
nessa linha, como mostrado na Figura 2.13.

Figura 2.13 | Diagrama de forcas

y F

Fonte: elaborada pelo autor.

Com relacao a intensidade da forca, ndo existe forca na direcdo
X, € na direcao y a velocidade constante de icamento nao implica
em forga resultante, logo:

> F,=F-mg=0

~

F=mg=15-9,8 = F = (147 N)j.
g _J

Um tipo importante de trajetoria de um corpo rigido € a trajetoria
curvilinea, em que os dois pontos de referéncia do corpo rigido
sequirdo curvas equidistantes. Um caso importante € o da trajetoria
curvilinea circular, quando as linhas curvas formam circulos ou
semicirculos idénticos, como ilustrado na Figura 2.14.
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Figura 2.14 | Trajetdria curvilinea circular

ar

Fonte: elaborada pelo autor.

s 6&9 Assimile

Nao confunda o movimento de translacao curvilinea circular com
um Mmovimento de rotacao. Na translacdo curvilinea, os pontos no
corpo formam circulos de mesmo raio, mas N3o concéntricos,
conforme Figura 2.15.

Figura 2.15 | Trajetoéria curvilinea circular completa

Fonte: elaborada pelo autor.

Na rotacao, os pontos no corpo formam circulos de raios distintos,
porem, concéntricos, como mostra a Figura 2.16.

-
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Figura 2.16 | Movimento de rotacado

Fonte: elaborada pelo autor.

A rotacdo implica em todos os pontos girando ao redor de
um Mmesmo eixo, O que Nao ocorre No caso da translacao
curvilinea circular.

o
4 Facavocé mesmo

A descricao de um movimento € sempre mais complicada que sua
visualizacao. Aproveite esta pausa para pegar um corpo rigido, como
sua caneta, e se familiarize com o que aqui chamamos de trajetoria de
translacdo retilinea e trajetoria de translacdo curvilinea sobre um plano,
COMO sua mesa.

Como ja vimos na unidade anterior, uma escolha apropriada de
referencial pode simplificar o entendimento da dindmica do corpo
rigido sobre sua trajetoria. No caso do movimento curvilineo, faz
sentido utilizar coordenadas polares para reescrever as equacdes
escalares da dinamica, como:

ZFt =ma,,
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> F. =ma,

Onde g, e a, referem-se as componentes tangencial e radial (ou
normal) da aceleragcao do centro de massa.

No movimento curvilineo, a cada instante, podemos definir uma
forca centripeta cuja magnitude € proporcional a velocidade angular do
centro de massa: F, = ma, = mo®r . Uma vez que a velocidade tangencial
¢ dada pela expressao V; = @r, a forca centripeta também pode ser
definida em fungédo da velocidade tangencial: F, =mﬁ‘ Note que
VOCé precisa descobrir o raio ao redor do qual o centrorde massa do

corpo rigido gira naguele instante de tempo especifico.

?Z| Exemplificando

Umavigahomogénea de 5 kg esta estendida horizontalmente, suspensa
gracgas a duas barras de 1 metro e massa desprezivel, conforme Figura
2.17. Nessa configuragao, a viga se desloca em trajetoria curvilinea e,
no momento em que as barras fazem um angulo de 15°, a velocidade
angular da viga e de 3 rad/s. Qual é a aceleragcdo tangencial e radial
da viga?

Figura 2.17 | Viga suspensa

O ¢

C
15° . 15° .
B CM D
J R e B R e O
w

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe na Figura 2.17 que o ponto B realiza um movimento circular
com relacao ao ponto A, enquanto que o ponto D realiza um movimento
circular ao redor do ponto C. Perceba que todos os pontos da barra, na >
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situacao indicada, realizardo um movimento circular ao redor de um unico
ponto na parte superior da figura, com uma mesma velocidade angular,
incluindo o centro de massa, isso significa que a aceleracdo centripeta
pode ser calculada diretamente do valor da velocidade angular:

ma_ = mo°r
a, =w’r=3"-1=9m/s*.

Para obter a aceleracao tangencial, precisamos analisar as forcas que
atuam sobre a barra:

Figura 2.18 | Diagrama de forcas e aceleracdo

Fonte: elaborada pelo autor.

Note que as tracdes atuam na direcdo radial, de modo que
somente uma componente da for¢ca peso atua na direcdo
tangencial, portanto:

ZFt =ma,

ma, = Psin15° =mgsin15° =5-9,8-0.26 =12.74 N.

o
4 Fagavocé mesmo

Considerando o exemplo anterior, qual a forca de tragdo exercida sobre
a viga pelas barras AB e CD? Dica: basta analisar o equilibrio de forcas
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4 na dire¢cdo tangencial, que ainda ndo foi estudado, além do equilibrio de
torques. Vamos a7

‘rz” Assimile
O modulo da aceleracdo centripeta € dado pela relacéo:

"4
a, =or=-.

r
O sentido sempre sera radial apontando para o centro: 8, =—a, - F .

r

|:L|Q Pesquise mais

Para uma revisdo dos tipos de movimento, mas também da cinematica
de corpos rigidos, incluindo a aceleracao para referenciais ndo inerciais,
dé uma olhada em:

BEER, F. Mecénica vetorial para engenheiros: dinamica. 9. ed. Porto
Alegre: AMGH, 2009. Cap. 15.

Gostarlamos de aproveitar a oportunidade para tecer alguns
comentarios sobre o conceito de forcas imaginarias. Podemos
entender a existéncia delas como uma consequéncia direta da
primeira Lei de Newton. Essa lei, tambem conhecida como Lei da
inércia, diz que todo corpo tem a tendéncia de manter seu estado
de movimento, ou seja, todo corpo deseja manter uma velocidade
constante numa trajetoria retilinea. Sendo assim, a mudanca de
direcdo presente numa trajetoria circular s6 € possivel gracas a
existéncia de uma forca.

o(b Reflita

Vocé provavelmente esta bem familiarizado com outra forca
imaginaria. Tente se lembrar das vezes em que vocé esteve em
um &énibus (ou carro, trem etc.). Vocé consegue se lembrar da
sensacao de uma forca no momento em que o motorista acelera 4
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4 oufreia? Percebe que isso ndo € uma forga real, mas sim um efeito
da sua inércia em resposta a aceleracdao do 6nibus?

Na proxima oportunidade, aproveite e tente se familiarizar com a
direcdo, com o sentido e com a intensidade desta forga.

Finalmente, para introduzir as forcas inerciais a dinamica de corpos
rigidos que estamos desenvolvendo, usamos o chamado Principio de
d'Alembert:

ZFI _maref =ma.
i

Nessa equacao, as forgas If, referem-se a forcas reais que agem
sobre o sistema, como 0 motor que puxa o Onibus e a resisténcia do
ar. Ja o produto ma,,,, refere-se a forgas imaginarias decorrentes
da inércia da massa m e da aceleracao a do referencial, o que, no
caso, pode ser sua tendéncia em manter-se em movimento durante
a frenagem do onibus. Repare que o sentido da forca inercial é
contrario a aceleracao da referéncia, ou seja, embora o dnibus esteja
desacelerando (forca que aponta para tras), vocé é puxado para frente.

JZ| Exemplificando

Se um avido acelera a uma taxa de 10m/s*> na direcdo y, qual a
forca que um passageiro de massa 70 kg ira sentir estando dentro
do avido?

O passageiro esta no referencial do aviao. Neste referencial e antes
da aceleracdo o passageiro esta em repouso:

>F=0

i

porem, quando o avido acelera, ele agora irad sentir uma forca F:
> F-ma,=ma=F

i

S'F —ma,, =F, porém, como vimos anteriormente: 2.F =0

i 1

F= —ma,;

F =70-(-10y)=-700yN.
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Sem medo de errar

Retomando aos desafios que nosso projetista tem enfrentado,
vocé continua trabalhando no projeto do brinquedo carrinho bate-
bate. Depois de ter examinado a distribuicao de peso do carrinho, seu
chefe lhe passou as especificacdes da pista e agora precisa que vocé
determine detalhes da dinamica do carrinho.

Uma das questdes a serem resolvidas & determinar a forca
maxima que o motor do carrinho tera de fornecer. Seu chefe acaba
de lhe entregar a planta da pista, a qual vocé descobre que sera um
guadrado de 10mx10m. Em relacdo ao carrinho, ele tem um controle
de seguranca que limita sua velocidade maxima a 9km/h, No entanto, o
projeto aprovado pelo parque prevé que o carrinho deve ser capaz de
alcancar esta velocidade em até },; do espaco disponivel. Sendo assim,
€ sua responsabilidade determinar a for¢ca necessaria para satisfazer
essa demanda, com isso, também foi solicitado a vocé o valor da forca
esperada sobre as bordas da pista durante uma colisdo estimada de
200ms. VOCé precisa passar esse valor para o0 engenheiro responsavel
pela parte estrutural da pista e, por isso, precisa ser rapido e eficiente,
pois agora outros dependem do seu resultado para seus proprios
projetos!

Na secdo anterior, calculamos a massa do carrinho em
M. = (146 +50) kg e vimos que ele tem uma ocupacao maxima de
dois passageiros com ate 150 kg:

m =146 +50+ 150 =346 kg.

Com relagdo a aceleragdo, temos uma distancia de 194-25m
para alcancar uma velocidade de 9 km/h ou 2,5m/s (no sistema
internacional). Com isso, devemos calcular a aceleracdo pela equacao
de Torricelli:

v? =v,? +2aAd
2,5°=0+2a-2,5

a=125 mi/s?
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Portanto, a forca que o motor deve gerar sera de:
F=ma=346-125=4325N,

Quanto a desaceleracdo, o pior cenario para uma forca aplicada
a estrutura da pista € uma desaceleracao por uma colisdo frontal
contra a parede da pista, na velocidade maxima do carrinho, que € de
v=25m/s. O tempo de desaceleracao € de 200 mis e pode ser usado
para calcular uma desaceleracao de:

Av_ 0-25
At 200x1073

=-12,5 m/s*

Logo, a forca maxima sobre a parede sera, em maodulo, de:
F= m|a| =346-12,5=4325 N.

Essa informacado pode ser utilizada para projetar as paredes da pista
Com seguranga, para os usuarios da atragao do parque.

! Atencao

Lembre-se de que os calculos de dindmica apresentados sao
sempre realizados no que diz respeito ao centro de massa do
sistema carrinho/passageiro.

Avancgando na pratica

Regulador de pressao
Descricdo da situacao-problema

Um regulador de pressao € um dispositivo que reduz a pressao de
saida de um fluido. Ele € muito utilizado na saida de cilindros contendo
gases pressurizados. Seus principais componentes sdo mostrados na
Figura 2.19.

92 U2 - Dinamica planar de corpos rigidos



Figura 2.19 | Regulador de pressdo

Mandmetro Mola da Manopla
de saida Manopla -« de ajuste
* Manémetro
_ de entrada
- 20mm—i| ¥
et

Diafragma

[
Valvula Mola de fechamento

Fonte: adaptado de <https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure_regulator#/media/File:Single-stage-regulator
svg>. Acesso em: 28 dez. 2016

Dentre os componentes, destacamos uma valvula autorregulada,
cujo funcionamento € completamente mecanico e pode ser
compreendido pelas forcas que agem sobre esta. Desenhe o diagrama
de forcas e determine a forca exercida pela mola da manopla sobre a
valvula. Considere que a pressao no mandmetro de saida € de 6 bar e
qgue a forca da mola de fechamento da valvula € desprezivel. Lembre-
se também que a ng e que o diafragma € uma peca circular de raio
20 mm.

Resoluc¢do da situacdao-problema

Note primeiro que o sistema valvula/diafragma é simétrico e visa
apenas um movimento de translacdo, logo, as forcas aplicadas sobre
o sistema estao alinhadas com o seu centro de massa, evitando que as
forcas envolvidas causem qualquer tipo de torque.

De qualguer forma, a forca da mola de fechamento é desprezivel,
logo, temos que analisar apenas a for¢ca da mola da manopla e a forca
exercida pelo gas.
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Figura 2.20 | Diagrama de forcas

Fonte: adaptada de <https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure_regulator#/media/File:Single-stage-regulator.svg>
Acesso em: 28 dez. 2016.

D> F,=ma, =0, pois o sistema esta em equilibrio,
F;-F,=0.

Lembre-se que a forca esta relacionada com a pressao devido a
relacdo F=P-A, onde A € a area de atuacdo da pressao, portanto:
F,=F,=P-A.

A pressao esta em Bar e precisa ser convertida em Pascal:
6 bar =6x10° Pa

F, =6x10°-7(0,02)* ~754 N .

Faca valer a pena

1. Leia as trés afirmativas a sequir:
I. A soma de todas as forcas que agem sobre um corpo rigido € igual a massa
do corpo vezes a aceleragao de seu centro de massa.

II. Um referencial girante e um referencial transladando a velocidade
constante sdo exemplos de referencial inercial.

[ll. Forgcas imaginarias sao uma consequéncia direta da primeira Lei da
Termodinamica, a chamada Lei da Entropia.

Leia com cuidado as trés afirmativas anteriores, e assinale qual alternativa é
a correta.

a) Apenas a afirmativa | esta correta.

b) Apenas a afirmativa Il esta correta.
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c) Apenas a afirmativa Ill estd correta.
d) Apenas as afirmativas | e Il estdo corretas.

e) Todas as afirmativas estao corretas.

2. Uma ponte volante estd apoiada em duas colunas, de acordo com a
Figura 2.21. Quando ela esta operando em sua capacidade maxima, a ponte
volante é capaz de icar uma massa de 200 kg, com uma aceleracdo para
cima de até 10 m/s?. Considere a aceleracdo da gravidade de 10 m/s?.

Figura 2.21 | Ponte volante

3m 3m

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 337).

Determine a forca compressiva em cada coluna individual exercida sobre a
ponte e selecione a alternativa que melhor represente a solucao.

a) 4.000 N.
b) 2.000 N.
c) 100 N.
d) 1.000 N.
e) 500 N.

3. No instante mostrado na Figura 2.22, o membro CD gira com uma

velocidade angular @ =6 rad/s. A massa total da viga sustentada pelos
membros AB e CD é de 50 kg e seu centro de massa € mostrado em G.
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Os dois membros de sustentacdo tém massa desprezivel, quando essa é
comparada & viga. Considere a gravidade como 10 m/s?.

Figura 2.22 | Barra suspensa

| 1| 0,6 |
I i

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 336)

Determine a aceleracao centripeta e a tangéncia do centro de massa do
sistema, e selecione a opcao que melhor represente sua resposta.

a)a_=252m/s?;a =5m/s.

b)a_=151m/s?;a =21 m/s’
cla =216 m/s*;a =10 m/s.
d)a_=29,7m/s?;a =15m/s’

e)a_=154m/s*;a =10 m/s?.
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Secao 2.3

Rotacdes de corpos rigidos

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo de volta. Ja estamos nos
aproximando do final da nossa unidade e, com isso, completaremos
nossa compreensdao da dinamica planar dos corpos rigidos. Ja
somos capazes de analisar inUmeros mecanismos, mas voce ja
deve ter sentido falta daqueles que utilizam algo extremamente
simples, como uma roda. Pois €, apesar de ja termos abordado mais
da metade dos topicos, ainda nos falta analisar um ultimo tipo de
movimento, a rotacdo em torno de um eixo fixo.

Dessa maneira, nesta secao, iremos finalizar nossos estudos de
dindmica analisando as forcas que agem sobre um corpo quando
ele rotaciona. Permitindo-nos analisar desde engrenagens e rodas
até a maneira como um carrinho se movimenta, ou seja, finalmente
seremos capazes de finalizar a compreensdo da dinamica do
carrinho bate-bate.

Para tanto, iremos voltar a assumir o dia a dia de nosso projetista
que constroi brinquedos, desenvolvendo um diagrama detalhado
das forcas que agem sobre o carrinho guando ele se move. Com
iSSO, seu gestor espera um relatorio detalhado que sera incorporado
aos arquivos da empresa, de maneira que todo o trabalho que vocé
desenvolveu ndo seja perdido e certamente possa ser utilizado em
projetos futuros.

Simultaneamente, ndo podemos Nos esquecer de comMo o término
desta unidade, sobre a dinamica de corpos rigidos, nos trouxe uma
compreensdo completa dos mais diversos mecanismos. Com isso,
tenha certeza, caro aluno, que vocé ja desenvolveu um senso mais
critico na solucao dos problemas e exercicios propostos, além de uma
base para ampliar seus conhecimentos com a bibliografia sugerida.
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Nao pode faltar

Na secao anterior, estudamos amplamente a dinamica
translacional de um corpo rigido, agora, para finalizar, precisamos
abordar a dindmica de rotagao em torno de um eixo fixo. Novamente,
iremos tratar apenas de movimentos contidos no plano em que as
forcas devem ser projetadas. Alem disso, escolhemos definir o eixo
de rotacao z, perpendicular ao plano (x, y) de movimento. Essas
condicdes claramente apontam para a escolha de coordenadas
polares para descrever o movimento, sendo assim, retomamos a
descricdo do movimento rotatorio apresentado na secdo anterior.
Na rotagado, dois pontos no corpo formam circulos distintos, ou seja,
com raios diferentes, porém, concéntricos, isto €, com uma mesma
origem, como 0s mostrados na Figura 2.23.

Figura 2.23 | Movimento de rotacado

- .
Seecae===®

e

Fonte: elaborada pelo autor

Fica facil observar que, pela caracteristica circular da trajetoria,
a coordenada polar que define o raio, tanto R, quanto R,, deve
permanecer constante para qualquer ponto do corpo, inclusive o
centro de massa. Logo, todo o deslocamento pode ser descrito pela
variavel 6(t). Consequentemente, podemos calcular a velocidade
angular w—ﬁ e a aceleracao angular a—d—w—dze

g t ¢ g dt  dtt
tendo a aceleracdo angular em mente, podemos redefinir o torque

estudado para particulas e o definir para um corpo rigido de momento
angular conhecido:

Em sequida,

T=FxF=Iq-

98 U2 - Dindmica planar de corpos rigidos



Nesse caso, T € o torque, que ja foi definido como o produto
vetorial entre a forca F e o raio r, sendo assim, uma analise
dimensional que siga o padrdo do Sistema Internacional vai mostrar
que essa grandeza possui unidades de N -m . Paralelamente, para um
corpo rigido, também podemos reescrever o torque numa forma
analoga a segunda lei de Newton (matematicamente, F =ma), onde
o0 momento de inércia | faz as vezes da massa para a aceleracdo
angular & .

Podemos, assim, enxergar a equacao apresentada como a segunda
Lei de Newton para rotacao, que, de forma analoga a apresentada
nas secdes anteriores, Nos permite estudar a dinamica de um corpo
rigido a partir da relagdo:

dYr=la.
Ou seja, a soma de todos os torques que agem sobre um corpo
rigido (ou torque resultante) € igual ao momento de inércia total do

corpo multiplicado pela aceleracédo angular, ambos definidos em
funcdo do eixo de rotacdo do sistema.

- v=|] Exemplificando

A roda desbalanceada de 25 kg, mostrada na Figura 2.24, tem um
momento de inércia I = 0,81kg-m?® em relacdo a um eixo perpendicular
passando pelo seu centro.

Figura 2.24 | Roda desbalanceada
0,15m
i

\_ Fonte: adaptada Hibbeler (2012, p. 343). J
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{ Se o disco é solto do repouso, determine a equacdo da aceleragdo
angular do CM como func¢do angulo 6 formado entre a vertical
e 0 eixo entre os pontos A e CM. Encontre o torque no instante
onde o centro de massa esta abaixo do ponto A, ambos alinhados
na vertical.

Resolucao:

Quando o disco ¢é solto, ele deve girar no sentido horario. Logo,
podemos descrever a dinamica do corpo com base na expressao:

> r=la.
Nesse caso, todo o torque € funcao da acao da gravidade e,
portanto, funcao da forca peso P. Como a forca peso sempre age

no sentido da gravidade, a forca que promove o torque deve ser
Pseno6, logo,

r- P-senf =lo
r-m-g-senf =la

a_rlm~g~sen9_0,15~2549,8
/ 0,81

senf =45,37sen0 -

Quando o ponto CM encontra-se no ponto mais baixo da trajetoria,
0 angulo entre a vertical e o eixo € zero, de modo que:
o =45,37sen0=0.

Isso significa que a roda ndo acelera no ponto mais baixo da
trajetoria do CM.

&3" Assimile

A soma de todos os torques que agem sobre um corpo rigido € igual ao
momento de inércia total do corpo vezes a aceleragdo angular, ambos
definidos em funcao do eixo de giro do sistema: Zf =la.

Repare que tanto o momento de inércia quanto a aceleracao
angular dependem ndo so das caracteristicas do corpo, mas tambem
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da trajetoria circular. Se vocé se recordar, vimos que, para um mesmo
corpo, © momento de inércia € diferente quando o eixo de giro passa
em diferentes pontos do corpo, ad mesmo tempo gue a aceleragao
angular, como a definimos, depende do referencial polar construido
em funcao da trajetoria. Por isso, toda a analise de uma rotacao em
torno de um eixo fixo passa primeiro pela analise de onde se encontra
0 eixo fixo.

Nesse mesmo contexto, podemos introduzir um conceito
semelhante ao de centro de massa, denominado raio de giro ou
raio equivalente. Assim como o centro de massa, o raio de giro K &
um conceito que substitui uma distribuicdo de particulas ou corpos
rigidos por uma massa pontual m, gue mantém o mesmo momento
de inércia. Matematicamente, definimos o raio de giro como:

I=mKK2:>K=\/I.
M

O raio de giro também tem unidade de comprimento, e também
se enquadra o referencial polar, sequindo a direcao do vetor radial.

Q Exemplificando

Calcule o raio de giro de um disco homogéneo de raio R e o eixo de giro
a0 longo do eixo z, passando pelo centro do disco, perpendicular a sua
superficie.

Pela simetria do disco e por ser homogéneo, podemos afirmar que o
centro de massa do disco esta exatamente em seu centro. O momento
de inércia de um eixo passando pelo centro do disco, perpendicular ao
plano do disco é:

Repare que o raio efetivo pelo qual a massa do disco gira ndo € seu centro
de massa, mas sim uma distancia um pouco mais proxima de sua borda.
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Agora, ja definimos o movimento de giro e vimos que a melhor
forma de descrevé-lo é, de fato, utilizando um referencial polar
girante. Mas, quais as consequéncias desse referencial para um
movimento linear?

Na secao anterior, comentamos que um referencial girante
nao € um referencial inercial e, por isso, precisamos considerar a
existéncia de forgas imaginarias ou inerciais. Para quantificarmos e
compreendermos os efeitos de um referencial girante, podemaos isolar
a contribuicao do referencial, estudando um sistema composto por
um corpo Movimentando-se a velocidade constante em linha reta e,
por isso, sem nenhuma forca agindo sobre ele, sob a perspectiva de
um observador em um referencial girante. Nessas condi¢cdes, apenas a
inércia do corpo deve criar uma forca, o que, aos olhos do observador,
deve fazer com que O corpo assuma uma trajetoria ndo retilinea.

Esse sistema ira criar uma forgca conhecida como forca de Coriolis
e, de fato, faz, aos olhos do referencial girante, com que o corpo
assuma uma trajetoria curva contraria a rotacdo do referencial, como
ilustrado na figura a sequir.

Figura 2.25 | Forca de Coriolis

Referencial inercial Referencial ndo inercial

Fonte: adaptada de <https://en.wikipedia.org/wiki/Coriolis_force#/media/File:Coriolis_construction.JPG>. Acesso
em: 8 dez. 2016.

Nesse exemplo, o observador esta sentado em algo que seria
um brinquedo gira-gira, ele estd sentado no ponto marcado na
extremidade do brinquedo e joga uma bola em direcdo ao centro
do brinquedo. Para um observador gue esta sentado do lado de
fora do brinquedo, ou seja, no sistema de coordenadas, parado, ou
referencial inercial, a bola segue uma trajetoria retilinea, mostrada
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no desenho, como esperada. Porém, se mudarmos de referencial,
ou seja, olharmos a trajetoria nos olhos de quem esta sentado no
brinquedo, a bola ndo seguird uma trajetodria retilinea. O que iremos
observar sera a trajetoria curva ilustrada no desenho, e como um
Corpo nao faz curva a menos que exista uma curva, o observador No
referencial ndo inercial deve assumir que existe uma forca puxando a
bola. Seria uma experiéncia analoga a forca que vocé sente fazendo
curvas. Matematicamente ela € dada pela relagdo:

F

coriolis

=-2m-oxV.

Onde v ¢ a velocidade do centro de massa do corpo rigido com
relacdo a origem do referencial girante.

c@ Reflita

E interessante notar que todos nds estamos sob o efeito dessa forca,
pOIiS NOS encontramos sobre o planeta Terra que, ao rotacionar, faz com
que, no equador, a superficie da Terra esteja girando a 1675 km/h . Mas,
entdo, por que Ndo observamos ou usamos essa forca nos calculos de
nosso dia a dia? De fato, ndo precisamos nos preocupar com a forca de
Coriolis, devido a rotacdo da Terra na nossa vida diaria, pois ela depende
da velocidade angular da Terra, que € de apenas 0,26 rad/h.

D9 Pesquise mais

Vocé pode ver o efeito da forca de Coriolis neste video produzido
pela Universidade da California. O video esta em inglés, mas
mesmo assim, vocé podera ver o efeito do referencial girante na
trajetoria da esfera.

Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=Bsufg2y_
FVA>. Acesso em: 1 fev. 2017.

A forca de Coriolis € a ultima forca inercial que precisavamos
definir para finalizar nossa formalizacao da dinamica de corpos
rigidos. Devemos, entdo, retomar nosso ultimo resultado da unidade
anterior, quando calculamos a aceleracdo de uma particula em um
referencial acelerado e girante:
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Gy =8, +0 XTIy, +@x(OXTg,)+2Qx Vg, +dg,-
Se multiplicarmos essa aceleracdo pela massa, podemos identificar
cada uma das forcas ja discutidas:

Frste =M -85 =M -8, +M-AXTy, +M-Gx(OXTy,)+2-M-QxVgy, + M-8y,

ofefiva
Na equacdo apresentada, podemos analisar cada termo,

independentemente:

e m-a, é a forca inercial, devido & aceleracdo translacional do
referencial. A exemplo da for¢a que vocé sente quando o 6nibus freia
ou acelera.

e m-dxry, & aforca inercial, devido a aceleracio de rotacdo do
referencial. Um exemplo seria uma das componentes da forca que
vOCé sente quando acelera numa curva.

e Mm-@&x(®xFy,) é aforca centripeta, cujo exemplo € a forca que
vocé sente quando faz curva sem acelerar.

°2.-m-Qxv,, € a forca de Coriolis, que € a propria forca que a
rotacao da Terra gera, que, apesar de ter uma intensidade muito
baixa, € mensuravel e permite “observar” a rotacao da Terra;

« M-8y, refere-se & Unica forca real que age sobre o corpo.

De maneira pratica, dificilmente teremos uma situagao em que
todas essas forcas agem ao mesmo tempo, mas, de qualquer forma,
VOCE ja € capaz de intuitivamente identificar os efeitos de cada forca
e, assim, isolar todas as forcas imaginarias que encontrar.

Por fim, antes de finalizarmos a unidade, devemos resumir
a unidade escrevendo tudo o que aprendemos para unificar os
conceitos apresentados. Definimos as equacdes de movimento No
plano geral como:

> F,=ma,
ZF,V = may

S T-ld
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Onde a, € a, se referem as componentes x e y da aceleracao
do centro de massa, e Y. 7=ld deve ser calculada a partir do eixo
fixo de rotacdo que ndo necessariamente coincide com o centro
de massa. De fato, em muitos problemas podemos escolher um
eixo de giro conveniente, que elimine algumas forcas da equacao.
Finalmente, devemos ainda mencionar que, se o referencial
escolhido ndo for inercial, sera preciso considerar a existéncia de
forcas inerciais e utilizar o Principio de D'Alambert para incorpora-
las nas equacdes mencionadas.

?=| Exemplificando

Afiguraaseguirmostraumabarrade massatotal m=10 kg e comprimento
L =1m, apoiada em dois trilhos que lhe permitem escorregar livremente
sem atrito. Determine a aceleracao angular da barra, sabendo que no
momento rr)ostrado na figura o centro de massa em G tem aceleracao
a=(5i +2j) m/s*.

Figura 2.26 | Mecanismo em trilhos

Fonte: Beer (2009, p. 1.064).

Para resolver esse problema, primeiro devemos escrever o diagrama de }
forcas e determinar os principais angulos do sistema.
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4( Figura 2.27 | Mecanismo em trilhos, forcas e angulos
Y

Fonte: Beer (2009, p. 1.064).

Do diagrama, podemos escrever o sistema de equacdes:

> F, =ma,
ZFy =ma,
> T=la

Sabemos a  aceleragcao do centro de massa:

a=a,i+a,j= (5i +2j) m/s®, e 0 momento de inércia para uma

pbarra girando em um eixo sobre seu centro de massa €: j = %

12
S F =105
SF,=10-2
101,22 _
[04

27 = 12

Do diagrama, podemos escrever a soma das forcas e torques:

N, sin45° =50
N,-mg =20

N, sin60° é—NB sin75° ~%=1,2~d

-
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N, =70,71N
N,=120N
N, sin60° — N, sin75°

a=0,6
12

=17,81

ELIQ Pesquise mais

Agora gue terminamos nossa unidade, vocé pode revisar e expandir
seus conhecimentos estudando o capitulo 17 do livro: HIBBELER, R. C.
Dinamica: mecanica para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo: Pearson, 2012

Sem medo de errar

Finalmente, os ultimos detalhes da fabricagao do carrinho bate-bate
serdo definidos. Voltando ao dia a dia do nosso projetista, os ultimos
resultados estao sendo compilados em um relatorio final, e vocé,
sendo o responsavel pela caracterizacdo do carrinho individualmente,
precisa finalizar os estudos de sua dinamica.

Nesta Ultima etapa, seu chefe lhe solicitou um ultimo estudo da
distribuicdo de forgas atuantes no carrinho. Agora, vocé deve estudar o
carrinho em movimento e determinar o valor das forcas envolvidas, em
especial as forcas normais das rodas sobre o piso. Com isso, a empresa
tera um regqistro ndo so da dindmica do carrinho, mas também tera
estabelecido um protocolo para futuros projetos, que certamente
serdo desenvolvidos, a partir do trabalho que vocé realizou.

No grafico a seguir, temos a representacdo do carrinho, Nele,
identificamos os pontos A e B, que representam a posi¢ao dos pontos
de contato das rodas com o solo e também o centro de massa do
carrinho. A tracao do carrinho é feita pela roda dianteira que nao sofre
escorregamento e cujo motor pode gerar uma forca total de até
432,5 N. Determine as for¢cas normais dos pontos A e B e a aceleracao
do carrinho, quando carrega dois passageiros.
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Figura 2.28 | Detalhe do carrinho
4

e ——n 68 125

Fonte: elaborada pelo autor

Lembre-se que o carrinho com dois passageiros pesa m =346 kg .

Para resolver o problema, precisamos desenhar o grafico de forcas
envolvidas e montar as equacdes de dinamica.

Figura 2.29 | Forcas atuando sobre o carrinho

F 4

2 CM
e _
3 rB rA i FM

Yp

Fonte: elaborada pelo autor.

Podemos, entdo, escrever o sistema de equacdes:
> F, =ma,
> F,=ma, =0

> 7=1a=0

Como o torque total do sistema é zero, ou seja, ele ndo esta girando,
podemos escolher qualquer posicao para o eixo de giro. Neste caso,
€ conveniente posicionar o eixo sobre 0 mesmo ponto de uma forca,
pois assim ela ndo contribui para o torque, sendo assim, escolhemos o
ponto A para o eixo de giro:
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Fy, =ma,

N,-P+N,=0
~Ng (ry +r)+P-\Jr.>+r> +N,-0+F,-0=0
432,5-346-a,

N, +N, =346-10
“N, - (1)+ P -/(0,06) +(0,57)> =0

a, =125 m/s’
N, =-1476 N
N, =-1983 N

Agora, com todos esses conhecimentos em maos, vocé pode
fornecer todas as informacdes necessarias na descricdo da atracao,
aléem de escrever o seu relatorio.

Avancando na pratica

Atenuador linear
Descricao da situacao-problema

Um sistema cremalheira/engrenagem, mostrado na figura a
sequir, € um tipo de atenuador linear. Esses elementos mecanicos
transformam movimento de rotacdo em movimento de translacao e
vice-versa. Vocé, provavelmente, se beneficia ou ja se beneficiou de
uma cremalheira junto a uma engrenagem, pois ela esta presente em
muitos dos portdes elétricos que utilizamos diariamente.
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Figura 2.30 | Engrenagem e cremalheira

Fonte: elaborada pelo autor

Na Figura 2.30, a cremalheira indicada no fundo (trilho dentado)
possui uma aceleracdo linear de 20 m/s®; se a engrenagem tem
um raio de 10 cm e massa de 1kg, determine o torque o qual a
engrenagem esta submetida. Considere que a engrenagem €
um disco homogéneo e gue o raio de giro passa pelo seu centro
perpendicular ao plano do papel.

Resolucao da situacdo-problema

Entre a cremalheira e a engrenagem nao existe escorregamento,
logo, a aceleracao linear da cremalheira se traduz em aceleracao
angular para a engrenagem:

o =20 m/s?.

Também precisamos determinar 0 momento de inércia da
engrenagem. Se retomarmos as secdes anteriores, 0 momento de
inércia de um disco sera:

2 2
p=m 10T 6005 kg m?.
2 2

Logo, o torque na engrenagem sera:
t=/-a=0,005-20=0,TN-m
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Faca valer a pena

1. Torque pode ser escrito na mesma forma que a ________ Lei de
Newton (F=ma), emqueo _________ | faz as vezes de massa para a
de todos os torques que agem sobre um corpo rigido é igual
______________ total do corpo vezes a aceleracao angular, ambos
definidos em funcdodo _____ do sistema: .7 =Id.

Leia o texto acima e selecione a alternativa que melhor completa as lacunas.

a) primeira; momento linear; aceleragdo angular; subtragcdo; momento de
inércia; angulo.

b) terceira; momento de inércia; aceleragao linear; multiplicagdo; momento
angular; eixo de giro.

c) terceira; momento angular; aceleragdo angular; soma; momento angular;
angulo.

d) segunda; momento de inércia; aceleragdo linear; multiplicagdo; momento
linear; eixo perpendicular.

e) segunda; momento de inércia; aceleragdo angular; soma; momento de
inércia; eixo de giro.

2. A roda, ilustrada na Figura 2.31, possui um momento de inércia de
100 kg-m?, uma massa de 20 kg e um raio de 400 mm. Quando a roda é
submetida a uma forca de rotacao, ela gira e desliza sobre o plano, a medida
em que rola. Nessas condi¢des o coeficiente de atrito cinético pentre aroda
eoplano €0,5.

Figura 2.31 | Roda

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 360).
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Determine a aceleracao angular da roda, a aceleracdo do centro da roda e
selecione, entre as opgdes a seqguir, a alternativa que representa a melhor
solucdo encontrada.

a)4m/s?; 0,5rad/s?
b) 2 m/s?; 1rad/s%

c) 10 m/s?; 0,8 rad/s%
d) 5m/s?; 0,4 rad/s%
e) 7m/s?; 0,3 rad/s?.

3. A barra homogénea de massa 25 kg estd suspensa pelas cordas nos
pontos C e D, de acordo com a Figura 2.32. Essas cordas passam por
um sistema de polias e estdao submetidas a forcas constantes de 150 N e
225 N, respectivamente. Suponha que a barra seja muito fina e que a massa
das polias em E e F é desprezivel.

Figura 2.32 | Barra suspensa

150 N 225N

Fonte: Hibbeler (2012, p. 361).

Determine a intensidade da aceleracao inicial do centro da tabua e da
aceleragdo angular, e selecione a alternativa que melhor represente a
solucao encontrada.

a) 20N ; 3 rad/s. e) 22N ; 7 rad/s2.
b) 25N ; 6 rad/s?.

c) 50N ; 12 rad/s?.

d) 15N ; 3 rad/s?.
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Unidade 3

Principios de conservacao
(energia, momentos e
trabalho)

Convite ao estudo

Ola aluno! Nesta nova unidade estudaremos aplicacdes
em Engenharia das leis fundamentais da Fisica. Na unidade
anterior estudamos como um corpo rigido se comporta sob
a acao de forcas externas. Agora, descobriremos tambem que
conhecendo o estado de energia e momento de um corpo
rigido, livre de forcas externas em um dado instante, podemaos
prever seu estado posterior, sem a necessidade de aplicar
diretamente as leis de Newton. Assim, seremos capazes de
analisar outros mecanismos importantes e Uteis para a industria.

Na Secdo 3.1, estudaremos mais a fundo o conceito de
energia cinética e a conservacao de energia no contexto de
corpos rigidos. Em seguida, na Secao 3.2, estudaremos o
momento linear e © momento angular com suas interessantes
aplicagcdes. Assim como a energia, 0s momentos possuem leis
de conservacao. No caso de sistemas isolados, onde nao ha
influéncia externa relevante, isso permite solucionar e projetar
mecanismos de maneira muito mais simples do que com as
ferramentas de dinamica discutidas até entdo. Finalmente,
na Secao 3.3, poderemos conciliar ambos os conceitos de
conservagao de energia € conservacao de momento angular
e linear com o nosso conhecimento de dinamica, mostrando
que estudar os momentos e a energia de um sistema é
equivalente a aplicar as leis de Newton diretamente, de modo
que vocé, estudante, possa escolher em qual situacao € mais
interessante usar um ou outro metodo.

Também, iremos acompanhar o dia a dia de um novo
projetista que trabalha no transporte e armazenamento de carga,
dentro de um porto maritimo. Veremos que, para transferir um
corpo de lugar, € preciso realizar o que na fisica € conhecido



como trabalho e que isto implica em um gasto energético. Mais
especificamente, nesta secao, veremos como o trabalho de se
levar um corpo rigido a uma determinada altura lhe confere
uma energia que pode ser transformada em velocidade. Nosso
projetista devera projetar uma rampa de transporte que rola
tonéis cheios de carga para dentro de um contéiner. Ele precisa
prever qual a velocidade do tonel e garantir que ela nao exceda
5 m/s, para qualquer situagao, seja com o tonel cheio ou com
o tonel vazio. Depois, ainda sera necessario trabalhar no projeto
de um guindaste, responsavel por icar a carga que pode atingir
até 200 kg, e do seu sistema de seguranca para paradas de
emergéncia. Para isso, sera importante entender como trabalho
e energia cinética se relacionam, além de entender das leis de
conservacao da Fisica.



Secaon 3.l

Métodos de energia e quantidade de movimento

Dialogo aberto

Nesta primeira etapa precisamos definir, ou redefinir, alguns
conceitos que envolvem uma grandeza chamada energia. Vocé
poderia apresentar diversos exemplos de energia e apontar, com
muita facilidade, o efeito delas ao seu redor. No entanto, nesta unidade
iremos focar principalmente em um tipo especifico de energia,
chamada energia cinética. Como toda grandeza que descreve
energia, a energia cinética também € dada em Joules e descreve a
energia associada ao movimento de um corpo rigido ou particula.

Vimos, nas unidades anteriores, que um corpo pode executar
diferentes tipos de movimento e também conhecemos as forcas
responsaveis por esse movimento. No entanto, o conceito de
energia cinética permite ir mais fundo no entendimento do
movimento, o que, de certa forma, simplifica a compreensdo de
muitos problemas. Existe uma conexdao muito simples entre forca e
energia, por meio do que chamamos de trabalho, criando a ponte
entre o conhecimento que construimos na unidade anterior e a
visdo energética desta secdo que, de certa forma, sdo conceitos
complementares para analise de um mesmo mecanismo.

Um bom exemplo é uma das tarefas que um projetista
trabalhando no transporte de grandes cargas pode encontrar. Nesta
unidade, iremos acompanhar algum dos desafios que um projetista
que trabalha no porto, transportando ou embarcando cargas, pode
encontrar. Em especifico, nesta secdo, ele terd de descrever uma
rampa de transporte de tonéis, utilizada para transportar uma carga
composta por tonéis para dentro de um contéiner, e escrever seus
resultados organizadamente em um relatorio, para apresentar ao
seu gestor.
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Nao pode faltar

Nesta unidade, estudaremos o conceito de energia e quantidade de
movimento. Esses conceitosreferem-se aos principios de conservacao
de energia e de momento, e sdo conceitos tao fundamentais que
permitem a analise de qualguer sistema mecanico. Eles se relacionam
diretamente com a velocidade com que um corpo se movimenta e,
exatamente por isso, veremos também como a presenca de forcas
altera tanto a energia quanto a quantidade de movimento do sistema.
Assim sendo, comegaremos pelos conceitos de energia cinética e
trabalho, utilizando-os para solucionar problemas de movimento de
corpos rigidos no plano. Comisso, teremos mais uma ferramenta para
estudar sistemas que envolvem forca, velocidade e deslocamento.

A primeira coisa que devemos fazer € definir a energia cinética de
um corpo rigido. Novamente, nossa descri¢ao ira criar paralelos com
adinamica de particulas e, por isso, devemos nos focar N0 movimento
do centro de massa. Sendo assim, quando um corpo esta sujeito a
um movimento de translacao, rotacao entorno de um eixo fixo sobre
seu centro de massa, ou, até mesmo, um movimento geral no plano,
podemos escrever a energia deste corpo rigido sequndo a equacao:

T = %mvéM + %ICMa)Z_

Nessa equagdo, o termo T € a energia cinética que tem unidades

. ) . ka - m? . )
no sistema internacionalde 9—2 ousimplesmente Joule, abreviado
S

por J; m € a massa total do corpo rigido; v, € a velocidade de
translacdo do centro de massa do corpo rigido; [,, © momento de
inércia do corpo rigido; e @ sua velocidade angular entorno de um
eixo que atravessa o centro de massa.

Repare que mesmo a equacao apresentada ter dois termos
distintos seguem uma simetria semelhante a da segunda lei de
Newton para translacdo (matematicamente F=ma) e para rotacdo
(7 =la), discutidas na secao anterior.

Para o caso de um corpo rigido submetido a um movimento de
translacdo, seja retilineo ou curvilineo, a energia cinética devido a
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rotacao do corpo € nula (@ =0), logo, a energia cinética do corpo
sera:

T :%ngM.

Quando um corpo rigido executa um movimento de rotacao
entorno de um eixo fixo, a energia cinética devido a translacao sera
nula (v,, =0), logo:

1,
T= EICMG) .

Um caso particular dessa situacdo € o calculo da
energia cinética de rotacdo em fungdo do eixo que
passa pelo seu centro instantaneo de velocidade nula
(Cl), definido na Unidade 1. Neste caso, podemos observar que a

equacao da energia cinética T =%mv§M +%ICM(02 pode ser modificada,

se lembrarmos da relagcdo entre velocidade angular e velocidade
tangencial v, =ro

1 1 1
T= Em(rco)2 + EICM@Z = E(mr2 + 1, )0°

Se nosrecordarmos do teorema dos eixos paralelos, definido como
I=lgy +mL* | veremos que, para o caso do centro instantaneo de
velocidade nula, a distancia entre os eixos paralelos dada por L é
exatamente o raio r, logo, Iy, =g, + ML, o que permite reescrever:

1 1
T= E(mr2 + oy J0* = §Ic'w2 |

Por conta destes resultados, a equacdo para um CoOrpo
executando um movimento geral no plano sera idéntica a primeira
definicdo de energia cinética apresentada. Ademais, devido ao fato
de a energia ser uma grandeza escalar, a energia cinética total para
um mecanismo sera a soma das energias cinéticas individuais de
cada uma de suas pegas.
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No sistema composto por duas engrenagens, mostrado a sequir, a
engrenagem A possui um raio 200 mm, massa de 10 kg e um raio
de giro de 150 mm. Ja a engrenagem B possui um raio de 80 mm,
uma massa de 2,5 kg e um raio de giro de 60 mm. Sabendo que
a velocidade anqgular de B € de w, =2,5 rad/s, determine a energia
cinética total do sistema.

Figura 3.1 | Sistema de duas engrenagens

B

Weg A

-

g

Fonte: elaborada pelo autor.

Ambos os elementos do sistema executam apenas um movimento
de rotagdo, logo, a energia cinética de translagao sera nula, a
energia cinetica total sera:

1

T= %mvéM + %ICMoo2 = EICMco2 _

Como a energia € uma grandeza aditiva, a energia cinetica total
serd a soma da energia cinética dos componentes:

1

T=T,+T, :EIACOAZ +%IBCOBZ

Analisando apenas B, vemos que a velocidade angular
0z =2,5radls, e o momento angular pode ser calculado pelo
raio de qiro:

?=| Exemplificando

JP

12
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I, =mgK,? =2,5-0,06% = 0,009 kg-m?.

Logo, aenergiade B é Ty =%IBsz :%0,0092,52 =0,028125 J.

Analisando apenas A, sabemos que nao existe escorregamento
entre as engrenagens e por isso a velocidade tangencial deve ser a
mesma para as engrenagens: V,, = Vg,

[,y =gy

o _ 150 00825

= = =1rad/s.
Iy 0,2

Analogamente a Iy 1, =m,K,? =10-0,15? = 0,225 kg-m?.
Logo, a energiade Aé T, :%IAmA2 :%0,225-12 =0,225J,

E a energia total do sistema sera:
T=T,+T,=0,028125+0,225=0,253125 J

(:z” Assimile
A energia cinética de um corpo rigido executando um
movimento geral no plano pode ser calculada pela relacao:
1 1

T = EmV(Z:M + EICMQ)Z .

Para conectar o conceito energia com o conceito de forca
apresentado na unidade anterior, devemos utilizar a grandeza que na
Fisica € denominada como trabalho, de modo a quantificar a energia

do deslocamento translacional de um corpo devido a uma forca que
age sobre ele. Matematicamente temos:

W = Ilf(r)~dF = J'F(r)cosedr,

em que W é o trabalho executado pela forca F para percorrer o
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caminho dado por r . Repare, na integral, o produto entre a forca
e o diferencial de deslocamento dr : é um produto escalar e, por
isso, ele pode ser substituido pelo produto dos modulos da forca
e do deslocamento vezes o cosseno do angulo entre a forca e o
deslocamento, mostrados na figura a seguir.

Figura 3.2 | Diagrama de forca e deslocamento para um movimento de translagdo

Fonte: elaborada pelo autor

Para uma forca que mantém uma magnitude constante ao longo
do deslocamento e em direcdo @ constante, a relacao de trabalho
e forca se reduz a:

W =F-rcoso.

Uma forca muito importante e que esta presente na maioria dos
mecanismos € a forca gravitacional. Neste caso, notamos que a forca
gravitacional, que sempre tem sentido vertical, sO realiza trabalho
guando o centro de massa do corpo se desloca verticalmente, sendo
assim qualquer que seja o deslocamento r, sobre a agcao da gravidade
rcos6 =z, em que, neste caso, z € a distancia vertical percorrida
pelo corpo.

Convencionamos também, que a for¢a gravitacional realiza
trabalho positivo quando o movimento € para baixo, logo, se em um
referencial Z = zk, onde k é o versor que aponta para cima, o trabalho
da forca peso F, Seraw =-F, z.
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?Z| Exemplificando

Um corpo de massa 10 kg, inicialmente na posicdo 7,=10i +15] -5k
deslocou-se para a posicao r, =5i +10j+10k. Qual foi o trabalho
realizado pela forca peso?

Como vimos, a forca peso apenas realiza trabalho se o deslocamento for
na direcao vnertknzal. Em nosso referencial, k aponta na direcdo vertical e
os versores j e j sdo perpendiculares a k. Logo, o trabalho realizado pela
forca peso sera:

W =—F, (240 = Zipioiar) = MY (Zpinar = Zinjesy) =10-9,8- (10— (-5)) =1470 J

Nao sao todas as forcas que atuam sobre um corpo que
realiza trabalho. Algumas, como a forca centripeta, sempre agem
perpendicularmente ao movimento e, por isso, 0 angulo entre eles
¢ de 90°, fazendo com que cos@ =0 para todos os instantes. Outra
forca, como a forca normal, atuando como resposta a uma superficie
fixa também nao ira gerar trabalho, pois o deslocamento ao longo
da forca normal € nulo. Por fim, a forca de atrito de um ponto que
nao sofre escorregamento também nao ird gerar trabalho, pois,
CoOmMo vimos, o ponto em que a forca atua € o centro instantaneo
de velocidade nula, que, como a forca normal, também nao tem
deslocamento relativo a forca.

&g& Assimile

Uma forca que desloca um corpo rigido e que faz um angulo 8 com o
sentido do deslocamento gera um trabalho dado por: W = F -rcosé.

Além do deslocamento translacional, também podemos usar o
conceito de trabalho para estudar um movimento de rotacdo em
torno de um eixo fixo. Nesse caso, o trabalho quantifica a energia
do deslocamento angular @ de um corpo devido a presenca de um
torque:

W:jrd@:jFrde,
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em que T € o torque que € igual a forca F vezes o raio (ou distancia)
r do eixo de giro. Neste caso, o produto ndo é um produto escalar,
pois pela definicao de torque a forca, F sempre estara perpendicular a
re paralela a 9, como mostrado na figura a seguir.

Figura 3.3 | Diagrama de forca e deslocamento para um movimento de
rotacao

Fonte: elaborada pelo autor.

No entanto, se o torque for constante no que diz respeito ao
angulo, teremos a relacao analoga ac movimento de translacdo com
a forca no sentido do deslocamento: W =7-0 .

p @ Reflita

Vocé ja deve ter notado inUmeros paralelos entre as equagdes
do deslocamento translacional e do deslocamento de rotacdo.
ExemploscomoasegundaleideNewtonparatranslagaovsrotacao:
F=ma vs T=Id; Energia Cinética linear vs angular: T=%mv2
VS T=%/w2,' trabalho de uma forca paralela a trajetoria vs torque:

W=F.rvsW=t-6.

Isso ndo € uma coincidéncia, mas demonstra que a maneira de
entendermos a natureza segue regras simples. Reflita um pouco
sobre isso, pois uma vez feita essa ponte entre a rotacdo e a
translacao, a compreensao destes se torna mais intuitiva.

g J

E agora, que compreendemos o que € trabalho e energia cinética,
podemos nos beneficiar de uma das leis mais basicas e fundamentais
de Fisica: a lei de Conservagdo de Energia. Trata-se de um teorema
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gue mostra a energia de um sistema isolado que nunca diminui ou
aumenta, mas permanece constante. No entanto, € praticamente
impossivel construir um sistema completamente isolado e, por isso,
devemos, para fins praticos, conhecer os limites de quando podemos
aplicar este principio. Inicialmente, podemos nos focar apenas na
relacdo conservagao de energia cinética/trabalho, desde que apenas
forcas conservativas estejam envolvidas ou que sejam predominantes.
Um exemplo tipico € a forca atrito que ndo € conservativa mas esta
presente na grande maioria de sistemas mecanicos, porém, se o
sistema envolver forcas que sao muito grandes, se comparadas ao
atrito (com o uso de lubrificantes, por exemplo), podemaos aproxima-
o ao sistema isolado inicialmente proposto. Dessa forma, podemos
escrever que:

T

inicial

+AW =T,

final '

ou seja, a energia cinética T,,,, total do estado inicial mais o trabalho
de forcas conservativas AW, que € calculada pela diferenca do
trabalho AW =W, , —W, ... que atuam de forma a levar o sistema do
estado inicial ao estado final. Estes serdo iguais a energia cinética T,
total do estado final.

Quando varios elementos de um mesmo mecanismos estao
conectados, seja por pinos, cordas inextensiveis ou por contato sem
escorregamento, esses elementos compdem um sistema que segue
O principio de conservacao mostrado.

J=| Exemplificando

O motor M, ilustrado na figura a seguir, exerce uma forca constante
F = 300 N sobre o cabo enrolado em torno da borda externa da polia,
(esta, de massa de 25 kg,) e o raio de giro em relacao a seu centro de
massa A é K = 125 mm. Partindo inicialmente do repouso, determine a
velocidade do cilindro circular de 50 kg apos ele ter deslocado a uma
distancia de 2 m. Considere os cabos inextensiveis e de massa desprezivel }
€ que Nao existe escorregamento No sistema.
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4( Figura 3.4 | Motor

Fonte: Hibbeler (2012, p. 3802).

Como nao existe escorregamento e, por isso, nenhuma perda por
atrito, podemaos analisar o problema estudando como a energia
varia:

T

inicia

AW =T,

ina

;. COMO a roda parte do repouso, ela Ndo possuli
velocidade de translagdo (v, =0) nem velocidade de rotagdo

(@i =0), logor 7, = %mvéM + %Ic,\,,co2 =0-

A energia cinética final sera a soma da energia dos varios

componentes do sistema: T, | =va2] +[1lw2j :
cilindro polia

Para a polia, © momento de inércia € dado por seu raio de giro:
I =mk®=50-0,125=6,25 kg-m?, sua velocidade angular pode ser
calculada pela velocidade tangencial da borda interna da polia:

v %
= 0=—= .
0,075

VvV =owr

int

r

int
Logo, a energia cinética final sera:

v
0,075

2
Tiner = 150v2 + 16,25( ) =580,6v2.
2 2

-
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O trabalho das forcas envolvidas sera:
AW =(F,-h) +(Fro)

peso torque .

O calculo da distancia angular promovida pelo torque pode
ser calculado pela distancia angular realizada pela borda
h 2

interna  da olia: n= =——
P 2zr,  27-0,075

=4,24 revolugdes; cada
revolucao tem 2r rad, logo, 6=2zn=26,7rad, portanto:
AW =50-9,8-2+300-0,15-26,7 =2181,5 J.

Por fim, o célculo da velocidade é:

580,6v2 =2181,5
V= M:1,94 m/s.
580,6

Finalmente, um ultimo comentario sobre os mecanismos que
iremos estudar nesta unidade. Eles sao, ate certo ponto, idealizados,
pois ignoram a forca de atrito. Essa forca, por nao ser uma forga
conservativa, fara sempre com que parte da energia transformada
em movimento se dissipe na forma de calor. Mesmo assim, as
analises apresentadas servem como uma estimativa inicial que pode
ser muito fiel.

D9 Pesquise mais

Agora que voceé ja se familiarizou com os conceitos de energia cinetica
e trabalho, consulte a secao 18.5 do livro de Hibbeler para maiores
exemplos na solucdo de problemas. Lembre-se que, como aluno de
nossa instituicdo, vocé possui acesso gratuito ao livro em sua biblioteca
virtual. Realize o login em sua area do estudante e na biblioteca virtual, e
depois cligue no link: <http://anhanguera.bv3.digitalpages.com.br/users/
publications/9788576058144/pages/383>.

HIBBELER, R. C. Dinamica: mecanica para engenharia. 12. ed. Sao Paulo:
Pearson, 2012. p. 383. (Capitulo 18, secdo 18.5).
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Sem medo de errar

Nesta unidade, vamos acompanhar a rotina de um projetista que
trabalha no porto maritimo, transportando e estocando diferentes
cargas antes de serem embarcadas. Ele acabou de receber a
tarefa de estudar uma rampa usada Nno embarque de tonéis, para
utilizacdo no carregamento de um contéiner: o sistema consiste
em um plano inclinado que permite rolar os tonéis de um plano
mais elevado para dentro do contéiner, cujo escorregamento é
desprezivel. Nesse novo projeto, o desnivel entre a plataforma
e o contéiner ¢ de h = 1 m e a distancia entre o contéiner e a
plataforma ¢ tal que o tonel tem de percorrer uma distancia de
d =4 m. O sistema que libera o tonel do alto da plataforma faz com
que ele seja liberado do repouso, e o sistema de amortecedores No
final da plataforma garante que os tonéis nao sejam danificados, se
este estiver a uma velocidade maxima de v, =5m/s e tiver uma
massa de 200 kg. Seu superior precisa que vocé determine qual
a velocidade maxima que um tonel, com dimensdes de 92 cm de
altura por 52 cm de diametro e que pode pesar até 200 kg, pode
assumir.

Essa plataforma pode ser tratada como um plano inclinado sobre
o qual um corpo rigido cilindrico com as dimensdes do tonel desliza
sem escorregamento. Sendo assim, podemos usar o principio de
conservagao de energia para calcular gual a velocidade do tonel no
fim da rampa.

T ¥ AW =T, ., analisando cada termo:

1, 1 2 : .
Toiciar = Emv,,,,.c,.a, +§ICMco,.n,.c,a, =0, pois, como mencionado, o tonel
parte do repouso €, POr iSSO, Vg = Opicies =0 -

Quanto ao trabalho da forca peso, sabemos que ele é fungao
apenas da altura da rampa:

AW =mgh=1-9,8-m=9,8-m, ndo temos o valor da massa e, por
isso, ela € mantida livre.

Por fim, a energia cinética com que o tonel atinge o final da

rampa sera:
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1

2 2 . ~

T =§mV +§lw ., poréem, como o tonel nao sofre
escorregamento, podemaos escrever que v = @r :

1 1.(vY
Tiinai :Emv2+§l(7j , para o calculo do momento de inércia,

podemos considerar nosso tonel cheio como um cilindro macico,

2
de forma que /:% ;

T —lmvz-rlmr2 v —1mv2+lmvz—§mv2 t
final — r) 2 4 2 , O que maostra

que o problema independe do diametro do tonel. Para o tonel

cheio, teremos:

Tinicia/

+AW:T,,.na,30+9,8m:%mv22v:3,6m/s, e, de fato, o

sistema independe da massa do tonel.

E, dessa forma, vemos que o sistema de amortecimento ndo tera
problemas em parar o tonel.

! Atencao

Maquinas simples como polias, alavancas ou planos inclinados ndo
reduzem a energia para a execuc¢ao de um trabalho. Repare que no
prolema anterior o comprimento do plano inclinado ndo modifica nem o
trabalho da forca gravitacional nem a velocidade final do tonel.

Avancando na pratica

Montanha-russa com atrito
Descricao da situacao-problema

Em um projeto para a construgcao de uma Montanha-russa, deve-
se determinar a altura e extensao da primeira rampa necessarias para
atingir-se uma determinada velocidade maxima. Para tanto, sabe-se
que a massa do carrinho ¢ m=1200 kg, a velocidade maxima do
carrinho desejada deve ser v =110 km/h e que, durante a primeira
queda, existe uma perda de aproximadamente 9,5% na velocidade
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devido ao atrito e resisténcia do ar. No que diz respeito a extensao
da rampa, o departamento de engenharia civil determinou que a
inclinagdo desta deve ser de 37°. Sendo assim, determine qual o
comprimento da rampa que eleva o carrinho e permite alcancar a
velocidade encomendada. Considere também que o trem inicia a
descida com uma velocidade inicial tipica de v=6 m/s.

Resoluc¢do da situacao-problema

Podemos calcular a altura necessaria para alcancarmos a
velocidade encomendada. Como mencionado, estima-se que
a velocidade real seja 9,5% menor que a velocidade ideal, sendo
assim, a altura h necessaria para alcancar a velocidade pode ser
calculada pelo principio de conservacao da energia durante a
descida, tomando-se qual seria a velocidade em um sistema ideal:

T + AW =T, 0 carrinho ndo esta girando, logo, a componente
o =0 e, portanto, a energia cinética s6 depende da velocidade de

translacdo do sistema:
2 2
m Vinicia/ + mgh — m Vﬁnal
2 2
Viinal =110-1,095=120.45 km/h =33.45 m/s é g velocidade do carrinho

onde

em um sistema ideal sem atrito

Vina: — Vil 33,15

h _ _final inicial

29 20

=5417 m.

Por fim, com uma inclinacdo de 37° sugerida pelo departamento
de engenharia civil, para calcular o comprimento d da rampa:

Figura 3.5 | Rampa

Fonte: elaborada pelo autor.
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sin37° :ﬁ:d:ﬂ
d sin37°

Sendo assim, precisamos de uma rampa de comprimento

=90 m

d =90 m com uma inclinacdo de 37° que eleva o carrinho até uma
altura h=54,17 m.

Faca valer a pena
1. A Energia Cinéticade ________ é fungdo do momento angular e da
______________ e é definida pela relagdo: T =% @’ . A Energia Cinética
de translagao é funcdo da _______ e da velocidade de translagcao, e é

definida pela relagdo: ______ . O trabalho feito por uma forca
que faz um angulo @ com a trajetoria do corpo pode ser escrito como:

Leia o texto acima e selecione a alternativa que melhor completa as lacunas:

a) giro; velocidade centrifuga; massa; T=mv ; U =F -rcos0.

~ - . o 1
b) rotagdo; aceleragdo centripeta; inércia; T ZEngM s U=F-rsinf.
c) giro; aceleragdo angular; massa; T =mgv, : U=Fcosh.
d) queda; velocidade; massa; T =mvcos6O ; U=F-r.

. 1

e) rotacdo; velocidade angular; massa; T = EngM ;U=F-rcos@.
2. Uma polia dupla consiste de dois cilindros com didmetros diferentes,
porém, solidarios, conforme mostrado na figura a seguir. Este sistema

tem uma massa total de 25 kg, um raio de giro em relacio a seu centro
k =0,24 m e giraauma velocidade angular de 20 rad/s, no sentido horario.
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Figura 3.6 | Polia dupla
o =20 rad/s

p

Fonte: Hibbeler (2012, p. 378).

Determine, para o caso mostrado na figura, a energia cinética do sistema.
Suponha que ndo existe deslizamento entre os cabos e a polia.

a)871J.

b) 1000 J.

c) 700 J.

d) 728 J.

e) 694 J.

3. Um homem com massa de 75 kg estd agachado na extremidade do
trampolim, como mostra a figura a seguir. Nessa posicao, o raio de giro
em relacdo a seu centro de gravidade é K = 36 cm. Enquanto mantém sua

posicdo em O =0°, ele gira em torno da ponta dos pés em A, até perder
contato com a plataforma, quando 0 = 90°.
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Figura 3.7 | trampolim

S

Fonte: Hibbeler (2012, p. 378).

Se ele permanece rigido, determine a quantidade de revolugdes completas
realizadas antes de atingir a dgua, apds uma queda de 9 m.

a) 1 revolugdo.

b) 2 revolugdes.
c) 3 revolugdes.
d) 4 revolugdes.
e) 5 revolugdes.
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Secao 3.2

Momento angular e momento linear

Dialogo aberto

Nos estudos feitos até entdo, ja compreendemos grandezas
como forca e energia e solucionamos problemas. No inicio
da unidade, vimos que o trabalho de uma forca contribui para a
energia de um sistema, respeitando um dos fundamentos da fisica
conhecido como principio de conservacao da energia. Nesta secao,
veremaos COmo essa energia € entregue No tempo, ou seja, Como O
trabalho de uma forca aplicada ao longo do tempo se expressa No
que chamamos de poténcia.

Essa analise também servira como ponte para analises distintas
das que ja vimos. Em problemas onde a velocidade de um corpo
rigido € constante e, portanto, a soma das forcas € nula, essa
compreensao pode nao ser suficiente para uma analise completa.
Devemos analisar o sistema através de algo que chamamos de
guantidade de movimento (ou momento).

Sendo assim, nesta secdo, veremos como duas grandezas
denominadas como momento linear e momento angular podem, a
partir de mais um principio fundamental de conservacao, ser usadas
para solucdo de problemas.

No entanto, antes de comecarmos nossa secao, Nao podemos
esquecer de verificar mais um dia de trabalho de nosso projetista
gue, em seu mais recente projeto, esta responsavel por modelar e
calcular os detalhes para a construcao de um sistema de transporte
e embarque de cargas. Até agora, ele calculou alguns dos fatores
para embarque de toneis dentro de contéineres atraves de uma
rampa. Todavia, nosso trabalho ainda esta longe de estar finalizado;
depois de armazenados em contéineres, 0s toneis devem ser icados
e transportados por um guindaste e, por isso, seu chefe precisa que
vocé determine qual a poténcia do motor necessaria para icar um
contéiner cheio de tonéis.
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Nao pode faltar

Dando continuidade ao que aprendemos na secao anterior,
podemos estudar ndo sO como uma forca executa trabalho, mas em
que taxa ele € executado, ou seja, podemos definir o conceito de
poténcia P

P=%(W)=%Uﬁ(r)-df]

emque F éaforcaqueexecutaotrabalhoe I éocaminho percorrido
pelo corpo rigido. Essa grandeza, no Sistema Internacional, tem

unidades de kg'amzzi, ou simplesmente Watt, abreviado por w .
S S

Analogamente a secado anterior, quanto a uma forca constante ao

: driz, -1 drz - .
longo do caminho, teremos P:EUF(r)'dr]:E[F'r]' E, finalmente,
se essa forca constante faz um angulo 6 com o deslocamento,

podemaos reescrever:

P:i(F-d-cose):F~coseg(d):F-v-cose,
dt dt

Ou seja, a poténcia sera o produto da forca pela velocidade vezes o
cosseno do angulo entre eles.

Ndo podemos nos esquecer de corpos efetuando um movimento
derotacdo, nesse caso, para um corpo rigido girante a uma velocidade
angular @, sobre a acao de um torque T constante, a poténcia do
trabalho gerado pelo torque serd: P=71.@ .

@ Reflita

Notou mais esse paralelo entre as equacdes do deslocamento
translacional e do deslocamento de rotacao? Poténcia de uma
forca paralela a velocidade vs a poténcia de um torque: P=F -v
VS P=1-, cOnsegue se lembrar de algo semelhante nas secoes
anteriores?
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- ?=| Exemplificando

No sistema mostrado a seguir, um torque M=5N-m ¢ gplicado
na engrenagem B, no seu eixo (em seu centro). B esta ligada a
engrenagem A e ambas giram com velocidade angular constante,
pois o eixo da engrenagem A oferece resisténcia, gerando um torque
de igual intensidade, mas sentido oposto. A soma dos torques que
agem no sistema € nula, ou seja, o sistema esta em equilibrio com
o, =10 rad/s . Qual a poténcia do trabalho aplicado em B?

Figura 3.8 | Sistema de engrenagens

ry = 250 mm

Fonte: Beer (2009, p. 1.093).

Para o calculo da poténcia da forca em B, podemos usar a relacao
de poténcia de um torque em um corpo girando: P, = Ma, .

Para o calculo de o, podemos relacionar a velocidade angular
das engrenagens pela velocidade tangencial destas, que deve ser

amesma, [0go: vy, =Vy = 0, =05, o, = 2%
rB
Substituindo na expressao para a poténcia, teremos, enfim:
P, = Mo, = m2% ~5.92510 o5y
Iy 0,1
\ J

Isso nos mostra que, de forma geral, podemos entender o
conceito de poténcia como o quao rapido o trabalho de uma forca é
realizado, ou seja, quanto mais rapido for realizado um trabalho e, por
isso, alterado o estado energético do sistema, maior sera a poténcia
do sistema.
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0"’ Assimile
A poténcia do trabalho de uma forca linear € dada pela relacdo:
P=F.v-.cosf.

Ao mesmo tempo, a poténcia do trabalho de um torque ¢ dada pela
relacio: P=7-w.

Em ambos os casos, a grandeza de poténcia no Sl terd unidades de J/s,
ou simplesmente Watt, abreviado por W.

Como vimos, € comum encontrarmos Corpos que, mesmo com
a atuacao de diversas forcas, mantém-se em um estado de equilibrio
estatico ou dinamico, pois a forca resultante € nula, assim como a
aceleracao.

Matematicamente, nao existe diferenca entre duas esferas
colidindo sobre uma mesa sem atrito (onde a forca peso e a forca
normal se cancelam) ou duas esferas colidindo livremente no espaco
(em um local onde nao existam forcas atuando). Em ambos os casos
as esferas vao realizar um movimento plano.

Nos casos de equilibrio estatico e dinamico, podemos analisar o
sistema por meio de outra grandeza vetorial denominada quantidade
de movimento ou momento, a qual, assim como a energia, tambem
segue um principio de conservacao. Existem dois tipos de momentos
que se aplicam aos dois tipos de movimento estudados. O momento
linear L trata da guantidade de movimento translacional e pode ser
calculada pela relacao:

L=mv,,.

em que m € a massa do Corpo e Vg, a velocidade do centro de
massa do corpo. Por ser uma grandeza vetorial, ela € dotada de
magnitude, sentido e direcdo, alem de possuir unidade kg-m/s no
Sistema Internacional (SI).

Em uma primeira impressao, podemos entender o momento
linear de um corpo como a quantificacao da Primeira Lei de Newton
ou Lei da Inércia. Essa lei diz que um corpo mantéem seu estado de
movimento a menos que uma forca seja aplicada sobre ele, ou seja,
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se tivermos dois corpos com a mesma velocidade eles irao manter
essa velocidade, a menos que uma forga aja de forma a modificar
tal condicédo. Caso ocorra uma interacao entre os dois corpos,
observamos que O Corpo Com maior massa sera mais resistente a
uma mudanca, pois, quantitativamente, 0 momento linear do corpo
mais pesado lhe confere uma maior inércia.

O momento linear possui uma caracteristica aditiva na qual
podemos definir o momento linear de um sistema, como a soma dos
momentos lineares de seus componentes. Além disso, e ainda mais
util para solucdo de problemas, observamos que 0 momento linear
também possui um principio de conservacdo proprio. E possivel
afirmar que o momento linear total de um sistema isolado sempre
se conserva:

z Eantes = Z Edepois '

?Z| Exemplificando

Um projétil de 10 kg, mostrado na figura abaixo, se move com uma
velocidade de 30 m/s, até que explode em dois fragmentos, A e B, de
massa 2,5 kg e 7,5 kg, respectivamente. Imediatamente apos a explosao,
observou-se que os fragmentos se moviam em direcdes definidas
respectivamente por 6, =45° e 6, =30°. Determine a velocidade de cada
fragmento imediatamente apos a explosdo. Considere: cos45° =0,707 ;
sin45° =0,707 : cos30° =0,87 : sin30° =0,50 .

/\,\
2,5 kg
s

Figura 3.9 | Projétil explosivo

7~A
vg = 30 m/s
# 7 9{.\
1 ke y—————— -0(\
~ 63 B
7,5 kg \

Fonte: Beer (2009, p. 869).
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4 Resolucdo

Na descricao do problema ndo € mencionada a acao da gravidade,
por isso, podemaos assumir que, No problema, a gravidade que atua
sobre o projéetil € ou inexistente ou muito pequena e desprezivel,
se comparada as forcas originadas na explosao e, portanto, pode
ser desprezada. Aléem disso, também podemos identificar que a
explosdo do projetil so envolve forcas internas, pois o centro de
massa do sistema deve permanecer na mesma trajetoria. Sendo
assim, a forca resultante que age sobre o sistema € nula e podemos
analisar o problema por sua quantidade de movimento. Segundo
O principio de conservacao do momento linear:

z Lam‘es = Z Ldepois ,
antes temos apenas um projétil movendo-se na direcdo i :
ZEanIes = mvoi =10-30/ =300/ ,

depois temos os projeteis A e B que contribuem para © momento
final ZLdepois =L, +Ly.

L, el possuem componentes | ef que podem ser calculados
projetando-se as velocidades de saida:

Ly=my,=m,(v, cos@Af+vA sinOAf)

[, =25 v,(cos45°] +sin45° /) =v,(2,5-cos45°] +2,5-sin45° )
L, =v,(\771 +177])

L, =mgv, = my(v, cosO,l — v, sinfy))

L[, =7,5v4(cos30°/ —sin30° ) =v,(6,49] —3,75))

Logo, a equacao de conservacdo de momento linear sera:
Z Lantes = Z Ldepois

3007 +0/ =v, (177 +1,77/)+v,(6,49] —3,75]), analisando cada
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4 direcao separadamente teremos:’
177v,j —3,75v,j = 0]
1,77v,/ +6,49v,/ =300 '

resolvendo para Vg

3,75V, +6,49v, =300 = v, = 29,30 m/s_

resolvendo para v,

- 3,75v, _3,75-29,30 — 62,08 m/s -
177 177

Paralelamente, o outro tipo de quantidade de movimento que
se aplica a corpos rigidos, executando um movimento de rotacao
em torno de um eixo fixo, € o momento angular. Analogamente ao
que temos visto ao comparar as equacdes de translacao e rotacao,
podemaos escrever o momento angular matematicamente como
H=1é, em gue H é o momento angular dado pelo produto do
momento de inércia | vezes a velocidade angular o. Novamente,
lembre-se que essas grandezas dependem nao so da distribuicdo de
massa do corpo como principalmente da posicao do eixo de giro.
Dito isso, no Sistema Internacional, © momento angular também sera

expresso em kg-m
S

Prosseguindo da mesma forma como para 0 momento linear,
vemos que o momento angular € uma grandeza aditiva e gue tambem
segue um principio de conservac¢ao que pode ser usado na solugao
de problemas. Sendo assim, para um sistema isolado, na auséncia de
forcas externas, podemos escrever:

Z I:I antes Z I:Idepois .

J=| Exemplificando

Duas esferas solidas de raio 100 mm, pesando 1 kg cada, estdéo montadas
em A e B sobre a barra horizontal A' e B', como mostrada na Figura }
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N
( 3.10. Essa barra gira livremente em torno de seu eixo vertical com uma
4 velocidade angular @ = 6 rad/s no sentido anti-horério. Inicialmente, as
esferas sdo mantidas no lugar por uma corda inextensivel que se rompe
subitamente. Sabendo que o momento de inércia da barra girando no
eixo é I, =0,4 kg-m?, determine a velocidade angular da barra apos as

esferas atingirem as suas extremidades (posicdes A' e B').

Figura 3.10 | Barra e esferas

600 mm
H".‘-

600 mm
100 mm 100 mm

N

Fonte Beer (2009, p. 1.113).

Considere: momento de inércia de uma esfera de massa m e raio r €

2 5
Iesfera = gmr :

Teorema dos eixos paralelos: | =1, + md®.
Resolucao:

Como a soma das forcas que agem no sistema € nula, devemos usar o
momento angular para analisar o problema. Pelo principio de conservagao
do momento angular:

ZHantes = szepois , analisando cada instante separadamente:

ZHantes =H,+H, +Hg, como todo o sistema mantéem a mesma
velocidade angular J}
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<4 zHantes =l,w+1,0+130 tanto para I, e I;, 0 momento de inércia
serd 0 momento de uma esfera solida que gira em torno de um eixo
deslocado, logo, usando o teorema dos eixos paralelos:

ly=1g =1y +md? :gmrz +md? =§‘1-0,12 +1-0,7 =0,014 kg-m?
Logo:
lelan,es =o(l, +1,+1;)=6(0,4+0,014 +0,014) = 2,568 kg-m/s.

Ja no instante posterior, temos:

ZHdepois = Hb + HA' + HB' = Cl)'(lb + IA' + IB) em que o momento
de inércia de |, e I, pode ser calculado tambem utilizando o teorema
dos eixos paralelos:

Ly=lg =1, +md? =gmr2+md'2 =g1-0,12+1«0,62 =0,364 kg-m?.
5 5

esfera

Logo:

ZI:Idepo,s ='(0,4+0,364 +0,364)=11280".

Por fim, o principio de conservacdo do momento angular permite
escrever:

z F’antes = Z Fl depois

2,568 =11280w"'= 0'=2,28 rad/s.

O momento linear de um corpo rigido € dado por:

L=mv,,.

O momento angular de um corpo rigido é dado por:

H=lo.
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Por fim, para um movimento geral no plano, constituido pela composi¢do
de um movimento de translacdo e de um movimento de rotacdo, devemos
destacar que, apesar de terem a mesma unidade, © momento linear nao
soma com 0 momento angular, fazendo destas grandezas independentes.
Com isso, calcula-se a quantidade de movimento de um corpo rigido para

L=mvg, .

uma trajetoria no plano geral de forma independente:{
H=lwo

EL?' Pesquise mais

Para aprofundar-se no assunto estude o material: HIBBELER, R. C.
Dinamica: mecanica para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo: Pearson,
2012. p. 385 - 406.

Sem medo de errar

Como mencionado, nosso projetista, que trabalha no porto, foi
recentemente envolvido no desenvolvimento de um sistema para o
transporte de carga. Nesse contexto, seu chefe acabou de lhe pedir
para que vocé dimensione, ou seja, calcule qual a poténcia do motor
gue serd usado em um guindaste que ficara no patio executando
tarefas diversas. De qualquer forma, esse guindaste de polia simples
devera icar contéineres carregados, cuja carga deve alcancar o
peso aproximado de 32.000 kg. Exatamente por isso, o guindaste
deverd ser capaz de icar massas (cargas + contéiner + margem de
seguranca) de pelo menos 36.000 kg. Além disso, espera-se que O
guindaste trabalhe com uma velocidade constante no icamento de
aproximadamente 1 m/s e com uma eficiéncia mecanica de 90%.
Também, existe a possibilidade de se trabalhar com um guindaste que
possui uma polia movel, além da polia simples. Qual a poténcia do
motor para esse caso, mantendo a mesma velocidade de 1 m/s para
o icamento? Seria interessante trabalhar com mais polias moveis?

Sabemos que a carga ira subir com uma velocidade constante,
logo, a forca de tracdo T, que puxa a carga para cima, sera
contrabalancada por outras forcas de sentido contrario e mesma
magnitude. Para um sistema ideal, de apenas uma polia, toda a forca
peso € apenas redirecionada e, portanto, a magnitude da tracdo do
motor deve ser igual a magnitude da forca peso.
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T

ideal —

P
Ao mesmo tempo, todo o sistema do guindaste tem uma
eficiéncia mecanica de 90 %, isso implica que a performance da
tracdoreale T, =0,9.T.l0go: 09.T=P
P 36000-10

T=— =220 _ 400000 N
0,9 0,9 :

Sabendo a forca do motor, podemos calcular a poténcia do
trabalho realizado:

W=F. V, no caso do guindaste, a forca e o deslocamento estio
sempre paralelos

W =F.v =400000-1=400 kW .

Para o caso de uma polia dupla, temos um fator de vantagem
mecanica n que € igual ao numero de polias moveis. Esse fator
divide a forga peso que € transferida para o motor: T, =—

n

P 36000-10
0,9-n 0,9-2
Porém, este mesmo fator faz com que a velocidade de icamento

=200000 N .

seja a metade da velocidade com que o motor aplica a forca:

\7, — Vmotor
icamento n
Vmotor = nvigamento = 2 ' 1 = 2 m/S .
Logo, a poténcia do motor deve ser:

W =F.v=200000-2 =400 kW .

Como visto, o numero de polias moveis ndo vai alterar a poténcia
necessaria. Como podemos reduzir a poténcia necessaria? Feitos
estes calculos, vocé agora tem uma compreensdao melhor para
dimensionar a poténcia do motor. Depois de levar esse resultado,
seu chefe percebe que as especificacdes para © motor sao muito
altas e te pergunta se e possivel usar um motor com menor poténcia.
Qual seria a sua resposta? Para o nosso projetista, gracas a sua
compreensdo do sistema, ele responde que, alterando a velocidade
de icamento é possivel diminuir a poténcia do motor. Com isso,
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ele percebe que ter uma compreensao das variaveis que de fato
interferem no resultado € melhor que ter uma simples resposta de
Sim ou nao.

! Atencdo

Maquinas simples como polias, alavancas ou planos inclinados reduzem
a forca necessaria para a execug¢ao de um trabalho. Poréem, isso tem um
preco, que € a distancia percorrida. Vocé pode entender isso cOomo uma
consequéncia do principio de conservacdo de energia da secao anterior.
Em nosso exemplo, escolhemos manter a taxa, ou velocidade, com que
gastamos essa energia, logo, a poténcia também sera a mesma.

Avancgando na pratica
Volante
Descricao da situacao-problema

Uma engenheira mecanica trabalha em uma industria e precisa
analisar a sequranca da operacao de um mecanismo com o esbog¢ado
na Figura 3.11. Ele € composto de uma barra de 5 kg, que esta presa a
um curso de massa desprezivel em A e a uma roda em B. A roda tem
uma massa total de 10 kg e raio de giracao de 200 mm. Sabendo que,
na posicao mostrada na figura a seguir, a velocidade angular da roda
€ w=60rpm, girando no sentido horario, determine a velocidade
angular da roda quando o ponto B esta diretamente abaixo do eixo
de giro desta.
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Figura 3.11 | Volante

B

240 mm

Fonte: Beer (2009, p. 1.105).

Resolucao da situacao-problema

O sistema se encontra em equilibrio e, por isso, pode ser
analisado em termos de sua quantidade de movimento. Para
encontrar a velocidade, podemos analisar © momento angular do
sistema e utilizar o principio de conservacdo do momento angular
para analisar © momento mostrado na figura e © momento no qual
queremos determinar a velocidade:

2 Hanes = 2 Haepis, N0 primeiro momento a roda estd girando
com uma dada velocidade angular e a barra tambem esta girando
em torno do ponto A

zHantes = lyara®sama + lroda®ro0a precisamos entao determinar a
velocidade angular da roda em respeito ao ponto A. Pelo diagrama
dindmico podemos observar que:
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Figura 3.12 | Decomposicdo de velocidades no volante

Fonte: Beer (2009, p. 1.105)

V, =wrcosé, em que V, € a velocidade tangencial da barra,
® é a velocidade angular da roda (@ =60 rpm=1rad/s), r é o raio
da roda (240 mm) e cosO ¢é angulo da barra no instante mostrado
na figura. Para o calculo do angulo podemos usar a geometria do
mecanismo mostrados na figura:

240 . (240
in0 =—— =60 =arcsin| — |=0,34 rad i
s 720 = (72()] , logo a velocidade

tangencial da barra sera:
v, =wrcosf =1*0,24*cos0,34 =0,23 m/s, a velocidade

angular da barra sera proporcional a velocidade tangencial
V, = Ol = Oporra :f :0:? =0,31rad/s, logo:
zHames = para®para + oga®@roqa . © MoOMento angular da barra &

calculado pzelo raio de giro: | =mk?® e o momento da barra é dado

por: /:%

L2 5.0,722
3

Z:I:Iames =M, K 0,05 + mb"’é'a Oprg =10-0,2% -1+ -0,31=0,667 kg-m* .
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O momento angular depois sera:

ZHdepols :I barra w barra+l roda o roda « porém no exato inStante em

que B passa sobre o eixo ', . =o' o', logo:

roda —

Ik 5.0,72

> s = Mok’ + 2= 5= 10.0,2° + ~1,2640'
3

Por fim, a velocidade angular sera:
> Hones = D Haopos = 0,667 =1,2640" = o' = 0,527 rad/s.

Com essa informacao em maos, a engenheira pode tomar
decisbes no que se refere a seguranga da instalacao atual do
equipamento na industria.

Faca valer a pena

1. Ataxacomaqualuma _______ realiza trabalho se traduz na grandeza
denominada poténcia. No sistema internacional, essa grandeza € dada em
________ . O momento linear avalia a quantidade de movimento de um
corpo rigido executando um movimento de .O

quantifica a quantidade de movimento de um corpo rigido executando uma
rotacdo entorno de um eixo fixo. Na auséncia de uma forga resultante, tanto
o0 momento linear quantooangularsao ___________.

Selecione dentre as alternativas a seguir a que melhor completa as
afirmacgdes apresentadas no enunciado acima:

a) forca; Newton; rotacdo, precessao, constantes.

b) forca; Watt; translagdo; momento angular; conservados.
c) carga; Watt; queda; impulso; iguais.

d) massa; Newton; precessdo; rotacdo; iguais.

e) massa; Coulomb; giro; momento linear; conservados.

2. Um veiculo espacial de massa 200 kg é monitorado de forma que em
t = 0 sua velocidade ¢ V, = 150i m/s. Neste, logo depois, explosivos sdo
detonados e a nave se separa em trés pedacos, denominados A, B e C, de
massa 100 kg, 60 kg e 40 kg, respectivamente.

Sabendo que no tempo t = 2,5 s a posicdo observada para as partes A e
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B foi r, = 5551 —180 + 240k e ry = 255i — 120k , determine a posicio do
pedaco C e selecione dentre as alternativas a seguir a que melhor representa
sua resposta.

a) T, =235/ —160] + 712k
b) 7, =95/ —561] + 349k
c) 7. =105/ — 450 + 420k
d) 7, =117/ —395] + 510k.

e) 7. =87 —411] + 399k .

3. De acordo com a figura ilustrada a seguir, temos um vagdo ferroviario
que possui uma massa de 20 Mg e este esta se movendo a uma velocidade
de 3,6 km/h. Ele é acoplado a um outro vagdo ferrovidrio que possui uma
massa de 40 Mg e que estd em repouso, com as rodas travadas com
coeficiente de atrito 14 =0,30.

Figura 3.13 | Vagédo ferroviario

Fonte: Beer (2009, p. 821).

Determine a distancia que a composicao deve percorrer até parar. Selecione
dentre as alternativas a que melhor representa sua resposta.

a) 2,8 mm. d) 210 mm.
b) 5 mm. e) 57 mm.
c)1,9m.
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Secao 3.3

Trabalho e a conservacao de energia

Dialogo aberto

Ola estudante! Até aqui, nossos estudos da dinamica de corpos
rigidos nos levaram a considerar os conceitos de forca e momento,
de forma independente. Nas secdes anteriores aprendemaos
metodos interessantes para analisar sistemas em equilibrio. No
entanto, sistemas e mecanismos reais sofrem constantemente a
acdo de forcas externas, saindo do equilibrio. E por isso que agora
aplicaremos o chamado principio de impulso, no contexto de
COrpos rigidos.

Com ele, veremos que a quantidade de movimento pode ser
maodificada na presenca de uma forca externa ndo equilibrada, o
que concilia os conceitos de forca e quantidade de movimento.
Isso, além de fechar nossa unidade, permite dizer que alcancamos
um formalismo completo do movimento de um corpo rigido em
um plano. Teremos aplicado os principios chave da mecanica de
Ccorpos rigidos: o principio de conservacao de energia, O principio
de conservacao de momento e o principio do impulso.

Para nosso projetista, isso significa que sua proxima tarefa logo
sera finalizada. Apos quantificar a poténcia necessaria para um
guindaste icar uma carga, vocé estara proximo de finalizar o projeto.
De acordo com o solicitado por seu gestor, falta apenas calcular
a resposta do sistema de seguranga deste mesmo guindaste.
Por isso, vocé deve analisar o freio de seguranca, determinando
principalmente o tempo de resposta e qual o deslocamento da carga
icada, no caso de uma perda catastrofica de tracdo. Talvez essa seja
uma de suas tarefas mais importantes, afinal, ninguém deseja que
um sistema de emergéncia precise ser acionado, mas vocé deve se
certificar que a seguranca de seus funcionarios nao sera colocada
em risco. Com isso, o projeto do sistema de transporte de cargas do
porto ja esta na reta final, ndo € mesmo? Vamos (3.
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Nao pode faltar

Sabemos que em muitos mecanismos, em algum momento o
sistema devera estar sujeito a alguma forca que mudara seu estado
de movimento. Para entender o que ocorre nesse caso, podemaos
recorrer ao conhecimento acumulado na Unidade 2, que envolvia a
descricao da acao de forcas. No entanto, em uma situacao realista
nao € possivel conhecer todas as forcas que atuam no sistema, nem
como elas variaram em cada instante de tempo, ao menos com a
precisdo necessaria.

Para a maioria das aplicacdes, queremos apenas entender como
a presenca da forca modificou o estado de movimento do sistema,
e ¢ possivel fazer isso analisando apenas o antes e o0 depois da acao
da forca. Para essa analise, entdo, podemos utilizar um conceito
conhecido como principio de impulso e quantidade de movimento.

Esse método combina a equagcao de movimento da dinamica e o
conceito de quantidade de movimento. Assim, a equacao resultante
possibilita uma solucao direta para problemas envolvendo forca,
velocidade e tempo.

Retomando a Segunda Lei de Newton que estudamos na Unidade
_ ~ dv
2, podemos reescrever ZFzmazmd—‘;, dado que a massa de um

corpo rigido em muitas aplicacdes é constante, teremos a relacao:
- d,  _
> F=—(mv),
dt

em que z,f € a soma das forcas que agem sobre o corpo cuja
intensidade pode variar de forma desconhecida ao longo do tempo;
m é a massa do corpo rigido e v, a velocidade do centro de massa
do corpo rigido. Note que a equacao apresentada € uma equagao
vetorial e, portanto, depende do sistema de coordenadas.

Multiplicando ambos os lados da equacao por dt : Z/Edt = %(mV)dt

Com essa multiplicacao, estamos descrevendo a resposta da
forca dentro de janelas temporais extremamente pequenas. Lembre-
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se que a grandeza impulso € definida como o produto da forca por
um intervalo de tempo. E o impulso afeta diretamente 0 momento
linear (mv ) do centro de massa do sistema, como indica a relacdo
anterior.

Para obter o resultado exato, precisariamos somar todas as forcas
gue agem sobre o corpo em um determinado instante de tempo. Seria
algoanalogo asomarasforgasdentrode um filme onde, em cada cena,
podemos desenhar o diagrama de forca e calcular a soma das forcas,
com isso, ao final do filme teremos um combinado dessas diversas
cenas que chamamos de impulso. Essa analogia € exatamente o que
€ uma integragdo t=t quando mv=(mv), ... a t=t quando

inicial * final "

mv =(mv) integrando no tempo em ambos os lados:

final *

thinl . tings d =
| X Fdt= Ia(mv)dt.

t;

inicial

t,

inicial

Utilizando o teorema fundamental do calculo do lado direito da
equacao, em que observamos a integral de uma derivada:

tinal - -
Z J. Fdt=m (V)ﬁnal -m (V )inicial ,

tinicial

Esta equacdo, que tem unidade no S| de kg-M  descreve o
S

chamado principio de impulso e quantidade de movimento, o qual

estabelece que a soma dos impulsos criados pela soma das forgas (

tinai

> j Fdt) que agem sobre um corpo rigido durante um intervalo de
tinicial

tempo (L — tima) € igual a variacdo da quantidade de movimento

do corpo dentro deste mesmo intervalo (M(V ) =MV )ea ). COmo

ate o momento estamos analisando mecanismos contidos no plano,

a equacao vetorial do principio de impulso pode ser reescrita como

um conjunto de duas equacdes escalares independentes:
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tinal

m(vx )inicial + z .[ det = m(vx )ﬁnal
Linicial
tﬁna/

m(vy )inicial + z I Fydt = m(Vy )ﬁna/

tinicial

ou simplesmente:

L, +AJ, =L

Xinicial

L, +AJ, =L

Yinicial Yfinal

Xfinal

em que L € o momento linear e AJ, a soma dos impulsos que agem
sobre o corpo. O impulso tem unidades, no sistema internacional,
de kg-m/s, a mesma unidade para © momento angular o qual é
dimensionalmente equivalente.

Note que as duas equacdes foram arranjadas de maneira bastante
intuitiva: somando o momento linear inicial com o impulso dado,
obtemos o momento linear final do sistema.

De forma analoga podemos rever o conceito de energia e trabalho,
apresentados na Secao 3.1. Ela também se referia a uma mudanca de
estado devido a acdo de uma forca externa, sendo assim, a forma
T +AW =T, .., serve como paralelo para a teoria apresentada. A

energia cinética inicial somada ao trabalho aplicado sobre o sistema
resulta na energia cinética final.

Dando continuidade, devemos abordar os casos quando o corpo
nao esta transladando, mas sim executando um movimento de
rotacao em torno de um eixo fixo. Para esses casos, podemos fazer
uma deducao semelhante a apresentada, dado que 0 momento de
inércia de um corpo também ndo varia em muitas aplicacdes, sendo
assim:

d
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em que ZM € 0 somatorio dos torques gue agem sobre O COorpo
de momento de inércia dado por | e velocidade angular @ . Assim,
da mesma forma que foi apresentada para o momento linear,
podemos escrever uma relacdo que descreve o principio de impulso
e quantidade de movimento para rotacdes na forma:

tﬁnal
101 + Z _[ Mdt =1 Ofinay |

tinicial

ou simplesmente:

H inicial T AY = H final
em que H é o momento angular e AY, a soma dos impulsos
angulares que fazem com que o corpo rigido altere seu estado de
rotacao em torno de um eixo.

&z” Assimile
Lembre-se que assim como o momento de inércia, © momento angular

e a velocidade angular, os impulsos angulares devem ser definidos como
funcao de um mesmo eixo de rotagao.

De qualquer forma, a deducao apresentada nao exclui outras
definicbes de momento angular apresentadas na secdo anterior,
onde o momento angular tambéem podia ser calculado pela equacao:
H=Lr .onde L é momento linear aplicado na extremidade de um
braco de comprimento r . O resultado € idéntico.

Por fim, como ja vimos nas secdes anteriores, podemos estender
nossa analise utilizando o principio deimpulso para um corpo executando
um movimento geral, utilizando as duas equacdes do movimento
translacional em conjunto com a equacao do movimento de rotacao
em torno de um eixo fixo.

Xinicial + AJX - Lxﬁnal
Yinicial + AJy = Ly final
Hioiar + AY = Hypgy
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- ’=] Exemplificando

Uma bobina de 100 kg e com um raio de giro de k = 350 mm é mostrada
na figura a seguir; nela, um cabo e enrolado ao longo de seu cilindro
interno, por meio do qual uma forga variavel de f = (t+10)n € aplicada,
em que t € dado em segundos. Considere que a bobina esta inicialmente
em repouso e que pode rolar sem escorregamento. Determine sua
velocidade angular apos 5 s.

Figura 3.14 | Bobina

F=(t+10) N

Fonte: Hibbeler (2012, p. 405).

Utilize a relacéo | = mk2 para o calculo do momento de inércia. Para a
solucao do problema, devemos analisar seu diagrama de forcas:

Figura 3.15 | Diagrama de forcas

K Fonte: Hibbeler (2012, p. 405). J
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|

Do diagrama de forgas, podemos utilizar o principio de impulso e escrever
as equacoes:

+AJd, =L
Xinicial JX Xfinal
+AJ, =L . . . :

Y inicial y Yina , aSSUMINAO O eixo da propria bobina como

H iniiar +AY = H final
ponto de giro e relembrando que ela sai do repouso e, por isso, as
quantidades de movimentosiniciaisséonulas: L, =L, =H, . =0

Xinicial Yinicial Inicia.
AJ, =L
X Xfinal

AJy = Lyﬁnal ,além disso a bobina ndo executa nenhum deslocamento

AY =H

final

ao longo do eixo Y e, por isso, ele tambem ndo apresenta momento ao
longode y.

AJX = Lxﬁnal
AJy =0 , rescrevendo os impulsos na sua forma integral, em que
AY = Hﬁna/

tinicial = 0 € tfinal = 5

5 5 5
Y [Fdt=m(v, )., = [Fdt = [Fydt =m(v, )y,
0 0 0

5 5 5 , 0O momento de
> [Fdt=0= [N,dt-[Pdt=0
0 0 0

5 5 S
> [ Mdt = loy,, = [F-rdt+ [ F,-Rdt = lo,,
0 0 0

inércia pode ser calculado pelo raio de giro: | = mk?, e como ndo
existe escorregamento, a velocidade angular deve se relacionar com a
velocidade de translagdo: v, = oR.
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5
Fdt — jFAdt = m(wR)

0

= mRa)ﬁnal

final

5
N, dt — J'p — ,Observe que arelagao V, = oR
0

O U1 O U1 O 0

F-rdt + j F, -Rdt = mk’w,,,
0

€ uma relacao cinematica independente do tempo, por isso, o instante
quando ¢ feita a substituicdo € importante, ou seja, os subindices final e
inicial devem ser respeitados. Substituindo os valores do enunciado:

5
(t+10)dt — J Fadt =100-0,750,,
0

N,dt —{100-10dt =0 , COMO

o'-—.cn

O U1 O U1 O =y U

5
(t+10)-0,4dt+IFA -0,75dt =100-0,35%w,,,
0

queremos determinar a velocidade angular final, focaremos apenas na
primeira e ultima relagdo:

5 5

[t+10)dt - j F,dt = 75a,,,

0

, resolvendo a integral

5
0,4[(t+10)dt +0, 75jF dt =12,25a,
0

para a forca

2 5 5
(t2 +10t) j F,dt =75w,,,
0
2 ’
0,4(=+10t) +075det_1225a>ﬂna,
0

>
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52 t
(7+1o-5)—jFAdt — 750,
0

2 5
0,4(2+10.5)+ 0,75[ F,dt =12,25ay,,
2 0

5
[Fadt =62,5-750,,
0

, N0 precisamos resolver a integral

5
25+0,75[ F,dt =12,250,,
0

de FA substituindo-a diretamente:

25+0,75(62,5 750, ) = 12,250,,,,

., =105 rad/s-

&ﬁ& Assimile
O principio de impulso e quantidade de movimento podem ser usados para
solucdo de problema utilizando trés equacdes escalares independentes,
dadas por:
inicial + AJX - Lxﬁnal

+AJy:L

Yiinal

X

Yinicial

H inicial T AY=H fi

inal -

Uma aplicacdo direta do principio de impulso e quantidade de
movimento € o estudo de colisdes entre corpos rigidos.

Para compreender o impacto de corpos rigidos, podemos retomar
Nao sO O que ja vimos nesta secdo, mas também o conceito de energia
e trabalho. Do ponto de vista energético, um impacto envolve uma
resposta elastica por parte dos corpos envolvidos. Mesmo o mais
rigido dos materiais ird, se observarmos bem de perto, se deformar
durante o impacto e, em sequida, restituir sua forma, assim como
uma mola. Sendo assim, do ponto de vista energético, um impacto
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deve ser analisado pelo trabalho realizado por uma mola.

Note que esse comportamento atribui ao impacto entre corpos
uma janela de tempo dentro da qual a forca de contato entre eles
pode atuar. E embora essa forca ndo seja constante e tenha um
comportamento que, de certa forma, € praticamente impossivel
descrever, ainda assim, podemos dizer que a elasticidade do corpo
deve modificar a resposta a um impacto.

Na figura a sequir, temos uma representacao de como seria a
resposta de uma forca impulsiva durante uma colisdo. Em ambas
as figuras a forca € normalizada e dada em unidades arbitrarias para
facilitar a comparacao, em especifico a area sobre a curva € a mesma
em ambos 0s casos, 0 que significa que o impulso € 0 mesmo para
ambos. No caso de A, que representa um Ccorpo mais rigido, possuli
uma janela de resposta ou um intervalo de integracdo pequeno e, por
isso, a forga impulsiva durante a colisdo precisa ter uma intensidade
maior. Comparativamente, em B, um corpo mais elastico possui uma
janela de resposta maior, 0 que se traduz em uma forca impulsiva
menos intensa para um Mmesmao impulso.

Figura 3.16 | Resposta de uma forca impulsiva
" Al B

08

s

e

08

3
=

0.4

Forca [u.a.]
Forca [u.a.]

e

02

00 oo
n L L L L N L L L L L L

-5 -4 -3 -2 -1 [ 1 2 3 4 5
tempo [ms]

-1 ) 1
tempo [ms]

Fonte: elaborada pelo autor.

@ Reflita

Que exemplos vocé consegue observar no seu dia a dia em que um
material mais elastico tem uma forca impulsiva menor? Ja se perguntou
por que um prato de plastico ndo se quebra se ele cai no chdo? Quem
VOCé acha que é mais elastico, vidro ou plastico?
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Para entender melhor como funcionam as colisdes no contexto
de corpos rigidos, devemos estudar duas coisas: O parametro de
impacto e o coeficiente de restituigdo.

No impacto mostrado na Figura 3.17A, o centro de massa dos dois
corpos esta localizado na linha de impacto, o que € inevitavel para
uma particula pontual. Chamaremos esse caso de impacto central.

Figura 3.17 | Tipos de Impacto: a) impacto central; b) impacto excéntrico

b

a

Fonte: elaborada pelo autor.

Por outro lado, um corpo rigido extenso nos apresenta outras
possibilidades, como no caso do impacto excéntrico 3.17B. Em casos
assim, o resultado do impacto sera ndo somente uma translacéo, mas
sera iniciada uma rotagao, como vocé podera testar facilmente se
tiver em maos dois livros sobre uma mesa lisa. Faca alguns testes!

Outra grandeza importante no estudo de uma coliséo € o
chamado coeficiente de restituicdo. Ele indica quanto da energia
inicial da colisdo € mantida no sistema. Ele pode ser definido como:
Vg —V,

Uy, —Ug

e =

em que v, e v, referem-se as velocidades do centro de massa dos
corpos A e B exatamente apos o impacto; U, e Ug referem-se as
velocidades A e B exatamente antes do impacto. Este coeficiente
resume a perda de energia cinética devido a resposta do corpo a
forca impulsiva do impacto (perda de energia por deformacéo, calor,
som etc.).e =1 indica uma colisdo perfeitamente elastica, onde toda a
energia do sistema se mantém, sem perdas, portanto, 0 <e <1
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Os valores de e sao altamente sensiveis ao material, geometria, € a
velocidade do impacto, fatores estes que modificam a forca impulsiva
entre os Ccorpos.

?Z| Exemplificando

Abarra AB de m, =2 Kg esta pendurada na posicéo vertical, conforme
figura 318. Um bloco de m =1 kg. deslizando sobre uma superficie
horizontal lisa com uma velocidade de v, = 3,6 m/s, acerta a barra na
sua extremidade B Determine a velocidade do bloco imediatamente
apos a colisdo. O coeficiente de restituicao entre o bloco e a barra em
B¢ e=0,8.

Figura 3.18 | Barra e bloco

0,9m

3,6 m/s

‘ o

Fonte: Hibbeler (2012, p. 424)

Podemos relacionar as velocidades antes e depois da colisdo usando o
principio de conservacdo de momento angular:

Hiician :Hﬁnal, analisando cada instante separadamente, no momento
inicial apenas o bloco possui velocidade e, por isso, apenas ele tera
quantidade de movimento angular em respeito ao ponto A, logo:

H

inicialzmo(vo) rAB=1’3,6'0,9=3,24 kg-m2/s.

inicial
No instante seguinte, teremos a contribuicdo do momento devido a

velocidade final do bloco e a velocidade angular da barra, que gira em
torno do ponto A, logo: }
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| Hiar = M (Vo ot Tas + 10, 0 momento de inércia pode ser calculado
sabendo-se 0 momento de inércia de uma barra girando em torno de seu
ml?
centro [, = ———. € 0 teorema dos eixos paralelos | = I,, + md*, em
12

que d € a distancia do centro da barra ao ponto A, portanto:

2 2 . 2 2
I:Mera o] _2:09° 509 =0,54 kg-m?:
12 2 12 2

. ' . v
Além disso, visto que V, =lp0=>0=—2

)>\

B

v
rg+lo=1(v,).  -0,9+0,54 -2
AB ( o)fmal 0 9

’

H

final

=m,(v,)

final

H.

fina

,=0,9(v, )5 +0.6v,

Sendo assim, temos a relagao:

H iciar = Hiines = 3,24 =0,9(v, )., +0.6v,.

Pelo coeficiente de restituicao, podemos escrever que:

_ (Vo -V, )ﬁna/ 5 0.8= (VO )ﬁnal —Va
’

(Va VY, )inicia/ (0 -3, 6)inicial

2,88=(v,)

final Va .

logo, podemos escrever o sistema de equagdes:
3,24=0,9(v,), , +0.6v,
2,88=(v,)

final

v

final '@
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<

Resolvendo, temos:

(V, )i = 3,312 m/s
v, =0,432 m/s

ﬂ9 Pesquise mais

Portanto, podemos dizer que finalizamos nossos estudos sobre a
dindmica de corpos rigidos no plano. Reveja os conceitos abordados no
capitulo de revisao da bibliografia: HIBBELER, R. C. Dindmica: mecanica
para engenharia. 12. ed. S&o Paulo: Pearson, 2012.

Sem medo de errar

Retornemos ao dia a dia de nosso projetista que trabalha
com o transporte de cargas. Em sua Ultima tarefa, vocé precisou
dimensionar a poténcia do motor de um guindaste que sera
utilizado para icar cargas de até m=36.000 kg. No entanto, gracas
a seus calculos, seu chefe percebeu que as especificacdes exigidas
eram muito restritivas e, por isso, ele autorizou a alteragdo para uma
velocidade de icamento de v =0,1m/s. Com a velocidade e a carga
estipuladas, sua nova tarefa sera a de calcular o tempo de resposta
do freio de emergéncia do guindaste, caso uma falha catastrofica
ocorra Nno motor.

Na Figura 3.19 temos uma representacao do sistema de freio de
emergéncia do guindaste.
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Figura 3.19 | Representacéo do sistema de freio

400 mm

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, 411).

Nesse sistema, a forca exercida pela carga separa o sistema,
mas o freio pode ser acionado atraves da forca F(t), acionada caso
a carga atinja uma velocidade superior a 0,1m/s, como mostra a
Figura 3.20.

Figura 3.20 | Resposta da forca F

.

'0,53

Fonte: elaborada pelo autor

Isso gera um atrito no cilindro por onde passa o cabo que freia
a carga, o coeficiente de atrito entre o freio e o cilindro € de u=1
, € € possivel considerar gue nao existe escorregamento entre o
tambor e o cabo. Determine, para O pior caso, 0 tempo necessario
para a carga icada parar, caso o0 motor perca toda a tracao deixando
a carga completamente livre.

Podemos analisar o sistema pelo principio de impulso e
quantidade de movimento angular do cilindro, por onde passam os
cabos e o freio atua.
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H. i + AY = H,,..,, analisando cada componente independente.

Hieor  sera apenas o momento angular induzido
pela tracdo devido a carga que, segundo o enunciado,
exatamente antes da frenagem, tem um momento linear
L, =mv =36.000-0,1=3.600 kg-m/s, logo, o0 momento angular no
cilindro devido a carga sera H,,,, =L, . =3600-0,2=720 kg-m?/s .

inicial inicial

AY sers a resposta do torque devido a forga de atrito, contraria

tinal tinal
ao movimento, entre o cilindro e o freio, AY = j Mdt = J ~F, rdt, ja a
t;

inicial tinicial
t/ma/
forca de atrito € proporcional a forca normal F,, = uN = AY =— f uNrdt .

t;

inicial

Para determinar N, temos a relacao estatica dos torques sobre o braco

Fai onde d, € d, sdo os bragos

2

do freio: Y r=0=Fd,-Nd,=0=N =
do freio com respeito ao ponto A.

) thinal Fd1 0’ 5 trinal tinar
Sendo assim, Ar:—j et ==-1.0,2-= j th:—o,1j F(t)dt .

t 2 t

inicial inicial

pelo grafico, podemos analisar o comportamento de F durante

¢

inicial

dois periodos, para t=0 a t=0,5 a forca se comporta linearmente

0,5 t
até estabilizar para tempos t>0,5, : AY=—O,1[J F(t)dt + I F(t)dt]-
0 05

H,.. =0, pois gueremos determinar 0 momento em que o
sistema para completamente. Portanto: H,,., +AY=H

inicial final

0,5 t
720—0,1[[F(t)dt+J'F(t)dt]=0, a integral serd a area sobre a
0 05

05
curva, logo, para a primeira parte da frenagem J'F(t)dt sera a area
0

=250. Ja para a segunda

05
do triangulo no grafico: J‘F(t)dt:L;000
0

t
parte da frenagem, a integral JF(f)dt serd a area do retangulo:
05

t
[ Ft)dt =1000-(t-0,5), logo:
0,5
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0,1(250+1000-(t-0,5)) =720 =t =7,45s.

O tempo de resposta, portanto, ¢ 7,45 s. Pode parecer muito,
mas lembre-se que a carga envolve uma massa muito grande e, por
issO, um momento linear muito grande. Dentro dos parametros de
seguranca de sua empresa, o resultado € considerado satisfatorio.
Finalmente o projeto esta concluido! Ndo se esqueca que agora
€ necessario colocar essas informacdes em um relatorio, para
apresentar ao gestor.

Avancando na pratica
Colisdo excéntrica
Descricao da situacao-problema

Uma caixa quadrada de lado g=1m € massa m=2 kg move-se
para baixo sobre uma esteira transportadora A com uma velocidade
constante v,=1m/s, conforme Figura 3.21. No final da esteira
transportadora, o canto do pacote bate em um suporte rigido em B
de forma a promover um movimento de rotacdo da caixa, fazendo
com que ela tombe em C. Admitindo que o impacto em B seja
perfeitamente plastico, determine a velocidade angular da caixa no
exato momento em que ela atinge B.

Figura 3.21 | Esteira de transporte

C

Fonte: Beer (2009, p. 1.128).

Resolucao da situacdo-problema

Podemos resolver esse problema utilizando o principio de
impulso e quantidade de movimento. Mais especificamente,
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podemos analisar o sistema todo executando apenas um movimento
de rotacdo em torno de um eixo passando por B. Graficamente
representamos o sistema por meio da Figura 3.22.

Figura 3.22 | Representacdo grafica do principio de impulso e quantidade de
movimento

a/\ a/'\

. (u

> + - fem

/\rﬁ
/
\ | ; N
B / B
AY
Fonte: adaptada de Beer (2009, p. 1.128).

+AY=H analisando cada

final *

Matematicamente: H,oiar
componente separadamente.

O momento angular inicial pode ser calculado por H._

inicial = L

inicial *

r,
amv, 1.2.1
2

onde

inicial

a
=mv, er=§,lOQOH =1kg-m?/s-

inicial =

inicial

tinai tinal

O impulso angular sera AY= [ Mdt= [ F-0dt=0 s

timc/'a/ t/'nicra/

escolhemos o ponto B como eixo de giro e isso faz com que o
torque neste ponto seja nulo.

O momento angular final pode ser calculado com H,,, =lw,, em

final

que 0 momento de inércia no ponto B é 1=, +md?. Para um

_ ma’

cubo de lado a = A distancia do ponto B e do CM ¢ a

! ICM
. 1

metade da diagonal de um quadrado de lado @, d = —'a\/E, logo,

ma’  ma? 2.7 2.1 4 2

Hinar = + w, = + =5

6 2 6 2 3

Portanto, a velocidade angular no instante em que a caixa
comeca a girar sera:

@,

Hipin +AY =H,,, = 1+0 = %coz = w,=0,75rad/s.

Com essa informacao € possivel calcular o tempo ideal ou a
distancia ideal entre as caixas, otimizando O processo.
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Faca valer a pena

1. Leia as trés afirmativas a sequir:
I. A presenca de qualquer forca que age sobre um corpo rigido modifica a
quantidade de movimento deste corpo.

Il. A presenca de qualquer for¢ca que age sobre um corpo rigido modifica o
estado energético deste mesmo corpo.

lll. O principio de conservacdo de energia se aplica a sistemas onde o
principio de impulso e quantidade de movimento ndo se aplica, e vice-versa.

Leia com cuidado as trés afirmativas anteriores, e assinale a alternativa que
indica todas as afirmativas corretas.

a) Apenas a afirmativa | esta correta.
b) Apenas a afirmativa Il esta correta.
c) Apenas a afirmativa lll esta correta.
d) Apenas | e Il estdo corretas.

e) Apenas |, Il e Il estdo corretas.

2. Uma bola de massa m=2 kg, movendo-se com velocidade inicial de
U, =5i m/s, bate na extremidade inferior de uma barra de comprimento
h =12 m suspensa por uma articulacdo. Esta barra, que estava inicialmente
em repouso, possui massa M =8 kg e momento de inércia em respeito a
1

seu centro de massa I, = EMhZ_

Sabendo que o coeficiente de restituicdo entre a barra e a esfera é de
e =80%, determine a velocidade da esfera imediatamente apds o impacto.
Selecione dentre as alternativas abaixo a que melhor representa sua resposta.

a) —0,143 m/s.
b) 0,100 m/s.
c) 0,423 m/s.
d) —2,401m/s.
e) 0,000 m/s .
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3. Um motor, quando acionado, pode transmitir um torque M = 0,05 N-m
para o centro da engrenagem A, mostrada na Figura 3.23, que esta conectada
a outras trés engrenagens menores e idénticas. Considere as dimensdes,
massas e raio de giro de cada componente, como os representados na
figura. Durante um teste, o motor foi acionado por t =5 S, em seguida,
sem a acdo do motor as engrenagens podem girar livremente desprezando-
se o atrito.

Figura 3.23 | Sistema de engrenagens

Fonte: adaptada de Beer (2009, p. 1.128)

Determine a velocidade angular de cada uma das engrenagens menores
durante esse teste em um tempo t =10 s, depois delas terem saido do
repouso e, selecione dentre as alternativas a seguir, a que melhor representa
sua resposta.

a) 8,45 rad/s.
b) 5,00 rad/s
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c) 3,91rad/s.
d) 2,11rad/s.
e) 4,26 rad/s .
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Unidade 4

Movimentos de corpos em
trés dimensoes

Convite ao estudo

Estamos chegando a ultima unidade de nossos estudos
de dinamica dos corpos rigidos. Nas unidades anteriores,
ja abordamos o0s principais temas, descrevendo aspectos
cinematicos, dinamicos, além dos metodos baseados na
energia, trabalho, quantidade de movimento e impulso. Vocé
ja é capaz de identificar e resolver problemas mecanicos em
diversos contextos.

No entanto, estudamos mecanismos que executavam
seu movimento em um plano, ou seja, estudamos, até
agora, apenas a dinamica de corpos rigidos no plano. Agora
que os conceitos fundamentais estao fixados, podemos
avancar e estudar exemplos nos quais o movimento se da no
espaco, nas trés dimensdes espaciais. Assim, vocé podera
conhecer, compreender e aplicar conceitos relacionados
a cinética e dinamica do movimento de corpos rigidos no
plano e no espaco.

Na Secdo 4.1, iremos retomar a descricao do movimento de
corpos rigidos, mas, agora, em trés dimensdes. Veremos como
uma translacao praticamente nao difere do caso bidimensional,
a0 Passo que uma rotacao exige um pouco mais de cuidado e
atencao. Na Secao 4.2 iniciaremos nossos estudos de dinamica
em trés dimensdes. Iremos aplicar grandezas como forca e
torque, momento angular e linear, além de impulso. Falaremos
tambem de conservacao de energia. Finalmente, na Secao
4.3, aplicaremos as ferramentas de dinamica na solucdo de
problemas interessantes, como 0 caso de um giroscopio, que
€ um sistema modelo, mas suficientemente geral para permitir
uma compreensao completa da dinamica das rotacdes de
corpos rigidos em trés dimensoes.



Para motivar nosso aprendizado, iremos acompanhar os
desafios na carreira de um projetista que trabalha na area de
automacdao, desenvolvendo elementos roboticos que realizam
diversas tarefas. Neste momento, ele analisa uma planta em
que uma ferramenta de corte produz uma peca metalica, que é
capturada e transportada por um braco robotico, que, por sua
vez, realiza movimentos Nno espaco e se localiza por meio de
um sensor. Ele precisa compreender os movimentos realizados
e o funcionamento dos componentes, COMo as engrenagens
que estao presentes em sua junta. Nao é dificil imaginar que,
para alcancgar tamanha versatilidade, os elementos deste braco
devam ser também um pouco mais complexos. Entretanto,
iISSO Nao € problema para o personagem de nossa historia, que
gosta do que faz e esta sempre aberto para novos desafios!



Secao 4.1

Nocodes vetoriais no espaco tridimensional

Dialogo aberto

Na unidade anterior, finalizamos nossos estudos sobre a
dinamica dos corpos rigidos no plano. Muitos componentes uteis na
industria realizam movimentos Nno espaco bidimensional, e ja somos
capazes de descrever seu movimento. O proximo passo, em Nossos
estudos, € expandir nosso conhecimento para poder compreender
mecanismos com movimento no espago tridimensional.

Definiremos como o movimento em trés dimensdes difere do
movimento em duas dimensdes. Vocé ja deve desconfiar que para
uma translacdo nao existe uma mudang¢a muito grande, afinal,
uma reta Nno espaco € uma reta no plano ndo deixam de ser uma
reta. E mesmo em translacdes mais complexas, como a curvilinea,
a posicao ainda pode ser descmta por funcdes dependentes do

tempo e com 0s versores I j e k No caso de uma rotacdo, no
plano pode estar contida em um circulo de raio I, mas no espaco

ficaria contida em uma esfera de raio I , ou seja, quando falamos de
rotacao, ela terd no espaco muito mais possibilidades que no plano
e, por isso, precisa ser descrita com muito mais cuidado.

Um bom exemplo desse problema € como descrever e
programar um movimento no espaco por um braco mecanico.
Diferentemente das engrenagens e alavancas, essas maquinas
modernas sao capazes de interagir ativamente em um ambiente
tridimensional. Nesta unidade, veremos os desafios de um projetista
que trabalha com esse tipo de equipamento e, por isso, precisa
estar familiarizado com a cinematica tridimensional. Nesta analise,
que sera utilizada para a elaboracao de um relatorio de calibracao,
ele podera utilizar os valores medidos por um acelerbmetro
posicionado na extremidade do braco. Esse equipamento mede a
aceleracao naquela posicao e, por isso, pode ser usado para medir
a intensidade da rotacdo. Para fazer isso, € necessario conhecer as
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caracteristicas do movimento de translacao e de rotacao no espaco
tridimensional. Que tal comegarmos?

Nao pode faltar

Estudaremos, agora, mecanismos que se movimentam em um
espaco tridimensional. Devemos comecar de forma semelhante
a feita no inicio do curso, em que, primeiramente, definimos os
fundamentos dos tipos de movimento e sua consequéncia quando
este se aplica a um referencial.

O primeiro tipo de movimento que podemos analisar € a
translacao. Ela pode ser descrita da maneira que ja conhecemos,
tomando cuidado apenas de analisar nao mais duas componentes
do movimento (x,y), mas sim trés (xy,z). Como exemplo,
retomamaos o caso do sistema referencial inercial em movimento
translacional relativo, discutido na Secdo 1.1. Neste caso,
podemos lembrar que as equacdes de movimento obedecem
a transformacdo de Galileo, e para dois referenciais podemos
escrever a formula (X\y"z't")=(x-vt,y-v it ,z-v,t t) em que
V=vi+v,j+v,k € avelocidade do referencial (x'y'z) em relacao
ao referencial (x,y,z), como pode ser observado na Figura 4.1.
Lembre-se sempre do exemplo do carro em movimento: da
janela do carro, vocé observa as arvores e postes como se eles
se movessem no sentido oposto ao do carro (dai o sinal negativo
na formula mostrada acima).

Figura 4.1 | Referenciais

Fonte: elaborada pelo autor.

Logo, se o centro de massa de um corpo rigido pode se mover
liviemente, sequndoequacdesdependentesdotempox(t), y(t) ez(t), sua
posicdo é descrita pela equacao vetorial S(t) = x(t)i +y(t)j +z(t)j, teremas,

no referencial em Movimento, Si(t)= (x(t)-v,t)i +(y(t)-v,t)j+(z(t)-v,t)j -
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Em um espaco tridimensional, © movimento de rotagdo pode
assumir muito mais liberdade que no plano. A rotagcdo no plano esta
restrita a eixos perpendiculares a ele, enquanto que No espago ha
liberdade para girar ao redor de um ponto, limitado a extremidade de
esfera no espaco.

@ Reflita

Para visualizar 0 qudo complexo uma rotagao no espaco pode
ser, tente comparar uma rotacao de um objeto, como um livro
OU uma caneta, feita sobre uma mesa e a rotacdo que vocé pode
fazer com cada um deles livres no ar. Vocé consegue visualizar
a diferenca entre a rotacao no plano com relacdo a um eixo e a
rotacao no espaco com relacdo a um ponto?

Para compreender uma rotagao em torno de um ponto, podemaos
decompor o movimento em questao em uma combinacdo de
rotacdes em torno de diferentes eixos. Acontece que qualquer
rotacdo em torno de um ponto, que um objeto pode assumir, sera
descrita por trés rotagdes em torno de eixos ortogonais. Neste ponto,
€ interessante distinguir entre rotacdes intrinsecas e extrinsecas.

Uma rotacdo extrinseca toma como referéncia um sistema fixo,
que nao muda quando © objeto € rotacionado, ou seja, € aquele
referencial que fica do lado de fora, observando o objeto girar.

Ja uma rotacao intrinseca ¢ aquela feita em torno dos eixos do
proprio objeto. Seria o equivalente ao referencial do proprio objeto.
Lembre-se de quando vocé era criancga, brincando de girar até perder
o equilibrio. No caso, vocé gira, mas observa o mundo a sua volta
girando ao seu redor.

Se imaginarmos um observador externo analisando a rotagao
de um livro, teremos, por exemplo, que definir os eixos deste livro
(como direcdo das linhas, da coluna lateral e diregcdo perpendicular
as folhas). Note também que apenas dois desses eixos irdo mudar de
orientacao, a medida que a rotacao ¢ feita em torno do terceiro.

Nao existe, necessariamente, uma descricao melhor ou pior, mas
sim aguela que melhor se adequa a necessidade do problema. Para
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Nossos estudos de corpos rigidos, vimos que algumas grandezas
como momento de inércia e, por conseguinte, torque e momento
angular, dependem da forma e densidade de massa do objeto, por
isso, € interessante utilizar um referencial que acompanhe o corpo,
Oou seja, descrever uma rotacdo em torno de um ponto por um
conjunto de trés rotacdes intrinsecas.

Neste contexto, devemos fazer uma segunda escolha, que
envolve em como compor tais rotacdes e escolher os eixos em
torno dos quais iremos aplicar as rotacdes. Novamente, nao existe
escolha melhor ou pior, mas sim a que melhor se enquadra em nossa
aplicacdo. As ferramentas matematicas que iremos utilizar ja existem
e sdo bem fundamentadas, logo, © que precisamos compreender
€ a maneira como podemos construir um sistema que descreve a
rotacao, para assim sermaos capazes de estender a outros sistemas.

Matematicamente, a rotacdo de um vetor r(x,y,z), que descreve
a posicao de um elemento do corpo rigido, pode ser feita pelo
produto matricial:

[1]

iy

[1]

ity
N

1

21

~
I
[1]
=)
N < X
I
[1]
[1]
N
[1]
8
N < X

[1]
[1]

31 32

em que I' é a nova posicdo do vetor apods a rotacdo, e a matriz
3X3 contém elementos E; que, apos a operagao de produto matricial,
transformam os trés componentes do vetor I nos trés componentes
do vetor r'. Se tiver dlvidas sobre as operacdes mostradas, lembre-
se de estudar seu material de Geometria Analitica e Algebra Vetorial.

Devemos lembrar que, como estamos tratando de um corpo
rigido, F(x,y,z) pode apontar para qualquer ponto no corpo rigido, e
como estamos tratando de um corpo rigido, girar um unico ponto faz
todos 0s outros seguirem o mesmo movimento.

Como mencionamos, a operacao de rotacdao = pode ser
guebrada em uma sequéncia de 3 rotacdes ao longo de eixos
fixos, & = EWEGE(F,, e é justamente a escolha eficiente dos eixos e
do sentido de cada uma das rotagdes &,, &, € E 0 que devemos

compreender.

P
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Como exemplo, iremos estudar uma rotacao que segue a
formalizacado feita por Leonhard Euler (1707-1783), que define o que é
conhecido como angulos eulerianos.

Inicialmente, devemos definir a formula como uma rotacao em
torno de um eixo especifico no espaco tridimensional. A formula
pode ser escrita utilizando a notacdo matricial de multiplicacdo de
vetores, uma rotacdo Rx de um angulo a em torno do eixo X :

1 0 0
Rx,=|0 cosa sena
0 -sena cosa

uma rotagdo Ry de um angulo o em torno do eixo y sera:

cosa 0 sena
Ry, = 0 1 0
-sena 0 cosa

e uma rotagdo Rz de um angulo @ em torno do eixo Z sera:

cosa sena O
Rz, =| —sena cosa 0
0 0 1

?=| Exemplificando

Vamos ver isso tudo na pratica? Calcule o efeito de uma rotacdo em
torno do eixo x sobre um vetor que inicialmente estava na direcio r = 1k.
Considere a =90°.

Para este calculo podemos usar a relagao

N === X 0
X S Sqp Eqg | X a . ..

V= = = ,parar =0jf [ = .
V' =12, E, Eunl|lyl|Poer 0i+0j+1k = |y 0
z' =, 2, Z z z 1

K
w
N
w
@

>
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4 Como a rotagdo serd feita em torno do eixo X a um angulo de a =90°;

1 0 0 100
Rxg, =/ 0 cos90 sen90 |=/0 0 1
0 -sen90 cos90 0 -10

X' 1 0 0)0
Logo, y'[=|0 0 1§0=(0 10) = r=1j 4, seja, apos a rotacdo
z' 0 -1 0)1

em 90°, temos um vetor que agora aponta na direcdo do eixo Y .

Sendo assim, podemos comecar a descrever uma rotagao
utilizando os conhecidos angulos de Euler. A primeira rotagao

equivale a operacdo feita por E,, corresponde a uma rotagcdo ao
longo do eixo Z, no qual giramos por um angulo w . Na Figura 4.2,
podemos notar gue isso maodifica a posicao dos eixos X e Yy para
uma nova posicdo definida por x, e y,, mas mantém o eixo z no

mesmo lugar z=z,.

Figura 4.2 | Primeiro angulo de Euler

b

X X,

Fonte: adaptada de <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eulerangles-alternative.svg>. Acesso em: 8 jan
2017.

Matematicamente, a rotacdo sera dada por:

X, cosy seny 0)(x
r,=8,r =y, |=|-seny cosy 0|y
ZV/ 0 0 1\ z
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A segunda rotagdo dada por Z, ¢ feita ao longo do eixo X,
por um angulo 6. Note que o eixo de rotagao ao longo de Y,
precisa primeiro ser definido na primeira rotagao ao longo de Z;
este procedimento € o que chamamos de rotacao intrinseca, em
que a direcao dos eixos de rotacdo € construida a partir de rotacdes
anteriores. Sendo assim, teremos, na Figura 4.3, 0s NOVOS €ixos X, ,
Yo € Z,, emque X, = X,.

Figura 4.3 | Segundo angulo de Euler

A

Fonte: adaptada de <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eulerangles-alternative.svg>. Acesso em: 8 jan
2017

Matematicamente, a rotagdo sera dada por:

X, 1 0 0 X,
ry=E24, =Yy, |=|0 cos® send |y,

0y
z 0 -—-sen® cos6 z,

0

Finalmente, a terceira e ultima rotacdao dada por E(p sera ao longo
do eixo Z,, por um angulo @ . Dessa forma, como podemos ver na
Figura 4.4, teremos os novos eixos X,, ¥, e Z, , emque Z, = Z,. Esta

€ nossa ultima rotagao e, por isso, teremos x'=x,, y'=y e z'=z,.
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Figura 4.4 | Terceiro angulo de Euler

Fonte: adaptada de <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eulerangles-alternative.svg>. Acesso em:
8 jan. 2017.

Matematicamente, a rotacdo sera dada por:

X, cosp senp 0)\( X,
r'=sr,=5r,=\y,|=|-senp cose 0| Y,
Z(p 0 0 1 Z,

Combinando as rotacdes em uma unica operacao de rotacao,
teremos:

[1]

11 = COS @ COSy —cosOseny senp
21 = —S€Np cosy —cosHseny senp
3 = —Senfseny

[1] [1]

It
m
N

[1]

@

[1]

1, = COSpseny +cosOseny senp
5, = —Seneseny +cosl cosy cosg

[1]
Il
[1]
[1]
[1]
[1]

2 | considerando:

[1]
[1]
[1]

«Q

[1]

3 = —Sendcosy

[1]

13 = Senpsend

[1]

,3 =COSQSING
33 = C0SO

[1]

i

em que fica aparente o grande trabalho algébrico necessario para
descrever um movimento razoavelmente simples de ser visualizado.
A0 mesmo tempo, vemos que se trata de um formalismo poderoso,
gue nos permite descrever gualquer rotacao.
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‘t‘” Assimile
As matrizes de rotagdo para um angulo @ em torno dos eixos X, y e z,

sao:

1 0 0
Rx =|0 cosa sena
0 -sena cosa

cosa 0 sena

a

-senoc 0 cosa

cosa sena 0
Rz, =| -sena. cosa 0
0 0 1

E[9 Pesquise mais

Vocé pode visualizar a sequéncia de rotacOes descritas realizadas sobre
um corpo rigido assistindo aos videos disponiveis em: <https://www.
youtube.com/watch?v=UpSMNYTVqQl>. e <https://www.youtube.com/
watch?v=N7AVcbyYX-k>. Acesso em: 4 mar. 2017.

O formalismo apresentado € uma rotacao intrinseca do tipo
Z— X -2z, pois executamos a rotagao ao longo dos eixos Z—X,, —Z, .
Nessas convencdes, trés angulos de giro sdo denominados angulos
de Euler. Evidentemente esta ndo € a Unica forma de executar uma
rotacdo; sequindo o processo apresentado, poderiamos realizar a
rotacdo ao redor de quaisquer eixos, indicando os eixos ao redor
dos quais foi feita a rotacao na ordem certa, separados pelos tracos.

Outro formalismo para as rotagdes intrinsecas também é
conhecido como angulos de Tait-Bryan. Estas rotacdes seguem a
mesma logica de construcao que a usada nos angulos de Euler, a
excecao de que o ultimo eixo de rotacdo nao ¢é igual ao primeiro,
COMmMo uma rotacao do tipo X—-y -z,
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O formalismo apresentado € uma rotacao intrinseca do tipo
Z— X —2z, pois executamos a rotagdo ao longo dos eixos Z—X, —Z,.
Nessas convencdes, trés angulos de giro sao denominados angulos
de Euler. Evidentemente esta ndo € a Unica forma de executar uma
rotagcao; seqguindo o processo apresentado, poderiamos realizar a
rotacdo ao redor de quaisquer eixos, indicando os eixos ao redor
dos quais foi feita a rotacao na ordem certa, separados pelos tracos.

Outro formalismo para as rotacdes intrinsecas tambéem é
conhecido como angulos de Tait-Bryan. Estas rotacdes seguem a
mesma logica de construcdo que a usada nos angulos de Euler, a
excecao de que o ultimo eixo de rotacdo nao e igual ao primeiro,
como uma rotacao do tipo X—-y -Zz.

ﬂ9 Pesquise mais

Vocé pode visualizar outras sequéncias de rotagbes que seguem a
convencao X—Y —Z dos angulos de Tait-Bryan sobre um corpo rigido,
através do video disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=-
WAMKUPxxQs>. Acesso em: 4 mar. 2017.

J=| Exemplificando

Calcule a matriz de rotagdo seguindo a convencdo Z—Y —X,
considerando que a primeira rotacdo tem um angulo de 90°, a segunda
de 45° e a ultima de 0°.

Como nossa convencdo é diferente da discutida na teoria, devemos
calcular E desde o principio. Nossa convengdo € Z—y — X, logo,

E=Rx,RYsRZy analisando cada matriz:

cos90 sen90 O 0 10
Rz, =| —sen90 cos90 0|=|-1 0 O
0 0 1 0 0 1
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V2o 2
cos45 0 sin45 2 2
Ry,s = 0 1 0 = 0 1 0|
-sin45 0 cos45 J2 0 J2
2 2
1 0 0 100
Rx,=/0 cosO sen0|=|0 1 O
0 -sen0 cosO 0 0 1
Logo, a matriz de rotacao sera:
o2
10 0)| 2 2 |(0 10
=Z=/0 1 0 0 1 0 |-|-1 00
00 1 JEOJE 0 0 1
2 2
V2 2 V2 2
0 2= XX o = X2
100 2 2 2 2
=Z==/0 1 O0y-1 O O |=(-1 0 0|
00 1y Y2 21, 2 2
2 2 2 2
0o 2 2
2 2
=1 0 0
o 2 2
2 2

Como mencionado, a convencao escolhida depende do
mecanismo ou problema a ser resolvido. Por exemplo, um avido utiliza
uma convengao do tipo z-y — X, portanto, angulos de Tait-Bryan,
CUjos eixos possuem nomes distintos, como Guinada para z, Altitude
para y e Rolamento para x, como ilustrado na Figura 4.5.
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Figura 4.5 | Eixos de rotacdo de um avido

Altitude

Guinada

Rolamento

Fonte: adaptada de <https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport_chained_rotations#/media/File:Yaw_Axis_Corrected.svg>.
Acesso em: 2 fev. 2017.

Podemos continuar com nosso formalismo baseado nos angulos
de Euler, gue convencionamos em Z— X —Z, para determinar qual
a velocidade angular da rotacdo em torno de um ponto descrita

por Z. Para tanto, analisamos a velocidade angular das rotacdes
individuais; podemos retomar a definicdo da magnitude da

velocidade angular descrita na Unidade 1 e escrever a, :(Zj—l’?(t),

_4de —(t) e o, dq’( t), ja o sentido do vetor @ serd paralelo ao

e|><o n‘g qual se exeCuta a rotacdo, ou seja, @, || Z, @, || X,

Isso permite escrever a velocidade angular final, ou seja, no
referencial de ', como sendo:
o, =, sendsing +w,cose
o=(0,,0,,0,) onde: (w,.=w, sendcosp-w,sene

o, =®,C0s0 +a,

O célculo de @ ¢ importante, pois com ele temos todas as
ferramentas necessarias para calcular as mesmas relacdes de
posicao, velocidade e aceleracao que realizamos na Unidade 1.

Ou seja, se R € o vetor posicdo que descreve a posicdo do
referencial S' em respeito ao referencial S estatico, a posicao de
um objeto I no referencial S esta relacionada com a posicao do
objeto no referencial S' pela relacdo:
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rs=rs +R.

Sendo assim, se o referencial S' se move a uma

velocidade constante %:\7, a velocidade vV do objeto sera
drs :%Jrﬁ =V =Vg +V- Essarelacdo € amesma que encontramos
dt at  dt

para © movimento no plano e é fruto da transformada de Galileu. No
entanto, se o referencial S' esta girando, o resultado encontrado foi
dr; dr,. dR

que W_W+W:VS =Vs +@xR, porém, com o @ definido acima

para rotacdao em torno de um ponto, a relacao tambéem é valida para
uma rotacdo em torno de um ponto. Com isso, para o referencial
executando um movimento geral (transladando e rotacionando):

Vg =Vga +V+oxR.

Dando continuidade, devemos sequir para a analise daaceleragao,
que, COmo vimos, pode ser escrita como:

ag :é+as.+o?><R+a3><(a3xR),

novamente as grandezas sao definidas como na Unidade 1.

S

as :%:d—rj € a aceleragao do corpo observada no referencial S;
dt gt D

g dv_dr . leracio d ‘ oS g, - ds AR

=gr = g2 € 2aceleracso do corpono referencial §*; &=~ ="ga €

. e o = dd . .
a aceleracao do referencial S'; @xR=a “ar € a aceleracdo tangencial;
e @x(@xé) € a aceleracao centripeta, estes ultimos, escritos segundo a

definicdo de @, resultam na acelera¢cdo de um corpo girando em torno
de um ponto.

Sem medo de errar

Como projetista, vocé se depara constantemente com bracos
mecanicos que eventualmente podemassumir inumeras orientacdes
em um espaco tridimensional. Mais recentemente, vocé analisa
uma planta e recebeu a tarefa de calibrar um sensor colocado na
extremidade de um desses elementos roboticos, de forma que ele
registre um valor nulo durante todas as etapas do processo. Trata-
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se do acelerbmetro, que mede os trés componentes da aceleragcao
em gue a ponta do brago se move.

Depois de vasculhar os manuais e outras documentacdes
referentes ao braco mecanico, vocé descobriu que ele utiliza
a convencao Z—X-—Z para rotacdes. Alem disso, e para a sua
surpresa, a rotina de calibragcao apenas lhe permite girar um motor
com uma velocidade w =3 rad/s, enquanto os outros dois motores
ficam com seu movimento de rotacao travado. De qualquer forma,
o manual lhe diz que vocé deve testar o acelerbmetro, fazendo
com que o brac¢o gire perpendicularmente a cada um dos eixos, e
ajustar a aceleracdo no eixo como nula. Ndo parece ser uma tarefa
complicada, mas certamente ndo sera tao facil compreender o
porqué de o procedimento ser este. Mas, como um bom projetista,
vocé deve tentar compreender o motivo do procedimento, pois
vocé compreende que para somente apertar uma série de botdes
Nnao precisamos de um projetista.

Seu primeiro teste € descobrir em torno de qual eixo a velocidade
angular e irad atuar. Por isso, seguindo o manual, vocé decide zerar
todos os angulos e acionar o teste. Vocé logo nota que o braco
comeca a rodar ao redor do eixo z, e, por isso, deduzimos que
0=, A0 mesmo tempo, o acelerbmetro mede as componentes
da aceleracdo mostradas no grafico da Figura 4.6:

Figura 4.6 | Dados do acelerémetro

x 0 z:10

+

-10

Fonte: elaborada pelo autor.
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Podemos notar que a medida da componente na direcdo Z,
mostrada, se mantém constante. Se retomarmos o movimento de
rotacdo no plano, sabemos que a aceleracao centripeta tem direcao
variavel, mas nunca saira do plano de rotag¢ao, logo, a componente
perpendicular a rotacao deve ser constante e, por isso, pode ser
calibrada. Excelente, agora vocé entendeu o porqué da calibragcdo.
Vocé precisa posicionar o braco de forma a manter o eixo de
rotacdo paralelo ao eixo que o acelerbmetro deve medir. Sendo
assim, precisamos calcular os valores de <p, 0 eV gue permitiram
isolar a rotagcao o, na direcéo desejada: em sequida, podemos
repetir a calibragado.

Como a convengao do sistema € z—x-z, podemos usar a
relacéo de velocidade angular encontrada:

o, = 0,5endsenp + o, Cos¢
& =(0,,0,,0,) = 0, =0,Sen0cosp —w,senp , ja descobrimos

0, =0,C0s0+a,

que o, =3 rad/s e ®, =, =0, pois seus motores ficam travados, logo,

o,. = ®,senfseng
o =(0,,0,,0,) = 0, =0,senfcosg, para calibrar a direcdo x
®, =0, coso
gueremos um conjunto de valores para 6 e @ que faca com que @
tenha apenas componentes na diregcdo de x, ou seja, @ =,/ , l0go,
podemos escolher sinf =1= 6 =90° e singp=1= ¢ =90°:
o, = w,sen90°sen90°
N — — [ o
o= (a)x,,a)y.,coz,) cHo,= a)vsen90 cos90

w, =, cos90°

,,0,0)=0,i, 0 que permite, ao executar a rotagado, calibrar
a componente x do acelerbmetro.

o= (o

Para calibrar a direcdo y, queremos um conjunto de valores para
0 e ¢ gue faca com que @ tenha apenas componentes na dire¢ao
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de y,ouseja, ¢=0w,j. l0go, podemos escolher sinf =1=6=90° e
sing=0=¢=0°:

o,. = ,sen90°sen0’
N — _ o o
o =(0,,0,,0,)= 0, =0,sen90° cos0
o, =, c0s90°

0=(0,0,0)=0,j, 0 que permite, ao executar a rotacdo, calibrar
a componente ¥ do acelerbmetro. Pronto, o acelerbmetro esta
calibrado, e, assim, vocé pode reportar para o programador do
controle do robd que os valores registrados pelo acelerbmetro sao
apenas devido a um movimento real do braco. Seu relatorio de teste
e calibracao esta pronto e seu conhecimento certamente cresceu,
fazendo-o um profissional mais completo.

Avancando na pratica
Manobra no espaco
Descricao da situacao-problema

Um avidao em pleno voo deve ser capaz de, praticamente, assumir
qualquer orientacao no espaco tridimensional. Para tanto, ele deve
ser capaz de descrever seu movimento, principalmente uma rotacao
em torno de um ponto. Tipicamente, para descrever a rotacao de
um aviao, utilizamos a convencdo dos angulos de Tait-Bryan, definida
por angulos conhecidos como Guinada, Altitude e Rolamento.
Inicialmente, podemos assumir que no referencial do avido ele se
encontra alinhado na direcdo X, permitindo definir um vetor 7 =30/ m
gue liga seu centro até a cabine. Calcule a nova posicao do aviao, se
ele executa uma manobra e altera sua orientacdo em relacdo a seu
referencial, sequndo a Figura 4.7.
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Figura 4.7 | Manobra

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport_chained_rotations>. Acesso em: 12 jan. 2017

Considere y :% rad, 0 :% rad € ¢ =~ rad; e as matrizes:

36
1 0 0 cosf 0O sind
Rolamento, =| 0 cose sing | Altitude, =| 0 1 0 |
0 -—sing cose -sin@ 0 cos6

cosy siny 0
Guinadaw =|-siny cosy O],
0 0 1

Resolucao da situacdo-problema

A posicdo final do vetor 7 =30i m pode ser calculada se multiplicarmos
o vetor pelas matrizes de rotacdo na ordem correta. Sequndo o texto, a
convencao escolhida é Guinada, Altitude e Rolamento, logo, a primeira
rotacdo em Guinada sera:

cosZ sinZ 0
3 3

30
r, = Guinada,r = -sinZ cosZ 0] 0
3 3
0 0 1
0,5 0,87 0)(30 15
r,=/-0,87 05 0} 0 |=|-2598
0 0 1)L0 0
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A segunda rotacdo sera a Altitude:

v . T
cos— 0 sin—

12 12 15
r, = Altitude,r, = 0 1 0 -25,98
. T 0
-sin— 0 cos—
12 12
0,96 0 0,26 15 14,49
r,=| 0 1 0 -25,98 |=| -25,98 |-
-0,26 0 0,96 0 -3,88

Por fim, executamos a terceira rotagdo (Rolamento):

1 0 0

14,49
7. = Rolamento F, =| 0 cos—- sin-- -25,98
° Ve 36 36 388

. V3
0 -sin— cos—
36 36

1 0 0 14,49 14,49
r,=/0 0,99 0,09 -2598|=|-26,22|
0 -0,09 0,99)( -3,88 -1,60

Ou seja, se compararmos a posicdo inicial e final do avido no
referencial de seu centro de massa, a cabine do avido, agora, estaria

apontando para na direcéo 7 = (14,49/ — 26,22 —1,6k) m-

Faca valer a pena

1. Uma rotacdo, em torno de um ponto, pode ser descrita por ____ rotacdes
em torno de eixos distintos.
Emumarotagdo __________, 0s eixos de rotacao variam de posicao devido

a rotacdes anteriores.

Existem _____ possiveis convencdes quanto a ordem com que as rotacdes
podem ser combinadas. Trés delas definem o que chamamos de angulos de
______ e trés, o que chamamos de angulos de Tait-Bryan.

Selecione, dentre as alternativas a seguir, a que melhor complete as
afirmacdes apresentadas no enunciado.
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a) quatro, interna, trés, Gauss.
b) trés, intrinseca, seis, Euler.
c) duas, externa, nove, Abel.
d) trés, variavel, quinze, Tait.

e) quatro, extrinseca, doze, Bryan.

2. Um corpo rigido livre, para se mover no espaco tridimensional, tem
a posicdo r(t), dada em metros de seu centro de massa, definida pela
equacdo F(t)=(50t2 +15)i +(2t+5)j +10t’%k , onde t é o tempo dado em
segundos. Qual sera o moédulo da aceleracao desse corpo livre depois de
10 s de movimento?

Selecione, dentre as alternativas a seguir, aquela que melhor representa a
sua resposta.

a) 256 m/s2.
b) 443 m/s?.
c) 608 m/s?.
d) 532 m/s2.
e) 100 m/s2.

3. Considere um corpo rigido livre para girar no espaco, longe da
influéncia de qualquer aceleracdo da gravidade. Se este corpo rigido
rotaciona em torno de seu centro de massa com velocidade angular
@ =10f+5j+20i<, qual sera a aceleracdo centripeta em um ponto na
sua superficie a uma distancia de 1 m do centro de massa do corpo?
Selecione, dentre as alternativas a seguir, aquela que melhor representa
a sua resposta.

a) 35 m/s?.

b) 525 m/s?.
c) 23 m/s%

d) 1.000 m/s?.
e) 1.225 m/s?.
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Secao 4.2

Conceitos gerais do espaco tridimensional

Dialogo aberto

Caro aluno, na secdo anterior, estudamos e definimos ©
movimento de um corpo no espaco tridimensional. Vimos que uma
translacao ¢é algo simples de ser descrito em trés dimensdes, e que
de fato possui praticamente a mesma descricao de uma translacao
no plano. Por outro lado, vimos que uma rotagcao No espago aceita
muito mais liberdade para orientar o objeto, e que isso faz com que
a descricao deste movimento seja mais complexa. Mesmo assim,
fomos capazes de descrever qualquer rotacao com a composicao
de até trés rotacdes em um plano, o que, por fim, permitiu descrever
O movimento de rotagdo com o gue € conhecido como angulos de
Euler ou angulos de Tait-Bryan, a depender da convencdo adotada.

Nesta secdo, iremos escolher a convencao dos angulos de Euler,
mais especificamente a convencdo z-x—z, para estudar outros
conceitos antes apresentados na dinamica de corpos rigidos no
plano. Dentre eles, destacamos 0 momento angular e a energia
cinética, que, juntos com os termos referentes a translacao,
permitirdéo expandir 0s principios de conservacdo de momento e
conservacao de energia para um sistema tridimensional.

Por fim, voltaremos a participar dos desafios de nosso projetista,
que acompanharemos em sua mais nova tarefa. Agora, ele precisa
calcular a velocidade com que um dos componentes do braco
robotico responde a um determinado torque. Mais especificamente,
sera necessario modelar a resposta de um sistema de engrenagens
conicas, afim de avaliar sua resposta dindmica. Uma das engrenagens
sofre a influéncia de um torque externo e depois gira, sem atrito,
ao redor de um eixo. Qual seria a velocidade angular da segunda
engrenagem? E a sua frequéncia? Esse sistema de engrenagens é
bastante simples, perfeito para o inicio de nossos estudos. Vamos
a7

194 U4 - Movimentos de corpos em trés dimensées



Nao pode faltar

Na Unidade 2, o conceito de momento de inércia foi discutido.
Agora, precisamos verificar como sua descricdo se altera em um
espaco tridimensional.

Quando definimos o momento de inércia, o fizemos sempre
em respeito a um eixo de rotacao, que, para formas mais simples
e usuais, eram perpendiculares e podiam até ser usadas para definir
um sistema de coordenadas (xy.z). Sendo assim, ja conhecemos
o momento de inercia I, I, e I, em torno desses eixos, os quais
sdo chamados momentos principais de inércia, cujos valores sao
0S mesmos momentos de inércia calculados para uma rotacao no
plano, seqguindo a formula /=Ifzdm. Como exemplo, © momento de
inércia ao longo do eixo x sera I, =[x*dm=[(y*+2*)dm. No entanto,
um corpo tridimensional pode girar em torno de outros eixos e, por
iSSO, existem outros valores para © momento de inércia que podem
ser calculados. Neste caso, devemos usar um objeto matematico
conhecido como tensor de inércia, gue resume o valor do momento
de inércia para um dado eixo; este tensor é descrito na forma de uma
matriz:

Ixx _Ixy _lxz
I=\-l, 1, -,
_sz _Izy / 7z

em que os elementos da diagonal /,,. | € [, sa0 0s momentos
principais de inércia e, portanto,

I, =IX=Ix2dm=I(y2+zz)dm,
l, =1, =Iy2dmzj(x2 +22)dm e
I, =1, =Izzdmzj(x2 +y2)dm;

ja os outros elementos do tensor de inércia podem ser calculados
pela relacéo

Ly =1, = [xydm,
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=1, =] xzdm e

I, =1, =[yzdm.

Este tensor de inércia permite calcular o momento de inércia para
um corpo girando em torno de qualquer eixo no espaco tridimensional.
Com isso, podemos estudar uma rotacao em torno de um ponto
usando a teoria discutida na se¢ao anterior, que mostrou que uma
rotacao em volta de um ponto pode ser descrita pela composicao de
trés rotacdes planas em torno de um eixo. Sendo assim, para um eixo
qualquer unitario U, teremos:

2 2 2
I=lu”+1lu”+u°"-2[ uu, -2l uu, -2 uu,

emaque u,, U, e u, s§o as componentes do vetor unitario u, que,

por ser unitario, faz com que /uf +uy2 +u? =1

Outro topico de interesse, quando tratamos do momento de
inércia, foi o teorema dos eixos paralelos. De certa forma, ele segue a
mesma logica tratada na Unidade 2, porém, agora precisamos ter um
pouco mais de cuidado quando definimos o sentido do eixo e seu
correspondente paralelo. No caso tridimensional, podemos imaginar
um corpo de tensor de inércia conhecido e cujo o referencial (x',y",z")
coincide com seu centro de massa; também o referencial (X,¥,2)
define o referencial onde queremos calcular o tensor de inércia.

Figura 4.8 | Teorema dos eixos paralelos e planos paralelos

Y y'

Fonte: elaborada pelo autor
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De acordo com a Figura 4.8, podemos calcular os elementos
do tensor de inércia para o sistema de coordenadas (x,y,z)
pelo teorema dos eixos paralelos: L, =(ly)gy +MYou® +Zen’).

l, = (ly‘y‘)cm +M(Xgy” +20y°) € 1, = (Iz‘z' )CM + m(XCM2 + .VCMZ)-

Os termos cruzados do novo tensor de inércia sdo calculados
da mesma forma. Aqui, entretanto, utilizamos o teorema dos planos
paralelos, que € usado para transferir o momento de inércia de
um plano para outro plano paralelo; matematicamente, teremos:

l, = (IW )CM +MXeyYen . 1, = (Iy‘z‘ )CM +MYouZow € Ly = (1, )CM + MZgyy Xy -

De qualquer forma, essas relagdes, envolvendo o tensor de
inércia descrito acima, podem ser aplicadas a qualquer sistema
de coordenadas (X¥,2Z). No entanto, € comum e muito mais
pratico descrever o momento de inércia alinhando-se o sistema de
coordenadas com Os eixos principais do corpo. Em outras palavras,
faremos com que os eixos (X.¥,Z) se alinhem com os eixos de

rotagdo que definem [, I, e I, Neste caso, o célculo dos termos
cruzados do tensor de inércia (1, I, e 1,,) serdo nulos, e, por isso, 0

tensor de inércia podera ser escrito na forma:

I, 0 0
I=|0 I, 0
00 I

Gracas a esta escolha dos eixos (x¥.2), podemos reescrever o
momento em torno de um eixo unitario ¢ qualquer, como:

2 2 2
I=Lu+lu’+lu’

Ja o teorema dos eixos paralelos podera ser escrito na

. 2 2 2 2
forma: L =L )gy + MYen” + Zou’ ). Iyy:(ly,y.)CM+m(xCM +z,,°) e
Ly =(I2) gy + M(Xer” +You’), @0 mesmo tempo que o teorema dos

planos paralelos mostra que os termos cruzados serao: Ly, = MXgyYen
le =MYeuZow € 1, =mzg,Xey
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‘tz” Assimile

O tensor de inércia de um corpo, quando o sistema de
coordenadas (x,¥,z) se alinha com os eixos de rotacdo que
definem [, I, e I,, permite escrever:

I, 0 0
I=|0 1, 0
0 0 I

em que [ =[x*dm={[(y*+2*)dm. I =[y’dm=[(x*+2")dm e

=.[zzdm=J‘(x2 +y2)dm.

Tendo a matriz do momento de inércia descrito por seus eixos
principais, podemos utiliza-la para descrever uma rotacao em
conjunto com as convencdes para rotacao intrinseca discutidas na
secao anterior, quando vimos que uma rotagcao em torno de um ponto
pode ser definida como a composicao de trés rotacdes em torno de
trés eixos (angulos de Tait-Bryan) ou apenas dois eixos (angulos de
Euler). Uma rotagdo intrinseca faz com que os eixos de coordenadas
acompanhem o objeto, ou seja, tanto os eixos de coordenadas
guanto o momento de inércia irdo girar em conjunto com o Corpo, o
gue, como veremaos mais a frente, permite generalizar de forma bem
direta as grandezas que dependem de uma rotacao e do momento
de inércia como momento angular e energia.

Podemos, assim, passar a revisitar os conceitos apresentados nas
unidades anteriores, quando definimos para a dinamica no plano, a
comecar pela grandeza quantidade de movimento. Como vimos,
a quantidade de movimento deve ser estudada separadamente
para movimentos de translacdo e rotagao. Na secao anterior, vimos
gue um movimento de translacdo em trés dimensdes segue uma
descricao idéntica da feita para o plano, isso faz com que grandezas
como o momento linear, dado pela mesma relacdo L =mv , também
sigam um raciocinio semelhante. Em trés dimensoes, um vetor pode
ser decomposto da seguinte forma v =v, i+v j+v k e que, por
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consequinte, faz L =mv,i +mv,j+mv,k também ser descrito por trés
componentes, que também podem ser escritas independentemente
na forma:

L, =mv,
L, =mv,.
L,=mv,

Definido o momento linear, podemos utilizar o principio de
conservagdo do momento linear descrito como L., =L, Para
escrever as relacdes:

final

(m v, )inicial = (m Vy )final
(MY )inicier =MV )iy
(m Vz )inicia/ = (m Vz )ﬁnal

Em sequida, podemos definir a quantidade de movimento angular
de um corpo em trés dimensdes. Vocé ja deve imaginar que essa
descricao sera mais complicada que a do momento linear, porem,
gracas aos calculos apresentados anteriormente, no que se refere ao
tensor de inércia, podemos escrever as componentes do momento
angular como:

Hx = Ixxa)x - Ixywy - Ixza)z
H, =1, 0, -1, 0 -, 0,

Hz = Izza)z - Izya)y - szwx

em que w=aw,+o,j+ank o vetor velocidade angular que
descreve a rotacao do corpo em torno de um eixo. Note que, se
descrevermos os eixos de coordenas (%¥.2) em respeito aos eixos
principais, veremos que os termos cruzados I, 1, e l,, serdo nulos

xx '

e, portanto:
HX = lXa)X
Hy = /yw}’
HZ = IZ z
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Para o calculo do momento angular de uma rotagcdo em torno
de um ponto, devemos considerar que este € uma grandeza aditiva
e, por isso, pode ser descrita pela composi¢cao de trés rotacdes em
torno de seus eixos respectivos.

Por fim, definido © momento angular, podemos utilizar o principio
de conservagao do momento angular descrito como H,ga = Hipa
para escrever as relacdes quando os eixos de coordenadas (X,Y,Z)
acompanham os eixos principais:

(L0, Vinigiar = (@, Vi
(Iya)y )inicial = (Iymy )ﬁnal .
(I zwz )inicial = (I za)z )ﬁnal
Agora que reescrevemos OS principios de conservagao do

momento linear e do angular, podemos revisitar o principio do
impulso e da quantidade de movimento. Retomando a relagcédo

para a quantidade de movimento linear, temos a equacao vetorial

tinal

mic,,alN:Z I Fdt=L,, 9que em trés dimensdes permite escrever a
relacao: oo

Xinicial + AJX = Lxﬁna/
Y inicial + AJ,V = Lyfinal '
Zinicial + AJZ = Lzﬁnal
em que
. . N Linar . Linar . tina1 .
A=A+ j+ALk=Y [ Fdti+Y [ Fatj+Y | Fdtk é

t

t t inicial

inicial inicial

a soma dos impulsos que agem sobre o corpo. Na relacdo para a

guantidade de movimento angular, temos a equacao vetorial

tﬁnal

Hipoir + 2. j Mdt =H,,,. que em trés dimensdes permite escrever
4

inicial
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arelacao:

Xinicial + AYX = Hxﬁnal
Yinicial + AYy = H.Vfinal '
Hzin/'cial + AYZ = Hzﬂna/
em que

tinal . tinal . tina1 .
AY =AY, i +AY, j+AY k=Y [ Mdti+Y [ Matj+Y [ Mdtk € a

¢

inicial trmcral tmlcra/

soma dos impulsos angulares. Observe que, diferentemente de nossa
definicdo anterior, valida para uma rotacdo no plano e em torno de
um unico eixo, um espaco tridimensional permite que o objeto gire
em torno de trés eixos distintos. Por isso, ao inveés de apenas uma

relacdo de impulso para © momento angular, teremos trés relacdes
distintas.

&z” Assimile
O principio de impulso e quantidade de movimento em trés dimensdes

pode ser usado para solucdo de problema, utilizando seis equagdes
escalares independentes, dadas por:

Xinicial + AJX - Lxﬁna/ Xinicial + AYX - Hxﬁna/
Yinicial + AJ,V = Lyﬁnal ' Yinicial + AY.V = Hyfinal ’
Zinicial + AJZ = Lzﬁnal Zinicial + AYZ = HZﬁnal

o(b Reflita

A diferenca no numero de equacdes para O teorema do impulso e da
quantidade de movimento entre um movimento restrito no plano (3
equacdes) e um para 0 espaco tridimensional (6 equagdes) € reflexo do
aumento dos graus de liberdade que um corpo pode assumir. Aproveite
esta pausa para refletir sobre como o movimento de um helicoptero, por
exemplo, pode ser tdo mais complexo que o de um carro. Vocé consegue
imaginar quantos comandos um helicoptero deve ter?
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A proxima grandeza que podemos rever € a energia cinética.
Na unidade anterior, vimos que esta grandeza tem componentes
que se relacionam com o movimento translacional e com o

movimento de rotagdo do corpo. Para o movimento translacional,

teremos a relacao T:1m|\7|2, em que a velocidade
2

V=vi+v, j+v,k se refere ao centro de massa e cujo

modulo  quadrado € calculado  segundo |V [=v,?+v,2+v,?

logo, a energia cinética translacional em trés dimensdes sera:
— 2 2 2
T=—mv, +§mvy +§mvZ .

No gue tange ao componente proporcional ao movimento de
rotacdo, podemos escrever a energia cinética de rotagao para os
eixos de coordenadas (X.¥,Z) que acompanham os eixos principais

- 1 1 1
do corpo rigido, como: T =§Ixa)x2 +§choy2 +§Izcozz.

Logo, a energia cinética total para um corpo rigido sera dada por:

T = Emvx2 + %mvy2 + %mvz2 + %lxa)x2 + %lymy2 + %Iza)zz_
Finalmente, definida a energia cinética, podemos reescrever o
ultimo principio apresentado na unidade anterior, o do trabalho e
conservacao de energia. Logo, da unidade anterior, podemos escrever
qgue Tew +AW =T, que, para um espaco de trés dimensdes, as
definicbes para o trabalho W=F.rcos§ € W=7-6 se mantém as
mesmas.

6&9 Assimile

A energia cinética de um corpo rigido executando um movimento geral
no espaco tridimensional pode ser calculada pela relacdo:

Tzlmvx2 L. +1mv22 +1lxcox2 w? +1lza>22.
2 2 7 2 2 277 2
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Um disco homogéneo de raio r=100 mm e massa M=1kg estd
montado sobre um eixo OG de comprimento L=300mm,  massa
desprezivel, conforme Figura 4.9. O eixo é pivotado no ponto fixo O e
o disco € compelido a rolar sobre um piso horizontal, onde ndo ocorre
escorregamento. Sabendo que o disco gira no sentido anti-horario a
uma taxa @, =30 rad/s em torno do eixo OG, qual 0 modulo de sua
quantidade de movimento angular e a sua energia cinética?

4

Para o calculo da quantidade de movimento do disco, devemos considerar
composicao do movimento de rotagdo do disco em torno do eixo OG
com o movimento de rotacdo ao pivotar em torno do ponto O. Dessa
forma, podemos desenhar os vetores instantaneos da velocidade angular
W, e 0,, segundo a Figura 4.10.

Figura 4.9 | Disco sobre eixo

Fonte: Beer (2009, p. 1.159).

Figura 4.10 | Diagrama das velocidades angulares

y

Fonte: Beer (2009, p. 1.159).

Por ser uma grandeza aditiva, podemos analisar cada movimento
separadamente.

’=] Exemplificando

JP
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4 O momento angular da rotagao em torno do eixo OG, ou seja, eixo X,
sera:

H, =10, em que o momento de inércia l, € um dos eixos principais do
disco e pode ser calculado pela relacao /=7 logo:
2

2 2
Hx=lw1=%a)1 10130 0,15 kg-m?/s.

O momento angular da rotagcao em torno do pivd O, ou seja, eixo Y,
sera:

H =1 y®2, em que 0 momento de inércia / também esté ao longo de
um dos eixos principais do disco, porém, o eixo de rotacdo esta paraletp
a um dos eixos principais do disco, cujo momento de inércia € Iy, = T
para um eixo passando pelo centro de massa. Note que, na realidade, o
eixo esta a uma distancia L do centro de massa e, por isso, podemos
usar o teorema dos eixos paralelos para calcular o momento de inércia

2
mr
Iy :ICM +ml-2 :T+mL2'

Ja o modulo da velocidade angular @, pode ser calculado pela velocidade
tangencial das rotacOes, que deve ser a mesma, Vvisto que Nao existe
escorregamento g, | = m,r = w, = or logo,

L

mr? o,r
=t~ 2 -2

2
H :-[1'0’1 +1‘o,32]%=—0,925 kg-m?/s.

4

O momento angular em torno do eixo Z sera:
H,=lw,=1,0=0.

Sendo assim, 0 modulo do momento angular do sistema sera:
|Al= JHz2+H,?+H? =015 +(-0,925) + 0 = 0,937 kg-m?/s

Para o calculo da energia cinética, temos a relagao:

1 1 1 1 1 1 .
T= Emvx2 + Emvy2 + Emvz2 + Elxwxz + Elywyz + Elzcozz, porém,
como o sistema néo translada v, =v, =v, =0, logo,
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1 1 1
4 T=—lo’+-lo?+-l0? dodagrama podemos substituir @, o,

Yoy
e 02 2 2
2 2 2

T-Mw2e i wpet 0221 2 M e |

2 2772 2 2 2 2\ 4 L

2 2 2

71108 55 10T 4032|3001} 6876

2 2 2( 4 0,3

|:[_<|1 Pesquise mais

Vocé pode revisar esses conceitos e até explorar outros exemplos nesta
bibliografia, no capitulo 21 do livro: HIBBELER, R. C. Dindmica: mecanica
para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo: Pearson, 2012.

Sem medo de errar

O desenvolvimento de maquinas capazes de responder a tarefas
cada vez mais complexas abriu espaco para o desenvolvimento
de mecanismos cada vez mais interessantes. Vocé, no lugar do
personagem de nossa historia, especialista em bracos mecanicos de
linhas industriais, acaba se deparando com inumeras engrenagens e
mecanismos. Apos calibrar um braco mecanico, chegou a hora de
analisar uma de suas pegas: uma engrenagem conica, representada
na Figura 4.11.

Figura 4.11 | Engrenagem cénica

Fonte adaptada de <https://en.wikipedia.org/wiki/Bevel_gear#/media/File:Engrenage_conique_
concourant_14dts_mod5.svg>.. Acesso em: 23 jan. 2017
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A principio, o raio r =25 mm das engrenagens ¢ fixo e ndo pode
ser alterado, no entanto, existe o fator que diz respeito ao numero
maximo de rotacdes por segundo que cada engrenagem pode
suportar. Segundo 0 manual, a engrenagem horizontal fica ligada a
um eixo que, partindo do repouso, fornece um torque de t=5N-m
gue permanece constante até que a engrenagem complete 2
revolu¢cdes completas. Sabendo que ambas as engrenagens pesam
100 g e que possuem um raio de giro de k=20 mm, vocé precisa
determinar qual a velocidade anqular esperada. Nesse caso, o atrito
pode ser desprezado.

A presenca do torque por um determinado numero de
revolucdes implica que o sistema executa um trabalho dado por:
U=1-0; como ele opera por exatas duas revolu¢cdes 6 =4r rad,
logo, U=5-47~62,83 J.

Sendo assim, podemos usar o principio de trabalho e energia
para escrever a relacao entre trabalho e energia cinética:

Tiicis TAU =T, 1, como o) sistema parte do
repouso Tt =0 ja a energia cinética final
Tﬁnal :1mVX2+1mV 2_*—1”’”/22-i—llxa)x2+1l (] 2+1Izwzz' porem, O

2 2 72 2 277 2

sistema ndo translada e, por isso, v, =v, =v, =0, logo,

T,

1 1 1
tnal = Elxcux2 +Elya)y2 +—lw?

2 z7"z
engrenagens tem as mesmas dimensdes, faz com que [, =1 =1/

ao  mesmo tempo, como @ as

. Também, elas estdo alinhadas a apenas dois eixos, por isso,

o, =0,=0 ¢ o,=0,090,

1

1 o
Tina =§/w2 +§/a)2 =lo®; o cdlculo do momento de inércia pode

ser feito pelo raio de giro: | =mk? =0,1-0,022 =4-10° kg-m?.

Logo, teremos: T,

inicia

 +AU=T,

inal

0+62,83=4-10"-w?
o ~1253,3 rad/s -
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Vocé precisa determinar o numero de rotacdes por segundo
antes de passar este valor para o setor de compras, l0go,

f=2 <199 Hz .
2r

Com essas informacdes, a descricao da engrenagem conica esta
completa.

Avancando na pratica
Diferencial
Descricao da situacao-problema

Um diferencial € um componente mecanico encontrado em
carros e veiculos gue envolvam algum sistema de eixos e rodas. Ele
€ desenhado para compensar os instantes quando duas rodas em
um Mesmo eixo precisam assumir velocidades diferentes, o que seria
impossivel com um eixo fixo.

Um exemplo tipico sdo 0s momentos quando um carro precisa
fazer uma curva: neste caso, a roda do lado de dentro da curva
precisa fazer um percurso menor que a de fora da curva e, por isso,
embora estas rodas estejam ligadas ao mesmo eixo, elas devem
girar com velocidades diferentes. Na figura, temos a representacao
esquematica de um diferencial cuja razao entre as engrenagens
externas e as demais, ligadas aos eixos e a central, € 28 por 12. Na
condicdo mostrada, o carro estaria andando em linha reta, e, por isso,
a engrenagem central ndo ird rotacionar € ambas as rodas estdo livres
para girar na mesma velocidade, como vemos na Figura 4.12.

Figura 4.12 | Diferencial

)

«I N UL

Fonte: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/61/Differential_free.png>. Acesso em 23 jen. 2017
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Se considerarmos o instante mostrado na figura, quando a
engrenagem externa gira a uma velocidade w,,, =10 rad/s, qual
serd a velocidade das duas engrenagens ligadas ao eixo?

Resolucdo da situagdo-problema

Apesar de ser um mecanismo tridimensional, as engrenagens ainda
irdo sequir a relacao de torque proporcional ao seu numero de dentes
ou perimetro. No caso mostrado na figura, a central ndo gira e, por isso,
transfere todo o momento da engrenagem externa para as demais.

Sendo assim, como a razao entre as engrenagens € de 28 por 12, as
demais engrenagens terdo uma velocidade angular de:

=28 e =2810~23,33 radis.
127 712

(0]

Note que, mesmo quando uma das rodas do carro esta travada, o
sistema ndo sofre de nenhum estresse mecanico, pois, neste caso, a
engrenagem central ird girar, compensando a diferenga de velocidade
entre os eixos, como observamos na Figura 4.13.

Figura 4.13 | Comportamento do diferencial para roda travada

Fonte: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/61/Differential_free.png>. Acesso em: 23 jan.
2017.

Faca valer a pena

1. Na Figura 4.14 temos um sistema composto por um disco homogéneo
que possui uma massa M=5Kg e raio r =150 mm; este disco gira a uma
taxa constante de @, =25rad/s em torno de um eixo apoiado em uma
unidgo em U que esta presa em uma barra vertical que também gira, com
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uma taxa constante de ®, =10 rad/s.
Selecione, dentre as alternativas a seguir, a que melhor representa a resposta
correta.

Figura 4.14 | Disco

Fonte: Beer (2009, p. 1.162).

2 m2
2) 2,009 g) 2,15K9°M
S S
2 2
o) 14549 e) 1,00-K9-m
S S
2
o) 168K M
S

2. Avalie as afirmativas a seguir

|. O teorema de eixos paralelos permite calcular o momento de inércia de
um corpo em relacao a um eixo passando por seu centro de massa, com
base no momento de inércia com relacao a outro eixo paralelo passando
por outro ponto.

[I. O teorema de planos paralelos é usado para obter os produtos de inércia
do corpo em relacdo a um conjunto dos trés planos ortogonais passando
pelo centro de massa do corpo, para um conjunto correspondente de trés
planos paralelos passando por algum outro ponto O.

[ll. Ambos os teoremas de eixos paralelos e planos paralelos sdo usados
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para calcular o tensor de inércia de um corpo sobre um ponto que passa
exclusivamente por seu centro de massa CM.

Selecione, dentre as alternativas a seguir, a que melhor representa a sua
resposta.

a) Apenas a alternativa | esta correta.

b) Apenas as alternativas Il e lll estdo incorretas.
c) Todas as alternativas estdo incorretas.

d) Todas as alternativas estdo corretas.

e) Apenas as alternativas | e Il estdo corretas.

3. Um  corpo composto  suspenso  possui  uma  massa
m =2 kg, e os momentos de inércia desse corpo no centro de massa estdo

10 -1 -15
representados na matriz ICM—[ -1 5 - ] Considerando que o ponto
-15 -1 20

CM estad nas coordenadas x,, =10, yq, =15 € z,, =20 em relacdo ao

ponto O do plano XyzZ, selecione, dentre as alternativas a seguir, a que
melhor representa o tensor de inércia com relacao a origem O do sistema
cartesiano.

1260 —299 -385
a) I, =| -299 1005 -599 |
-385 -599 670

1260 -385 -299
b) I, =| -385 1005 -599 |.
299 -599 670

1260 -599 -385
¢ l,=|-599 1005 -299 |-
-385 -299 670

1260 -299 -599
d) I, =|-299 1005 -385 |.
-599 -385 670

1200 -299 -599
e l,=|-299 1000 -385|.
-599 -385 1500
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Secaon 4.3

Exemplos de movimentos de corpos rigidos

Dialogo aberto

Estamos chegando a ultima secdo do nosso curso. Estamos
muito proximos de finalizar mais esta etapa de sua formacado, na
qual desenvolvemos uma intuicao sobre as leis e fundamentos
que governam a dinamica de corpos rigidos. Resta-nos apenas
abordar alguns ultimos topicos mais avancados na dinamica em
trés dimensodes.

Nesta secao, estudaremos as equacdes de movimento do
corpo rigido em trés dimensdes, assim como ferramentas para
descrever esse movimento de maneira eficiente. Como exemplo,
vamos estudar um giroscopio, que € um dispositivo que assume um
movimento de rotacdo no espaco que resume toda a teoria vista
até entdo. Estudaremos também corpos livres de forcas externas,
gue também é uma condicdo interessante na qual podemos aplicar
nossa dinamica de corpos no espaco tridimensional.

Neste contexto, veremos como o projetista que trabalha com
automacgao industrial precisa projetar o mancal da maquina de corte
da linha de uma industria, no caso, um rotor de alta velocidade
posicionado sobre um braco mecanico. O torque do rotor exerce
forca sobre o mancal quando o braco € acionado. Desta forma,
nesta ultima tarefa, precisamos calcular essa forca. E, para isso, vocé
precisa de novos conhecimentos!

Nao pode faltar

Na secdo anterior, vimos como 0s principios de trabalho e
conservacao de energia, de impulso e quantidade de movimento
podem ser estendidos a um corpo rigido em trés dimensdes. Resta-
nos entao estudar as for¢as que agem sobre este corpo e definir suas
equacdes de movimento.

Assim como na dinamica planar, podemaos escrever as equacoes
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de movimento de um corpo rigido no espa¢o, acompanhando o
movimento de translagdo de seu centro de massa. A primeira lei de
Newton afirma que o estado de movimento de um corpo rigido so
pode ser alterado pela atuagcao de uma forca resultante Fr, que € a
soma de todas as forcas que atuam sobre ele em um dado instante.
Desta forma, teremos:

T:R:Z/f:%E,

em que ﬁ:FXf+ij+in< ¢ a forca que pode ser decomposta
em trés componentes espaciais, e € igual a taxa de variagcdo do vetor
momento linear L = fo + Lyj + in(. Vimos que o momento L pode
ser escrito como o produto entre a massa m e a velocidade V ; para

o caso tridimensional, teremos L :mvxf +mvyj+mvzi< . Por fim,
para o caso de um corpo de massa constante, teremos:
= _dL_d(mv)  dv

Fr=—=——2%=m—=ma.
dt dt dt

em que a derivada temporal da velocidade resulta na aceleracao:

d\7 — ? 7 7 ~ .
bt a=aJ+a,j+ak, no caso, a aceleracdo translacional do

centro de massa do corpo rigido. Sendo assim, podemaos escrever
trés relacdes lineares independentes:

ZFX:maX
ZFy =ma,
Z:FzzmaZ

Em sequida, como era de se esperar, 0 caso particular envolvendo
uma rotacdo pode ser escrito inicialmente como:

em que Zf € a soma dos torques que agem sobre o corpo,
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compondo um torque resultante Tg e fazendo com que sua
quantidade de movimento angular H varie no tempo. Neste caso,
COmo Nno espaco, © momento angular deve ser escrito sequndo
H=FxL. Quando calculamos a derivada temporal, utilizaremos a
propriedade distributiva das derivadas. Note que a derivada de um
vetor resulta em um vetor, entao a aplicacdo da derivada ndo afeta o
produto vetorial. Portanto:

iﬁz£(?x£)=£x[+?x%-
dt dt dt ot =

Como vocé deve imaginar, escrever o vetor I e ovetor L pode ser
bem complicado para mecanismos mais gerais. Podemos simplificar
bastante a analise, considerando a rotacdo por um referencial
conveniente, gue gire acompanhando 0s eixos principais do corpo,
ou seja, nosso referencial devera girar junto com o corpo de forma
qgue o tensor de inércia do corpo fique constante ao longo do tempo.

Com isto, podemos escrever o conjunto de equacdes lineares:

>t =10, -, -1)o,o0,
Zry =la,—(,-1,)o,0,
ZTZ =lo,-(, -1))o,0,
emque I, Iy e [, sdo o momento de inércia dos eixos principais

do corpo rigido; o,, ®, e ®w, os componentes da velocidade
angular; o, , a')ye ®, s&o as derivadas temporais das componentes
da velocidade angular (aceleracdo angular). Vocé deve se lembrar
que essa descricao € a mesma usada na definicao dos angulos de
Euler, por isso, essas equacdes sao conhecidas como equagdes de
movimento de Euler.

E importante que vocé compreenda que essa definicio simplifica a
analise. Os eixos principais do corpo podem ser escolhidos de modo
a permitir uma definicdo clara dos torques, e velocidades angulares, e
a facilitar o calculo do momento de inércia.

Outra escolha no referencial permite modificar o conjunto de
equacdes e é util para diversos mecanismos. Neste caso, o referencial
Nnao ira mais girar a uma velocidade angular @ igual a do corpo, mas
sim a uma velocidade angular Q. Isso é particularmente adequado
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para a analise de pides e giroscopios simétricos em relagao ao seu
eixo de rotacao. Neste caso, teremos um novo conjunto de equagdes
escalares independentes:

ZTX =lo,-1,Q,0,-1,Q 0,
Zry =lo,-1,.Q0,-1Q,0,
Zrz =lo,-1Q 0, -1Q 0,

emqueQ, Q eQ, sao as componentes da velocidade angular do

referencial. Note que se Q=@ teremos as equacdes de movimento
de Euler discutidas anteriormente.

‘t"’ Assimile

As equacgbes de movimento para um corpo rigido executando um
movimento de translacdo sob a acao de forgas no espaco tridimensional
S3o:

Y F,=ma,

ZFy =ma,
D F,=ma,

Para um movimento de rotacdo com uma velocidade @ uma escolha
conveniente de referencial, que gira junto ao corpo:

er =lao,~(,-1,)o0,

Zry =lo, —(I, -1, )o,0,

2.7 =ho, ~(,~1,)o0,

Quando o referencial gira a uma velocidade Q+é , temos:
Z‘L’X =lo, -1Q0,-1Q 0,

Zry =l,o,-1,Q,0,-1Q,0,

ZTZ =l,0,-1Q 0 -1Q o,
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&

’=] Exemplificando

Uma placa fina de material uniforme e massa total de Bkg esta
acoplada a um eixo de massa desprezivel, como mostrada na figura
a seqguir. Se o eixo AB gira a uma velocidade angular constante @,
determine as componentes A,, A, e A, da reagcdo no mancal A e as
componentes B, e B, da reacdo no mancal B.

Figura 4.15 | Placa e eixo

w|= 50 rad/s

B

Fonte: Hibbeler (2012, p. 490).

Para solugéo do problema, podemos escolher um referencial X, y,Z que
gira junto com a placa e segue seus eixos principais, Como mostrado na
Figura 4.16.

Figura 4.16: Placa com eixos principais

Fonte: Hibbeler (2012, p. 490). J>
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4 Neste referencial, a velocidade @ tem componentes:
0, =0, 0, =-w0sen60°, w, = »cos60°.

Como o referencial gira na mesma velocidade que o eixo: Q=@
usamos a relagao:

er =lao,~(,-1,)o,0,

Zry =lo,-(,-1 )00,

Yot =la,—(,~1)ow,
osistemanado apresentaaceleracdoangular, ouseja, @, =, =, =0
. Sabendo que o momento de inércia de uma chapa quadrada de

lado a tern componentes principais: 1, =1, :%ma2 el :%maz.

-AL+B,L=0- (% ma® - %ma2 J (~wsenB0° )(wcos60°)
A,Lcos60° -B,Lcos60°=0-0

A, Lsen60° — B, Lsen60° =0-0

Também podemos escrever:

> Fy =may
ZFY =ma, .que descreve as forcas no referencial estatico
> F, =ma,
X,Y,Z
A, +B,=0
A, +B,-P=0
A, =0
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4 Logo, temos o sistema:

~AL+B,L=0- (% ma® - % ma* j (~wsen60°)(wcos60°)
A,Lcos60° —B,Lcos60°=0-0

A,Lsen60° — B, Lsen60° =0-0

A, +B, =0
A +B,-P=0
A, =0

-AL+B,L= [% ma? —%mazj(wsenGO" )(cos60°)
A, -B, =0

A, +B,=0

A, +B, =P

A, =0

-AL+B,L= (112 ma® - % mazj(a)senGO" )(@wcos60°)
A, +B, =P

A, =0

A, =0

B, =0

~A,0,45+ B,0,45 = [%5 0,32 —%5 : 0,32j(—503en60°)(50 c0s60°)
A, +B, =510
A, =0

A, =0 >

B, =0
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-A, +B, =-90 A, =70N
A, +B, =50 B, =-20N
A, = = A, =
A, =0 A, =0
B, = B, =
g J

A partir destas equac¢des de movimento, podemos estudar um dos
dispositivos mais populares que envolve rotacdes, e aqui me refiro
a um simples piao ou giroscopio. Para tanto, podemos retomar a
descricao de uma rotacdo de um corpo rigido utilizando os angulos
de Euler e aplica-la. Imaginando o piao em repouso, podemaos definir
0s eixos de nosso referencial. Note que priorizamos para O €ixo z
(eixo de simetria), o que facilita muito a estimativa do momento
de inércia em qualquer caso real. De todo o modo, manteremos a
discussao geral, para que as equacdes sejam validas em qualquer
caso. O referencial (X,¥,2) € mostrado na Figura 4.17.

Figura 4.17 | Giroscépio

Xix

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 491).

Seguindo a mesma convengdo apresentada na Secdo 4.1,
iniciamos nossa rotacao em torno do eixo z, o eixo de simetria,
movimento que podemos denominar precessao:
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Figura 4.18 | Precesséo

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 491).

O proximo movimento, segundo nossa cCoNvencao, ocorre em
torno do eixo X, que iremos denominar nuta¢gdo, COmo vemaos Na
figura a sequir:

Figura 4.19 | Nutagcdo

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 491).

Portanto, estamos inclinando o corpo rigido. Por fim, o ultimo
movimento ocorre em torno, novamente, do eixo z, o qual
denominaremos rotagdo, como vemos na Figura 4.20.
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Figura 4.20 | Rotacéo

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 491)

Para descrever sua equacao de movimento, devemos escolher
cuidadosamente a melhor forma de descrever este problema. Note
que, devido a simetria do pido, 0 movimento de rotacao nao modifica
a posicao do pido. Com isso, um vetor que descrevesse a posicao do
pido iria se alterar quando a rotacdo em @ ¢ aplicada. Desta forma,
podemaos assumir que para descrever a posicao do pido, @ pode
assumir qualquer valor, inclusive zero. Logo, os componentes do
vetor velocidade angular & =,/ + o,/ + o,k . para esta convengéo
dos angulos de Euler, sera:

0, =,
0, =0, sin@

0, =0, C0s0 + o,

Tambéem, devido a simetria do pidao, podemos escolher um
referencial que ndo segue o corpo, ou seja, Q#d . Isso & possivel,
devido a simetria do pido, que faz com que o0 momento de inércia
I, e |, sejam constantes para qualquer instante, por isso, podemos
assumir um referencial que se alinha ao eixo z, mas que Ndo precisa
acompanhar 0 movimento de rotacao do pidao, com isso, teremaos
um referencial que precessmna e nutaciona, porem, n3o rotaciona.
Logo, a velocidade angular Q=Q, i+ / +Q, k do referencial pode
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assumir que @, =0, resultando em:
Qx :we
Q =ow,sind
Q, =w, cosd

Podemos, entdo, calcular a equagao de movimento do piao

pela relacdo quando Q # @. Utilizando as expressdes apresentadas
anteriormente:

Z‘L’X =lo, -1,Q0,-1,Q o,
Zry =lo,-1,Q0,-1Q,0,
Zrz =l,o,-1Q 0 -1Q 0,

Substituindo os valores conhecidos para a velocidade angular do
referencial:

. 2 . .
>, =l(a, —w,*sin6cos0) +,m, sinb(w, cos6 +w,)
D 7, =l(@, SN0 + 0, c0sO) + L, w,(w, COSO +w,)
Y7, =1, +®,cosb —w,w,sing
em que =1 =1, uma vez que o pido & simétrico em torno do
eixo z. Um caso particular conhecido como precessdo estacionaria

ocorre quando o adngulo de nutacao @ e as velocidades angulares
de precessao ®, e rotacdo @, sao constantes. Neste caso, teremos

o 2 i — -
2.7, =—lw,?sin0cosb + o, sinb(w, cosb +o,) e >r,=>1,=0
. Para o caso especifico em que 9 =90°, teremos 0 caso em que

D, =lw,0,, mostrado na Figura 4.21.
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Figura 4.21 | Caso particular

Fonte: adaptada de Hibbeler (2012, p. 492)

O interesse neste tipo de sistema em particular torna-se
mais evidente quando consideramos a acao da gravidade, pois,
como mostrado na Figura 4.18, a presenca da forca peso agindo

no centro de massa criaré um torque na dire¢do x do sistema:

Tp =F><I5=P-r-f; note que o sentido do torque devido a forca
peso € 0 mesmo do torque resultante devido a precessdo o, e rotagao

o, descrito por ZTX =1l,0,0, Com isso, é possivel escolher uma
velocidade de precesséo @, e uma velocidade de rotagdo @,, de
forma a contrabalancear o efeito da forca peso (fazendo o corpo
levitar!), criando o chamado efeito giroscopico.

@ Reflita

Se o efeito giroscopico é uma resposta ao torque gerado pela gravidade,
vocé acha que apenas a forca peso resulta nesse efeito? Alguma vez
vOCé ja tentou mover um HD externo enquanto ele funciona? Consegue
identificar o efeito giroscopico? Atengao: mova o HD com calma, afinal,
ele ndo € uma coisa baratal

Um outro sistema modelo de interesse € o estudo da dindmica de
um corpo quando livre de torques. A forca gravitacional nao exerce
torque, pois age como se estivesse concentrada diretamente sobre
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O centro de massa do corpo rigido. Por isso, um corpo rigido livre de
torque pode estar sobre a agdo da gravidade. Este tipo de movimento
€ caracteristico de planetas e satélites, mas também de projéteis,
desde que o atrito com o ar possa ser desprezado.

Alem de estar livre de torques, para descrever um pouco este
movimento devemos assumir a mesma condi¢cao para o estudo do
giroscopio: a de gue o corpo rigido, assim como o piao, tem simetria
axial ao longo do eixo que definiremos como z. Nesse caso, a
origem do sistema de coordenadas (x,¥,z) esta localizada no centro
de massa do corpo de forma que podemos manter a mesma relacao
para o tensor de inércia: | = /X = /y e /Z.

Sendo assim, mantendo a mesma convengao para os angulos de
Euler, podemos escrever que a velocidade angular @ do corpo rigido
livre de torques e com simetria axial sera:
H.,sen6 . H,coso ;

IR A R

z

a_j:

em que H, € a quantidade de movimento angular do corpo que,
como esta livre de torque, € constante. Ja 8 segue 0 mesmo padrao
dos angulos de Euler na convengdo z- x -z, descrevendo o angulo
entre os eixos z e Z.

Por fim, também podemos escrever as equacdes de movimento
para um corpo livre de torque:

0 = constante
H
COW = TG
®, = I/f/lz H, coso

Com isso, finalizamos nosso estudo sobre a dinamica de corpos
rigidos no espacotridimensional.
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|:|_C|1 Pesquise mais

Agora que finalizamos nossos estudos da dinamica tridimensional, vocé
pode se aprofundar consultando este livio: HIBBELER, R. C. Dinamica:
mecanica para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo: Pearson, 2012. Capitulo 21.

Sem medo de errar

Em sua mais recente tarefa, o projetista precisa calcular e
quantificar as forcas a que um eixo esta submetido, devido ao
movimento de um rotor. Um sistema para cortes circulares consiste
em um disco de corte e um eixo, conforme a Figura 4.22. Esse disco
gira submetido a uma determinada configuracdo de forgas sobre o
eixo. Vocé deve investigar este fendbmeno e descrever a situagao.

Figura 4.22 | Disco de corte

Fonte: Hibbeler (2012, p. 486).

Nele, o disco possui uma massa m=1g e seu eixo de giro esta
representado em AB; durante sua operacao ele precisa operar a
uma velocidade angular de o, =6rad/s. J& O sistema que gira o
disco executa um movimento de rotacao em torno do pivb em A, a
uma velocidade angular o, =3rad/s .

Gracas aos conceitos gue acabamos de estudar, podemos
escrever o diagrama de forcas e calcular as forcas reativas que agem
sobre os pontos A e B, e mantém o eixo alinhado, sendo assim, o
diagrama de forcas pode ser representado por:
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Figura 4.23 | Diagrama de forcas

10(9.81) N

Fonte: Hibbeler (2012, p. 486)

Considerando o diagrama de corpo livre mostrado na figura,
identificamos que a origem do sistema de coordenadas x, y e z esta
localizada no centro de massa G do volante. Assim, esse sistema de
coordenadas tera uma velocidade angular Q =w, =3k rad/s; apesar
do volante girar em relacdo a esses eixos, 0s momentos de inércia
permanecem constantes, ou seja:

lo=1, :%(10)(0,2)2 =0,1kg - m?

X

1

=5

(10)(0,2)* =0,2kg - m?

No sistema de coordenadas externo X, Y, Z o disco possui

uma velocidade angular w:{6]+3f<}rad/s. de maneira que:
0,=0;0,=0;0,=0 .

Aplicando as equagbes de >'M para Q# @, resulta:
M, =16, 1,00, +1,00,
~A,(0,5)+B,(0,5)=0-(0,2)(3)(6)+0=-3,6

YM, =10, -1,00,+Qo,
0=0-0+0=0
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YM, =lo,-1Q0,+1,Q0,
A,(0,5)-B,(0,5)=0-0+0

Aplicando:
ZFX =m(aG)X;AX +B =0

ZFy :m(ae)y;Ay :—10(0,5)(3)2
> F,=m(ag),;A +B,-10(9,81)=0

Resolvendo as equagdes, obtemos:
A +B =0

A, (0,5)-B,(0,5)=0

A, =-10(0,5)(3)’

A, +B,-10(9,81)=0
-A,(0,5)+B, (0,5) =-3,6
A +B =0

A -B =0

Ay =-45

A, +B, =981
-A,+B,=-7,2

A, =0
A, =-45N
A, =52,6N
B, =0
B, = 45,4N

Logo, a forca devida do giro do disco sobre os pontos A e B sera:

A=(-45] +52,6k)N
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B = 45,4kN

Agora, vocé tem uma compreensdo mais clara sobre as
especificacdes da linha industrial sob sua responsabilidade e os
equipamentos que a compdem.

Avancando na pratica

Equilibrando uma barra
Descricao da situacao-problema

O efeito giroscopico € um dos fendmenos mais inusitados
descritos pela mecanica newtoniana. Este efeito € encontrado em
qualquer sistema em gque um corpo rigido gira e, por isso, Possui
momento angular. Exemplos de nosso dia a dia envolvem HD de
computador e ferramentas (como serras circulares e furadeiras). Para
compreender tal efeito, um estudante resolveu construir um sistema,
como o mostrado na Figura 4.24. Neste sisterna modelo se pretende
equilibrar uma barra em que, em uma extremidade, temos um disco
€, Na outra, um peso, cujo torque pode ser ajustado variando se sua
distancia S em relacao ao ponto O.

Figura 4.24 | Giroscopio

w, = 05rad/s

wp = 70 rad/s

Fonte: Hibbeler (2012, p. 495).

Desta forma, nosso estudante resolveu determinar o comprimento
S que permite equilibrar a barra.
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Resolucao da situacdo-problema

Para resolver este problema, precisamos primeiro desenhar seu
diagrama de forcas, como observado na Figura 4.25:

Figura 4.25 | Diagrama de forcas do giroscépio

v

‘B

19.62 N

981 N

Fonte: Hibbeler (2012, p. 495)

Por convencdo, o eixo Z € escolhido ao longo do eixo de precessao
e 0 eixo z € escolhido ao longo do eixo de rotagao, desta maneira 6
= 90°. Sabendo que a precessdo € uniforme, pode-se usar a equacao
descrita a seguir:

ZMX =1,Q 0,

1
Fy-dop —F5-dog =§mr2 ‘0, (-wp)
F,=1-9,8=98N
F;=2-9,8=19,62N

9,81~0,2—19,62-s=B1(0,05)2}0,5-(70)

s —-0,04375 +1,962

=0,09777
19,62 -

Depois desses calculos, nosso estudante resolveu testar esta
teoria e colocou O peso na posicao encontrada. Sera que a barra
ficou equilibrada?
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Faca valer a pena

1. Um giroscopio é um mecanismo composto por um rotor que pode girar
livremente em torno de seu eixo. Os angulos que descrevem a sua rotacao
seguem a convencao dos e suas velocidades angulares
sao e , respectivamente.
Leia com atencdo as afirmativas a sequir e selecione a resposta que preenche
as lacunas acima.

a) angulos de Euler; translacdo, angulacdo, rotacdo.

b) angulos de Newton; precessao, triangulagdo, translacdo.
c) angulos congruentes; translagao, nutagdo, angulagdo.
d) angulos de Euler; precessdo, nutagao, rotagdo.

e) angulos de Newton; nutagao, angulacgao, translagdo.

2. Sabe-se que um satélite espacial de massa M é dinamicamente
equivalente a dois discos finos de massas iguais. Os discos tém raio
a=800 mm e estdo rigidamente conectados por uma barra leve de
comprimento 2a, como observamos na figura 4.26. Inicialmente, o satélite
esta girando livremente em torno de seu eixo de simetria a uma taxa
o, =60 rpm, quando um meteorito de massa m, =m/1.000, viajando
a uma velocidade v, =2.000 m/s em relagéo ao satélite, colide com ele e
fica alojado no ponto C.

Figura 4.26 | Sistema equivalente

Fonte: Beer (2009, p. 1.193).
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Determine a magnitude da velocidade angular do satélite imediatamente
apds o impacto e selecione a alternativa que melhor representa

. L 2
sua resposta. Considere os momentos de inércia [,=—ma® e

I=1 =1 =2 e+ 1m)a2 _Sma
r %402 2 4

a) 6,595 rad/s.
b) 7,773 rad/s.
c) 3,777 rad/s.
d) 4,000 rad/s.
e) 10,000 rad/s.

3. A engrenagem mostrada na Figura 4.27 possui uma massa de 10
kg e estd montada em um angulo de 10° com o eixo de rotagdo.
Iz = 0,1 kg.m? | =1 =0,05 kg.m?, e o eixo esta girando com uma velocidade
angular constante o = 30 rad/s.

Figura 4.27 | Engrenagem

10°

o =30 rad/s

Fonte: Hibbeler (2012, p. 483).

Determine as componentes da reacdao que o mancal axial A e o mancal
radial B exercem sobre o eixo no instante mostrado.

A, =26,0N
o) JA=T16N

B, =ON

B, = 26,5N
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A, =55,0N
A, =716N
B, =30,0N
B, = 26,5N

A, =ON
A, =716N
B, =ON

B, =26,5N

A, =716N
A, =716N
B, =26,5N
B, =26,5N

A, =T2,0N
A, =ON
B, =28,0N
B, =ON

U4 - U4 - Movimentos de corpos em trés dimensdes

231



Referéncias

BEER, F. Mecanica vetorial para engenheiros: dinamica. 9. ed. Porto Alegre: AMGH, 2009.
HIBBELER, R. C. Dindmica: mecanica para engenharia. 12. ed. Sdo Paulo: Pearson, 2012.

THORNTON, S. T.; MARION, J. B. Dinamica cldssica de particulas e sistemas. S3o0 Paulo:
Cengage, 2012.






ISBN 978-85-8482-813-5

97/885847828135" >



