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Palavras do autor

Ola, aluno. Seja bem-vindo!

Nesta unidade curricular serdo apresentados os conceitos de geometria
analitica que encontra na algebra seu aliado mais significativo. Nao somente na
algebra elementar, mas, principalmente, na algebra vetorial.

Frequentemente usamos 0s conceitos de geometria analitica e nem
percebemos. Algumas atividades exigem seu uso mais efetivo, outras menos,
mas o0s usamos sem perceber. Um cidadao que utiliza o GPS, por exemplo.
Este aparelho capta sinais de varios satélites e estes calculam a velocidade
que recebeu e enviou a informacao, por meio de ondas eletromagnéticas,
na velocidade da luz. Calculando as distancias, esses satélites determinam a
posicdo exata na superficie da Terra, da informacao enviada pelo cidadao. O
GPS utiliza coordenadas fornecidas por satélites tracando uma esfera com
centro em cada satélite, e a partir da intersecdo dessas esferas, ele calcula a
posicao, a altura, a latitude e a longitude. Essa compreensao nada mais € do
gue o sistema de coordenadas.

Serao explorados também os conceitos da algebra vetorial, e talvez este seja
um assunto Nnovo para vocé. Vetor € um objeto matematico que desempenha
um papel extremamente relevante nesta unidade, pois, como foi exposto, a
geometria analitica tem a algebra vetorial como sua mais importante aliada, e
isso logo se tornara claro. Suponhamos que um carro se locomove a 120 km/h.
Podemos obter uma informacdo ainda mais precisa dizendo que um carro
vai do norte ao sul a 120 km/h. Ou seja, além de fornecermos a velocidade
tambeém informamos o sentido e a direcdo em que o carro anda. Essas sao as
caracteristicas de um vetor.

Mesmo que vocé tenha tido pouco contato com esses conceitos, espero
que o fato de a geometria analitica e a algebra vetorial estarem tao presentes
em nossa vida diaria estimule seu interesse, tornando seus momentos de estudo
agradaveis, proporcionando conhecimento dos fundamentos elementares da
algebra vetorial aplicada a geometria analitica que apoie o desenvolvimento de
uma visao geometrica e algebrica ampla para ser aplicada em problemas ligados
a Engenharia.

Esse material esta dividido em 4 unidades de ensino. Cada uma delas subdividida
em 4 secdes de autoestudo, totalizando 16 secdes. Na Unidade 1 serdo explorados



as matrizes e os sistemas e, na Unidade 2, vetores no plano e no espaco. A Unidade
3 abordara o plano escalar e o plano vetorial e finalmente, na Unidade 4, trataremos
sobre as equacdes de retas e planos.

Desejo-lhe muito sucesso!



Unidade 1

Matrizes e sistemas

Convite ao estudo

Frequentemente encontramos em jornais, revistas e também na
internet, informac¢des organizadas numericamente em forma de tabelas,
ou seja, com linhas e colunas. Veja um caso na Tabela 1.1, por exemplo:

Tabela 1.1 | Campeonato brasileiro de futebol de 2015 — série A

Classificacao Time P J Vv E GP | GC | SG
1 Corinthians | 81 | 38 | 24 | 9 5 71 ] 31 |40
2 Atlético-MG| 69 | 38 | 21 | 6 | 11 | 65| 47 | 18
3 Grémio 68 138 20| 8 [ 10 | 52| 32 | 20
4 SdoPaulo | 62 |38 |18 8 |12 | 5347 | 6

Fonte: Confederacéo Brasileira de Futebol (2015).

O apresentado na Tabela 1.1 € um exemplo do que denominamos na
Matematica de matriz. Na maioria das vezes, quando se estuda matrizes,
da-se maior importancia na preparagao para o calculo de determinantes,
PoIs € a partir desse tema que se adquire conhecimento para a resolucao
de sistemas lineares. Entretanto, nem sempre fica claro que no sistema
linear estamos utilizando uma matriz.

Esse estudo superficial de matrizes faz com que vocé nao perceba
O quanto as aplicagdes de matrizes sao importantes em nosso dia a dia.
E possivel utilizar os conceitos que serdo abordados nesta unidade em
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Secao ll

Matrizes: definicao e operacoes

Dialogo aberto

Imagine que vocé seja o proprietario de uma confeitaria e recebeu a encomenda
de trés tipos diferentes de doces: brigadeiro, beijinho e bicho-de-pé. Nessas receitas
foram utilizados quatro ingredientes (x, y, z, t) em varias proporgcdes, conforme
mostra a Tabela 1.2.

Tabela 1.2 | Doces

6 1 3
4 2 2
1 1 6

Fonte: elaborada pelo autor.
Os precos de cada ingrediente utilizado estdo na Tabela 1.3.

Tabela 1.3 | Ingredientes

R$ 0,20
R$ 0,80
RS 1,20
RS 2,80

~ [N I | X<

Fonte: elaborada pelo autor.

A partir das informacdes anteriores, como determinar a matriz que registra
o custo de cada receita? Pretendemos que vocé perceba que a resposta a esse
problema serd uma nova matriz obtida efetuando o produto dos valores contidos

Matrizes e sistemas
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na Tabela 1.2 e na Tabela 1.3. Com essa compreensdo vocé podera resolver essa
e outras situacdes buscando aprimorar seus conhecimentos sobre multiplicacao
de matrizes. Vamos (37

Nao pode faltar

Matrizes

As matrizes sao representacdes de informacdes numeéricas em tabelas, organizadas
em linhas e colunas. Formalmente, podemos definir matriz como a seguir:

{%%‘, Assimile

Sejam M e N numeros naturais ndo nulos, ou seja, diferentes de zero.
Uma matriz mxn (lé-se: m por n) € uma tabela de m-n ndmeros
reais, com m linhas (fileiras horizontais) e n colunas (fileiras verticais).

Observe alguns exemplos de matrizes: A=(1 0 2) & uma matriz 1x3;

B:(Xj é uma matriz 2x1. A escrita mxn indica a ordem da matriz: A tem ordem
y

1 por 3 eBtem ordem 2 por 1.

Representacdo de uma matriz

Vamos considerar uma matriz A do tipo mxn. Qualquer elemento dessa
matriz A sera representado pelo simbolo a;, em que o indice i se refere a linha em
que o elemento a; se encontra, e o indice j se refere a coluna.

De maneira geral, representamos a matriz A do tipo mxn por A = (a,.j) ,em

mxn

que i e j sdo numeros inteiros positivos e a; € um elemento qualquer de A. Veja

-2 0
exemplo: Sejaamatriz A=| 1 -1| . O elemento:
0o -1

3x2
. a,, € aguele que esta nalinhale colunale ¢iguala -2;
. a,, ¢ aguele que esta na linha 1 e coluna 2 e é igual a O;

. a,, € aguele que esta na linha 2 e coluna 1l e ¢ igual a 1;

Matrizes e sistemas



. a,, € aquele que esta nalinha 2 e coluna 2 e ¢ igual a -1,
* @, €aquele que esta nalinha 3 e colunaleéeigualal;

. a,, € aquele que esta nalinha 3 e coluna 2 e € igual a 1.

Escreva a matriz A=(a,.j )M, emaque a; =2i+J.

a11 a12 a1 3

Resolucdo: Como A € uma matriz do tipo 2x 3, entdo: A =( ] .
a21 a22 a23

Fazendo a; =2i + j, temos:
a,=2-1+1=3 a,=2-1+2=4 a,=2-1+3=5
a,=2-2+1=5 a,,=2-2+2=6 8,,=2-2+3=7

3 45
Deste modo, A= .
56 7

Determine a matriz A =(a,.].) ,- €maue a; = i+3j.

3x

Tipos especiais de matrizes

Por apresentarem caracteristicas especiais, algumas matrizes merecem certo
destaque. Vejamos alguns tipos especiais de matrizes:

. Matriz linha: € formada por uma unica linha.
A :(0 1 2 —1) € uma matriz linha 1x4

. Matriz coluna: € formada por uma unica coluna.
0

A=1|2| ¢ uma matriz coluna 3x1.
4

Matrizes e sistemas



Ul

12

&

&

. Matriz nula: € aquela em que todos 0s seus elementos sao iguais a zero.

Podemos representar uma matriz nula mxn por 0,

n-

0,.,= 0000 € uma matriz nula 2x4 .
0 00O

. Matriz quadrada: € aquela em que o numero de linhas € igual ao de colunas.

-2 0
A= L@ 4} € uma matriz quadrada 2x 2. Também podemos dizer que

A é uma matriz quadrada de ordem 2.

%‘? Assimile
Se uma matriz A € quadrada de ordem n, chamamos de diagonal
principal de A aquela em que os elementos com indices da linha sao

iguais aos indices da coluna, ou seja, se A € uma matriz quadrada de
ordem 3, os elementos a4, a,, € @, formam a diagonal principal de A.

Chamamos de diagonal secundaria de A, ,, aquela formada pelos
elementos a,;, a,, € a,,.

Matriz transposta

. L t . .
A matriz transposta de A (indicamos por A") ¢é obtida aos trocarmos as linhas

pelas colunas de A, nessa ordem. Se:

2 1 2 0
Az[O 1],atranspostadeAéAt:( j

1 1
4 2 -7 40
B= |, atranspostade Be B'=| 2 -4
5 4 7 7 7

Observe que se a matriz B é do tipo 2x 3, a sua transposta serd 3x 2.

Igualdade de matrizes: elementos correspondentes

Dizemos que duas matrizes A e B do tipo MX N sdo iguais se todos os seus

Matrizes e sistemas



elementos correspondentes s&o iguais, ou seja, sendo A = (a,.]. )m e B= (b,.j )m o
X, X

temosque A =B quando a; = b, paratodo i €{12,...m} e para todo je{12..n}.

, 10 d 3 .

Sejam A= e B= . Determine a, b, ¢ e d para que se
a 2 1 ¢

tenha A=B.

Resolucao:

Para que as matrizes A e B sejam iguais, devemos ter:
a=1,b=3,¢c=2 d=1

Operagdes com matrizes

¢ Adicao de matrizes

A soma das matrizes A e B de mesma ordem resulta na matriz C, também de
mesma ordem, tal que cada um de seus elementos € a soma dos elementos
correspondentes de A e B. Mais formalmente:

Sejam A e B duas matrizes do mesmo tipo, A = (a,j) e B= (b,j)

mxn mxn ’

A soma de A com B é a matriz C :(cij)  talque ¢; =a; +b;, para
mxn

1<i<m epara 1<j<n .

Matrizes e sistemas



Exemplificando

1 2
Dadas as matrizes A = 0 e B= 3 , determine C=A+B.
1 2 1 1
Resolucao:
(1 0) (2 3) (1+2 0+3) (3 3)
Efetuando A+ B, temos: [1 2J+[1 1]_(1” 2+1J—(2 3J-C.

. Propriedades da adicdo de matrizes

Sejam A, B e C matrizes do mesmo tipo mxn e 0, a matriz nula, tambem
do mesmo tipo Mxn . Valem as sequintes propriedades:

1. Comutativa: A+B=B+A.
2. Associativa: (A+B)+C=A+(B+C).

3. Existéncia do elemento neutro: existe N tal que A+N=N+A=A,
qualguer que seja A do tipo mxn. Veja que N € a matriz nula do tipo
mxn istoé, N=0, .

4. Existéncia do oposto ou simétrico: existe A tal que A+A =0, . ou
seja, A é o oposto ou simétrico de A.

. Matriz oposta

Sendo A =(a,,. )mxn uma matriz, chamamos de —A a matriz que representa a

oposta de A, talque A+(-A)=0,,,, sendo Oma & matriz nula. Obternos a matriz

—A trocando o sinal de cada um dos elementos da matriz A.

-2 -1
Exemplo: se A= 2.1 ,entdo —A = .
-2 3 2 -3

Matrizes e sistemas



e  Subtracdo de matrizes

Sejam A= (a,j )m e B= (b,.j )mxn duas matrizes do mesmo tipo. Chamamos
de diferenca entre A e B (representada por A—B) a matriz soma de A com a

opostade B, ouseja: A—B=A+ (—B).

Sejam A=
o (3 4 2 -3 1

- 1 -2 -1
2 1 O]eB=[ j.DetermineA—B.

Resolucao:

A_BoA+(-B)- 21 0) (12 1
3 4 1) |2 3 -1

[=2+(-1) 142 0+1
3+2 4+3 -1+(-1)

(-3 3 1
5 7 =2

1

A-B.

2 -2 . .
e B= 1 5 , determine a diferenca

¢ Multiplicagdo de um numero real por uma matriz
Sejam k um numero real e uma matriz A=(a,j) . O produto de k pela

mx

matriz A, representado por K-A, ¢ uma matriz B :(b.

U.)mxn em que b; =a; para

qualquer i e {1,2,...,m} e para qualquer je{1,2,...,n}, isto é obtemos a matriz B

multiplicando o numero real k por cada um dos elementos da matriz A.

Matrizes e sistemas



Observe quese A=(2 1 1), entdo2-A=(2-2 2-1 2-1)=(4 2 2)

Dada a matriz A =[:: ‘ZJ determine 3-A.

Resolucao:

Se B= 12 ,entdo 3-B = 3132 = 3 6 .
1 4 3.1 3-4 3 12

-3

Dada a matriz A=
5

j, obtenha as matrizes:

a)-2-A b) 5-A

. Propriedades da multiplicagdo de um numero real por uma matriz

Sejam A e B matrizes do mesmo tipo e k e g numeros reais. Valem as seguintes
propriedades:

1L k-(g-A)=(k-g)-A
2 k-(A+B)=k-A+k-B
3. (k+g)-A=k-A+g-A
4. 1-A=A

e Multiplicacao de matrizes

A sequir esta definida uma das operacdes mais importantes entre matrizes, o
produto matricial.

Matrizes e sistemas



B
b

Ul

Assimile

Dadas as matrizes A = (a,-j) e B= (bk) , 0 produto de A por B € uma
n K nxp

mx

mx

matriz C =(c; ) , EMQUE Cy =8y, by + 8y, by + 85 by +...+ 8, by

paratodo i € {1, 2,..., m} eparatodo k € {1, 2,..., p}.

A definicdo de multiplicacdo de matrizes sO garante a existéncia do produto
A - B se o nimero de colunas de A € igual ao numero de linhas de B. Alem disso,
a nova matriz tera a mesma quantidade de linhas que A e a mesma quantidade de
colunas que B. Por exemplo, se A € uma matriz do tipo 2x3 e B ¢ uma matriz do
tipo 3x5, entdo existe a matriz C e sua ordem é 3x5.

Acompanhe a seguir como calcular o produto de duas matrizes e 0s
procedimentos para obter cada elemento da matriz C=A-B.

O

Exemplificando

10 4
Dadas as matrizes A = 23 e B= . determine A-B.
1 2 2 5 1

Resolugao:

Como A édotipo 2x2 eBédotipo 2x3, entdo C=A-B existee ¢
do tipo 2x 3. Escrevendo de forma genérica os elementos de C, temos:

C C C
C =|: 1 12 13 :|
Co1 Cpp Co3y s
Da definicdo, ¢, =a;, - by, + 8, - b, , temos que:
e Cy, éoresultado da multiplicagcao da linha 1 de A pela coluna 1 de B:
1
Cy=ay by +a, b, =[2 3] ) =2-1+3-2=8 .
e Cy, €0resultado da multiplicacdo da linha 1 de A pela coluna 2 de B:

0
C, =8y, by, +a, by =[2 3][5}=2-0+3-5=15.

Matrizes e sistemas 17
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e C,; €eoresultado da multiplicagdo da linha 1 de A pela coluna 3 de B:
4
Ci3 =@y, b3 + @, - by, =[2 3] 1 =2-4+3-1=11.
«  C1 ¢oresultado da multiplicacdo da linha 2 de A pela coluna 1 de B:
1
Cyy =@y - byy + @y, - by :[1 2] 2 =11+2.2=5.
«  C22 ¢ oresultado da multiplicacao da linha 2 de A pela coluna 2 de B:
0
Cpp =@y - by, +8y by =[1 2] 5 =1.0+2-5=10.
o Cy; éoresultado da multiplicacéo da linha 2 de A pela coluna 3 de B:
4
Cos =@y - byy +8y by =[1 2] ) =14+2-1=6.

Assim, substituindo os valores em cada entrada da matriz C, temos:
8 15 11
C= )
5 10 6

Reflita

Sempre ¢ possivel multiplicar duas matrizes quadradas de mesma
ordem? Em relacao a matriz resultante dessa multiplicacdo, o que se
pode afirmar?

Propriedades da multiplicagdo de matrizes

Sejam as matrizes A,.,. By, Cog. Dum e Enn. Valem as seguintes
propriedades:

1.
2.

Associativa: (A-B)- C=A-(B- C).
Distributiva a direita em relacdo a adicdo: (A+ E)-B=A-B+E-B.

Distributiva a esquerda em relacéo a adicdo: D - (A + E) =D-A+D-E.

Matrizes e sistemas
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Atencao

1. A multiplicacao de matrizes nao € comutativa, isto €, geralmente
A-B#B-A

Existem casos em que podemos fazer somente uma das multiplicacdes.
Exemplo: se A € do tipo 2x3 e B é do tipo 3x4, entdo:

o existe A-Beédotipo 2x4 (simbolicamente: 3(A - B)axa);

« ndo existe B-A, pois o numero de colunas de B é diferente do
numero de linha de A (simbolicamente: 3(B - A)).

Se existirem A-B e B-A e se AB=BA (um caso particular), dizemos
que A e B comutam.

, _ 2 3 -1 -3
Veja o caso das matrizes A = e B= . Temos:
5 -1 -5 2

A-B= 17 0 =B-A . Logo, Ae B comutam.
o -17

2. E possivel que o produto de duas matrizes seja a matriz nula sem
gue nenhuma delas seja nula. Isso ocorre porque nao vale a lei do
cancelamento do produto na multiplicacdo de matrizes como vale
para OS NUMeros reais.

Veja um caso: A propriedade do cancelamento diz que se @-b=0,
entdoa = 0 ou b = 0. No caso das matrizes, suponha:

11 -1 1 00
A= #0,, e B= #0,,. Temos: A-B= :
-1 -1 1 -1 00

Pesquise mais

Sabemos que, pela definicao formal, a operacdo de multiplicacdo de
matrizes nao € de facil entendimento. Para esclarecer possiveis duvidas,
assista ao video explicativo em: <https://pt.khanacademy.org/math/
algebra?/alg-2-old-content/matrix-multiplication-alg2/v/multiplying-a-
matrix-by-a-matrix>. Acesso em: 17 jan. 2016.

Matrizes e sistemas
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Sem medo de errar

Vamos retomar o problema proposto no inicio desta secdo. vocé é o
proprietario de uma confeitaria e recebeu a encomenda de trés tipos diferentes
de doces: brigadeiro, beijinho e bicho-de-pé. Vocé utilizou, nessas receitas, quatro
ingredientes (X,y,z,t) em varias proporcdes. Devemos determinar a matriz que
registra o preco final de cada receita.

Para resolvermos, utilizaremos os conceitos sobre multiplicacdo de matrizes.

Veja que a Tabela 1.2 (Doces) € do tipo 3x4, ou seja, possui 3 linhas e 4
colunas, e a Tabela 1.3 (Ingredientes) ¢ do tipo 4x1, ou seja, 4 linhas e 1 coluna.
Podemos observar, nessas informacdes, um dado muito importante: o numero de
colunas da matriz A (Tabela 1.2) € igual ao numero de linhas da matriz B (Tabela
1.3), o que pela definicdo de multiplicagao de matrizes, garante a existéncia da
matriz produto C, ;.

3 613 328 a,,
Sendo A=|4 4 2 2|eB=|"’ as matrizes dadas, temos C, , =| @, |,
1,20
01 16 83
2,80

em que:
3-0,20+6-0,80+1-1,20+3-2,80 0,60 +4,80+1,20 + 8,40 15,00
C,,=A-B=|4-0,20+4-0,80+2-1,20+2-2,80|=| 0,80+3,20+2,40+5,60 |=|12,00
0-0,20+1-0,80+1-1,20+6-2,80 0 + 0,80+1,20+16,80 18,80

Brigadeiro =R$ 15,00

Lembre-se que a matriz C fornece o custo de cada receita: Beijinho =R$ 12,00
Bicho-de-pé=R$ 18,80

20 Matrizes e sistemas



Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situacoes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois compare-as com a de
seus colegas.

Controlando a frequéncia

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
1. Competéncia de fundamentos Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento

de area de uma visdo geomeétrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

Aplicar os conceitos de matrizes nas resolucdes de problemas

2. Objetivos de aprendizagem do dia a dia.

3. Conteudos relacionados Operagdes com matrizes.

Suponha que vocé seja gerente de um pub e seu patrao pediu
para fazer um levantamento sobre a frequéncia de pessoas
em um fim de semana. Vocé apresentou ao seu patrdo os
seguintes dados:

Tabela 1.4 | Frequéncia

Frequéncia Rapazes Mocgas
Sabado 80 60
4. Descricdo da situacio-problema Domingo ? 75

Fonte: elaborada pelo autor

Vocé acabou esquecendo-se de informar um dos campos da
tabela, mas sabia que a arrecadacao nos dois dias deste fim de
sermana tinha sido a mesma. Sabendo que o valor do Ingresso
para rapazes ¢ RS 15,00 e para mogas ¢ RS 12,00, resolva:

a) Represente a matriz que fornece a arrecadacéo do pub em
cada dia.

b) Determine o numero de rapazes que compraram ingresso
no domingo.

Escrevendo a Tabela 14 em notac&o matricial, temos que:

80 60
x 75

5. Resolucéo da situacio-problema Observe que os valores dos ingressos representam uma
matriz coluna do tipo 2 x 1, assim, temos:

15,00
12,00

Ul

Matrizes e sistemas

21



Ul

22

a) Utilizando a multiplicagdo de matrizes, segue que:
80 60) (15,00) (80-15+60-12
x 75)(12,00) | x-15+75.12
Assm 80-15+60-12 representa a arrecadacéo no sabado
e X-15+75-12 representa a arrecadacdo de domingo.

b) Para determinarmos o numero de rapazes devemos igualar
0s elementos da matriz que representa a arrecadacao de cada
dia. Assim temos:

80 60) (15,00) (80-15+60-12
(x 75)(12,00}{»1&75-12}
80 60) (15 1920

(x 75)(12)2(15x+9ooj

1920 =15x + 900 = X = 68

Portanto, o0 numero de rapazes que compraram ingresso no
domingo foi 68.

Lembre-se

A definicdo de multiplicacao de matrizes sO garante a existéncia do
produto A-B se o numero de colunas de A ¢ igual ao numero de

linhas de B.

Faca valer a pena

1. Vocé aprendeu que a matriz transposta € obtida trocando,
ordenadamente, as linhas pelas colunas da matriz original. Seja a matriz
(a,.j )2 ,-emaue g; = 3i —2j. Que alternativa representa a matriz A' ?

A:

a)

b)

c)

A,_1—23
4 20

1 -3
A=l 1 2

4 0
A,_1—31
4 20
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1 4
d A'=|-1 2
-3 0
e) At=1 -3 0
4 2 -1

-7 2 1 11
2. Resolva a equacdo matricial +2X = 0 3
6 4 -3 8 12 5

assinale a alternativa que contéem a matriz X.

-1 4 4
a)
9 11

o [94 4
1 4 1

C)144
9 -1 1

d)9—11
1 4 4

-9 1 1
e)
-1 4 -4

3. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3; define-se A>=A-A Dada a
2 0 1

matriz A=|0 4 3|, que alternativa representa a matriz A%
6 50

5 2 10
a) A2=[18 21 12
12 20 21
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10
18
12

A2

A? =21

12

10
A? =| 21
12
10
A? =18
20

21
20

12
20

18
20

21
21
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Secao 1.2

Determinantes

Dialogo aberto

Ol3, aluno!

Na secao anterior deste livro didatico, vocé estudou sobre matrizes e as
operacdes com matrizes, lembra? Pois bem, nesta secdo vocé podera perceber
um pouco das relacdes que a matematica tem entre um e outro conteudo. Nesse
caso, as matrizes se relacionam com um tipo de funcao, a funcao determinante,
que associa um numero real a uma matriz quadrada, e € este tipo de funcao
gue discutiremos nesta etapa, dedicando maior atencdo a utilizacdo de algumas
ferramentas que nos permitirdo calcular essa funcao, auxiliando a resolucdo de
problemas de varias engenharias.

Imagine que vocé recebeu em sua confeitaria mais uma encomenda, agora
para uma grande festa. Serdo servidos 600 pedacos de bolo como os da Figura 1.1.

Figura 1.1 | Bolo

Fonte: <http://www.istockphoto.com/br/foto/suflsC3%AA-de-leite-gm497393669-41784700?st=_p_fatia%20de%20
bolo%20com%20cereja>. Acesso em: 15 fev. 2016.
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Para fornecer um orcamento, vocé precisa calcular o volume de bolo que sera
utilizado para produzir os 600 pedacos e, para isso, tera que se basear no rascunho
dado pelo comprador para estimar o tamanho da fatia. O rascunho pode ser visto
na Figura 1.2. E agora, o que fazer para calcular o volume de bolo?

Figura 1.2 | Rascunho da base do bolo

¥ | A

Fonte: elaborada pelo autor.

Para que vocé consiga resolver esse e outros problemas, € necessario que veja
alguns conceitos sobre determinantes e, mais especificamente, sobre algumas
regras que lhe permitirédo calcula-los. Entdo, vamos &7

Nao pode faltar

Determinante € um tipo de funcdo que associa um numero real f(X) a uma
matriz quadrada (X). Convencionaremos det(A) para representar o determinante de
A. Em alguns livros podemos encontrar |A| ou det[aij] como representacao para
o determinante de A.

Atencao

N&o confunda a notacdo |A|, que indica o determinante da matriz A,
com modulo (ou valor absoluto).

Propriedades dos determinantes
Seja A= (a,.j) uma matriz quadrada de ordem n, com n e
nxn

1. O determinante de A se anula (det(A) = 0) se:
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. a matriz A apresentar uma linha ou uma coluna nula, ou seja, todos 0s
elementos da linha ou da coluna iguais a zero;

. a matriz A apresentar duas linhas ou duas colunas iguais;

. a matriz A tiver duas linhas ou duas colunas proporcionais, isto €, os
elementos de uma sao multiplos da outra.

2. SeAéumamatriz triangular superior ou triangular inferior, seu determinante
€ igual ao produto dos elementos da diagonal principal, valendo a propriedade,
também, se A ¢ diagonal.

3. Sejak um escalar ndo nulo. Se B € uma matriz resultante da multiplicacao de
somente uma linha ou somente uma coluna de A por k, entao det(B) = k-det(A).

4. Se B € a matriz que resulta quando permutamos duas linhas ou duas
colunas de A, entdo det(B)=—det(A).

5. Sesomarmosuma linha ou uma coluna com um multiplo de outra, obtemos
uma nova matriz B. Nesse caso, A e B sdo ditas equivalentes e det(B) =det(A).

6. det(A")=det(A).

1
7. det(A1):det(A , com det(A);tO.

~—

8 det(A-B)=det(A)-det(B).

@ Reflita

Podemos definir o determinante de matrizes de qualquer tipo?

Operando com os elementos de uma matriz

Conseguimos obter o determinante de uma matriz quadrada executando
operacdes com seus elementos:

1. Matrizes de ordem 1x1:
Sendo A uma matrizde ordemn =1, o determinante de A serd seu Unico elemento.

Exemplo: A= (aﬂ), entdo det(A) =a,.
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2. Matrizes de ordem 2x2:

Sendo A uma matriz quadrada de ordem n = 2, ou seja, uma matriz do tipo
2x 2, o determinante da matriz A é o produto dos elementos da diagonal principal
menos o produto dos elementos da diagonal secundaria.

E . _ a11 a12 ~ _

xemplo: Se A = ,entdo det(A)=a,,-a,, —a,, - ay.
a21 aZ2

3. Matrizes de ordem 3x3:

Sendo A uma matriz quadrada de ordem n = 3, isto &, uma matriz do tipo 3x 3,

podemos definir seu determinante por meio de um meétodo pratico, chamado regra
de Sarrus.

Regra de Sarrus

81 8, &y
Seja A=|a,, a, a, | uma matriz quadrada de ordem 3. O calculo de
a31 a32 aS3
determinantes por meio da regra de Sarrus consiste em:
19) Escrever as duas primeiras colunas da matriz A ao lado da ultima coluna, a

direita de A:
a11 a12 a13 a11 a12
821 a22 a23 a21 a22
aS1 a32 a33 aS1 632
29) Iniciando de cima, da esquerda para a direta, devemos somar os produtos
dos elementos das diagonais de mesma direcdo que a principal. Tambéem de

cima, da direita para a esquerda, devemos subtrair os produtos dos elementos das
diagonais de mesma direcao que a secundaria:

“a 8y 8

AN
81 32\823 i G
8y 8y 8y sa\‘%z
~a N

N

S

Agora, realizando calculos elementares, o determinante da matriz A, conforme
a regra de Sarrus, é definido por:

det(A):aﬁ "8y 8y + 8y 838y +8y3 8y gy — Qg3 3yy 8yq 8y Tyy 8y — 8y "8y Ay
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Dada a matriz A= , calcule o seu determinante.

o -~ N
W A
a1 =~ O

Resolucao:

det(A)=(2-1-5+1-1.040-1.3)=(0-1.0+2.1.3+1-1.5)
det(A)=(10+0+0)—(0+6+5)=10-11=—1

17 1 =2
Dadaamatriz A=|1 -2 1|, calcule o seu determinante por meio
2 -1 -1

da regra de Sarrus.

4. Caso hxn,comn=>3:

Sendo A uma matriz de ordem n =3, utilizamos o Teorema de Laplace para
definirmos o seu determinante. Contudo, para compreensdo do mesmo, algumas
definicdes sao necessarias, vejamaos:

Menor complementar

Seja A= (aij) uma matriz quadrada de ordem N =3. Chamamos de menor
nxn

complementar do elemento a; de A, o determinante da matriz que obtemos

eliminando a linha / e a coluna j. Representamos por D,.j o menor complementar

do elemento a; da matriz A.
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Determine o menor complementar do elemento a,, da matriz

2 3 2 )i

A=|2 1 1] i

2 13 R :
Resolugdo: i
\ *

Eliminando a linha 3 e a coluna 2 de A, temos:

2 2 5 o
A=|2 11|, entdo D32=‘2 1‘:2.1_2.2=_2_

Assim, 0 menor complementar do elemento a,, € —2.

1.2 3
Seja A=|3 1 2| uma matriz quadrada do tipo 3x 3. Determine o

5 4 4

menor complementar dos elementos a,, € 8, .

Cofator

Seja A= (a,.j )n , uma matriz quadrada de ordem n, com n >3 . Chamamos de

i+j
cofator do elemento a; .o produto de (_1) pelo menor complementar D,./. do
mesmo elemento a; da matriz A. Representamos o cofator do elemento a; por

A; . logo:
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Com base nas defini¢des expostas, podemos agora descrever o Teorema de
Laplace:

O determinante de A=(a,-,-) ., Uuma matriz quadrada de ordem n,

com n >3, é igual a soma dos produtos dos elementos de qualquer

nxn

linha ou coluna pelos seus respectivos cofatores.

a, a, - a,
- 8y 8y 8y

Desse modo, dada a matriz A =| “ “" 1, se escolhermos a
an1 anz ann

primeira coluna como referéncia, entao, conforme o Teorema de Laplace, temos que:

det(A)=a, - A, +a, A +...+a, A,

Podemos empregar o Teorema de Llaplace escolhendo como
referéncia qualquer linha ou qualquer coluna da matriz dada. Para
facilitar os calculos € conveniente escolhermos a linha ou a coluna
com a maior quantidade de zeros.

- W N

1 0
Dada a matriz A=|0 0 |, calcule seu determinante por meio do
3 2

Teorema de Laplace.
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Resolucao:

E conveniente escolhermos a linha 2 ou a coluna 3 como referéncia
pelo fato de apresentarem maior quantidade de zeros em relacao as
demais. Optando pela linha 2, temos:

det(A) =8y 'A21 + 8y 'Azz + 8y 'A23.

| |
T ll

T

4 2 0 2+21 0 2+3 12
det(A)=0-(-1)". +3-(~1 +0-(=1)"°. =3.2=6
(W=0- (72 Joa ) Yoo 2
013
Dada a matriz A=|1 2 2|, calcule o seu determinante utilizando
0 3 5

o Teorema de Laplace.

Saiba mais sobre o desenvolvimento de Laplace acessando o video
disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=RhNEjyQUAF4>.
Acesso em: 15 jan. 2016.

Acesse também o material para aprofundamento dos estudos sobre o
Teorema de Laplace. disponivel em:

<https://cursinhodapoliusp.files.wordpress.com/2012/07/material-
determinantes.pdf>. Acesso em: 19 fev. 2016.
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Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta secdo, como calcular o
volume de bolo considerando as especificagdes da Figura 1.27

Para sabermos qual sera o volume de bolo a ser preparado, precisamos, antes
de tudo, calcular a area da base do mesmo nas dimensdes do rascunho feito pelo
cliente. Faremos uso do método de calculo de area por determinantes utilizando
as coordenadas dos pontos.

O rascunho fornecido pelo cliente representa a area, em cm?, da base de cada
pedaco de bolo que precisa ser preparado, com vértices nos pontos A = (2, 5), B = (7, 1)
e C = (9, 4). Podemos perceber que ficaria um tanto complicado calcular essa area por

b-h
meio da conhecida formula A, = T , pois quais seriam as medidas da base (b) e da

altura (h)? Para simplificar este problema, existe um meio mais pratico para obtermos a
area de qualquer triangulo conhecendo as coordenadas de seus vertices, o qual envolve
o célculo de um determinante.

A drea de um tridngulo pode ser calculada por meio da formula

Xy, 1
A, =5 det| x, y, 1|| emque x; e y, sdo as coordenadas x e y de cada
Xy Yy 1
um dos vértices. Para este caso, os vértices sdo A = (2, 5), B =(7,1) e C = (9, 4),
2 51
entéo A, = 1 det| 7 1 1|| Calculamos primeiro o determinante:
2
9 4 1
2 5 125
D=7 A A 7<{1 =(2+45+28)-(9+8+35)=75-52=23.
9 4 K9 4

1 1 23
Voltando & formula, temos A, = §|23| = 523 == 11,5, ou seja, a drea da

base de cada pedaco de bolo é 11,5 cm?.
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Para obtermos o volume de cada pedaco de bolo, precisamos multiplicar a area
da base pela altura fornecida no rascunho do cliente, assim:

V=A -h=V=115.5=V =575cm’.
Mas a confeitaria precisa preparar 600 pedacos iguais, entao:

Vi =600-57,5=V,

total total

=34500 cm® de bolo.

Conhecendo o volume de bolo, em centimetros cubicos, € possivel determinar
um orgcamento para o cliente.

O meétodo de calculo de drea utilizado anteriormente pode ser
estendido para qualquer poligono, uma vez que € possivel decompd-lo
em triangulos.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situacoes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois compare-as com a de

seus colegas.

Custos de reforma

1. Competéncia de fundamentos
de area

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geometrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engennharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Conhecer e aplicar meétodos praticos de calculo de
determinantes como ferramenta para analise e resolucdo de
problemas.

3. Conteudos relacionados

Regra de Sarrus e Teorema de Laplace.

4. Descricdo da situagdo-problema

Imagine que vocé seja o sindico do edificio onde reside e,
para deixa-lo mais bonito, decidiu, junto com o conselho de
moradores, pintar o piso do patio. Mas para nao ultrapassar o
orcamento de RS 1.000,00 destinado as reformas, precisa saber
antes qual sera o custo dessa pintura. A Figura 1.3 representa a
drea a ser pintada com vértices nos pontos A = (1,1), B = (10,1),
C=(15,6) e D =(5,10). Sabendo que o metro quadrado da tinta
escolhida custa RS 750, qual sera o gasto no fim da reforma?

Figura 1.3 | Piso do patios

11
1 — 'D
9 ) -
B T
i : C
[ T TETEEEE e e e e 3 .".-_!
5 : i
4 w o
-1 B : ’ !
2. £ : P .
i "ﬁh - Lik.. o
gl s =] XY
_II 01 2 3 4 56 7 8 9 101112131415

Fonte: elaborada pelo autor
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5. Resolugéo da situagao-problema

Vocé aprendeu como calcular a area de uma regido
triangular por meio do determinante da matriz formada pelas
coordenadas dos vértices, lembra? Pois bem, temos agora um
quadrilatero e para calcularmos sua area, basta que esta seja
dividida em dois tridngulos. Ao final dos calculos, somamos
as duas areas triangulares e obtemos a area do quadrilatero.
Vejamos entéo:

Sabemos que a drea do tridngulo, conhecendo as coordenadas dos
|det|

veértices, € obtida por meio da formula A N Dividimos

a area total tracando uma diagonal que vai do ponto

A= (1,1) até o ponto C = (1 5,6), obtendo, assim, dois
triangulos A1 e AZ'
Oprimeirotemosvérticesnospontos A = (1, 1), C= (1 5, 6)

17 1 1
e D= (5,1 0), entdo det(A,)=/15 6 1 . Calculando por
5 10 1

Laplace, escolnemos a coluna 3 como referéncia:

det(a,)=1- (-1 [2 © ‘+1.(71)“ T o

11
15 6
det(A,)=1-(150-30)-1-(10-5) +1-(6 - 15)
det(A,)=120-5-9=-106

108
Logol AA1 :T = 53 m .

Osegundo tem os vérticesnos portos A = (1,1), B= (1 0,1)

1
. Calculando por

e C=(15,6). entdo det(a,) =1
1

o) =
- a

0
5
Laplace, escolnemos também a coluna 3 como referéncia:
det(a)=1- (<[ Teacape | Tercape ‘ T

143

15 6 15 6 10 1

det(A,)=1-(60-15)—1.(6-15)+1-(1-10)
det(A,)=45+9-9=45

Logo, A —M—ZZSm2
ogo, Ay = 5 =24, .

Somando as areas das duas regides triangulares termos:

A, +A, =A =53+225=755m"
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Ja sabemos a area do piso do patio, agora precisamos
saber quanto custara a reforma: se cada m2 de tinta custa
R$ 750 e o piso do patio tem uma area de 75,5 mM?, entao
75, 5. 7,50 = 566, 25, ou seja, sera gasto na reforma o

valor de RS 566,25 e 0 orcamento ndo sera ultrapassado.

Faca valer a pena

2 1 3 -1
1. Dadasasmatrizes A= [0 J eB= { J ,calcule det(A) +det(B)

e det(A+B) e marque a alternativa que contém, respectivamente,

esses valores:

a)
b)
c)
d)
e)

2
2. Sejam D, o determinante da matriz [4

a
1 a -1
matriz|0 3 —4 |. Para quais valores reais de a teremos D, +2D, =07?
a -3 2

1le10.

4eb5.

5e10.
3e10.
10 e 4.

a=4oua=2
a=8oua=0.
a=8oua-=1
a=0oua=1
-8.

a=8o0ua

0

J e D, o determinante da
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3. Seja Az(a,.j)m, onde a; =4i-3j. Calcule o determinante de A e

marque a opgao correta.
a) 8.

b) -12.

c) 12.

d) 10.

e) -8.
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Secao 1.3

Sistemas de equacdes lineares

Dialogo aberto

Qla, aluno!

Vocé se recorda de que na aula anterior precisou calcular a area da base da fatia
de bolo utilizando um determinante? Determinante ¢ uma funcdo que associa 0s
elementos de uma matriz com um numero. Uma ferramenta de calculo de area
diferente daguela gque todos estamos habituados, ndo € mesmo? Dando sequéncia
ao estudo de matrizes, podemos abrir caminho para outras possibilidades. Nesta
Secao VOCEé vera que as matrizes tém relacdo estreita com os sistemas lineares e
€ sobre isso que discutiremos nesta etapa, dedicando maior atenc¢ao a utilizagdo
de uma ferramenta que nos permitira encontrar as solu¢gdes de um sistema de
equacdes, permitindo solucionar problemas do dia a dia.

Imagine que sua confeitaria tenha recebido mais uma encomenda de doces
para uma festa e, como vocé ja havia calculado anteriormente o preco de custo
de cada receita, pode estabelecer os precos de venda de cada tipo de doce.
Ficou decidido que a unidade de brigadeiro custaria RS 1,50, de beijinho RS 2,00
e de bicho-de-pé RS 3,50. A taxa de entrega ¢ de RS 10,00. Para essa festa, foi
encomendado um total de 250 unidades de doces e, ao fazer a entrega, vocé
recebeu um cheque de RS 570,00.

Sabendo que a quantidade de bichos-de-pé corresponde a 2/3 do numero de
brigadeiros, qual foi a quantidade de beijinhos?

Para que vocé consiga resolver esse e outros problemas, € necessario que veja
alguns conceitos sobre sistemas de equacdes lineares e, mais especificamente,
sobre o método que lhe permitira resolvé-los. Vamos &7

Nao pode faltar

Sistemas de equacdes lineares

e Equacdo Linear
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Assimile

&i%s
b4

Equacdo linear € uma equacdo em que 0s expoentes de todas as
incognitas (ou variaveis) sao sempre iguais a 1 e, mais ainda, em uma
equacdao linear nao ha termo misto, isto €, ela ndo pode apresentar o
produto de duas ou mais variaveis.

Exemplo de equacdo linear:
x+5y—-350z=9

Ja as equacdes abaixo sdo nao lineares:
a) xX*+2y*-z=1

) x*-y=0

c) X+yz=5

d x*-yz*-z=-4

De modo mais preciso, equacdo linear € toda equacao nas variaveis
X;, Xy, ..., X, que pode ser escrita na forma &, -X,+a, X, +...+a,-X,=b,
onde a,, a,, ..., a, sdo coeficientes reais e b, tambem um numero real, € o termo
independente da equacao. Assim, uma equacdo linear € uma equagao de grau 1
(ou de 12 grau), com uma ou mais variaveis (ou incognitas).

Sistema linear € um conjunto Mx N, comm equagdes linearese X,, Xy, ..., X,
incognitas. Sdo exemplos de sistemas lineares:

X-2y+2z=1
. X+ 2y + z =-2 sistema linear com 3 equacdes e 3 incognitas.
2x-y-z=0

sistema linear com 2 equacdes e 4 incognitas.

. X-2y—-z+w=1
—X+y—-z+2w=7

Por estarmos interessados no estudo dos metodos de resolucao de sistemas
lineares do tipo mxn, com m>n>2, ndo nos aprofundaremos no estudo de
sistemas de equacdes lineares do tipo 2x2, mas vale lembrar que podemos
encontrar suas possiveis solucdes atraves dos métodos da adigao, comparagao
ou substituicdo.
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Lembre-se

Relembre os métodos de resolugdo de um sistema linear do tipo 2x 2
acessando o video disponivel em: <https://goo.gl/JZclUE>. Acesso
em: 14 fev. 2016..

¢ Solugdo de um sistema

Uma sequéncia S={s,, S,, ..., S,} de numeros reais € solugdo de um sistema
linear de n incognitas se satisfaz cada uma das equacdes desse sistema.

D Exemplificando

O par ordenado (3, 2) é solugdo do sistema s2x—y =4 ?
4x +5y =22

X+y=5

Resolugao:

Substituindo x por 3 e y por 2 em cada uma das equacdes temaos:
X+y=5 —53+2=5=(V)
2x-y=4 —>2-3—2=4:>(V)
4x+5y=22—-4-3+5.2=22=(V)

Como todas as sentencas sdo verdadeiras, entdo o par ordenado
(3, 2) ¢ solucso do sisterna dado.

@ Reflita

E sempre possivel encontrar a solucdo de um sistema linear?

Com relacao a solugcao de um sistema linear, temos trés possibilidades:

. O sistema possui uma unica solucao e é classificado por (SPD) — Sistema
possivel e determinado;

. O sistema possui infinitas solucdes e é classificado por (SPI) — Sistema
possivel e indeterminado;
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. O sistema ndo tem solucao e é classificado por (SI) — Sistema impossivel,
sendo S = (conjunto vazio) o seu conjunto solugao.

Matrizes associadas a um sistema

E possivel associar quatro matrizes a um sistema linear em que os seus elementos
sdo os coeficientes das equacdes que o compdem, além das incognitas. E uma
maneira de representar o sistema que facilitara sua resolucao!

e Matriz incompleta
E formada somente pelos coeficientes que acompanham as incognitas. Um
. . . =1 4
exemplo de matriz incompleta associada ao sistema 3x +4y =1 e A ={3 }
5x+Ty=2 5 7

Observe que os numeros a direita da igualdade ficaram de fora, ou seja, ndo
fazem parte da matriz incompleta.

e Matriz completa ou matriz aumentada

E formada pelos coeficientes das varidveis mais os termos independentes de

, _ , , 3x+4y =1

cada equacado do sistema. Assim, a matriz aumentada do sistema
3 4 S5x+7y=2
e B:{5 7 2] Repare que a matriz B difere da matriz A apresentada

anteriormente pelo acréscimo da terceira coluna.
e Matriz das incognitas
Essa € uma matriz coluna formada pelas incognitas do sistema. Para o exemplo

X
anterior, a matriz das incognitas € { } .
y
e Matriz dos termos independentes

Essa € uma matriz coluna formada pelos termos independentes de cada

equacao. Para o exemplo anterior, a matriz dos termos independentes ¢ F} .
2

¢ Representacao matricial de um sistema

Podemos representar um sistema de equacdes lineares na forma matricial,
utilizando o processo de multiplicacao de matrizes.
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D Exemplificando

. o . . . 5x+6y=2
Determine a representacao matricial associada ao sistema

4x+3y=1"

Resolucao:

Escrevendo o produto da matriz dos coeficientes com a matriz das
incognitas e igualando a matriz dos termos independentes, temos:

5 6) (x) (d5x+6y) (2 - 5x+6y =2
4 3)\y) l4x+3y) |1 4x+3y =1

Nesse caso, [5 6] ) (Xj _ [zj € a representacao matricial do sistema dado.
4 3)\y 1

Faca vocé mesmo

Determine o sistema associado a representacao matricial dada:
X
5 7 2 14
-1 1 3 13
z

o Sistemas escalonados e matriz triangular superior

Um sistema linear mxn sera dito escalonado quando a matriz completa
yassociada a esse sistema for escalonada. Segundo Lima (2009, p. 106),

mx(n+1

a matriz B "é escalonada quando o primeiro elemento nao nulo de cada uma de
suas linhas esta a esquerda do primeiro elemento ndo nulo de cada uma das linhas
subsequentes e, além disso, as linhas nulas (se houver) estdo abaixo das demais”.

X-y+2z=5
Considerando a matriz completa associada ao sistema {0x+2y-3z=7 OU
Ox+0y+4z=2
X-y+2z=5 112 5
simplesmente 2y-3z=7, temos B=|0 2 -3 7| que €& escalonada
4z=2 0O 0 4 2

(conforme definido anteriormente). Se observarmos a matriz incompleta

Matrizes e sistemas

43



Ul

44

17 1 2
A=|0 2 -3| associada a esse sistema, veremos que € uma matriz triangular
0 0 4

superior, onde 0s seus elementos abaixo da diagonal principal sdo todos nulos.
Desse modo, dizemos que a matriz estd na forma de escada ou escalonada e que
o sistema linear € triangular superior.

o Resolucédo de sistemas lineares

Uma ferramenta para resolver sistemas lineares € o metodo da eliminacao de
Gauss com pivoteamento, que consiste em transformar o sistema dado em outro
sistema triangular superior, facilitando sua resolucao. Para isso, realizamos algumas
operacoes chamadas operacdes elementares:

»  Permutar (trocar de posicdo) duas equagdes do sistema;
»  Multiplicar uma das equacdes por uma constante nao nula;

»  Substituir uma equacao multiplicando-a por um escalar e adicionando (ou
subtraindo) com alguma outra equacao.

fr{ Atencido
&

Ao efetuarmos qualquer uma das operacdes elementares sobre as
equacdes do sistema, as solugdes continuardao sendo as mesmas. Veja que
essas operacdes sao aplicadas somente sobre os coeficientes do sistema,
as variaveis nao se alteram. Assim, podemos utilizar somente a matriz de
coeficientes, isto €, a matriz aumentada do sistema para efetuarmos os
célculos e transforma-la em uma matriz na forma de escada.

Sendo assim, valem as operacdes elementares também sobre as linhas da matriz
aumentada associada ao sistema:

> Permutar (trocar de posicao), duas linhas ou duas colunas da matriz;
> Multiplicar uma das linhas da matriz aumentada por uma constante nao nula;

»  Substituir uma linha da matriz aumentada multiplicando-a por um escalar
e adicionando (ou subtraindo) com alguma outra linha.
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o Processo de escalonamento: eliminacao de Gauss com pivoteamento

1 1 -1 0
Considere a matriz aumentada 1 -1 1 4| associada ao sistema
X+y—-z=0 -1 1 2 -5
X-y+z=4 . A medida que cada passo para o escalonamento for dado,

-X+y+2z=-5

vamos apresentando a matriz resultante das operacdes elementares até chegarmos
a forma de escada. Acompanhe 0s passos:

Passo 1. Identifique a 12 coluna, da esquerda para a direita da matriz, que nao
seja formada somente de zeros.

M1 -1 o0

17 1 1 4
-1 1 2 -5
* Coluna ndo nula.

O elemento a,; =1 serd o pivd que servird de base para os calculos.

fr{ Atencdo
)

Para que ocorra a transformacao da matriz original na matriz
escalonada, € necessario que as operacdes sejam feitas em cada um
dos elementos da linha.

Passo 2. Iniciaremos o escalonamento chamando cada linha da matriz
aumentada por L, L, e L,, e as novas linhas por L", L', e L',. Escrevemos as
operacdes que serdo feitas em cada linha para gerar a nova matriz:

»  Repetimos a linha a qual pertence o pivo: L', =L,;

a 1
> Alinha L', é oresultadode 24+ L —L,=-—-L,-L, =L —-L,;
a,, 1 1
a
> Alinha L', é oresultado de =2 -L, L, =—TL1 -L,=-L -L,.
a11
1 1 -1 0\, =L 11 -1 0 essa € a matriz
11 1 4|L',=L-L, = |0 2 -2 —4|—» resultante da
-1 1 2 5)L',=-L -L, 0 2 -1 5 primeira iteragao.
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Passo 3. Observe que ja eliminamos o elemento a,, e a8, abaixo do pivo.
Agora precisamos eliminar o elemento a,, . Para isso, iniciamos a segunda iteragao
escolhendo como pivd o elemento a,, .

Repetimos a 12 e a 22 linhas, que ja estdo no formato desejado, e comegcamos a

partir do elemento a,, . A matriz resultante da segunda iteracao sera:

1 1 -1 0)\L" =LY 11 -1 0
0 2 -2 4|L",=L", = |0 2 -2 4
0 2 -1 5 2 00 3 -1

Lll3 :aﬁ_le_Ll3 :__2.Ll2_Ll3 :_le_l_l3

22

Repare que a matriz obtida na segunda iteracao € escalonada, conforme definido
anteriormente. Podemos, assim, definir os valores de x, y e z por retrossubstituicao
ou substituicdo retroativa (da ultima para a primeira) nas equacdes do sistema.

x+y—-2z=0
Voltando a matriz escalonada a forma de sistema, temos 2y -2z=-4.
3z=-1

1
Da equacdo 3temos: 3z=-1=>2z= ~3
L N 1 7
Substituindo z na equacao 2, temos: 2y—22:—4:>2y—2[—§j:—4:y :—5_
. N 7 1
Substituindo y e z na 12 equacéo, temos: X + 37173 =0=>x=2.

Portanto, a solugdo do sistema dado e S = (2,_1 _1j

Pesquise mais

Tire suas duvidas sobre o método de escalonamento de Gauss com
pivoteamento acessando o link disponivel em: <http://goo.gl/AOU873>.
Acesso em: 14 fev. 2016.

Sistemas lineares homogéneos

Um sistema linear € dito homogéneo quando os termos independentes de
cada uma de suas equac¢des sao iguais a zero.
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3x+2y=0
x —y=0 ¢éum exemplo de sistema homogéneo.
2x-4y =0

7x-14y =0
Determine se o sistema < —X+2y =0 ¢ homogéneo.
2x-6=0

Resolucao:

Da equacdo 3 temos que 2x-6=0=2x=6. Desse modo, o

7x-14y =0
sistema fica {—X+2y =0 . Portanto, ndo ¢ homogéneo, pois os
2x =6

termos independentes do sistema nao sao todos nulos.

x+y —-z-3=0
Determine se s X —2y +z—-1=0 ¢é um sistema homogéneo.
X -z+2=0

Uma propriedade caracteristica dos sistemas homogéneos € que ele sempre

admite a sequéncia (0, o, .., 0) como solugao. Este tipo de solucdo € chamada
—_—

n zeros
de solugao trivial. Assim, podemos afirmar que todo sistema homogéneo € possivel,
pois admite, pelo menos, a solucdo nula ou trivial. Havendo outras solucdes alem
da solucdo nula, o sistema é (SPI) — sistema possivel e indeterminado, sendo suas
outras solucdes chamadas de nao triviais.
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! Pesquise mais

Acesse 0s materiais e saiba mais sobre resolucao de sistemas lineares e
suas aplicacoes. Disponivel em: <http://goo.gl/UHgydi> e <http://goo.
gl/8Jslta>. Acesso em: 8 mar. 2016.

Sem medo de errar

Vamos retomar o problema proposto no inicio desta secao: como nao sabemaos
as quantidades de cada um dos doces, vamos atribuir x, y e z para brigadeiros,
beijinhos e bichos-de-pé, respectivamente. Assim, temos que X+ y +z =250
unidades. Com os valores de cada doce e com a taxa de entrega, temos
1.5x+2y +3,52+10=570 . Finalmente, sobre a quantidade de bichos-de-pé

em relacdo a quantidade de brigadeiros, temos z = %x.

Observe que temos trés equacdes lineares e podemos montar com elas o

X+y+z=250
sistema linear 41,5x + 2y +3,52+10=570.
2
Z=—X
3

Da 32 equacio temos: 3Z=2X=2x-3z=0

Da 22 equagdo temos: 1,5x + 2y +3,5z+10 =570
=15x+2y+3,5z=570-10=1,5x + 2y + 3,5z =560

X+ y + z=250
Assim, o novo sistema sera 11,5x + 2y + 3,52 =560 .
2x -3z=0
O proximo passo para resolvermos € escrever a matriz aumentada associada

ao sistema, para entdo efetuarmos o escalonamento por meio do metodo
de eliminacdo de Gauss. Assim, a matriz aumentada associada ao sistema

1 1 1 250
el15 2 35 560
2 0 3 O
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Realizando operacdes elementares sobre linhas, temaos:

1 1 1 250)\L" =L, 1 1 1 250

15 2 35 560|L,=15-L,-L,=|0 -0,5 -2 -185

2 0 3 0 )L,=2-L-L, 0 2 5 500
Observe que na primeira iteracdo conseguimos tornar nulos os elementos

a,, e a,, da matriz aumentada. Agora, falta tornar nulo o elemento a,, para que
tenhamos uma matriz escalonada.

Adotando o mesmo procedimento, mas tendo como pivd o elemento a,, da
matriz. Escrevemos:

1 1 1 250)\L" =L 1 1 1 250
0 05 -2 -185|L", =L}, |0 05 -2 -185
0 2 5 50), SS-L'Z—L}:L%=—4-L'2—L'3 0 0 3 240

Assim, obtemos a matriz escalonada ou matriz na forma de escada na
segunda iteragdo.

1 1 1 250 X+ y+ z =250
Agora, retornamos ao sistema: |0 -0,5 -2 -185|=4 -0,5y-2z=-185

0O O 3 240 3z=240
Com o sistema escalonado, fica facil a sua resolucado. Da 32 equacao temos:

3z =240 = z =80 . Substituindo z na 22 equacdo:

-0,5y -2z=-185= 0,5y —-2-80=-185 = —0,5y —-160 = -185 = —0,5y = -185 + 160
= -0,5y =-25=y =50

Por fim, substituimos y e z na 12 equacao:

X+ y+ z =250=x+50+80=250 = x=250-50-80= x=120.

Portanto, foram entregues 120 unidades de brigadeiro, 50 unidades de
beijinho e 80 unidades de bichos-de-pé.
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Avancando na pratica

Pratique mais

seus colegas.

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situacoes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois compare-as com a de

Promocéo do dia

1. Competéncia de fundamentos
de area

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visao geométrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Conhecer e aplicar o método de escalonamento como
ferramenta para a resolugao de problemas que envolvem
sistemas de equacgdes lineares.

3. Conteudos relacionados

Sistemas de equacgdes lineares e escalonamento de Gauss
com pivoteamento.

4. Descricao da situacao-problema

Vocé recebeu tantas encomendas em sua confeitaria que
decidiu fazer uma promog¢do por trés dias consecutivos:
sexta-feira, sébado e domingo.

Apos esse periodo, fol feito um levantamento das vendas que

revelou o seguinte:

* Na sexta-feira, foram vendidos 1 cento de brigadeiros,
2 centos de beijinhos e 3 centos de bichos-de-pég,
arrecadando-se RS 260,00.

» No sabado, foram vendidos 2 centos de brigadeiros, 1 cento
de beijinhos e 1 cento de bichos-de-pé, somando RS 150,00.

» No domingo, foram vendidos 4 centos de brigadeiros, 3 centos
de beijinhos e 1 cento de bichos-de-pé, totalizando RS 290,00.

Qual fol o pre¢o cobrado por cada cento dos 3 tipos de doces

durante os dias de promoc¢ao?

5. Resolucgdo da situacao-problema

Observe que para cada dia de promogao podemos obter uma
equagao linear e, assim, montar um sistema linear com trés
equacoes e trés variaveis.

Vamos representar o valor de cada cento de brigadeiro,
beyjinho e bicho-de-pe por g, b e ¢ respectivamente.

sexta-feira [a +2b + 3¢ = 260

sabado 2a+b+c=150

domingo |4a+3b+c=290

Escrevendo a matriz aumentada associada ao sisterna, temos:
1 2 3 260
2 1 1 150 |. Estabelecendo o elemento &;; como pivo e
4 3 1 290
realizando operacdes elementares sobre linhas, temos:
2 3 260\L" =L, 12 3 260
11180 |L',=2L,-L,=|0 3 5 370

3 1 290)L',=4L, L, 0 5 11 750

1
2
4
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Observe que na primeira iteracdo conseguimos tornar nulos
Os elementos a,, e 85y da matriz aumentada. Agora, falta
anular o elemento a;, para que tenhamos uma matriz
escalonada, o que facilitara a resolucdo do nosso sistema.

Adotando o0 mesmo procedimento para a segunda iteracao,

mas tendo como pivé o elemento a,, da matriz, escrevemos:

12 3 260\L" =L 12 3 260
0 3 5 370|L",=L", =|0 3 5 370
0 5 11 750 Lg==gL;—Lg 0 0 -8 -400

Assim, obtemos a matriz escalonada.

Voltamos ao sistema, mas na forma escalonada:

12 3 260 a+2b+3c=260

0 3 5 370 |=> 3b+5¢c=370

0 0 -8 —400 -8c=-400
Agora, com o sistema escalonado, da 32 equagao temos:
-8¢c=-400=c =50
Substituindo ¢ na 22 equacao, temos:
3b+5¢=370=3b+5-50=370= 3b=370-250=3b=120 = b =40
Substituindo b e ¢ na 12 equagéo, temos:

a+2b+3c=260=>a+2-40+3-50=260
a+80+150=260=a=260-230 =a=30
Portanto, durante o periodo de promogao, cada cento
de brigadeiro custou RS 30,00, de beijinho RS 40,00 e de
bicho-de-pé RS 50,00.

Faca valer a pena

1. Observe as seguintes equacdes:

1)
1)

a-b+2c=3
x+1=4
y

) 2x,—2x, — X, —3X, = X,

V) @a>+b+c=1

V)

a-b=2

Assinale a alternativa que contém somente equacdes lineares.

a)
b)

[ 11, 11
[, 111, 1V,
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c) I, V.
d) 1,1V, V.
e) Il IV, V.

2. Dados os pares ordenados (2, —3), (2, 7) e (5, 3), verifique quais sao
solucdes da equacao linear 2x—y =7.

a) Somente (2, —=3) é solucao.

O

Os pares ordenados (2, =3) e (5, 3) sdo solucdes.

o

)
)
c) Os pares ordenados (2, 7) e (5, 3) sao solucdes.
) Nenhum par ordenado € solucao.

)

D

Todos os pares ordenados sao solucdes.

3. Em um supermercado, o quilograma de feijdo custa RS 6,00 e o de
carne custa RS 15,00. Vocé comprou x quilos de feijdo e y quilos de carne,
gastando o total de RS 99,00. Sabendo que x e y sdo numeros naturais:

[) Escreva a equacao linear que relaciona as variaveis x e y.

[) Apresente duas possiveis solucdes para essa situagao, isto €, guantos
quilos de feijdo e de carne vocé comprou?

Agora, marque a opg¢ao correta para | e para ll, respectivamente.
a) 15x+6y =99; (218),(3,18).

b) 6x+15y =99; (1,28),(5,18).
c) 15x+6y =99; (114),(3,9).

d) 6x+15y=99; (14,1),(9,3).

e) 6x+15y=99; (2,8),(3,18).
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Secao 14

Matriz inversa

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Na secdo anterior, vocé estudou sistemas de equacdes lineares e pdde aplicar
seus novos conhecimentos, além dos conceitos de matrizes e determinantes, para
controlar e aumentar o fluxo de vendas de doces da sua confeitaria ao fazer uma
promocao de fim de semana. Agora, imagine que sua avo te deixou como heranga
uma doce receita de familia que certamente sera um sucesso de vendas na sua
confeitaria. Entretanto, no envelope entregue por sua tia, continha uma folha de
papel escrito apenas o seguinte:

"Querido neto, para ter acesso aoc NOSSO tesouro, vocé precisa descobrir
O segredo que abre o cofre localizado atras do armario na casa da tia Lourdes.
Decodifique, digite a palavra secreta e pegue a receita, ela € sual”.

A palavra codificada é S =
16 06 30 16

1
C= [1 1], de modo que C-P =S8, com P sendo a palavra secreta que abre o

cofre, traduzida de sua forma numeérica para alfabética fazendo correspondéncia
entre letras e numeros conforme Tabela 1.5 onde o simbolo # representa espacos
entre as palavras.

(29 11 42 31} ) )
e a chave para desvenda-la e

Tabela 1.5 | Correspondéncias

A B|C|D E F|1 G| H | J K LI M| N]|]O
0110210304 |105(106|07 08|09 )10 |11 |12 | 13| 14 | 15
PlQ]|R S TIU |V [W]X Y Z | # . ! ?
16 | 17 |18 | 19 |20 | 21 |22 |23 |24 [ 25 (26| 27 | 28| 29 | OO

Fonte: elaborada pelo autor
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Qual € a palavra secreta que da acesso a receita?

Para resolver esse problema, € necessario que vejamos alguns conceitos sobre
matriz inversa e como encontra-la. Vamos a7

Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A € dita invertivel (ou inversivel)
se existir uma matriz quadrada B, de mesma ordem, tal que: A-B=B-A=1.

Assim, chamamos a matriz B de inversa da matriz A, e indicamos por Ale

AA =A" A=

A matriz |, representa a matriz identidade de ordem n.

Seja Az(1 J uma matriz invertivel. A matriz inversa de A é

1 -2
A= is:
(_1 Sj,pms
A~A‘1:[3 2](1 —2]:[1 szlz_A‘1~A=(1 —2)'[3 2J=[1 O]=Iz
1 1)1 3 0 1 ) -1 3 11 01 :

Propriedades da matriz inversa

-1
) SeAéuma matriz invertivel, entdo A~ também é invertivel e (A’1) =A.

)  Se A e B sdo duas matrizes invertiveis, entdo AB também ¢ invertivel e
(AB)'=B".A".

) Se A ¢ invertivel, entdo (A’ )_1 (A7)
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IV)  Se A & uma matriz invertivel, entdo det(A) 0.

1
det(A)

Observe em (I) gue a inversa do produto ¢é igual ao produto das inversas na
posicdo contraria. Lembre-se de que no produto de matrizes a ordem € importante!

m Exemplificando

Sejam A= 32 e B= 0 1 matrizes invertiveis e AB = -6 11 .
11 -3 4 -3 5

V) det(A-1) =

Mostre que (AB)f1 =B".A"

a b
Resolucdo: Suponha A™ :( d] elembre-seque A-A" = I, logo:
C

3 2 ab_10:>20+332d+3b_10
1 1) c d) (0 1 cta d+b ) (0 1

Podemos escrever dois sistemas lineares a partir da igualdade anterior:

2c+3a=1 2d+3b=0

e
c+a=0 d+b=1

Ao serem resolvidos encontramosa =1, b =-2,c = -1ed = 3. Portanto,

1 -2 4, _
Al =( j De modo semelhante, calcula-se B~ [/ /}

-1 3

- (AB) {/ 1/}
Agora, B A = [/ /] (_1 3j [% _1%J=(AB)1.

1 -2

Portanto, a igualdade ¢é verdadeira.
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Matriz singular e matriz ndo singular

Seja A uma matriz do tipo nxn. Se A é invertivel, sua inversa € unica e, assim,
dizemos que A é nado singular. Caso contrario, isto €, se A ndo admite inversa,
dizemos que A € singular (HOWARD; RORRES, 2001).

Invertibilidade de matrizes

Para determinar a matriz inversa de uma matriz quadrada de ordem n, podemaos
utilizar varios meétodos, entretanto, apos o estudo dos sistemas de equacdes lineares
e do estudo de determinantes, daremos maior atencao a dois métodos em particular:

. Meétodo baseado na resolucdo de sistemas;
. Metodo da matriz adjunta.

» Método baseado na resolucdo de sistemas

a a
Seja A :[ "2 Uma matriz do tipo 2x 2 escrita em sua forma genérica.
a21 822

e f
~ P -1 -1
Como ndo conhecemos a matriz inversa A , €screvemaos sempre A =( h
g9

como uma matriz genérica de mesma ordem. Desse modo, pela multiplicacdo de
matrizes temos que:

a, a,)(e f) (10 . a,e+a,g a,f+a,h) (1 0
a, a,)\g h) \0 1 a,e+a,g a,f+a,h) \0 1)

Do conceito de igualdade de matrizes, formam-se os sistemas de equagdes
lineares e, assim, encontra-se a matriz inversa:

a,e+a;,g=1 a,f+a,h=0
a,e+a,g=0 © a,f+a,h=1

ﬁ Exemplificando

Utilizando o método baseado na resolucao de sistemas, verifigue se a

. , 5 3 _
matriz inversa da matriz A = 3 9 existe.
Resolucao:

Se A existr, entio A-AT =1, Como nio conhecemos A,
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C
ordem. Desse modo, pela multiplicacdo de matrizes temos que:

5 3)(a b) (10 :>5a+30 Sb+3d) (1 0

3 2)lc d) (0 1 3a+2c 3b+2d) (0 1)
Do conceito de igualdade de matrizes, seguem o0s sistemas de
equacodes lineares:

escrevemos A ={ j como uma matriz genérica de mesma

= Da 22 equagdo: a= —%C.

5a+3c =1
3a+2c=0

Substituindo az—gc na 12 equacgdo: 5(—%0J+3C=1:>c=—3.

2.(-3)
Consequentemente: @ = —3 =a=2.
5b+3d =0 1-2d
2 = a xn po <Y
) {3b+2d=1 Da 22 equacdo: b 3
Substituindo b = 1-2d na 12 equacao: 5[%d]+3d=0:>d=5 .
Consequentemente: b = 1-2-5 =>b=-3.

2 3

Portanto, a inversa da matriz A existe, A™ =( 3

J e e unica. Logo,

A é uma matriz nao singular.

Faca vocé mesmo

6
Verifigue se a matriz Az[2 4) € invertivell. Em caso positivo,

determine sua matriz inversa.

Reflita

A matriz nula 0, , € a matriz identidade I, sdo invertiveis? Verifique!

2x2
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! Pesquise mais

Acesse o video disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?
v=mmKkA8NOKLS4> (acesso em: 3 mar. 2016) e entenda o processo de
inversao de matrizes por meio do metodo dos sistemas lineares.

»  Método da matriz adjunta

Para inverter uma matriz A do tipo nxn utilizando o método da matriz adjunta,
utilizamos o determinante de A, além da matriz adjunta de A, denotado por adj(A).
Com esse método, a inversa A™ de uma matriz A sera dada por:

A = #(A)-adj(A), det(A) %0

Assimile

&%
L4

Para que uma matriz A =(a,.j) tenha uma inversa, € necessario e
nxn

suficiente que det(A) # 0. Nesse caso, A € ndo singular. Se det(A)=0

entdo, A ¢ singular e ndo admite inversa.

Para a compreensdo do método, & necessario definirmos matriz adjunta.

Na secdo anterior deste livro didatico, vocé estudou sobre cofator
Al.j :(—1)”/ -D,.j, onde D,.j € 0 menor complementar do elemento a; da matriz

A, . Pois bem, com os cofatores de cada um dos elementos de A, formamos
uma nova matriz chamada de matriz dos cofatores de A, que representaremos
por cof(A). Assim, a matriz adjunta, denotada por adj(A). é a transposta da
matriz dos cofatores de A .

adj(A) = (cof (A))".
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D Exemplificando

2 3 2

Seja A=|2 1 1| obtenhaa matriz adj(A).
2 1 3

Resolucao:

O primeiro passo para encontrar a matriz adjunta de A é determinar a
matriz dos cofatores de A, calculando o cofator de cada um dos seus
elementos. Assim:

1+1

11 2 1
A= 3‘:2; e =1 3‘_ S A=, 1‘:0

3 2 2 ]2 2 502 3
A21:(—1)21-1 3‘:—7, A22:(—1)22-2 3‘:2, 23:(—1)23.2 1‘:4

43 2 2 ]2 2 5 ]2 3
A31:(—1)31.1 1‘:1; A32=(—1)32-2 1‘:2, A33:(—1)33.2 1‘:_4

2 4 0
Portanto, temos que cof(A)-[—? 2 4 ] € a matriz dos cofatores de A .
1 2 4

Como a matriz adjunta de A é a transposta da matriz dos cofatores de A,

2 -7 1
entdo adj(A)=| -4 2 2 | éamatrizadjuntade A.
0 4 -4

Com base na definicdo de matriz adjunta, podemos voltar ao método de
determinagao da matriz inversa. Tomando o exemplo anterior, vejamos:

Como j& determinamos a matriz adjunta de A, e sabendo que

A= m -adj(A), det(A) = 0, falta calcularmos o determinante de A .

Pelo Teorema de Laplace, escolhendo a linha 2 da matriz, temos:
det(A)=a,,- Ay +ay, - Ay + 8y - Ay = det(A)=2-(-7)+1-2+1-4 = det(A) =-8=0 .

Portanto,
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1 2o [Nk

A= cadj(A)=> A'=—.| -4 2 Al = -1
det(A)aj( - Slo 4 —4:> { —é yA

2 /2

€ ainversa da matriz A .

! Pesquise mais

Entenda melhor o processo de inversao de matrizes por meio do
método da matriz adjunta. Video disponivel em: <https://www.youtube.
com/watch?v=j__vbdjUYKc>. Acesso em: 24 fev. 2016.

Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta secdo, veremos que um
metodo simples para codificar e decodificar mensagens compreende utilizar as
. -1
matrizes C e C™' de ordem n.

O remetente (sua avo) utilizou a matriz C para codificar a palavra secreta, e o
destinatario (vocé) devera utilizar a matriz C™' para decifrar o codigo (decodificar)
e descobri-la. Veja o porqué:

A matriz a ser descoberta € P e, para isso, vocé deve utilizar a igualdade
C-P=S, pois:

C-P=S=(C"'-C-P=C"-S=I,-P=C"-S=P=C"-S.
’2
Lembrando que as ordens das matrizes s30 C,.,. Poy. Syq e Cyl. c'-C=l,
(pois C™" e C sdo matrizes inversas) e I, - P = P (propriedade do produto matricial).
Com a deducdo anterior, P=C™"-S, a matriz P poderd ser calculada

efetuando o produto matricial C'-S em que S é conhecida (matriz
codificada) e C' é a matriz inversa da chave C que sua avo lhe forneceu.

12
Logo, O passo seqguinte € encontrar a inversa da matriz Cz{ . Entdo:

1 2\ (a b 10 a+2c b+2d 10

= = .
1 1 c d 0 1 a+c b+d 0 1). Pela igualdade de
%,—/_.—/

C c!
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matrizes formamos dois sistemas de equacdes lineares:

—>a=-1c=1 b=2d=-1
b+d=1

{a+20=1 {b+2d:0
1) 2) —
a+c=0

-1 2
Portanto,C1=( j Para obtermos a palavra secreta P, precisamos

multiplicar a matriz C™' pela matriz codificada S, assim: C'-S=P .

-1 2 29 11 42 31 03 01 18 01
17 -1 16 06 30 16 13 05 12 15
Relacionando a matriz P as letras do alfabeto na Tabela 1.5 combinada, temos:

03 0118 01 13 05 12 15

C'A’'R'/A'M'E'L'O
Portanto, a palavra secreta € CARAMELOQO.

. Pesquise mais

saiba mais sobre os principios basicos da criptografia acessando o
video disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=vj/DpfQ_
pa0>. Acesso em: 25 fev. 2016.

frJ Atencdo
Y

A existéncia da inversa de C para a resolucao desse problema foi
fundamental, pois P =C™"-S . N&o somente nesse caso, mas também
para a resolucao de um sistema linear, a existéncia da inversa € um fato
importante. Lembre-se de que todo sistema linear pode ser escrito da
forma Ax = b.Logo, se A possui inversa ou € ndo singular (det(A) = 0):

Ax=b=A"'Ax=Ab=Ix=A"b=x=A"b

Ou seja, a solucdo do sistema linear Ax = b existe, éiguala x=A"'b e
€ unica. Em outras palavras, temos um SPD. Caso A ndo possua inversa,
o sisterma Ax =b pode ser classificado em Sl ou SPI, dependendo de
analise mais criteriosa.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucédo

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois compare-as com a de

seus colegas.

Cheesecake diferente

1. Competéncia de fundamentos
de area

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geomeétrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados & Engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Conhecer e aplicar métodos de calculo de matriz inversa
como ferramenta para analise e resolucao de problemas.

3. Conteudos relacionados

Matriz de cofatores; Matriz transposta; Matriz adjunta;
Determinantes; Sistemas lineares.

4. Descricao da situagdo-problema

Suponha gue sua mae tenha criado uma receita de torta
inédita com apenas trés ingredientes para ser vendida na sua
confeitaria. Vocé provou, aprovou, mas nao descobriu quais
eramesses 3 ingredientes. Suamae, entéo, lhe deu as seguintes
dicas paradesvenda-los: a chave para descobrir os ingredientes

Peé C:p ﬂ com S=C-P em que a matriz codificada €

(106 19 30 106 78 91 16 51 40 82 106 73 88 68 76
80 16 26 80 62 71 12 43 31 68 80 59 67 54 58

Faz-se necessario corresponder letras e numeros conforme
a Tabela 1.6.

Tabela 1.6 | Receita

00 | 01 [02 03|04 0506|0708 |09 |10 | 11 ) 12| 13| 14

15116 |17 [ 18 | 19 [ 20 | 21 (22 | 23 | 24 [ 25 | 26 | 27 | 28 | 29

Fonte: elaborada pelo autor

Quals sao esses ingredientes misteriosos?

5. Resolugéo da situacao-problema

O primeiro passo € encontrar a inversa da matriz ¢ — [1 4 ,
13

pois P=C™"-S . Entio:

1 4 ab_10:>a+4cb+4d_10
1 3)lc d) (0 1 a+3c b+3d) |0 1
/AN

C c!
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Pela igualdade de matrizes formamos dois sistemas de equagdes

. a+4c=1 b+4d=0 Lcdes 50 C = 1
neares. | a0 €1 by g o CHESSOUGBes o € =1,
a=-3.d=-1e¢ b=4 portanto, ¢ =(713 41].

Para obtermos os ingredientes secretos F, precisamos

multiplicar a matriz (:71 pela matriz codificada S ou seja,
P=C"'.S. o que pode ser feito com o auxilio de um
computador utilizando um software como o GeoGebra ou
uma planilha eletrénica, obtendo:
(02 07 14 02 14 11 00 19 04 26 02 17 04 12 04
_[26 03 04 26 16 20 04 08 09 14 26 14 21 14 18)

Relacionando a matriz P aos simbolos da Tabela 1.6, temos:

0207 140214 1100 19 04 26

CHOCOLATE#
0217 04 1204 26 03 04 26 16 20 04 08 09 14

Estes sdo os ingredientes secretos da torta.

Faca valer a pena

3 6
1. Determine, se existir, a inversa da matriz A:(2 4) e marque

opc¢ao que a contém:

a)

A—1

A=

2 -4
3 —6j
3 2
6 —4J
6 -4
5 3)

N3o existe A™

=

3 4
6 -2
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2. Assinale a alternativa que contém a matriz inversa da matriz

A=(_11 _23}

o o8 2
1 1
o Al (23
1 -1
o a2
1 -3
g a3 2
1 -1
o a1 (3 2
1 -1

3. Assinale a opcdo que contém a matriz inversa da matriz identidade
de ordem 2:

_ 0 1
a) (L) = 1 OJ

_ 10
b) (12)12 0 1]
c) (Iz)_1: ?1 _01J

_ -1 0
d) (IZ) 1 = 0 _1}
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Vetores no plano e no espago




Secao 2.1

Vetores: definicao e segmentos orientados

Dialogo aberto

Vetores sdo importantes ferramentas para a Geometria Analitica, sendo muito
utilizados nao s6 na Matematica, mas também em Quimica, em Fisica, nas Engenharias
etc. Na Quimica, por exemplo, aplicam-se operacdes com vetores no estudo da
polaridade das moléculas, que leva em consideracao a geometria molecular. Na Fisica,
O uso de vetores para calculo das forgas, de velocidade, torque, posicao, deslocamento,
ou para estudos de situacdes em planos inclinados, € indispensavel!l Ja na Engenharia
as aplicacdes sao ainda maiores, podendo ser usados para fixar as dimensdes de vigas
e trelicas para a sustentacdo de estruturas, na construcao de pontes etc.

Justamente essa ferramenta (vetor) que ajudara Antonio na seguinte situagdo:
ele e sua esposa estao parados no Ponto A do mapa (Figura 2.1) e precisam chegar
no endereco desejado (ponto B). Sem as informacdes corretas ele teria diversas
possibilidades. Para que ele consiga chegar no seu objetivo, vamos tentar ajuda-lo!

Na Figura 2.1 percebemos como ¢ importante indicar o modulo (comprimento),
a direcdo e o sentido de uma grandeza como na indicacao de um endereco. Como
exemplos, indicamos, na Figura 2.1, alguns caminhos que Antdnio pode sequir partindo
de sua posicao inicial.

Figura 2.1 | Quadras

—)

—
5 o A
BN
LTI

o
m%—z
—

|
I .

—)

.
—)
.
4
.
—)
.
- A

Fonte: elaborada pelo autor.
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Se Antdnio sair de onde esta e dirigir 3 quadras para o norte, em direcao a B, ele
estara em uma quadra (ponto C) onde teria 2 caminhos para se chegar a B percorrendo
uma distancia minima. Quais seriam estes caminhos?

Se Anténio dirigir 3 quadras para o Leste, 2 para o Norte, 5 para a Oeste, 2 para o
Norte, 1 para Oeste e mais 4 quadras para o Sul, a quantas quadras ele estaria de seu
endereco (ponto B)?

Nao pode faltar

Para resolver o problema proposto inicialmente e outros que podem surgir,
precisamos de alguns conceitos importantes.

Ponto, reta e plano: Sdo conceitos primitivos e, portanto, aceitos sem definicao.
Para denotar um ponto, usamos uma letra maiuscula do nosso alfabeto; para reta
usaremos uma letra minuscula do nosso alfabeto; e para plano usaremos letras
minusculas do alfabeto grego.

Figura 2.2 | Ponto, reta e plano

o
A

Fonte: elaborada pelo autor.

Apesar de ndo podermos definir esses elementos, podemos descrevé-los
facilmente. Um ponto pode ser comparado com um furo, um pequeno buraco, o
pingo da letra i etc. A reta pode ser vista como o conjunto de infinitos pontos, uma
linha de caderno, as linhas de um campo de futebol entre outros. Ja o plano pode ser
comparado com a superficie lisa de uma parede, do quadro etc.

Segmento e segmento orientado: Segmento € qualquer trecho de uma reta
delimitado por dois pontos, A e B, por exemplo. Costuma-se denota-lo pelas letras
correspondentes aos pontos que o delimitam. Em um segmento de reta AB podemaos
adotar duas orientacdes: de A (origem) para B (extremidade); de B (origem) para A
(extremidade). Indicamos essa orientacdo inserindo uma seta sobre AB.
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Figura 2.3 | Segmento orientado: (a) de A para B; (b) de B para A

AB BA

A A
(a) (b)

Fonte: elaborada pelo autor.

Principais caracteristicas de segmentos orientados

Assimile

Modulo: Dlzemos que a distancia do pontoA até o ponto B é o modulo do
segmento AB isto é, 0o modulo de AB € o seu comprlmento A notacao
que normalmente utilizamos para representar modulo de AB e|AB|.

Vocé pode entender facilmente essa questdo imaginando a reta numeérica. Imagine
uma pessoa que esta na origem (ponto zero) e caminha até o ponto 5, ela andou 5
espacos. Se ela sai da origem e anda até o ponto -5, ela também andou 5 espacos, ou
seja, © modulo ou distdncia da caminhada é 5.

Figura 2.4 | Reta numérica

-5 -4 -3 5 - 0 1

Fonte: elaborada pelo autor.

Em resumo, modulo é a distdncia de um ponto até outro ponto em qualquer
direcao.

Assimile

Direcdo: A direcdo do segmento orientado AB pode ser compreendida
a0 observarmos a inclinagao da reta r que passa por A e B, sobre a qual
O segmento orientado se encontra. Ela pode ser horizontal, vertical ou
inclinada.
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Se seu segmento esta sobre o eixo x, por exemplo, dizemos que a direcdo dele
€ horizontal. Se 0 segmento esta sobre o eixo y, dizemos que ele esta na vertical. O
segmento também pode ter a direcdo inclinada, como na Figura 2.5.

Exemplo:

Observe o segmento AB da Figura 2.5. Agora suponha que ele seja o trajeto de
decolagem de um avidgo. Podemos, entao, dizer que sua direcao € inclinada 46,08°
em relacdo a pista de decolagem.

Figura 2.5 | Decolagem

Fonte: elaborada pelo autor.

‘g"‘ Assimile

Sentido: Definimos o sentido do segmento AB a partir da origem para a
extremidade, ou seja, AB € de A paraBe BA € de B para A.

Conforme podemos observar ainda na Figura 2.5, dizemos que AB tem sentido
de sudoeste para nordeste.

Tipos de segmentos orientados

Segmento nulo: S3o0 segmentos cujo modulo € igual a zero. Nesse caso, O
segmento se reduz a um Unico ponto.

Segmentos opostos: Considere que AB seja um segmento orientado. Dizemos
que 0 segmento BA € 0O seu oposto, pois tem o mesmo modulo, mesma direcao,
mas sentido contrario de AB.

Exemplo: Suponha que os segmentos orientados AB eCD tenham a mesma
direcdo e as retas de AB e CD ndo sdo coincidentes, isto €, sdo retas diferentes. Se os
segmentos AC e BDnéo se mterceptam dizemos que AB eCD tém o mesmo
sentido, caso contrario, AB CD tém sentidos opostos. Veja Figura 2.6.
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Figura 2.6 | Segmentos orientados: (a) de mesma direcdo; (b) opostos

Fonte: elaborada pelo autor.

Segmentos equipolentes: Dois segmentos orientados AB e CD séo equipolentes
quando tém a mesma direcdo, © mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Para representamos a relacdo de equolenoa entre AB € CD Utilizaremos a
notacdo AB ~CD (onde se l&: 0 segmento AB ¢ equipolente ao segmento CD ).

Figura 2.7 | Segmentos equipolentes AB ~CD

AT 2 ot » -~

P 2 e, S
< >

ey - T ‘ - D/
S \\
\/« e A B |
\ ‘\)

PP

P N P
R AN

Estes segmentos podem pertencer a mesma reta ou ndo. Se os segmentos
orientados AB e CD n3o O pertencem a mesma reta, CoOmo na Flgura 2.8, para que

AB seja equipolente a CD, é necessario que AB//CD € BD//AC € ou seja,
ABDC deve ser um paralelogramo.

e
G

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 2.8 | Segmentos equipolentes

Fonte: elaborada pelo autor.
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Direcao e sentido

Observe a Figura 2.9 e responda:

Figura 2.9 | Retas e segmentos orientados

b d
G 3 H |
2
a=63,43° =63,43° | Ay = 63.43°
A B ©

Fonte: elaborada pelo autor.

a) As retas b, c e d ttm a mesma inclinagdo? Por qué?

b) Apresente pelo menos dois segmentos orientados determinados a
partirde A, Be C.

c) Apresente pelo menos dois segmentos orientados opostos.

d) Apresente pelo menos dois segmentos orientados equipolentes.
Resposta:

a) Sim. Pois os angulos «a, B e ¥ tém a mesma medida.

b) BC e CF . Nesse caso voceé poderia ter escolhido qualquer segmento
que saia de B, Aou C.

c) CF e ClJ . Podemos escolher quaisquer segmentos que tém a mesma
origem e sentidos contrarios.

d) GD e HE . Nesse item podemos escolher quaisquer segmentos que
tenham a mesma direcdo, 0 mesmo sentido e © mesmo maodulo.,
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@ Faca vocé mesmo
Considere o planoquadriculadoda F|gura 2.10,emqueestaorepresentados

os segmentos: AB, CD. EF . GH. MN € OP .

Figura 2.10 | Segmentos

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora, responda:
a) ABe CD s30 segmentos opostos?

b) AB € CD s30 segmentos de mddulos iguais, direcdo e sentidos
diferentes?

c) AB e GH sdo segmentos de mesmo modulo, direcio e sentido?

d) GH e OP s30 segmentos equipolentes?

Vetor

Com base em tudo o que foi visto até o momento, podemos definir vetor. Mas
O gque € isso afinal? Bem, o conceito de vetor e simples. Vetor € constituido por trés
coisas: um numero positivo que da seu comprimento (modulo), uma direcdo e um
sentido.

Denominamos vetor AB o conjunto de todos 0s segmentos que possuem o
mesmo maodulo, a mesma direcdo e o mesmo sentido de AB, ou seja, © conjunto de
segmentos equipolentes a AB'.

~ Exemplo: observe a Figura 2.11. O conjunto de todos os segmentos equipolentes a
AB formam o vetor AB. Alem disso, cada um dos segmentos desenhados na Figura
2.11 é um dos representantes de AB.
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Figura 2.11 | Alguns representantes do vetor AB

Fonte: elaborada pelo autor.

Nao confunda segmento orientado com vetor! Entenda o conceito de
representante acessando o material disponivel em: <http://www basica2.
ufba.br/apostilas/vetores/Apostl-1.pdf>. Acesso em: 28 abr. 2016.

Aprofunde seus conhecimentos sobre vetores acessando o livro disponivel
em: <http://www.geometriaanalitica.com.br/livros/av.pdf>. Acesso em:
28 abr. 2016.

Grandezas escalares nao precisam de direcao e sentido, sendo necessario
apenas seu modulo. Veja alguns exemplos:

Grandezas vetoriais: velocidade, aceleracdo, forca etc.

Grandezas escalares: massa, tempo, area etc.

Casos particulares

Vetor nulo: Representado por 0 o vetor nulo tem a origem coincidindo com sua
extremidade.

Vetores paralelos: indicamos por x// y dois vetores paralelos, pois t¢ém a mesma
direcdo, nao necessariamente tendo o0 mesmo modulo e sentido.

Figura 2.12 | Vetores paralelos

Fonte: elaborada pelo autor.
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Atencao

Quando dois vetores forem paralelos, o angulo entre eles seré de 0° ou
180°. Quando forem perpendiculares, o angulo sera de 90°.

O angulo entre dois vetores € o menor angulo formado entre dois representantes
dos respectivos vetores que possuam mesma origem.

Sem medo de errar

Anténio e sua esposa estdo parados No ponto A do mapa e precisam chegar
no endereco desejado (ponto B). Sem as informacdes corretas eles teriam diversas
possibilidades. Se Antonio sair de onde esta e dirigir 3 quadras para o Norte, ele estara
em um ponto onde teria 2 caminhos para se chegar a B percorrendo a distancia
minima. Quais seriam estes caminhos?

Vocé pode observar que Anténio, apos dirigir 3 quadras em direcao ao seu objetivo,
que é o ponto B, esta situado no ponto C (observe Figura 2.13 para ver diregdes).
Ele pode entdo tomar dois caminhos: O primeiro, por exemplo, pode ser andar uma
quadra para o Leste e depois mais uma para o Norte em dire¢cao a B; outra maneira
€ caminhar primeiro para o Norte, e depois uma quadra para o Leste, como mostra a
Figura 2.13.

Figura 2.13 | Possiveis caminhos a serem percorridos por Anténio
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Se Anténio dirigir 3 quadras para o Leste, 2 para o Norte, 5 para a Oeste, 2 para o
Norte, uma para Oeste e mais 4 quadras para o Sul, a quantas quadras ele estaria de
seu endereco de destino (ponto B)?

Escrevendo o caminho que Anténio percorreu podemos notar, como na Figura
2.14, que ele esta situado no ponto E. Contando as quadras do ponto E até o ponto
B, temos que a distancia de Anténio até seu objetivo sdo 8 quadras. Note que isso € o
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mesmo que dizer que a distancia do ponto £ ao ponto B é 8 unidades (ndo em linha

reta).

Figura 2.14 | Caminho
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Pratique mais

Instrucao

seus colegas.

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois compare-as com a de

Diario de viagem

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma viséo geometrica e algeébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Compreender e interpretar geometricamente os vetores,
aplicando os fundamentos da algebra vetorial na solugdo de
problemas.

3. Conteudos relacionados

Grandezas escalares e vetoriais;
orientados; Vetores.

Tipos de segmentos

4. Descricao da situacdo-problema

Suponha que Antonio e sua esposa ndo tiveram nenhuma
informagao sobre o endereco desejado. Para tentar encontrar
o endereco mais rapido eles decidem se separar. Antonio
andou 3 quadras para a Leste e mais uma para o Norte,
chegando no ponto D. Maria, sua esposa, anda 5 para Oeste e
7 quadras para Norte, chegando no ponto C. Nesse momento
Maria resolve ligar para seu marido e pergunta onde ele esta.
Como né&o conhecem a cidade vamos ajuda-los a determinar
a distdncia entre eles, em linha reta.
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Figura 2.15 | Esquema
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Fonte: elaborada pelo autor.

Qual a distancia entre Anténio e Maria?

5. Resolugéo da situacdo-problema

Observe que as quadras estdo todas alinhadas. Logo, podemos
fazer um esquema ligando 0s pontos onde estdo situados
Anténio e Maria, de maneira a obtermos um tridangulo como
mostra a Figura 2.16.

Figura 2.16 | Distancia
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Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que tragando o tridngulo a partir do ponto D, em
linha reta, obtemos um tridangulo retangulo em F, como na
Figura 2.17. Somando as distancias horizontais e verticais que
Anténio e Maria caminharam teremos a seguinte situacao:

Figura 2.17 | Distancia
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Fonte: elaborada pelo autor.

6 quadras
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Utilizando o teorema de Pitagoras para encontrar a distancia
entre eles temos:

d? =6° +8?
d? =36 + 64
d? =100

d =10 quadras

Logo Anténio e Maria estdo a 10 quadras de distancia um do
outro.

Faca valer a pena

1. Marque a alternativa que contém uma grandeza vetorial:

a) A massa de uma bola de basquete.

b) O espaco-tempo percorrido para ir de uma cidade a outra.
c) A forca necessaria para levantar um objeto de 60 kg.

d) A densidade da agua.
)

e) A temperatura corporal de uma crianca em estado febril.

2. Sobre segmentos equipolentes, podemos afirmar que eles tém:
a) A mesma direcdo, o mesmo sentido e modulos diferentes.

b) DirecOes diferentes, o mesmo sentido e © mesmo comprimento.

)

c) A mesma direcado, sentidos diferentes e © mesmo comprimento.

d) A mesma direcdo, o mesmo maodulo e o mesmo comprimento.
)

e) A mesma dire¢cdo, o mesmo sentido e o mesmo comprimento.

3. Das afirmacdes a sequir, verifique quais se referem a grandezas escalares
€ quais a grandezas vetoriais:

| — Um jogo de futebol dura 90 minutos.
Il = Um automovel esportivo atinge a marca 200 km/h.
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[ll — Para colocar uma caixa em uma prateleira € necessaria uma forca de

150 N.
IV — Aquela praca tem uma area de 300 m?.

V — O deslocamento de um avido, em direcdo ao sul do pais, foi de 1.720

km.

Assinale a alternativa que contém a sequéncia correta:

a) Vetorial, vetorial, escalar, escalar, escalar.
b) Vetorial, escalar, escalar, vetorial, escalar.
c) Escalar, escalar, vetorial, escalar, escalar.

d) Vetorial, escalar, vetorial, vetorial, escalar.
e) Escalar, vetorial, vetorial, escalar, vetorial.
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Secao 2.2

Moddulo ou horma de um vetor

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Vocé lembra que na secao anterior estudou sobre vetores? Lembra que vocé tentou
encontrar o caminho para um endereco sem ter todas as informacgdes? Esperamos
qgue tenha percebido que era necessario ter informacdes como direcdo, sentido e
maodulo, gue nada mais sao do que vetores. Nessa secdo, vocé aprendera a calcular o
modulo (comprimento) do percurso, e as diferentes maneiras de se fazer esse calculo.
Suponha que para ter mais chances de encontrar o endereco desejado, Anténio e
sua esposa decidiram se separar. Antonio percorreu 0 caminho representado pelo
vetor D e Maria percorreu © caminho representado pelo vetor E como na Figura 2.18.
Suponha agora gue conhecamos o ponto onde cada um se encontra. Atraves do
calculo do modulo de um vetor podemos determinar a distancia entre eles.

Figura 2.18 | Caminho percorrido por Antonio e sua esposa (em km)

(1,10)

=%
O D (5,7)

Fonte: elaborada pelo autor.

Qual foi a distancia percorrida por Antonio e por Maria? £ qual a distancia entre eles?

Para que vocé consiga resolver esse e outros problemas, € necessario que veja
alguns conceitos sobre vetores, mais especificamente, saber como calcular o modulo
de um vetor. Vamos &7

Vetores no plano e no espago
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Coordenadas de um vetor

Seja o vetor ucom origem no ponto de coordenadas (a,b) e extremidade no
ponto de coordenadas (C, d) . As coordenadas de y séo (c —-a,d - b) , COMO Mostra
a Figura 2.19.

Figura 2.19 | Vetor u =(c-a,d-b)

gl (c.d)
bt---- (-a'-b)'u/(:—a,d—b)

i | X,
0 a c

Fonte: elaborada pelo autor.

Exemplo: Um vetor tem origem no ponto (1, 2) e extremidade em (4, 4). Logo
dizemos que esse vetor tem coordenadas (3, 2). Este vetor esta fora da origem, como
podemos ver na Figura 2.20.

Figura 2.20 | Coordenadas
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Fonte: elaborada pelo autor.

Mdédulo ou norma de um vetor no plano

Teorema de Pitagoras

Em todo tridngulo retdngulo o quadrado da hipotenusa (a) € igual a soma
dos quadrados dos catetos (b e ).

a’=b*>+c?

Vetores no plano e no espago



Para calcularmos o modulo de um vetor basta utilizarmos o teorema de Pitagoras
como mostra a Figura 2.21:

Figura 2.21 | Triangulo retangulo definido a partir de u

y (c.d)

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que o vetor u representa a hipotenusa do triangulo retangulo. Sendo seus
catetos (c—a) e (d—b) calculamos o modulo do vetor y por Pitégoras. Logo:

i |(c-a) +(d-b)

Atencédo

O comprimento de um vetor € numericamente igual a distancia entre
0s pontos que compdem a sua origem e a sua extremidade. Logo, vocé
pode obter a distancia entre esses pontos por meio do calculo do modulo
do vetor que os tém como extremidades.

Exemplo: Um vetor quteqm origem no ponto (1, 2) e extremidade em (4, 4). Logo
dizemos que o modulo de u é:

- (a-1) "+ (4-2) l372 - 3.

Logo, o médulo de ué 13

Dois casos particulares sobre modulo de vetores sdo analisados na Figura 2.22 e
Figura 2.23.

Figura 2.22 | Vetor perpendicular
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Quando o vetor esta na vertical ndo se forma um triangulo retdngulo como na
Figura 2.21 e seu mddulo ¢ dado por (d—b) .

Figura 2.23 | Vetor horizontal
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Fonte: elaborada pelo autor.

Quando o vetor estd na horizontal também nao se forma um triangulo retangulo
e seu modulo € dado por (c—a). Contudo, em ambos os casos, © modulo pode ser

- 2 2
obtido pela formula |U|=\/(C—a) +(d—b) . sendo esta podendo ser usada para
qualquer vetor no plano.

Vetor unitario

E todo vetor cujo modulo vale 1.
Juf =1

Encontre o médulo do vetor U = (0,-1).

Resolucao:

o (1) =

Logo, u =(0,~1) € unitario.

Determine o modulo do vetor com origem em:
a) (0,0) e extremidade em (-5,12);
b) (-3,10) e extremidade em (-2,3).
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Versor de um vetor

Seja U um vetor ndo nulo. Dizemos que v € um versor de U se |v| =1 eambostém
mesma direcao e mesmo sentido.

Lembra-se de que na sec¢do anterior foi descrito que vetores paralelos
sao aqueles que formam angulos de 0° ou 180°? Pois bem, quando dois
vetores formam esses angulos entre si, eles possuem a mesma direcao e
vice-versa. Com isso, vocé tambeém pode pensar que um dado vetor e o
seu versor sao paralelos.

Por convencao o vetor nulo € paralelo a qualquer outro.

Exemplo: Observe na Figura 2.24 que |U| =3 e |v| = |W| =1.Como ue v ttm a
mesma direcao e mesmo sentido dizemos que V- € um versorde u.Ja wWe utéma
mesma dire¢cdo, mas sentidos opostos, logo W ndo € versor de U .

Figura 2.24 | Versor
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Fonte: elaborada pelo autor.

Determinacdo de um versor

Para encontrar o versor de um vetor U = (a,b) basta dividi-lo pelo seu

. - - u
maodulo, |u| . Desse modo, o versor de U, denotado por — e dado por:
uf

u a b
el [
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Encontre o versor do vetory =(3,4) .
Resolucao:
|&|=1/32+ 4% -5 B

- u (34
Logo, o versorde y é ﬂ= —= |
u

Acesse 0 material a partir da pagina 64 e aprofunde seus conhecimentos
sobre vetores. Disponivel em: <www.geometriaanalitica.com.br/livros/
av.pdf>. Acesso em: 17 jun. 2016.

Vetores no espago

Seja o plano de eixos coordenados Ox, Oy e Oz representado na Figura 2.25 e
O vetor u, com origem No ponto (0,0,0) e extremidade no ponto de coordenadas

(a,b,c).

Figura 2.25 | Versor

Fonte: elaborada pelo autor.

Para calcular o modulo de vetores no espaco basta tomarmos sua origem
(a,b,c)e extremidades em (d,e,f) e, analogamente, aos vetores no plano temos:

d=\(d-a) +(e—b) +(f—c) .
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Reflita

<<

Como obter essa formula a partir do teorema de Pitagoras?

Assimile

&%
R

Determinagdo de um versor no espaco
Para encontrar o versor de um vetor U = (a, b,C) basta dividi-lo pelo seu
. - - u
modulo, ‘u‘ . Desse modo, o versor de y, denotado por ‘T € dado por:
u\

u a b c
e [ e

Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta secdo, sabemos que 0 modulo de
um vetor y de origem (a, b) e extremidade (c, d) é dado por:

=y c-ay+d-b)’

Nesse caso, para calcular a distancia percorrida por Antdnio e Maria, adotando que
eles tenham saido da origem, temos:

Para Anténio: D = (5,7) . Para Maria: E = (1,10).

|5|=«/52+72 ‘E‘:,/12+ 102
|- 7a |- o1

Para calcular a distancia entre Antdnio e Maria, precisamos primeiramente perceber
que, apos os deslocamentos, eles pararam Nos pontos de coordenadas (5,7) e (1,10).

Como visto anteriormente, para calcular a distancia entre esses dois pontos,
determinamos o vetor que 0s possui como extremidades e calculamos o comprimento
desse vetor. Essa sera a distancia entre Antonio e sua esposa. Considere que esse

vetor seja v, Cuja origem € o ponto de coordenadas (5,7) e extremidade € o ponto de
coordenadas (1,10). © modulo de y sera:
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920

Logo, a distancia entre os pontos (5,7) e (1,10) € 5 unidades. Por sua vez, a distancia
entre esses dois pontos € a distdncia entre Antdnio e sua esposa, ou seja, 5 km.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

seus colegas.

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois compare-as com a de

Velocidade do projétil

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geomeétrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados & Engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Familiarizar-se com vetores e alguns conceitos sobre vetores
e sua decomposicéo. Analisar esses conceitos e utilizar
algumas ferramentas que permitirdo determinar os modulos
de suas componentes e a sua aplicagdo na resolucdo de
problemas.

3. Conteudos relacionados

Vetores no plano e no espago; modulo de vetores.

4. Descricao da situacdo-problema

Uma cidade A esta situada em um mapa sobre o ponto de
coordenadas (63, 152), dada em quildmetros. Uma outra
cidade B esta situada no mesmo mapa sobre o ponto de
coordenadas (73, 182). Qual a distancia entre essas duas
cidades?

5. Resolucgéo da situagcdo-problema

Para calcular a distancia entre as duas cidades, precisamos
calcular a distancias entre os pontos de coordenadas (63,
152) e (73, 182). Mas para isso, calculamos o modulo do vetor
com origem em um dos pontos e extremidade no outro.
Considerando t de origem (63, 152) e extremidade (73, 182),
temos:

- (73-63) +(182-152)’

‘E/‘ - 100+ 900
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|E:| - 1000
|a| =10J10

Logo, a distancia entre as cidades ¢ de aproximadamente
31,62 km.

1. Observe o vetor de coordenadas R = (~3,~4). Determine o médulo do
vetor R:

a) |R|=3
b) |R| =4
c)§=5
d) |R|=8
e) |IR|=7

2. Observe o vetor abaixo. Podemos afirmar que o valor do médulo do
vetor y é:

Figura 2.26 | Vetor E
41y A
3 [ —

2
1
0

|

1

1
1 |
-,4-3-2_1 01 2345

|
| -2

---=3
B -4

Fonte: elaborada pelo autor.
a) |ul=v12

b) |u| =11

) lul =13

d) u|=10

e) lul=J10
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3.Sendo x =a>0 e y =-12as coordenadas de um vetor S. qual o valor
da coordenada a do vetor S, de modo que|S| =137

aa=3
b)a=12
cJa=5
d)

)
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Secao 2.3

Decomposicao de vetores

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Vocé lembra que na secao anterior estudou sobre modulo e norma de vetores?
Lembra que vocé aprendeu a calcular o modulo de um vetor partindo da origem e
também partindo de outro ponto qualquer? Para isso, vocé aprendeu duas formulas
decorrentes do teorema de Pitagoras. Pois bem, nesta secao vocé vera que um vetor,
aquele que indica o modulo (comprimento) do percurso, pode ser expresso em
termos de outros vetores que o compdem e, a partir disso, diversas possibilidades
surgirdao. Suponha que na sequéncia a situacdo descrita na ultima secao, Anténio
resolvesse ir na direcdo Sudoeste-Nordeste, percorrendo 20 km, conforme Figura 2.27
(‘5‘ =20 km). Através de vetores podemos determinar a distancia que Antonio andou
em relacdo ao Norte e a Leste.

Figura 2.27 | Distancia

y
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Olo 5 10 15

Fonte: elaborada pelo autor

E quais sdo essas distancias?

Para que vocé consiga resolver esse e outros problemas, € necessario que veja
alguns conceitos sobre vetores e decomposicdo de vetores, e mais especificamente,
analisar e utilizar algumas ferramentas diferentes que lhe permitirdo determinar os
maodulos de suas componentes p, e p, . Vamos la?
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Decomposicdo de vetores no plano (¥
Decompor um vetor implica em encontrar dois ou mais vetores que o compdem.
Componentes de um vetor

Seja D um vetor no plano xy e D faz um angulo a qualquer com o eixo das
abscissas (x). Podemos representar o vetor D por meio de suas componentes f)x
(projecdo no eixo x) e By (projecéo no eixo y).

Figura 2.28 | Componentes
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7 1
6 1
= |
51D = 1
v D I
4 1
3 1
1
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- o = I
! a=3603 5 |,
-1 01 2 3 4 567 8 9101112

Fonte: elaborada pelo autor.

A Figura 2.28 mostra o vetor P sendo representado por suas componentes Bxe
D, no plano xy.

As componentes de um vetor sdo grandezas escalares que tanto podem
ser positivas quanto negativas.

Se deslocarmos a componente By do vetor D de modo que ele esteja paralelo ao
eixoy, os trés vetores, BX .Dy e p formam um tridngulo retadngulo, mostrado na Figura
2.29, em que valem as propriedades geométricas de triangulos.
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Figura 2.29 | Triangulo
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Fonte: elaborada pelo autor.

Relagdes trigonométricas na decomposicao de vetores no plano

Observe a Figura 2.29. Podemos perceber que a partir
das definicbes de seno e cosseno de um angulo, temos que:

_ cateto adjacente cosa=—% = D = ‘D‘ cosa -

cosa : —
hipotenusa ‘D

Portanto, o modulo da componentepD,do vetorpé determinado por:
‘Dx =|D|cosa..

Temos, ainda, que:

cateto oposto D —
sen o = SO 0POSI0 - ooy o= v D, =|D| sen «o

hipotenusa |D|

Portanto, o médulo da componente D, do vetor [j € determinado por:

‘By‘:ﬁ sen a

. D D
Para calcular 0 dngulo a tg a :D_y ,logoa =arc tg D—y :

@ Reflita

Analisando a relacdo ‘DX = |D| COSa  yocé acha que ela funciona em
qualquer caso? A resposta € ndo. Note que na Figura 2.29 o angulo a é
menor ou igual a 90° e, nesse caso, cosa > 0. Contudo, caso a > 90°,
temos cosa < 0 e a relagio |Dy| = |D|cosa seria falsa. Considerando
ocasogeral, ) < ¢ <180°, arelagdo é, na verdade, ‘Dx‘ = |D| |[cosa| .

X
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Ja a relac;éo|5y =|D| sen aé sempre valida, pois sena >0 para
0°<a <180°, pois NO contexto de vetores sdo considerados sempre
angulos medidos a partir da horizontal com valores entre 0° e 180°.

O mdédulo ou a norma de um vetor D pode ser denotada por D ,Dou
|B]. Os vetores D, e D_y' s&0 as componentes de D, de coordenadas

D=(D,.D,).

Observe a Figura 2.30 e determine as coordenadas do vetor resultante,
sabendo que D = 20 m.

Figura 2.30 | Vetor 5 e suas componentes, com « =60°

N

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucao:

As coordenadas de p séo (D,,D,), logo:

D, = Dcosa = 20-cos60°
D, = 20-05 = D, = 10m
E temos que:

D, = 20-sen60° = 20-?
D, = 103 = D, = 17,3m

Portanto, D, =10 m e Dy =17,3m.
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Determine as componentes do vetor resultante D que faz um angulo
com de 45° com o eixo x e cujo modulo |D| =12.

Resolucao:

D, = 12.cos45°

D, = 12.071 = D, = 864m = Diz(8,64; 0)
E temos que:

D, = 12.-sen45° = 12.0,71

v =

D

y

864m = D, =(0; 864)

Portanto, as componentes de D séoﬁx' =(8,64; 0) D—y =(0; 8,64).

Determine as componentes do vetor resultante, representado na Figura
231, sabendo que |D|=40 m

Figura 2.31 | Vetor 5 e suas componentes, com a =30°

Fonte: elaborada pelo autor.

Tire suas duvidas sobre o processo de calculo do modulo das componentes
de um vetor acessando o video disponivel em: <https://www.youtube.
com/watch?v=KmwbGClJv4Ro>. Acesso em: 28 mar. 2016.

Expressao analitica de vetores
Vetores no plano ()

Um par ordenado (X,¥) € um vetor no R? o qual podemos denotar u = (x.y)
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Il =
respectivamente (Figura 2.32).

Todo vetor noR?pode ser escrito em funcdo de l—(1 0) e j (0,1) chamados
de versores, em que r T =1, posicionados nos eixos cartesianos Ox e Oy,

O conjunto de versores {i, j} ={(1,0),(0,1)} ¢ denominado base canénica do

plano. Assim, um vetor no Rz pode ser escrito como U=xi+ yj, onde x e y sao as

coordenadas de u.Aforma u=xi+yj édenominada expressio analitica do vetor
u. -

Exemplo: Seja o vetor U= 47—3]. Podemos reescrever o vetor U na forma de
par ordenado y = (4,— 3) e ainda representa-lo no plano como mostra a Figura 2.32.

Figura 2.32 | Vetor y = (4,~ 3)= 4i -3j

21y
J .

o] . X
-1 1 2 3 4 5 6 7
-1 :

1
-2 |

A
Flmm—————— A_(41'3)

Fonte: elaborada pelo autor.
Vetores no espagco tridimensional (®°)

Um vetor v no R® é uma tripla ordenada (x, Y, z) e podemaos escreverv = (x, y,z).
Da mesma forma que no R? podemos escrever qualquer vetor do R® em funcdo dos

versores j =(1,0,0). j=(0,1,0). Kk = (0,0,1). em que | |—|j| |k| 1, posicionados,
respectivamente, nos eixos Ox, Oy e Oz (Figura 2.33).

Figura 2.33 | Vetores unitérios?,j, k

Fonte: elaborada pelo autor.

O conjunto de versores {i, j,k} {(1 0,0),(0,1,0),(0,0, 1)} e a base canonlca do
espago. Desse modo, um vetor no 8 pode ser escrito como V=xi+ y / +zk em
que x, y e z sdo coordenadas de v .
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Exemplo: Se v =7 +4j + 5k, podemos escrever v = (7,4,5) e representa-lo
num sistema de eixos como na Figura 2.34.

Figura 2.34 | Vetores noR®

Fonte: elaborada pelo autor.

Decomposicéo de vetores no espago (i)

Seja v um vetor no espago de coordenadas xyz e 0, Gy e 6, os angulos queV
faz com cada um dos eixos x, y e z. Podemos encontrar as componentes v, v,ev,
adotando o mesmo processo definido para vetores no plano. Desse modo:

Assimile

v, =(vcoso,, 0,0) v, =(0, vcosh,, 0) v, =(0, 0, vcosb,)

y

Exemplificando

Seja y um vetor no espaco de coordenadas xyz e 0,. Oy e 6, osangulos
que Qfaz com cada um dos eixos x, y e z. Sabendo que 0, =30°,
6, = 50° . 6,=40° eque |v| =5, calcule as componentes do vetor y .

Resposta: Sabemos que Z:(vcosex, 0, 0), Z:(O, VCOSGy, 0) e
v, =(0, 0, vcos#,) . Entdo temos:

v,=5.c0830° v, =5-c0850° v, =5-cos40°
~5.0,87 _5.0,64 ~5.0,77
4,35 _32 3,85

Logo: Z=(4,35; 0; 0). Z=(0; 32 0)e 72=(0; 0; 3,85).
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Pesquise mais

Acesse o material disponivel em: <http://wwwp.fc.unesp.br/~lfcruz/GA_
CAP_02.pdf>. Acesso em: 28 maio 2016.

Veja também o video disponivel em: <https://www.youtube.com/
watch?v=AzelppzQ_KY> (acesso em: 28 maio 2016) e amplie seus
conhecimentos sobre vetores.

Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta secao, Antdnio percorreu uma
distancia de 20 km na direcdo Sudoeste-Nordeste, ou seja, se representarmos sua
trajetéria por meio de um vetor D, seu modulo serd 20 km. Além disso, veja que a
direcdo Oeste-Leste esta associada ao eixo x e a direcao Sul-Norte esta associada ao
eixo y na Figura 2.27. Com isso, a direcao tomada por Anténio faz com o eixo x um
angulo de 30° e o sentido do deslocamento € de Sudoeste para Nordeste.

A distancia percorrida para Leste esta representada pelo vetor EX ou seja, a
componente de ) sobre o eixo x. A distancia percorrida para o Norte estd representada
pelo vetor D—y ou seja, a componente de [ sobre o eixo y. Sabemos que as
componentes de um vetor Nno plano sao determinadas por:

D, = Dcosa e D, = D senu
em que a é o angulo formado entre o vetor D e o eixo x.

Logo, calculando o modulo dessas componentes, temos:

J3

D, = D-cosa = 20-cosB80° = 20-7 17,321km
Dy = D-senaa = 20-sen30° = 20-% = 10 km

Portanto, Antdnio andou um equivalente a 17,321 km para o Leste e 10 km em
direcdo ao Norte.

@ Faca vocé mesmo

Quais vetores representam os deslocamentos para o Leste e para o Norte
realizados por Antonio? Escreva sua expressao analitica.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucéao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com a de

seus colegas.

Velocidade do projétil

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma viséo geometrica e algebrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Familiarizar-se com vetores e alguns conceitos sobre vetores
e sua decomposicdo. Analisar esses conceitos, suas formas
analiticas e utilizar algumas ferramentas que lhe permitirdo
determinar os modulos de suas componentes e a sua
aplicacdo na resolucdo de problemas.

3. Conteudos relacionados

Vetores no plano e no espaco; decomposicdo de vetores.

4. Descricdo da situacdo-problema

Um projetil € langado a partir do solo em uma direcdo que
forma uma inclinagdo de 45° com o solo e uma velocidade
de 400 m/s, determine o modulo das componentes da

velocidade v, e v, desse projetil.

5. Resolugdo da situacao-problema

Tracando as componentes v, e vy da velocidade, temos:

Figura 2.35 | Esquema grafico

Vy V

Fonte: elaborada pelo autor.

Temos que v, é dado por:

V2
2

v, = v-cos 45°=400-

v. = 200-+/2=282,8 m/s

X

e or:
Vy p

v, = v-sen45°=400-%

y

v, = 200-/2=282,8 m/s.

y
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Faca valer a pena

1. A decomposicdo de um vetor implica em encontrar dois ou mais
vetores que o compdem.

Complete as lacunas da sentenca a seguir:

Podemos representarovetor_______ pormeiodesuas _________ D«
e Dy. D, é acomponente do vetor original que representaa ________
de Daolongodo___________ e D, representa o modulo da projecao

de Dao longodo________
Agora, assinale a alternativa CORRETA

a) resultante D ; projecoes; componente; eixo x; eixo y.
b) resultante D ; componentes; projecao; eixo y; eixo x.
c) componente; projecdes; resultante; eixo x; eixo y.

d) resultante D ; componentes; projecio; eixo X; eixo y.
e) projecao; componentes; projecado; eixo y; eixo X.

2. Acoordenadax deumvetor R € R, =0,22 . Encontre o valor do angulo
a formado entre esse vetor e o eixo x sabendo que |R| 0,44

a) a =30°

b) o =40°
¢) a =60°
d) a =35°
e) a =120°

3. Um vetor D de mddulo igual a 50 cm faz um angulo a =60° com o
eixo das abscissas. Quais sao coordenadas x e y do vetor p, nessa ordem?

a)25cm, 255cm
b) 30 cm, 40,3 cm
c)25cm, 43,3cm
d) 30 cm, 53,3cm
e)43cm, 25,5cm
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Secao 2.4

Operacao com vetores

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Vocé se lembra que na secdo anterior estudou sobre decomposicao de vetores?
Lembra que vocé aprendeu a calcular a componente em relagcdo ao eixo x (BX), e
em relacao ao eixo y (E)y)? Para isto vocé aprendeu duas formulas que utilizam a
trigonometria no triangulo retangulo. Lembra também que estudou as expressdes
analiticas dos vetores no plano e no espaco?

Pois bem, nesta secao vocé vera que podemos realizar operagdes com vetores.
Além disso, vocé aprendera sobre isso encarando mais um problema surgido na
viagem de Anténio: suponha que ele percorra 400 m para leste e depois 600 m
na direcdo nordeste inclinada 30° com a direcdo oeste-leste conforme Figura 2.36.
Atraves da adicao de vetores podemos determinar a distancia que Antonio esta em
relacao ao ponto inicial em linha reta.

Figura 2.36 | Distancia
400
300
200

100

0
Alo 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fonte: elaborada pelo autor.

E qual é a distancia em linha reta de Anténio até seu ponto de saida?

Para que vocé consiga resolver esse e outros problemas, € necessario que veja
alguns conceitos sobre operacdes com vetores. Vamos a7
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Nao pode faltar
Adicdo geométrica

Vocé deve ter percebido que umas das aplicacdes de vetores € a representagcao
de deslocamentos, certo? A Figura 2.36, por exemplo, mostra dois deslocamentos
sucessivos realizados por Antonio, sendo que cada um foi representado por um vetor.

Sequindo essa ideia, vamos imaginar que um movel, inicialmente parado em
um ponto A, realize um deslocamento representado por ¢, indo parar no ponto B,
conforme Figura 2.37.

Figura 2.37 | Deslocamento de A por um vetor Z[

s =

Origem (A) Deslocamento Destino (B)

Fonte: elaborada pelo autor.

+ u = B

Assim como sugere a imagem, podemos escrever 52 ~ -~
origem  deslocamento  destino

Considere ainda que, apos realizar o deslocamento u., o movel faca um novo
deslocamento y, parando no ponto C (Figura 2.38).

Figura 2.38 | Deslocamento de B por um vetor \7

A/ +\‘7‘=A

Origem (B) Deslocamento Destino (C)

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 2.39 | Deslocamento de A por um vetor W

Origem

Fonte: elaborada pelo autor.
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De acordo com o raciocinio anterior, @ + v = g , além disso:
origem  deslocamento  destino

A + u + v = C
[}

. - - v
origem  deslocamento  deslocamento  destino .

B P . . . .
Concorda que o movel poderia ter chegado ao ponto C realizando um unico
deslocamento em linha reta? Se chamarmos de w esse deslocamento, temos o

representado na Figura 2.39. Logo, é + w = g . Comparando essa
igualdade com a anterior, temos: origem  deslocamento  destino
w = u + v , OU seja, 0 deslocamento W € igual (ou

-~ -
deslocamento  deslocamento  deslocamento
equivalente) a soma dos deslocamentos ¢y € /.

O que queremos que perceba com toda essa discussao € que a adicao de vetores
estad associada a um aspecto geométrico que pode ser percebido facilmente ao
pensarmos em deslocamentos, por exemplo. Essa interpretacdo € valida para qualquer
aplicacdo de vetores ao se realizar uma adicdo geomeétrica, isto é:

ég‘? Assimile

Para adicionar geometricamente dois vetores y e \7 seguimos 0s
seguintes passos (acompanhe a sequéncia observando a Figura 2.39):

(1) consideramos um ponto de partida, por exemplo A, e escolhnemos um
representante de y que possui A como origem;

(2) determinamos um ponto B que € a extremidade deste representante
de u:

(3) escolhemos um representante de v que possui CoOMo origem o ponto
B;

(4) determinamos o ponto C, extremidade deste representando de v ;

(5) a soma geométrica 4+ Serd o vetor y que possui entre seus
representantes o vetor que possui origem A e extremidade B.

Aplicando esse mesmo raciocinio a sucessivos deslocamentos, obtemos a
denominada regra da poligonal (Figura 2.40). Veja que na construcao da poligonal que
a origem de cada vetor (exceto o primeiro) é a extremidade do vetor imediatamente
anterior.
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Figura 2.40 | Regra da poligonal: w = U +Uy, +Us+...+U, 4 +U,

Fonte: elaborada pelo autor.

Adicdo algébrica

Além da adicdo geométrica, podemos tambeém pensar na adicao algebrica de
vetores, ou seJa ad\gao de suas componentes. Sejam dois vetores u= x1/ +y1j +z1k
ev= x2/+y21+zzk de ]RB Podemos encontrar o vetor soma r =y + v . também
chamado vetor resultante, pela adicao algébrica de suas componentes em cada

direcado.

r= u + v

r= (x17+y1j+z1E)+(x27+y27+22E):>F=(x1+x2)7+(y1+y2)]+(z1+22)E:>F=x37+y37+23E
Temos ainda:

-oa o+ v

F:(x1, Vo Z)+ (X0 Vo0 2,) = ;:(X1 + Xy, Vit Yo 2+ 2Z,)

As propriedades que enunciarmos a seguir séo muito importantes no estudo de
vetores. Elas sao como se fossem “as regras do jogo” ao realizar operacdes vetoriais.
Propriedades da soma de vetores

Para quaisquer vetores U, vV e w, em especial para vetores de Rz e R3, S30
validas as sequintes propriedades:

) Comutativa: U+V =V +U;

Ou seja, podemos permutar a ordem da soma que o resultado nao se altera.
Il) Associativa: U+ (\; + W) = (Zl + \;) + W,’

Podemos associar os vetores de qualquer maneira que a soma nao se altera.

1) Elemento neutro: existe um vetor 6 tal que a + 6 = 6 + Z/ = Z/;

O elemento neutro € aquele que desempenha um papel semelhante ao numero
zero. Qualguer outro somado com ele ndo tem seu valor alterado.

IV) Oposto: existe um vetor —u tal que U+ (—El) = (—a) +u=0.
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Geometricamente, o vetor oposto € aquele que possui © mesmo modulo, mesma
direcdo, mas sentido contrario ao vetor em questao.

fr{ Atencdo
&

A propriedade (I) de comutatividade também é conhecida como regra do
paralelogramo, facilmente compreendida por meio da Figura 2.41.

A diagonal do paralelogramo construida a partir dos vetores y e v
representa a soma desses vetores. Associando isso a deslocamentos,
qualguer que seja o caminho tomado, o destino € o mesmo, o ponto C.

Figura 2.41 | Paralelogramo

Fonte: elaborada pelo autor.

Subtragdo de vetores

@ Reflita

Tomando por base o apresentado ate agora, como vocé acha que seria a
subtracdo de dois vetores?

E bem simples, veja primeiramente a interpretacdo geomeétrica por meio da Figura
2.42, lembrando da propriedade (V) da adicao.

Figura 2.42 | Subtracdo de vetores

A A A

- = a+/= &

Fonte: elaborada pelo autor.

<
<
<
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Basicamente, uma subtracao de vetores € semelhante a uma adicdo, uma vez que
subtrair o segundo do primeiro € o mesmo que adicionar o primeiro aoc oposto do
seqgundo, ou seja:

Qv o= a+(-)
Algebricamente, dados dois vetores 1 = x17+ yJ + Z1R ev= x27+ yzj + ZZR
deR3,temos:
ro= u-v = (X;=X)i+(y;—V.)i+(z,—-2)k = Xsi+ysj+2zk
Temos ainda:
r= u - v
I’=(X1, Yis 21)_()(2’ Yo Zz) = I’:(X1—X2, Yi— Yo Z1_22)

D Exemplificando

Sejam os vetores ; = 3 + 5] ev=Ti+ 6] Calcule:

=
c
<!

a) +

o)

S|
<
<

Resolucao: Utilizando o apresentado até o momento, temos:

u+v

~ |
Il

a) r=(3+7)i+(5+6)j] = r=10i+11j=(10,11)

=
br=u-v = r=(3-7)i+(5-6)] = r=-4i-1j=(-4,-1)

Produto de um escalar por um vetor

O que ocorre se realizarmos trés deslocamentos sucessivos de mesmo modulo,
direcao e sentido? Geometricamente, teriamos o apresentado na Figura 2.43.

Figura 2.43 | Trés deslocamentos iguais a EI

— 5
A I u — - - -
. _—»> — A u . u » u
u L= > > ”B
e
Origem 3 deslocamentos Destino

Fonte: elaborada pelo autor.
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Note que, assim como a Figura 2.43 sugere, trés deslocamentos iguais a u poderiam
ser substituidos por um unico deslocamento que denotaremos 3u. Algebricamente, a
notagao 3[1 irldica O produto do numero 3 pelo vetor U, ou seja, 3[1 =3. 1] . Observe
que o vetor 3u tem a mesma direcdo e sentido que u . Além disso, o seu modulo foi
multiplicado por 3.

&

Assimile

Dado um numero real k, também denominado escalar, ndo nulo, e um
vetor u, o produto de k por y tem como resultado um novo vetor
v = ky talque:

(1) ku e u témamesma direcao (sao paralelos);
(2)sek>0, entdoku e g tém o mesmo sentido;
(3)sek<0,entdo ky e y tém sentidos opostos;
4)sek=0entdo ku=0;:

(5) ku tem modulo igual a | K| M ou seja, modulo de g multiplicado
pelo valor absoluto de k.

Veja no exemplo a seguir alguns casos particulares do produto kg para alguns
valores de k.

O

Exemplificando

Represente geometricamente o produto ky para k igual a 1, =1, 1/2, -2
eO.

Resolucao: De acordo com os itens (1)-(5) apresentados anteriormente,
O produto de 1 pelo vetor u tem como resultado o proprio vetor; -1
pelo vetor u tem como resultado outro vetor de mesma d|regao sentido
oposto e moédulo igual a | =1|-|u| = |u], ou seja, 0 oposto de y ; 1/2 pelo
vetor y tem como resultado outro vetor de mesma direcdo e sentido,
mas de modulo igual a metade do modulo de u: -2 pelo vetor u tem
como resultado outro vetor de mesma direcao, sentido oposto e modulo
igual ao dobro do modulo de f; O pelo vetor u tem como resultado
o vetor nulo. Representando-os geometricamente, temos o exposto na
Figura 2.9.
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Algebricamente, dados ke e Z/ = x17+ y1] + Z1E, temos:

ku = k-u = k(x17+ yJ + zﬁ) = kx17+ kyJ + kzﬁ
Além disso, de acordo com Venturi (2015, p. 69), sejam:

m e n escalares quaisquer e U e W vetores arbitrarios:

I) Propriedade associativa em relagao aos escalares.

m(nv)=n(mv)=(mn)v

I) Propriedade distributiva em relacdo a adicdo de escalares.
(m+n)v=mv +nv

IIl) Propriedade distributiva em relacao a adicdo de vetores.
m(V +W)=mv +mw

Pesquise mais

em: 20 jun. 2016.

Sem medo de errar

Figura 2.44 | Caminho percorrido por Antdnio e outros possiveis

N

4001Y

200

Amplie seus conhecimentos sobre vetores com o material disponivel em:
<http://www.mat.ufmg.br/~rodney/notas_de_aula/vetores.pdf>. Acesso

Retomando o problema proposto no inicio desta secdo, sabemos que Antonio
percorreu 400 m para Leste (deslocamento ¢, com |u| =400 m) e depois 600 Mm na

direcdo Nordeste (deslocamento v, com |\7| =600 m) inclinada 30° com a direcéo
oeste-leste, indo do ponto A ao ponto C passando por B, conforme Figura 2.44.

ATEJ 200 400 600 ¢, 800 ~ 1000

Fonte: elaborada pelo autor.
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Nosso objetivo € obter |Zl+\;|, ou seja, a distancia em linha reta entre o ponto
inicial A e o ponto final C. Para alcanca-lo, primeiramente precisamos determinar as
coordenadas do vetor AC = ¢ + v Para depois calcular seu modulo.

Observe que, de acordo com o que wmos nesta segao AC=u+v=U+ v + V
Portanto, se soubermos as coordenadas de u. v ev, , podemos determmar as de
AC .Em relacdo as componentes de v, temos:

v, =|v|cosa =600 cos 30° = 600% =3004/3

v, =|v|sena = 600-sen30° - 600—_300

Logo, v_; :(300\/5, 0) e E =(0, 300), pois possuem, respectivamente,
direcdes x e y. Além do mais, U = (400, 0) e V= (300\/5, 300). Com isso, somos
capazes de calcular as coordenadas de AC e o seu mddulo

AC =u+v = (400, 0)+(300+/3, 300)= (400 + 300~/3, 300)

\R\ = /(400 + 3004/3)2 + 300% = /160000 + 240000+/3 + 270000 + 90000

\R\ — /520000 + 240000+/3 (/520000 + 415692,194 [1967,312 m

Portanto, podemos concluir gue a distancia do ponto inicial A até onde Antonio se
encontra apos 0s dois deslocamentos, ponto C, € aproximadamente 967,312 m.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com a de
seus colegas

Soma de vetores

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geomeétrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

1. Competéncias

Familiarizar-se com vetores e 0s conceitos sobre operagdes de
vetores em diferentes direcdes e utilizar algumas ferramentas
que he permitirdo determinar distancias atraves dos modulos
dos vetores e a sua aplicac&o na resolucdo de problemas.

2. Objetivos de aprendizagem

3. Conteudos relacionados Operacdes com vetores.
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4. Descricao da situacdo-problema

Uma das aplicagdes de vetores € na representacdo de
forcas, como no caso do projeto de estruturas de concreto e
estruturas metalicas. Um dos célculos comumente realizados
nesse caso ¢ o da forga resultante que € obtida por meio da
adicdo de todas as forgas atuantes.

Considere gue o ponto P (movel) representado na Figura 2.45

comece a sofrer a atuagéo das forgas a, b ced.

Figura 2.45 | Forcas atuando sobre P

Fonte: elaborada pelo autor.

Qual a forca resultante, seu modulo e para qual quadrante o
ponto ira se mover?

5. Resolugédo da situacao-problema

Para determinar a forga resultante, precisamos determinar as
coordenadas de cada um dos vetores que as representam,
COmMo segue: L

a:(0—3, 0—(—2))=(—3, 2):—3i+2j

b=(0—-(-2), 0-(-1))=(2 1)=2i+j
c=(0-3,0-1)=(-3, —1)=-3i—j

d=(0-(-1), 0-1)=(1, ~1)=i—j

Logo, a forga resultante sera:

r=(-3,2)+(2 )+(3, —N+(1 -1)=(=3 )=-3i+/-

e seu modulo: |F| = \/(73)2 +P =J10 N (Newtons)

Representando a forga resultante no plano, temos a Figura 2.46.

Figura 2.46 | Forcas atuando sobre P

Fonte: elaborada pelo autor.

Como € possivel perceber, a resultante de todas as forgas
aponta para o segundo quadrante, direcdo e sentido que o
ponto P comegara a se mover.

Vetores no plano e no espago




1. Sejam os vetores U = (2,-3,5), v =(0,14) e w= (—4,0,5). Podemos
afirmar que o vetor resultante r =y +v +w €:

a) r=(2,-2,0)
b) r =(2,0,10)
c) r=(-2,-2,14)
d) r=(-2,-3,10)
e) r=(-6,-2,14)

2. Sejam os vetores u=2i+4j e v=-3i+7j. Podemos afirmar que o
vetor resultante r, tal que r =3y —2v, &

a) r=(12,5)
b) r=(511)
o) r=(12-2)
d) r=(-111)
el r=(3-2)

3. Um objeto esta sob acao de trés forcas coplanares conforme a Figura
2.47. O valor da forca resultante é:

Figura 2.47 | Forcas atuando sobre um objeto
FiE20N [ F,/=60 N

Fa=30N

3

Fonte: elaborada pelo autor.

a) 110 N
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Secao 3.1

Combinacao linear de vetores

Dialogo aberto

A combinacao linear entre vetores é extremamente importante para a Geometria
Analitica, tendo varias aplicacdes nao s6 em Matematica, mas em outras areas,
principalmente na Engenharia. Nesta area, as aplicacdes desse conteudo sdo amplas,
estabelecendo relacdes entre vetores que nos proporcionam condicdes para
determinar direcdes de cortes, angulos entre barras ou placas, pontos de fixacdo de
estruturas etc.

E exatamente a combinacdo linear que ajudard vocé em suas tarefas na linha de
producao. Suponha que, em seu primeiro trabalho, uma chapa metalica de formato
igual a um paralelogramo precise ser cortada ao meio. Os cantos da chapa estao
posicionados sobre pontos em um plano cartesiano, como indicado na Figura 3.1.

Figura 3.1 | Chapa metalica

v

]

I

I . ¥
7 8 9101112131415

Fonte: elaborada pelo autor

Dois cortes ja foram realizados e estédo indicados pelos vetores U e v. Os
demais cortes deverdo ser idénticos aos realizados até agora, ou seja, de mesma
direcao, sentido e comprimento, e, além disso, o ultimo corte devera terminar no
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ponto B. Para programar a maquma de corte, vocé devera calcular quantos cortes
iguais a U e quantos iguais a y ainda serao necessarios.

E agora, qual o passo a passo para a realizacdo dessa tarefa? Para responder a
essa e outras perguntas que podem surgir, precisamos conhecer alguns conceitos
importantes.

Vetores coplanares

Dizemos que os vetores u, V e W sao vetores coplanares se eles possuirem
representantes em um mesmo plano ¢, conforme ilustra a Figura 3.2.

e
@ ‘/‘v"//'

Dois vetores sao sempre coplanares. Trés vetores podem ser coplanares
Oou N3o.

Figura 3.2 | Vetores coplanares

Fonte: elaborada pelo autor.

Combinacao linear de vetores

__Dizemos que um vetor V € a combinagdo linear de n vetores u,, u,,
u, se existirem os escalares K, Ky, ... K, tal que v =[k,u, + K,u, +...+ k u_
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D Exemplificando

Sejam u=(1-20), v =(-3,6,0) e W vetoresdo R® . Se w éacombinacio
linear de g e v, tal que w =24+ 3v, quais as coordenadas do vetor
w?

Primeiramente, dizemos que 2 e 3 sao coefigientes da combinacdo linear
qgue forma o vetor w . Calculando o vetor w, temos:

w=2u+3v

w =2(1-2,0)+3(-3,6,0)

w=(2-9,-4+18,0)

w =(-7,14,0)

Logo, (=7, 14, 0) sdo as coordenadas do vetor W

Sendo W:(xn,yn,zn) um vetor formado pela combinacdo linear de
u=(x,y,z)ev= (X,.¥2,2,). entdo w = au + bv . Podemos também escrever
ovetor w da seguinte maneira:

W=a(x1,y1,z1)+b(x2,y2,zz)
(xn,yn,zn)=a(x1,y1,z1)+b(x2,y2,zz)

Logo, temos: X, =ax, +bx, y,=ay,+by, Z,=az +bz,

Resolvendo o sistema anterior, encontramos o0s coeficientes a e b da
combinacao linear.

Como ja vimos na Secao 2.1 deste livro didatico, um sistema pode ser escrito na
forma de equacao matricial, logo, para a combinacao linear anterior:
w=a(x,y,z)+b(X,Y,2,)
X, = ax, + bx,
(XY Z,)=a(%,¥0,2) +b(X,.¥2,2,) = 4y, =ay, +by,
z,=az, +bz,

Temos a seguinte equacao matricial:

Xn X1 X2
y,|=ax|y, |+bx|y,
Zn Z1 z2

Produto escalar e vetorial 121



U3

122

Exemplificando

O vetor w =(7,2,9) é a combinacio linear dos vetores u =(213) e
V= (1, 0,1). Quiais os coeficientes dessa combinagao?

Podemos escrever o vetor w como combinacao linear dos vetores y e
v . logo:

(7,2,9) = ax(2,1,3)+ bx(1,0,1)

O que nos conduz ao sistema:

2a+b=7
a+0b=2
3a+b=9

Resolvendo o sistema, temos da sequnda equacao que a = 2. Substituindo
o valor de a na 12 ou na 32 equacao, temos que b = 3. Logo, a solucdo do
sistemaéa=2eb =3 ousej,

w=20+3v.

Vetores linearmente independentes

Dizemos que um conjunto de vetores u,, U,,.., U, ¢linearmenteindependente

(L) se a equagdo a,xu,+a, xu—2+...+an XE:O tiver como solucdo apenas
a,=a,=..=a,=0.1sso &€ o mesmo que dizer que o sistema gerado por esses
vetores € homogéneo e sua unica solucao ¢ a trivial, ou seja, (0,0,...,O)A

E Exemplificando

Observe os vetores U = (111). v=(110) e w= (1,0,0)  Para verificar

se os vetores sdo LI, escrevemos a equacdo au + bv + cw =0, ou ainda:

a+b+c=0
ax(111)+bx(110)+cx(10,0)=0 = Ja+b=0
a=0

Como a = 0, substituindo na 22 equacao encontramos b = 0. Substituindo
esses dois valores na 12 equacado, temos que ¢ = 0. Entdo, a Unica
solucdo do sisterma & {(0,0,0)} e os vetores ¢, ye w s3o linearmente
independentes.
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Vetores linearmente dependentes

Um conjunto de vetores uj Uy, - LTné linearmente dependente (LD) se o

sistema  linear homogéneo ayj + azuﬁ2 +...t anm =0 admitir pelo menos uma
solucdo diferente da trivial (O, O, ..., 0).

D Exemplificando

?

Observe os vetores &:(1,1,1), \7:(2,_1,3) e W:(1,—5,3). Para

verificar se os vetores sdo LD, escrevemos a equagdo xu+yv +zw =0,
ou ainda:

X><(1,1,1)+y><(2,—1,3) +z><(1,—5,3):0

1 2 1 X+2y+z=0
xx|1|+yx|-1|+zx|-5|=0 = {x-y-5z=0
1 3 3 x+3y+3z=0

Para resolver o sistema, isolamos x na 12 equacao obtendo:
X=-2y-2z

Substituindo x na 22 e 32 equacdes, obtemos:
—2y-z-y-5z=0 = -3y-6z=0 = y=-2z
2y -7z+3y+3z=0 = y+2z=0 = y=-2z

Logo, temos infinitas solucdes, tal que ¥ =—2Z. Fazendo z = a, temos
gue a solucao geral do sistema € qualquer tripla da forma {(3a, —Za,a)} .
Entdo, além da solugdo trivial {(0,0,0)}, o sistema admite infinitas
solucdes, por exemplo, {(3,— 2,1)} , Obtida para a = 1. Portanto, os vetores
D, v e w s3o linearmente dependentes.

Reflita

O versor de um vetor dado e o proprio vetor sao sempre linearmente

dependentes. Os versores i =(1,0,0), j=(0,10) e k=(0,0,1) sdo
linearmente independentes.
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Faca vocé mesmo

Verifique se os vetores ¢ = (2,2-1). V= (1-21) e w = (1-4,0) séo
linearmente dependentes ou linearmente independentes.

Alem do modo ja apresentado, ha ainda outra maneira pratica de verificar se trés

vetores do

3 s30 linearmente independentes ou dependentes. Isso envolve o calculo

de um determinante. Veja:

&

Assimile

Sejam os vetores U =(U,,U,,U,), v =(V,,V,,V,) € W=(W,,w,W,).

Paraverificarse y, v € w saolinearmente dependentes ou independentes,
escrevemos o sistema:

au, +bv, +cw, =0
au, +bv, +cw, =0

au,+bv,+cw, =0

Que pode ser representado na forma matricial:

u, v, w,|la 0
u, v, w,.|b=0
u, v, w,||c 0
L

D

Sendo D a matriz dos coeficientes do sistema, temos que:

e Se detD =0, o sistema formado pelos vetores tem mais de uma
solucao, ou seja, pelo menos uma solucao diferente da solucao trivial,
entdo U, v e w s3o linearmente dependentes (LD).

« SedetD # 0, o sistema é possivel e determinado, ou seja, tem uma

unica solucao, que ¢ a solucdo trivial. Entdo u,ve w so linearmente
independentes (LI).

Reflita

Dados quaisquer dois vetores, eles serao LD se, e somente se, forem
paralelos.

Dados quaisquer {rés vetores, eles serdo coplanares se, e somente se,
forem LD.
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Considere os vetores U = (51-1) . v= (0,-24) e w= (-10,-2,2).
Vamos verificar se esses vetores sao coplanares ou nao coplanares.

Escrevendo a matriz D dos coeficientes do sistema, temos:

5 0 -10
D=1 -2 -2
-1 4 2

Calculando o determinante, temos:

5 0 -10
detD={1 -2 -2| =(-20-40+0)-(-20-40+0)=0
-1 4 2

Logo, det D = 0. Entédo EI v e w sio LD e, conseguentemente,
coplanares.

Em um grupo de vetores w,, w,, .., W, , se algum dos vetores for
multiplo de outro vetor do mesmo grupo, entdo a sequéncia sera
linearmente dependente.

Em um conjunto de vetores u,. Uy, .. U, se algum dos vetores for
gerado pelos demais vetores, ou seja, for combinacgao linear de outros

desses vetores, entdo a sequéncia sera linearmente dependente.

Para entender melhor essas afirmacdes, lembre-se das propriedades de
determinantes.

Aprofunde seus conhecimentos sobre combinagao linear de vetores e
vetores linearmente dependentes e independentes acessando o artigo
disponivel —em:  <http://wwwp.fc.unesp.br/~lfcruz/GA_CAP_03.pdf>.
Acesso em: 25 jun. 2016.
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Sem medo de errar

Retomando o problema proposto inicialmente, lembre-se de que uma chapa
metalica de formato igual a um paralelogramo precisava ser cortada ao meio e que
dois cortes ja foram realizados e estdo indicados pelos vetores u e v . Vocé deve
programar a maquina de corte calculando quantos cortes iguais a ¢ e quantos iguais
a v ainda serdo necessarios.

Para isso, primeiro precisamos determinar o € B taisque aU + ﬂv =AB, ouseja,
qua|s as constantes a e f3 tais que a combinagao linear de ue v Vai gerar o vetor
AB conforme a Figura 3.1. Observe que o vetor AB tem origem no ponto (2 2)

extremidade no ponto (12,13), logo AB = (10 11) Veja também que U = (12) e
v = (2,1) . Substituindo os valores em au + Bv = AB, obtemos:
a+26=10
1,2)+ B(2,1)=(10,11
«(12)+ pl2)=(101) = {27270
Resolvendo o sisterna, temos da 1?2 equagdo a =10—-2p . Substituindo na 22
equagao, temos:

2x(10-28)+ B =11 = 20-4B+f=11 = —3=-9=p=3

Como =3, temos o =10-2 = a =4.Logo, a solucdo do sistema € o =4

e B =3 . Entdo serdo necessarios quatro cortes idénticos a v e trés cortes idénticos
a u. Podemos acrescentar esses cortes a Figura 3.1 e obter a representacao da
Figura 3.3:

Figura 3.3 | Chapa cortada

X
7 8 9101112131415

Fonte: elaborada pelo autor.
ff" Atencio
Y
Ha mais de uma maneira de realizar os cortes, pois:
AU+3V=U+V+U+V+U+V+uy € ambem
4u+3v=u+U+U+U+V+V+yVv,entreoutras.

Mas a disposicao que corta a chapa ao meio € somente a primeira.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de

seus colegas.

Instalacéo de trelicas

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma viséo geometrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Compreender e interpretar geometricamente os vetores,
aplicando os fundamentos da algebra vetorial na solugcao de
problemas.

3. Conteudos relacionados

Sistemas, equagdes matriciais, combinacdo linear, vetores
linearmente dependentes e independentes.

4. Descricdo da situagdo-problema

Para fazer a instalagcdo de uma trelica, um engenheiro utilizou
um programa que compara cada haste da trelica com um
vetor. Colocando os dados no sistema, tem-se que as hastes
da trelica se comportam apenas de trés maneiras, ou seja, trés
vetores. Esses vetores sio representados por ¢ :(5,1,72),

v=(2-41) e w=(6,12). O sistema da como resposta um
vetor resultante, que € a combinacédo dos vetores "hastes’, e a
quantidade de cada um dos tipos de hastes.

Nesse caso, o vetor resultante foi r= (66,—1 0,9). Descubra
a quantidade de cada uma das hastes.

5. Resolugdo da situacao-problema

Chamamos as quantidades de cada haste de a, b e c.

Construindo a combinagéo linear, temos:
ax(51-2)+bx(2,-4,1)+cx(6,12)=(66,-10,9)

que resulta no sistema:

5a+2b+6c =66

a-4b+c=-10
-2a+b+2c=9

Isolamos a na 22 equacdo: @ =4b — ¢ —10 . Substituindo a na
12 e 32 equacdes, temos que:
5x(4b—c—10)+2b+6c=66:>22b+c=116

—2><(4b—c—10)+b+20:9:—7b+4c:—11
c=116-22b
Dessas duas ultimas equagdes, isolamos ¢ na 12:

—7b+4><(116—22b):—113—95b:—475 = b=5
Substituindo na ultima equagéo, obtemos o valor de b:

Voltando no 22 sistema e substituindo b, encontramos € =6,
e no 1° sistema, substituindo b e ¢, encontramos g =4 .
Logo, foram necessarias 4 hastes do tipo representado pelo
vetor U, 5 hastes representadas pelo vetor v e 6 hastes
representadas pelo vetor W .

U3
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1. Observe os escalares p, g, r € R, tal que (12.3)=p(1,0,0)+q(110)+r(111).
Podemos afirmar que o valor da expressao 2p+3q-r é:

a) 9
15

O

8
13
16

@)

)
)
d)
)

D

2. Determine o valor de a para que o vetor u= (-1a,—-7) sejacombinagdo
linear dos vetores us =(1,-3,2) e uz =(2,4,-1).

a) a=18
b) a=-21
c) a=-11
d a=24.
e) a=13.

3. Encontre uma relacdo entre x, y e z de modo que (X,y,z) seja
combinacéo linear dos vetores (1,-3,2) e (24,~1).

a) x=2z.
x—-y-2z=0.
x+y=0.
x=y=z=0.

y-z=0.
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Secao 3.2

Produto escalar e angulo entre dois vetores

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Vocé se lembra que, na secdo anterior, estudou sobre combinacao linear
de vetores? Lembra que calculou quantos cortes precisava fazer naquela placa?
Esperamos que vocé tenha percebido que em situacdes como aquela € possivel usar
a combinacao linear de vetores para encontrar a quantidade de cada vetor que sera
utilizada. Suponha agora que a empresa em que trabalha precisa montar a estrutura
metalica de um galpdo e que vocé deve determinar o angulo entre as barras metalicas
dessa estrutura, como na Figura 3.4.

Suponha que voce ja conseguiu determinar as direcOes das barras, e que essas
estdo representadas pelos vetores u=(2,15) e v =(-1-3,4). Agora é preciso
determinar o angulo entre esses dois vetores.

Para consequir resolver esse problema e outros envolvendo angulo entre vetores,
precisamaos saber calcular o produto escalar entre eles.

Figura 3.4 | Estrutura metalica

Fonte: <http://goo.gV/El7PgM>. Acesso em: 9 ago. 2016.
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Nao pode faltar

Nesta secdo estudaremos o produto escalar e o angulo entre vetores. Esses
conteudos tém grandes aplicacdes, principalmente na engenharia. Com eles podemos
calcular angulos entre estruturas, barras metalicas, entre outras. Na proxima secao
usaremos esses conhecimentos para calcular projecdes de vetores, que tém grande
utilizacdo na engenharia.

Produto escalar entre vetores

Dados dois vetores u:(x1,y1,z1,) e V= ( 2,y2, ) O produto escalar desses
dois vetores (e denotamos ¢ -v ) € o nimero real U-v = X, XXy + Y, XY, +2Z,XZ,

Considerando os vetores (j = (2,3, _7) ey= (8, _5,6), por exemplo, o produto
escalar entre y e y € obtido efetuando:

U-v=2x8+3x(-5)+(-7)x6 = [.v=16-15-42
u-v=-41

Logo, o produto escalar entre ¢ e v €0 numero real —41.

D Exemplificando

O produto escalar entre os vetores ¢ = (4,x,-1) e V= (x,7,-5) € 38.
Encontre o valor de x.

Resoluc¢ao: Calculando o produto escalar, temos:

U-V =X XXy T Y1 XY, 21X 2,
38=4xx+xx7+(-1)x(-5) = 38=11x+5 = 11x=33 = x=3

Logo, o valor de x para que o produto escalar seja U -v = 38, é 3.

Propriedades do produto escalar

As propriedades do produto escatar _nos auxiliam na resolugcao de algumas
situagdes. Para quaisquer vetores u v e w eum escalar k, temos:

Lu-v=v-u (comutatividade)
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Inverter a ordem dos vetores em um produto escalar ndo altera o resultado.
- - -2
Il y.v= M
O produto escalar de um vetor por ele mesmo € igual ao quadrado de seu modulo.
M. u-(v+w):u-v+u-w

O produto escalar de um vetor por uma soma de outros dois € igual a soma dos
produtos escalares, do primeiro com o segundo somado com o produto do primeiro
com o terceiro.

V. (ka)-v=u-(kv)=k(a-v)
Mudar o escalar de posicdo nao altera o resultado final.
V. |L7 : \;| < |EI| X| \7| , conhecida como desigualdade de Schwarz.

Essa propriedade sera abordada no decorrer desta secao, quando sera apresentada
outra expressao para o produto escalar.

\/|.|le + \7| < |&| +| \7| , conhecida como desigualdade triangular.

Os vetores U, v e u+v formam, geometricamente, um triangulo. Essa
desigualdade indica que um dos lados desse tridngulo nunca tera comprimento maior
gue a soma dos outros dois.

Angulo entre dois vetores

O angulo 0 entre dois vetores € a medida da menor abertura entre esses vetores,
com 0 <0 <180°. levando em conta seu sentido. Temos cinco casos de angulos
entre vetores que merecem destaque.

Figura 3.5 | Angulo entre vetores: (a) 8 =0°; (b) 0°< 0 <90° ; (c) § =90° ;
(d)90° <0 <180° ; (e) H =180°

(a) (b) (c) (d) (e)

y ) v
S v | 2] 0 0
—_— <_Q_>
u u u v u

Fonte: elaborada pelo autor

<!
<
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Outra maneira de calcular o produto escalar
Figura 3.6 | Produto escalar e angulo entre vetores

Fonte: elaborada pelo autor.

O produto escalar de dois vetores ¢ e v também pode ser dado pela expressao

u-v=u V|0039 em que O representa o angulo entre os vetores, como na
Figura 3.5.

Para demonstrar essa formula, usamos a lei dos cossenos no triangulo da Figura 3.6:

- —12 -2 —12 -
|u—v| = +|v| —2|u||v|cost9

Consequentemente, temos:

(=) +(Vi =Y, (2 -2 =x2+y2+22+ %2+,  + 2,2 - 2|Zl||\7| cos6
X2 =2XX, + X0+ Y =2y, Y, 2 -222,+ 2, =

X2 +yZ+zl + X, Y, +2,0 —2|ZJ||\7| cos 6

|u||v| CcoSO = XX, +Y,Y, +2,Z,
Logo, como XX, +Y.Y, +2,Z, =U-V , temos: U-V = |u||v|cos€.

Exemplificando

Figura 3.7 | Vetores ¢ . v € w

Fonte: elaborada pelo autor.
Sejam os vetores U, V e W tais que |U| =4 ¢ |V| =15 Determine o

produto escalar entre U e w, sabendo que os trés vetores determinam o
trianqulo da Figura 3.7. Depois, marque a alternativa correta:

Produto escalar e vetorial



U3

b) 12. d) 14.

Observando a Figura 3.7, temos que U+W=V €0 angulo entre ue Ve
0 =60° . Multiplicgndg esgalarrgerlte pelo vetor Z/ ambos os lados dessa
igualdade, temos: u - U+W) =Uu-Vv . Aplicando a definicdo do produto
escalar e suas propriedades:

- - o . - - —12
u.u+u-w:‘u‘xchosO = u-w=u‘xchos€—‘u‘

U-w=4x15%xc0s60°—4> = u-w=14 (etrad)

@ Reflita

Sabemos que 0° < @ <180° e que u- \; = MMCOSQ' entdo:

Se u-v<0=>cos6<0, logo 90° < 0 <180°, ou seja, O é obtuso.

Se y-v>0=cosO >0.0g00° <@ <90°, ouseja, O ¢ agudo.
Desigualdade de Schwarz

Utilizando a expressdo do produto escalar u-v :‘&H\?‘ cos e lembrando que
—1<cosf <1. temos:

‘a . \;‘ = ‘EIH\?“COSQ| (mas 0 < |COSO| <1)
37| < il
o

Assim fica justificada a desigualdade de Schwarz.

Calculo do angulo entre dois vetores

Para determinar o angulo entre dois vetores u e v, basta usarmos a definicao de
produto escalar:

‘ H ‘COSQ Isolando cosf COSQ—

tt
<!

Logo, o angulo 6 formado entre os vetores u € O arco Cujo Cosseno € o

‘:ltl
<l<l
N /<l_

) u-v
numero W e escrevemos: O = arccos
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O angulo 6 formado entre os vetores f/ e v é medido em radianos (ou
graus), e 0<@ <z (u0<H<180°.

Lembre-se de que para transformar de graus para radianos basta multiplicar
por _ _ E para transformar de radianos para graus, basta multiplicar por

180°
180°

T

Encontre o dngulo formado pelos vetores U= (1,3) e v= (9, —2)-

Resolugado: Primeiro vamos determinar o modulo de cada um dos vetores.

|EI|= 1? 4+ 32 2|EI|=\/E
|\7|=,/92 +(—2)2 :>|\7|=\/%

Agora calculamos o produto escalar de uev:
u-v = 1x9+3x(-2) = 9-6 = 3>0

Ja sabemos entédo que 6 € um angulo agudo. Por fim, encontramos 9 :

@ = arccos arccos( ] = arccos(0,1029)

3
J10 < /85

u-v
¥

0 =1,4677

Logo, 0 angulo entre os vetores e y € aproximadamente 1,468 radianos,
ou ainda, aproximadamente 84,09°.

Encontre o angulo formado pelos vetores 13:(—2,5,11) e

\7=(13,3J§,0) :

Produto escalar e vetorial



Vetores ortogonais

Se o produto escalar entre dois vetores € nulo, entdo esses vetores sdo
ortogonais, e vice-versa.

Mas por que isso ocorre? Veja que se g -v =0, temos:

|El|=0:>a=6; ou
uv=0 = |u||v|cos€=0 3 casos a considerar_, |\7|=0:>\7:6; ou

cosf =0=0=90°.

Em qualquer dos casos, U € v sdo ortogonais. Temos ainda que, se U e v Sdo
vetores ortogonais, sO ha trés casos possiveis:

u=0 ou v=0 ou g =90°

<
<!
<
o
Il
o

cv=0 =
«9=90° = Zm?=|D||\7|cosgo°=|a||\7|-0=o

Esse Passo a passo responde a pergunta anterior. \/ale acrescentar gue quando os
vetores ¢ e vy s30 ortogonais, representamos isso por ¢ | v .

Mostre que os vetores (f = (-3, 8,1) ev= (6,3, —6) sdo ortogonais.
Resolucao:

Para mostrar a ortogonalidade dos vetores, mostramos que o produto
escalar entre eles é zero:

U-v = -3x6+8x3+1x(-6) = -18+24-6 = 0

Logo ulv.
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Se o angulo entre dois vetores é zero, eles sdao paralelos (ou estdo
sobrepostos).

Figura 3.8 | Vetores paralelos ou sobrepostos (6 =0)

<

v

Fonte: elaborada pelo autor.

Se 0 angulo entre dois vetores € 180°, esses vetores tém a mesma direcao,
mas sentidos opostos.

Figura 3.9 | Angulo entre vetores (0 = 180°)
180°

U N

«*

<

Fonte: elaborada pelo autor.

Aprofunde mais seus conhecimentos sobre produto escalar de vetores e
angulo entre eles acessando o material, a partir da pagina 68, disponivel
em: <http://gradmat.ufabc.edu.br/disciplinas/listas/ga/notasdeaulas/
geometriaanaliticaevetorial-SGD.pdf>. Acesso em: 3 jul. 2016.

Retomando o problema proposto no inicio desta secao, sabemos que os vetores
que representam as hastes séo y = (2,1,5) e v= (—1, —3,4) :

Nesse caso, para calcular o angulo entre eles, utilizamos a formula

i
i - T 5 =i - 30
V|= JE + (3 +42 = v|=+/26

0 = arccos , mas primeiro determinamos o0 modulo de cada um dos vetores:
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Agora calculamos o produto escalarde U e v :

u-v = 2x(-1)+1x(-3)+5x4

Por fim, encontramos 9 :

0 = arccos

u = arccos(LJ
A )

Logo, o angulo entre as hastes, representadas pelos vetores u e v, élradiano, o

-2-3+20 = 15

= arccos(0,537) = 1radiano

gue equivale a aproximadamente 57,3°.

Avancando na pratica

Pratique mais

seus colegas.

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de

Produto escalar

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geometrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Compreender o produto escalar e sua aplicacdo no céalculo de
angulos, além da utilizagcdo destes na resolucdo de problemas.

3. Conteudos relacionados

Produto escalar de vetores; angulo entre vetores; let dos
COSSeNos; versor; vetores ortogonais.

4. Descricdo da situagdo-problema

Suponha que dois avides decolem de um ponto que
chamaremos de origem e representaremos pelo ponto (O,
0, 0). Apds alguns instantes, o avido A encontra-se no ponto

(5’_3"/5) e 0 avido B, no ponto (—4,\/5,2), separados por
uma distancia em quildbmetros e cujo angulo entre eles € de
107°. Determine a coordenada positiva z do avido B.

5. Resolugdo da situacdo-problema

Para calcular a coordenada z do avido B, note que as trajetorias

sdo descritas pelos vetores &:(5,73,\/5) e \7:(—4,\/5,2).
Sabemos que o0 angulo entre esses vetores é:

0= arccos(u'v]‘
jullv

Primeiro determinamos o0 modulo de cada um dos vetores:

‘&‘2«/52+(73)2+\/§2 :‘f]‘:x/%:G
= /(—4)2 +(\/§)2 + 27 :>M ~J18+2%

v
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Agora, calculamos o produto escalar de uev:
u-v=5x(-4)+(-3)xvV2 +V2xz
U-v=-20-3V2+z/2

Por fim, encontramos z utilizando o valor de @ :

—20-342 + 22
0 = arccos = 107°=arccos| ——————
| || | 6x 18+ 22
cos107° = “20-3V2+2/2 :_o,zgzgw
6x18+ 22 6x\18+ 2%

6xv18+2? 83,023 -4,843z =
J18 + 2% =13,837 - 0,807z

Elevando os dois lados ao quadrado:

18 + 7% 2191,463 — 22,333z + 0,6512>
0,3497° + 22,333z -173,463 =0
Resolvendo a equagao do 22 grau, temos que:

z=7 ou z=-71
Logo, a coordenada positiva z do avidtoBé Z= 7 .

Faca valer a pena

1. Dados os vetores ¢ = (10). v
ue

(13) e w=(0,2), podemos afirmar
gue a soma do angulo entre C

v com o angulo entre v e y é:
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2. Observe os vetores na figura a seguir. Podemos afirmar que o valor do
angulo, em graus, entre y e y €:

Figura 3.10 | Vetores l_j e \7

Fonte: elaborada pelo autor.
a) 68,5°.

b) 83.4°.
c) 87,0°.
d) 90,0°.
e) 76,1°.

3. O produto escalar entre os vetores u = (k,3,-2) e v = (k,~10,5) & ~36.
Logo, os possiveis valores de k sdo:

a) k=12

b) k=45

c) k=6 ou k =-1

d k=-7Touk=4
)
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Secao 3.3

Projecao de um vetor sobre outro vetor

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Vocé se lembra que, na se¢ao anterior, estudou sobre produto escalar e angulo
entre dois vetores? Lembra que precisou encontrar 0 angulo entre duas barras
metalicas da trelica? Esperamos que vocé tenha aprendido a calcular o angulo entre
dois vetores e o produto escalar entre eles. Nesta secdo aprenderemos a calcular a
projecao de um vetor sobre outro vetor. Suponha que sua empresa esteja terminando
de montar a estrutura do galpdo, como na secdo anterior, e vocé precisa instalar uma
haste de apoio DC sobre duas barras metalicas AB € AC da trelica, conforme
Figura 3.11, cuja escala esta em metros, para tornar a estrutura rigida.

Figura 3.11 | Haste de sustentacao (em m)

N

81y
7 T
6 -
[ 35 R ——
4
3 =
2

g A=mmmmmm---
0

II;
2 1,01 2 3 4

Fonte: elaborada pelo aut

X
N
v 7
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10 11 12 13 1
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o +
NE
o+
o+

Essa haste serd instalada perpendicularmente a barra AB. Que comprimento
ela devera ter? Para responder a esse e outros problemas, vocé precisara calcular a
projecdo de um vetor sobre outro vetor. Vamos 187
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Nao pode faltar

Um problema bastante comum na engenharia € a determinacdo da projecao de
vetores sobre outros vetores. E como se precisassemos determinar a sombra de um

sobre o outro. O calculo para isso € bastante simples e envolve o que vocé estudou
até o momento. Veja so:

Projecédo de um vetor sobre outro vetor

Considere dois vetores ¢ e v, tais que u=AB e v=AC, representados por
segmentos orientados de mesma origem. Seja D o pe da perpendicular que sai de B,
sobre a reta que contem os pontos A e C, como na Figura 3.12.

Figura 3.12 | Vetor projecdo

Fonte: elaborada pelo autor.

Podemos decompoi o vetor U em dois vetores proj;a =AD (paﬁraleloﬁa v)e
q=DB fortogonal a v), tal que u = proj.u+q. Temos que proj.u=Av, para

algum A€ (pois proj;u e v sio paralelos), e 5-\?:0 (devido a ortogonalidade).

Logo, podemos escrever a equacio anterior como ([1 — proj-l]) .v =0.Entdo:
v

Q

Dot V20 S aT=0 = Gv-alf0 = UV
(a-2v) v

[}
<!

Substituindo A = ;2 Nna equacao proj‘;a = AV, temos a projecao de u
g
sobre v :
A V-
proj,u=—v.
M
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O vetor prOj;l_:l € denominado projecao de u sobre v (ou na direcdo de v

Vocé pode interpreta-lo como sendo a “sombra” que o vetor u faz na direcdo de v.
Podemos obter o modulo da projecao utilizando as propriedades do produto escalar.
Veja como:

u-v

v

|
2k

- u~v~_|’-"
|pr01‘;u V| =1
v

MM

A projecao do vetor v na direcdo do vetor u (veja que a ordem foi

trocada), com U # 0, é dada por:

L= veu -
proj.v=—-u-
B .
N
O maodulo da projecao é dado por: |proja | =L __1
z

As projecdes de um vetor sobre outro vetor podem ser:

1. Comangulo @ =(Q° entre os vetores (Figura 3.13):

Figura 3.13 | Angulo @ = Q°

\}
\/

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que, nesse caso, 0s vetores sdo paralelos e a projecdo de u nadirecdo de

v éo proprio vetor u .
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2. Comangulo @ =9Q° entre os vetores (Figura 3.14):

Figura 3.14 | Angulo @ = 90°

90°

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe gue quando os vetores sdo ortogonais, a projecao de U na diregdo de
V € um unico ponto que esta sobre a origem dos vetores. Logo, a projecao sera o
vetor nulo.

3. Comangulo @ =180° entre os vetores (Figura 3.15):
Veja que esse € semelhante ao que o angulo é de 0°. A projecao de U na direcao

de v € o proprio vetor U.

Figura 3.15 | Angulo @ =180°

A
L
\/

Fonte: elaborada pelo autor.

4. Com angulo obtuso (90° < 8 <180°) entre os vetores (Figura 3.16):

Esse caso se assemelha bastante aquele em que o angulo € agudo. Ha somente
uma mudanca na interpretacdo geomeétrica.

Figura 3.16 | Angulo 90° < 9 < 180°

\/

Fonte: elaborada pelo autor.
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Projecdo sobre um vetor unitario

Se o vetor V' for unitario, ou seja, |v| =1, entdo a projecdo de U na dire¢cdo de v
€

L= UV~ UV~ (= =
prOJ-u=—v=—v=(u~v)v.

A formula da projecdo também pode ser encontrada em alguns livros da

| () Ly
seguinte forma: proj;u= < —L v Isso ocorre porque <u,v> é outra
i

notacgao utilizada para o produto escalar.

Determine a projecéo do vetor U = (3,2) na diregéo de V= (22).
V-

Solucdo: Sabemos que proj;fl =—-v, logo, temos que calcular o

=i

produto escalar de uevi uv=3.2+2.2=10.

O modulo de v ¢ dado por |\7| V22122 =8

Logo, a projecio de U = (3,2) na direcdo de V= (22) e

PrOj;le \;gz (22) = proj;ljl=§-(2,2) = proj;az(g,g)

O que obtemos ao calcular |u . i| ?

Essa maneira de calcular a projecdo de um vetor sobre outro também é valida para
vetoresdo 3.
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Exemplificando

Determine a projecdo do vetor g = (1,0,-4) na direcéo de V= (-125).

—

N .- u-v- .
Solucdo: Sabemos que proj.u = r—zv, logo, precisamos calcular o
Y

produto escalar de Uev: Z/-\?=1.(—1)+0.2+(_4).5=_21_

O modulo de v € dado por: |\7| = ,/(—1)2 +2245% =30

Logo, a projecdo de U = (1,0,-4) na diregéo de V= (-125) &

proj.u = % (-1,2,5) = proj,u= —% -(-12,5)

roj.u=|L,-L-1
p j\‘, - 10’ 5! 2

Projecdo de um vetor sobre outro dado o angulo entre eles

Podemos obter o comprimento da projecao de um vetor U sobre um vetor v
conhecendo somente o comprimento dos respectivos vetores e o angulo formado
entre eles. Para compreender esse calculo, considere a Figura 3.17.

Logo:
B-\7| |ﬂ| |\7| |cos )

M

|proj; L7| = = |Zl| cos 6|

Figura 3.17 | Projecdo de a sobre um vetor \7

\

Fonte: elaborada pelo autor.
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D Exemplificando

Calcule o comprimento da projecao do vetor U= (1, 5, _3) sobre o vetor
v . Sabendo que o angulo entre eles e de 60°.

Solucéao: Calculando o modulo do vetor u . temos:

H JP+5%+(=3)° 2592
Entdo: ‘proj& u‘ = ‘u‘ |cos 6|
|proj&13|;5,92~00560° - |proj;&|;5,92-0,5 - |proj;fl|;2,96.

Logo, o comprimento da projecao de U sobre v € de aproximadamente
2,96 unidades.

@ Reflita

Se a projecao de u sobre v é o vetor nulo ou tem madulo igual a zero,

entdiou Lv.

Area do triangulo utilizando vetores

Sejam A = (81,82), B= (b1,b2) e C=(c,,c,) pontos no plano que s3o vértices
do triangulo ABC (Figura 3.18). Vamos encontrar a area do A ABC.
Temos que BA = (a -b,,a, —bz) e BC= (c1 -b,,c, —bz) e afirmamos que o

vetor v = (b - C,,C, _b1) € um vetor ortogonal a BC (e, portanto, paralelo ao vetor
AD) e de mesmo modulo A primeira afirmacao pode ser comprovada por meio do
produto escalar:

v-BC = (b=, ;=by)-(c;=by C=b,) = (b, =C,)(c; ~by)+(c;—by)(c, ~by)
v-BC = b, -bb -c,c +c,b+cc,—cb,-bc,+bb, = 0

Como v-BC =0, segue que v L BC. como afirmamos. Além disso:
V[=\(b, ¢, )" + (e, b, = (e~ b, +(b, ~c,) =\(c,~b,) +(c, ~b,) =|BC|

O que comprova a segunda afirmacado. Lembre-se disso, pois essa constatacao sera
usada a sequir. Vale destacar ainda que, na Geometria, a area de um triangulo ¢ dada

por A = M . Temos entao que A = %‘%‘h (veja a Figura 3.18).
2
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Figura 3.18 | Triangulo ABC

A=(a,a,)

B=(b, b, C=(c,c,)

[l

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que h € a altura relativa ao lado BC. ou seja, € medida da projecao de

BA sobre o vetor v (lembre que v e paralelo a AD). Como |\;| = |ﬁ| temos que
a area do triangulo é:

i

M

- %|?C||proj;ﬁ| = %|ﬁ| = %|ﬁ-\7|.(Lembreque |\7|=|§3|)

Veja que:
BA-v = (a,-b,a,~b,)-(b,~c,c,~b) = (a-b) (b,-c,)+(a,~b,)(c,~b,)
BA

v = bc,—-ac,—-b,c,+a,c,+ab,—a,b,

Se vocé se lembra dos determinantes estudados na Unidade 1, constatara que:

a, a, 1
BA.v = b,c, -a,c, -b,c, +a,c,+a,b,—a,b, = det/b, b, 1
c, ¢, 1

Portanto, a area do triangulo ABC é:

1 1 a, a, 1
- S|BAY| - S| det| by b, 1
c, ¢, 1

Perceba que, na expressao anterior, nas colunas 1 e 2 dispomos as coordenadas
dos vértices do triangulo ABC, e na coluna 3 aparecem numeros 1.
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Se A=(a,a,). B=(b,b,) € C =(c,,c,) sdo pontos do plano, eles
serdo colineares (alinhados) se:

a a, 1
b, b, 1=0
c, ¢, 1

Veja que essa € uma consequéncia do resultado acima, pois, nesse caso,
terlamos um triangulo com area igual a zero.

Sejam os pontos A=(5,3), B = (6, _4) eC= (_2,k) vértices do triangulo
ABC de drea 25 u.a. Determine os possiveis valores de k.

a a, 1
Sabemos que a area do triangulo € dada por A:% det| b, b, 1
c, ¢ 1
] 5 3 1 5 3 1
Logo, temos que: Edet 6 -4 1|=25 = |det| 6 -4 1|=50.
-2 k 1 -2 k 1

Efetuando os calculos: |—20—6+6k—8—5k—18|=50:> k_52=50.
k-52=-50

Portanto k=102 ou k=2.

Encontre a area do triangulo formado pelos pontos A:(15,—12),

B=(-9,-5) ¢ C =(1,%J |

Aprofunde mais seus conhecimentos sobre projecdo de vetores
acessando o material disponivel em: <http://hostel.ufabc.edu.br/~daniel.
miranda/livios/geometria-analitica/geometriaa5.pdf>. Acesso em: 10 ago.
2016. (A partir da pagina 111)
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Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta segdo, devemos encontrar o
comprimento da haste DC. Observe na Figura 310 que a haste AD ¢ a projecao
da barra representada pelo vetor AC sobre a barra representada pelo vetor AB. A
partir da Figura 3.10 obtemos as coordenadas dos vetores AB e AC

AC=(5—3,7—1)=(2,6) ; AB=(13—3,5—1)=(10,4),
Chamando u=AC eV = /TB tem-se que:
« Oproduto escalarde u e v é u-v=2-10+6-4=44.

+ Omodulode v & |v|=(10)° +4? =116 =2429

Calculando a projecao de AC sobre AB, segue que:

- UV~ 44 44 11 110 44
PO T e U0 T e (104 = g0 - 503 )
Calculando o comprimento do vetor proje¢ao, temos:

2 2
‘ij‘a‘: m +ﬂ _ 12100+1936 _ \/14036 4,085
v 29 29 841 841 841

Logo, a haste de sustentagdo representada por DC terd aproximadamente 4,085
metros.

Avancgando na pratica

Pratique mais

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situagdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de
seus colegas.

Area de um triangulo

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geomeétrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

1. Competéncias

Aplicar o conceito de projecdo a um problema de calculo de

2. Objetivos de aprendizagem area

Modulo de vetores; Produto escalar; Projecdo de um vetor

3. Conteudos relacionados
sobre outro vetor.
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4. Descricao da situacao-problema

Um dos funcionarios do setor de vendas da siderurgica em
que voce trabalha ligou pedindo ajuda para calcular a area de
uma chapa de ago, em m2, que fol solicitada por um cliente.
Ele necessita desse dado para fornecer o orcamento.
Segundo ele, o cliente disse que a chapa sera soldada em uma
estrutura que ja esta fabricada e, por isso, deve corresponder
precisamente a um tridngulo determinado pelos vetores
u=(153) e v=(37.6).

E agora, qual a area dessa chapa?

5. Resolucgéo da situagcao-problema

Para calcular a area, primeiro determinamos a altura relativa

ao lado determinado por V' Esta, por sua vez, exige que
primeiro tenhamos calculado a projecdo de um vetor sobre o

outro. Vamos entéo calcular a projegao de U sobre v, como
na Figura 3.19.

Figura 3.19 | Triangulo determinado por u e v

proj; u v

Fonte: elaborada pelo autor.

O produto escalar de ue vé
U-v=13+5.7+3.6=56
O modulo de v é:

‘\7‘:\/32+72+62 =94

Efetuando 0 calculo da projecdo, temos:

u-v- 56 56 84 196 168
roj.u = = -(3,7,6) = 376) = |—=—=.—
pju Vzv @2( ) 94( ) (47 47 47)

Calculando o comprimento do vetor projecao, temos:
2 2 2
il= (28] +[12€] ,[168) _  [736% 5,776
47 47 47 2209
Calculando anormade u':

|| 52432 = M:Jﬁ 5,916

Pelo topo do vetor U até o topo de sua projecao, tracamos
um segmento que ¢é a altura do tridangulo determinado por u
e \;, em relacéo ao lado representado pelo vetor v . Por meio
do teorema de Pitagoras calculamos essa altura:

h +5916°-5776° = h 1,280

Logo, a altura relativa ao lado representado pelo vetor v e
aproximadamente 1,280 metros. Para calcular a area da chapa,
temos que:

A:th .
2
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Logo, A= % -\/94 :1,280 = 6,205 mz2. Portanto, a area da

chapa ¢ aproximadamente 6,205 m2.

1. Considere os vetores = 2i — 37 —6k e v=3i-— 4] — 4k . Determine 3

norma da projecdo de y sobre y e marque a alternativa que mais se
aproxima:

a) 3,98
b) 4,21
c) 5,06
d) 6,56
e) 7,14

2. Seja um triangulo de vértices A (112), B (513) e C (-393).
Calcule as coordenadas do vetor AH, em que H € o pé da altura relativa
ao lado BC. Depois, assinale a alternativa correta:

a) AH =(2,21)
b) AH =(3,11)
c) AH =(2,5,3)
d) AH =(12,2)
e) AH=(0,5,1)
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3. Calcule o comprimento da projecdo do vetor u=(4,-1-2) sobre
o vetor y, dada em metros, sabendo que o angulo entre eles € de 35°.

Depois, assinale a alternativa que contém essa medida:

a) 5,671 metros
b) 2,892 metros
c) 7,134 metros
d) 4,225 metros
e) 3,754 metros
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Secao 3.4

Produto vetorial e aplicacoes

Dialogo aberto

Ola, aluno!

Voceé se lembra que, na secao anterior, estudou sobre projecdo de um vetor sobre
outro vetor? Lembra que aprendeu a calcular a projecdo de duas maneiras diferentes
e que a representamos de formas diferentes? Para isso, utilizamos o produto escalar e
a norma de um vetor.

Nesta se¢cao vocé aprendera outra operacao de produto entre vetores, denominada
produto vetorial. Ela possui diferencas em relacao ao produto escalar e importantes
aplicacdes, por exemplo, na fisica, para definir eletromagnetismo. E também utilizada
para descrever a Forca Lorentz e calcular a normal de um triangulo ou outro poligono,
O que ¢é importante no ramo da computagao grafica e no desenvolvimento de jogos
eletronicos. Na Engenharia Civil especificamente, o produto vetorial € aplicado nos
calculos utilizando momentos de forca e nas definicbes de torque e de momento
angular.

Suponha que vocé, ainda trabalhando na metalurgica, se depare com esta situacao:
na composi¢ao de robds da linha de producao € necessaria a fabricacdo de 500 pecas
de aco solidas. Elas terdo formato de paralelepipedo determinado pelos vetores AC .
AB e AE . conforme sugere a Figura 3.20, cuja escala estd em centimetros.

Figura 3.20 | Representacdo da peca

48z

Fonte: <http://goo.gl/RaeGES>. Acesso em: 28 jul. 2016.
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Essa imagem foi gerada por um dos projetistas da empresa em um software
de computador, e agora cabe a vocé determinar o volume de aco necessario para
construir as pecas. Vamos &7

Nao pode faltar
Produto vetorial

Considere dois vetores a e b.Dizemos que o produto vetorial entre esses vetores,
representado por axb, éum vetor com as seguintes caracteristicas:

1. O médulo de axb ¢ |a X b| = |a| : |b|-Sen9, em que @ éoangulo entre a
eb

_ 2.Adirecao do vetor resultante do produto axb é ortogonal ao plano que contém
aep.

3. O sentido desse vetor € dado pela regra da mdo direita.

Regra da mao direita

A regra da mao € usada para indicar o sentido do vetorﬁéxlﬂ). O indicador se
posiciona na direcdo de a, o dedo médio na direcao de b e o produto vetorial
axb terd o sentido do polegar, como na Figura 3.21.

Figura 3.21 | Regra da mé&o direita

Fonte: <http://goo.gl/7pVfN2>. Acesso em: 15 ago. 2016.

Note que os produtos vetoriais axb e bxa possuem sentidos opostos, como
na Figura 3.22, logo temos que axb=—-bxa.
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Figura 3.22 | Sentidos opostos

Fonte: elaborada pelo autor.

Algumas propriedades de produto vetorial sdo importantes, principalmente para as
aplicacdes desse produto de vetores.

Propriedades do produto vetorial

. O produto vetorial axb ¢nulo, ou seja, axb=0 se esomente se, a=0 ou
b=0 ou a=kb paraalgum k e

ll. Temos que axb=bxa. A igualdade ocorre somente se um deles for
nulo ou se forem paralelos. Em outras palavras, o produto vetorial axb néo é
comutativo (na verdade, ele é anticomutativo axb =—-bxa).

lll. Sejamm, n € . Temos que (ma)x(nb) =(m-n).(axb)_
(5+5)x6=5x5+5x6
IV. Propriedade distributiva: ¢°°~
c><(a+b)=c><a+c><b
Assimile
Consequéncia da propriedade I

O produto vetorial de um vetor por ele mesmo € nulo: (é xa= O).

Multiplicagdo externa de vetores

Para deduzir uma expressao para o produto vetorial, iniciamos pelos versores
i. j e k.representados na Figura 3.23.
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Figura 3.23 | Multiplicacdo dos versores

=3 EX0 Z
=1

o0 x e _
] N5
ovk j

Fonte: <http://goo.gl/VK2cgR>. Acesso em: 15 ago. 2016.

Para multiplicar j por ] ou seja, efetuar jx j, utilizaremos as caracteristicas
apresentadas anteriormente:

LOméduode ixj ¢ [ixj|=[i-[j-sen90°=1-1-1=1.
2. Adirecdo do vetor resultante do produto ix ] € ortogonal ao plano que contém

je ] , OU s€ja, tem a direcdo do eixo z.

3. O sentido desse vetor € dado pela regra da mao direita. Observando a Figura
323, 0vetor jx j tera o mesmo sentido que o vetor k.

Observando essas caracteristicas, o unico vetor que atende a todas elas é
exatamente o vetor k.10ogo, jx j=k-.

Se vocé repetir esse mesmo raciocinio para os demais versores, podera
constatar que:

- -

ixj=k kxi=j  jxk=i ixi=0  kxk=0
jxi=-k ixk=-j Kkxj=-i jxj=0
Tendo obtido as igualdades anteriores, considere é=x17+y17+z1E e

b= x27+ yzj + ZZE vetores do R®. Qual seria a expressido de ax b? Para obté-la,
utilizaremos as propriedades do produto vetorial:

axb =(x17+ y17+z1ﬁ)><(x27+ y27+22E)
Aplicando a propriedade distributiva:
axb= (x17+ v+ zj)x X,i + (x17+ y.j+ zj)x Yo+ (x17+ .+ zj)x z,k

axb =X X,0 X1+ X\Y,1 % ]+ X2yl x K+ XY ¥ T + Y.y, ] % ]+ ViZy | <K + X,2,k <[ + Y, 2,k x |+ Z.Z,k x k
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Utilizando os produtos entre versores, temaos:

axb= x1x26 + x1y2E +X,2, (—j) + X, Y, (—R) + y1y26 + y1227+ xzzj +Y,Z, (—I) + 21226

Pela propriedade comutativa:
axb = XY,k—XZ,] =XV K+Y.Z,i +X,2,] — Y, 2 = Y,2,0 —Y,Z,i + X,2,] — X,Z, ] + XY,k — X,k
axb=y,z,i—y,zi+X,2]-X2,] + XY,k -X,y,k= 7z yzz1)7+ (x,2, - x122)7 +(xy, - x2y1)R
Observe que a expressdo anterior também ¢é obtida fazendo o “determinante”:

i ]k
axb=|x, y, zl.
X, Y, Z,
Atencao

Utilizar a palavra determinante para a expressao anterior ndo € formalmente
correto, visto que o determinante € para matrizes contendo numeros ou
escalares. Contudo, o abuso na terminologia € cometido por diversos
autores e permite organizar os elementos de um modo facil de memorizar.

Exemplificando
Sejam a = (15-2) e b= (-3,4,0). determine axh.

Solucdo: Para determinar o produto vetorial ax b, utilizamos a expressao

i j k
axb= X, y, z|Substittindo osvalores dados, temos:
X2 y2 22
i ok
axb=|1 5 —2=(6+6]+4R)—(—87+6—15E)
-3 4 0

Logo, axb =8/ +6/+19k .
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Area do paralelogramo

Sejam os vetores ae p formando o paralelogramo da Figura 3.24

Figura 3.24 | Paralelogramo

Fonte: elaborada pelo autor.

De acordo com a Figura 3.24, constata-se que o _paralelogramo ¢ dividido em
dois triangulos, iguais e formados pelos vetores a e b. Sabemos que a drea de um

base-altura

tianguloe A, =
2

Na Figura 3.24, a base é |5| e a altura € dada por h = |B|.sen0_ Logo, a area do
paralelogramo € dada por:

|5| . |B| -seno
A =2
2

) =|§|-|5|-sen9

Que é o modulo do produto vetorial axb.

Assimile

A area Ap de um paralelogramo determinado por dois vetores ae b ¢
igual a0 modulo do produto vetorial, ou seja:

Ap = |a X b| .
Além disso, a area A; do tridangulo determinado por esses mesmos dois
vetores € metade desse valor, ou ainda:

|a X b|

A
t™ 2
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D Exemplificando

Calcule a drea do paralelogramo, em m?, cujos vetores a :(3,0,7) e

b= (2, -5, 1) sdo dois lados consecutivos desse paralelogramo.

Solugdo: Sabemos que a area do paralelogramo € igual ao modulo do
produto vetorial dos vetores que compdem dois lados consecutivos desse
poligono. Calculando primeiramente o produto, temos:

j
0
-5

=(6+14]—15E)—(—357+3]'+6)=357+11]—15R

(VR
X
(o0}
Il
N W =i
= N x|

Agora calculamos o modulo:

A, =[axb|=\35% +17 +(-15)" 39,636 m*

Logo, a rea do paralelogramo ¢ de aproximadamente 39,636 m?.

Produto misto

Considere os vetores a, b e €. O produto misto entre esses vetores € um

numero real, representado por [55,5} , tal que [5, 5, EJ =a- (5 X 5)

Expressao cartesiana do produto misto

Sejam a=x,i+y,j+zk . b=X,i+y,j+2,k € C=x,i+y,]+2zk. vetores
do R®. Temos entdo:

i j k
a-bxc=(Xy2) X, ¥, 2 =(xX1Y121) (V2 23— V3 2, X3 " Zp = Xp " Z3, X2 " Y3 = X3 ¥2)
X3 y3 23

Efetuando o produto escalar, temos:
[5’576] =X '(yzzs _y322)+y1(X322 _X223)+Z1 (XQY3 _Xayz)-

Observe que a expressdo acima também ¢é obtida calculando o determinante:

o X Y 4
[a,b,c] =X, Y, Z,|
X3 Y3 Z3
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Considere os vetores a=7i+5] -2k, b=-2i+3j+4k e c=i-3j+k.
Calcule o produto misto [5 EE] .

Resolucado: Para calcular o produto misto, usamos a expressao:

X1 y1 Z1
[a, b,c] =|X, Y, Z,| Substituindo os valores dados:

X3 y3 Z3
7 5 -2

labc|=|-2 3 4|=(21+20-12)-(-6-84-10)=129
1 -3 1

Logo, [5, B,E] =129

O produto misto pode ser utilizado para calcular o volume de solidos
como O paralelepipedo e o tetraedro.

O volume do paralelepipedo determinado pelos vetores l_:l veweé igual
ao maodulo do produto vetorial.

Figura 3.25 | Volume do paralelepipedo

Fonte: elaborada pelo autor.
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O volume do tetraedro formado pelos vetores U, vewédado por:

Figura 3.26 | Volume do tetraedro

Fonte: elaborada pelo autor

@ Faca vocé mesmo

Calcule, em m?®, o volume do tetraedro formado pelos vértices A(0,-14).

B(-2,25). C(113) e D(-15,4).

! Pesquise mais

Amplie seus conhecimentos sobre produto vetorial acessando o material
disponivel —em:  <http://www.mat.ufmg.br/~rodney/notas_de_aula/

vetores pdf>. Acesso em: 20 jul. 2016. (A partir da p. 13))

Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta se¢do, sabemos que sendo u,

v ew ndo coplanares, o valor absoluto do produto misto [u, V,WJ € o volume do

paralelepipedo determinado por eles.

Logo, para determinarmos o volume de uma das pecas, basta calcularmos o

produto misto entre AC. AB e AE . Observando a Figura 3.19, temos que:
AC=(510), AB=(13,0) e AE=(0,0,3).

Calculando o produto misto entre AC ,AB e AE , temos:

- X, Y. z 510
|[ACABAE |- |x, y, 2|=|1 3 0= (45+0+0)-(0+0+3) = 42
X, Yy Zy 0 0 3
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Portanto, o volume de uma peca € 42 cm?®. Desse modo, o volume total de aco a
ser utilizado na producdo das pecas € 500x 42 cm® =21000 cm®, ou ainda, 0,021 m®.

Avancgando na pratica

Pratique mais

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para novas situacdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de
seus colegas.

Produto vetorial

Conhecer os conceitos e fundamentos da Geometria
Analitica e da Algebra Vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geomeétrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a Engenharia.

1. Competéncias

Conhecer o produto vetorial, o produto misto e suas aplicacdes
2. Objetivos de aprendizagem nos calculos de area, volume e em diversos calculos voltados
para a engenharia.

3. Conteudos relacionados Produto vetorial e aplicacdes.

Suponha que a siderurgica onde trabalha fabrica uma chapa
de metal no formato de um paralelogramo formada a partir
4. Descrigéo da situag@o-problema | dos vetores u=(1,-11) e v =(2,-3,4), com medidas dadas
em metros. O material dessa chapa custa RS 28,00 por mz2.
Qual o custo na producao de dez chapas iguais a essa’?

Para calcular a area da chapa devemos, antes, calcular o
produto vetorial entre ¢y € v e o seu modulo. Temos:

i j ok i J k
uxv = X Y, oz = [1 11
X, Y, Z, 2 -3 4
5. Resolucio da situacdo-problema | UxV = (*47 +2) - 3E) - (*37+ 4j - ZE) = -i-2j-k

xv| = J1F+ (2P (1f = B 245

Logo, uma chapa tem aproximadamente 2,45 m2. O preco
dessa chapa € cerca de 2,45x28=68,6 reais, ou seja,
RS$68,60. Como séo dez chapas iguais, o valor total & de
R$ 686,00.
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1. Podemos afirmar que a area do paralelogramo, em m?, cujos vetores
a=(9,0-1) e b=(0,-3,-4) sio dois lados consecutivos desse
paralelogramo, &, aproximadamente:
a) 68,71

b) 45,12

c) 37,89
d) 56,43
e) 26,81

2. Considere os vetores a=(2,-3,5), b=(0,14) e ¢ =(~4,0,5)_Podemos
afirmar que o produto misto [5, b, E] —a- (5 X 5) €igual a:

a) -89
b) —26
c) 78
d) 74
e) 67

3. Seja o paralelepipedo formado a partir dos vetores u =(2, 3,0),
V= (0,—4,3) e W= (1,1,3). O volume desse paralelepipedo, em m®, é:

a)18 m?
b) 19 m*
c)20m?
d)21m?
e)22m?
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Secao4.l

Equacao vetorial de uma reta

Dialogo aberto

A equacdo de uma reta € de suma importancia nos calculos matematicos e na
Engenharia. Ela ajuda a definir se os pontos estdo alinhados e a encontrar um ponto
diferente que esteja na diregcao desejada. Por meio da equacao geral da reta, podemos
determinar infinitos pontos que pertencem a ela e calcular seu coeficiente angular,
que fornece o grau de inclinacao.

Em relacdo a Engenharia, ela pode ajudar a definir se os pilares estdo alinhados,
a inclinacdo de uma viga e muitos outros casos. Por todas essas aplicacdes, € a
equacao geral da reta que vai ajuda-lo na situacdo seguinte: suponha que sua
empresa precise fazer uma instalacdo de placas solares em uma casa. Para tanto,
cabe a vocé determinar o angulo da inclinacao da placa, para fazer a programagao
correta da captacao de energia.

Analisando a placa lateralmente, vocé pdde determinar que, a 15 cm de sua base,
ela tem 68 cm de altura e que, a 40 cm de sua base, ela estd a 1,68 m, como mostra
a Figura 4.1.

Figura 4.1 | Placa solar

200 ¢

e B = (40,0, 168)

= (15,0, 68)

100 -50 0 50 100

Fonte: <https://goo.gl/LyMfRI>. Acesso em: 23 ago. 2016).
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Vocé precisa calcular o angulo de inclinacao da placa. Para isso, devera conhecer a
equacao da reta e também saber como determinar o coeficiente angular.

Nao pode faltar

Para resolver a situacao descrita e outras situacdes-problema que possam existir,
precisamos de alguns conceitos importantes, como equagao geral da reta e angulo
formado entre duas retas.

Equacdo vetorial da reta

Sejam r uma reta que passa pelo ponto P (xo,yo,zo) e um vetor \7=(a,b,c)

. Sabemos, devido a um axioma conhecido como Axioma de incidéncia, que SO

existe uma reta que passa pelo ponto P e tem a mesma dlregao do vetor v. Um

ponto Q (X v,z ) pertencera a reta r se, e somente se, PQ =tv, para algum t
pertencente aos nUMeros reais.

Como @:Q—P, temos que: Q-P:tQ:Q=P+t\7_ Substituindo,
temos:

(X v,z ) ( X0 Y0:Z )+ t(a, b,C), gue € chamada de equagdo vetorial da reta.

é’" Assimile

Ovetor v éovetordiretordaretar, etéo parametro da equacao.

D Exemplificando

A reta r passa pelo ponto B (2,3,5) e tem a direcao do vetor V= (1,—1,3) .
Qual € a equacao vetorial da reta r?

Solucao: Para encontrar a equacao da reta, basta substituirmos os valores
dados:

(x,y,2)=(23,5)+t(1-13).

Para encontrar pontos dessa reta, basta atribuir valores para t. Por exemplo
. Parat=1=P =(23,5)+1(1-13)=(3,2,8).

« Para t=2=P,=(235)+2(1-13)=(4111).
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Equacdes paramétricas da reta

Quando conhecemos apenas uma coordenada da reta r e precisamos determinar
as outras coordenadas, utilizamos as equacdes parameétricas. Para compreendé-las,
seja a equacao vetorial de uma reta:

(x.5:2) = (o Vo2 )+ t(abiC).
Multiplicando o vetor (a, b, ¢) por t, temos:

(x.y.z)=(x, +ta, y, +tb, zy+tc).

Pela igualdade entre os pontos, temos que:

X=Xx,+ta
y=y,+th .
z=2z,+tc

Essas sdo as equagoes paramétricas da reta r.

Exemplificando

Escreva as equacOes paramétricas da reta r que passa pelos pontos
A (46-8)eB(2 -1, 3).

Solucéo: Primeiro, determinamos o vetor AB=B-A:
AB=(2,-13)-(4,6,-8)=(-2,-7,11).

Escolhendo o ponto A e tendo o vetor v = AB, temos as equacoes:

x=4-2t
y=6-T7t
z=-8+11t

Faca vocé mesmo

Escreva as equacOes paramétricas da reta r que passa pelo pontos A (2, 5,
9)eB (10, -7, 4), atribua os valores t, =1 e t, =3 e encontre os pontos
P=A+tvePRP =A+tv.
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Equacdes simétricas da reta

Isolando o paréametro t nas equacdes parameétricas, temos:

X=X, +tast=220
a
ly=y,+th=t=Y"Yo.
z:zo+tc:>t:2_z°

Como o valor de t € o mesmo em ambas as equacdes anteriores, podemos iguala-
-las, encontrando as equagdes simétricas da reta:

X=Xy, Y=Yy Z-12

a b c

Figura 4.2 | Retacom c=0

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 4.3 | Reta paramétricacom a=0eb =0

Fonte: elaborada pelo autor.
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e Casos particulares:

1. Se um dos denominadores é nulo, a reta € paralela ao plano que contém os
outros eixos. Por exemplo, se ¢ = 0, a reta é paralela ao plano xy, e sua equacao sera:

z=2z,

X=X _Y~=Yo ,coma=0eb=0.
a b

2. Se dois dos denominadores sao nulos, a reta € paralela ao eixo cujo denominador
¢ diferente de zero. Por exemplo, se a =0e b =0, entdo a reta € paralela ao eixo z,
e terd a equacao:

X=X,
Y=Y, ,comc=0.
Z-2z, ¢

c

Equacao simétrica da reta por dois pontos

Sejam uma reta r e dois pontos dessa reta P, (X,,¥;,2,) € Py(X,,Y,,2,). além

de um ponto genérico, P(X,y, Z) . A equacao simétrica da reta € dada por:
X=X _Y=YVi _2-%4

X5 — X Yo=Y, Z, —Z,

Equacdo da reta determinada por dois pontos no plano

Sejam dois pontos distintos A (X1,y1)e B (xz,yz). Podemos determinar a
equacdo da reta que passa por esses pontos. Observe a Figura 4.4.

Figura 4.4 | Equacéo da reta

Fonte:elaborada pelo autor.
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Isolando o triangulo formado na Figura 4.4 e calculando a tangente do angulo 0
formado (vide Figura 4.5), temos:

tgezyZ_y1.
X, — X,

Figura 4.5 | Triangulo retangulo

Yo—=Y1

X3 — X4

Fonte: elaborada pelo autor.

Tomando tg@ =m (em que m é chamado de coeficiente angular da reta) e

ajeitando a equacao, temos:

Yo=Y, =m(X2 _X1)'
Se um ponto P (x,y) pertence a essa reta, temos que:

y=Yi=m(x-x,) = y-y,=mx-mx, = -—mx+1-y+(-y,+mx)=0:
%,_J

a b
c

ax+by+c=0.

Essa é a denominada equagédo geral da reta no plano.

Encontre a equacado geral da reta que passa pelos pontos A(1,4) e
B(-2,5).

Solucao: Primeiro, substituimos os pontos dados, para encontrar o
coeficiente angular:

5-4-m(-2-1) = m=_%_
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Depois, escolhemos qualquer um dos pontos e, junto com o coeficiente
angular, encontramos a equacao da reta:

y—4:—%(x—1) = x+3y-13=0.

@ Reflita

Vocé pode escolher qualquer um dos pontos A ou B e substituir suas
coordenadas no lugar de (x1,y1) ou (x2,y2), gue a equacao da reta
obtida sera a mesma.

Além disso, se ax+by +c=0 ¢ a equacdo da reta r,
k-ax+k-by+k-c=0 também o€, paratodo k # 0.

Podemos encontrar a equacdo da reta por meio de um determinante. Como ja
vimos nas unidades anteriores, uma das aplicacdes do determinante € a condicao
de alinhamento de pontos, ou seja, se © determinante contendo as coordenadas de
trés pontos for nulo, entdo, esses pontos stara almhafos (sojjre uma mesm retaj.
Portanto, se a reta r passa pelos pontos A XY X2 Y2 , um ponto P
pertencera a ela se:

x y 1
Xy, 1=0
X, ¥, 1

n Exemplificando

Encontre a equacao geral da reta que passa pelos pontos A(5, —4) e

B(6,2).

Solucao: Substituindo as coordenadas dos pontos, temaos:
x y 1

5 4 1=0

6 2 1

U4

Calculando o determinante e igualando a zero, obtemos a equacao da

reta:

—4x+6y+10+24 -5y -2x=0.
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Logo, a equacdo geral da reta que passa pelos pontos A e B é:
6x-y—-34=0

Quando temos a equacdo geral da reta @x +by +¢ =0 para encontrar
o coeficiente angular m, basta usarmos a expressao:

m= —% (coeficiente angular).

Angulo entre retas

Figura 4.6 | Retas formando o angulo 0

\

Fonte: elaborada pelo autor.

Sejam r e s duas retas distintas que se interceptam, formando o angulo 0 entre
elas, como mostra a Figura 4.6.

Sendo O o menor angulo formado pelas retas r e s, para calcular esse angulo,
USaImos a expressao:

m,—m;
1+m.m,
coeficiente angular da reta s.

tgo = . em que m,_ ¢ o coeficiente angular da reta r e mg € o

Podemos justificar a formula anterior por meio da geometria plana e da
trigonometria, como na Figura 4.7.
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Figura 4.7 | Angulo @ entre duas retas

Ay
\ S

N

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que @, € um angulo externo do triangulo formado pelas retasre s e o
eixo x. Logo, ele € a soma dos dois angulos internos ndo adjacentes a ele, ou seja,
0,=0+0,=0=0,-0,.

Como ja visto, temos que m, =tg6, e m, =tg6,. Como 0 =0, -0,, entdo
tgo =tg (6, -6,)
Usando a trigonometria:

tg0,-1tg0,
g0 =t9(0,-0,) = 141906, 196,

Substituindo m, =tgf, e m; =tg6,, e colocando o mddulo para garantir o
menor angulo formado pelas retas, temos:

S

g0 =
1+mm

. COMO queriamos demonstrar.

Caso as retas tenham equacdes simétricas no espaco, entdo, o angulo formado
entre elas ¢ dado pela expressao:

., em que r, e r, sdo os vetores diretores das duas retas,

cosf =
|n||rz|
respectivamente.
Exemplificando

Sejam as retas rm 3x -5y +11=0 e s: x+4y -9=0. Encontre o
menor angulo formado por elas.
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Solucado: Primeiro, vamos encontrar o coeficiente angular das retas:
a -3 a -1
m :——:—:0,66 ms:_—:—:_0,25
' b -5 b 4

Depois, substituiremos esses valores na expressao:
_|0,6-(-0,25)|
[1+0,6(-0,25)|

:|mr — My
|1+mrms

tgo

Logo, o angulo 6 € o angulo entre as retas r e s, cuja tangente vale 1.
Portanto, 6 = 45°.

@ Faca vocé mesmo

Sejam uma reta, , que passa pelos pontos A (2,9) e B (—1,3) e outra
reta, s, distinta, que passa pelos pontos C (0,4) eD (5, —2) . Encontre o
menor angulo formado por elas.

! Pesquise mais

Acesse o seguinte material e aprofunde seus conhecimentos sobre
equacOes da reta:

MIRANDA, Daniel; GRISI, Rafael; LODOVICI, Sinué. Geometria analitica
e vetorial. Disponivel em: <http://gradmat.ufabc.edu.br/disciplinas/listas/
ga/notasdeaulas/geometriaanaliticaevetorial-SGD.pdf>.  Acesso em: 5
ago. 2016.

Sem medo de errar

Retomando o problema proposto inicialmente, lembre-se de que vocé precisa
calcular a inclinacao da placa instalada pela sua empresa.

Para isso, primeiramente, vocé precisa encontrar a equacao da reta que serve Como
suporte para a sua placa. A Figura 4.1 mostra que, vista lateralmente, a placa pode ser
entendida como uma reta que passa pelos pontos (1 5,0, 68) e (40,0,168).

Para determinarmos a equacao da reta que passa por esses pontos, o primeiro

AB =(40,0,168) - (15,0,68) = (25,0,100).
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Escolhendo o ponto A e tendo o vetor v = AB, temos as equacoes parametricas:

X =15+ 25t
r. y=0
z=68+100t

Comoy =0, areta esta sobre o plano xz, e sua "sombra’, ou projecdo, sobre o plano
horizontalxy, ¢ aretas: (0,0,0)+ k -i ,com k € . Portanto, o angulo formado entre
as retas € o mesmo formado entre 0s seus vetores diretores, a saber:

‘A—Bﬂ |(25,0,100)-(1,0,0) |25-1+0-0+100-0|
€0sf=—— = co0sf= =
4B J25% 07 + 1002 +02 402 /225+10000
cos6 :i = c0s0~0,247 = 0O<=~arccos0,247 =75,7°
101,119

Sendo assim, o angulo de inclinacao da placa € de, aproximadamente, 75,7°.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas situacoes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e, depois, compare-as com as de
seus colegas.

Vigas estruturais

Conhecer os conceitos e os fundamentos da geometria
analitica e da élgebra vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geometrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a engenharia.

1. Competéncias

Conhecer as diferentes equacdes da reta e como determina-

2. Objetivos de aprendizagem -las. Calcular a inclinacdo da reta.

3. Conteudos relacionados Sistemas, determinantes, plano cartesiano, proporgao.

Para montar uma casa no estilo enxaimel, casas tipicas de
Joinville, Santa Catarina, sua empresa instalou duas vigas de
madeira para montar o telhado. A primeira passa pelo ponto A
4. Descricdo da situagdo-problema | (1,4) e B (-3, -8). Ja a segunda, pelos pontos C (2, -4) e B (-1, 11).
Vocé precisa determinar o &ngulo exato entre as vigas para
poder instalar o telhado e projetar o restante da casa. Qual
seria esse angulo?
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Para determinarmos a equacao das retas suportes das vigas
que passam por esses pontos, podemos utilizar a expresséo:

x y 1
Xy, =0
X, ¥, 1

Para a primeira viga, substituindo os pontos dados e calculando
o determinante, temos:

x y 1
1 4 1=0=4x-3y-8-y+12+8x=0.
-3 -8 1

Ou seja, a equacdo da reta que representa a viga €
3x-y+1=0, e o seu coeficiente ¢:m, =3

Para a segunda viga, substituindo os pontos dados e
calculando o determinante, temos:

5. Resolucgéo da situagao-problema

x y 1
2 4 1=0=>-4x-y+22-2y-4-11x=0 .
-1 11 1

Ou seja, a equacdo da reta que representa a viga €
-5x -y +6=0 e oseu coeficiente é: m, =-5.
Para determinar o angulo entre as duas retas, usamos a

expressdo:
m —-m
tge =S|
1+m.my

Substituindo os coeficientes, temos:

3-(-5)

——————|=0,571= 60 = arctg 0,571= 29,745° .
1+3-(-5)

tg0 =

Portanto, o angulo entre as retas € de, aproximadamente,
29,745°.

Faca valer a pena

1. Areta de equacao y + kx =2 passa pelo ponto (k, —6). Sabendo que
esse ponto esta no quarto quadrante, qual é o valor de k?
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2. Considere, no plano cartesiano, o triangulo retangulo determinado
pelos eixos coordenados e pela reta de equacao 12x + 5y = 60. Qual é a
area desse triangulo, em m??

a) 20 m?

3. Seja a reta r, de coeficiente angular 10, que intercepta o eixo y em um
ponto de ordenada k. Ja a reta s, de coeficiente angular 9, intercepta o
eixo y em um ponto de ordenada (. Se as retas r e s interceptam-se em um
ponto de abscissa 6, entdo, qual é o valor aproximado de k?

a) 0,91

b) 54+(

c) 6l

d) 0,59+
) —6+!

D
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Secao 4.2

Equacao geral do plano

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Vocé se lembra de que, na se¢ao anterior, estudou equagdes da reta e angulo entre
duas retas? Vocé precisou calcular o angulo em que iria instalar uma placa de energia.
Esperamos que tenha percebido que, em muitas situacdes como essa, voce utilizara
equacdes da reta e 0 angulo entre elas. Suponha, agora, que sua empresa vai construir
uma casa e precisa determinar a intersecao de duas paredes, como na Figura 4.8.

Figura 4.8 | Planos secantes

Fonte: elaborada pelo autor

Ao olhar a planta, vocé percebe que a primeira parede € um plano que passa pelos
pontos A(1,0,2), B(4,—1,3) e C(3, 5,1). Ja em relagdo a segunda parede, vocé
tem a equacdo do plano que a contém: 3x —6y +8z+1=0. Para determinar a
intersecao dessas duas paredes, vocé precisara de alguns conceitos. Vamos a7
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Nao pode faltar

Para resolver a situacdo descrita e outras situacdes-problema que possam existir,
precisamos de alguns conceitos importantes.

Equacao geral do plano

Figura 4.9 | Plano a e vetor n= (a.b,c)

Fonte: elaborada pelo autor.

Sejam P0 (Xo,yo,zo) um ponto pertencente ao plano a , e B = (a, b, C) um vetor
normal ao plano. Tome um ponto genérico do plano P(x, y,z), como na Figura 4.9.

Como n & normal ao plano, e P e o . temosque n | PO—P —n. PO—P =0 . Portanto,
temos (a,b,¢)- (X — Xy, ¥ = ¥4, 2 — 2,) =0. Dessa forma, obtemos a equacdo geral
do plano:

a(x—x,)+b(y-y,)+c(z-2z)=0.

ou

ax+by+cz+d=0,

emque d =-ax, — by, —cz,.

Essa mesma equacao também pode ser obtida se tivermos dois pontos,

Po (X0:Y0:2,) © P, (X, ¥1,2;). € um vetor, a:(uwuz’us) :

X=Xy Y=Yy Z-2,
Xo =X, Yo=Y Z,-%Z|=0.
u u, U,
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ou, atée mesmo, com trés pontos Po(xo,yo,zo) . F’1(X1,y1,z1) e Pz(xz,yz,zz),
como na Figura 4.10.
X=X Y=Yo Z2-%
Xo =Xy Yo= Y1 4y~ 4=
Xi=Xp Vi=Y, 41— %

Figura 4.10 | Plano determinado por P, P1 e P2

Fonte: elaborada pelo autor.

Equacéo vetorial do plano

Figura 4.11 | Plano determinado por PO deV

Fonte: elaborada pelo autor.

Seja a um plano que contém o ponto F’O(Xo,yo,lo)e é paralelo aos vetores
U= (u,uyuy) e v=(v,Vv,v,), com y e v ndo paralelos. O ponto P (x.y.2)
pertencera ao plano a se, e somente se, os vetores PP, u e v forem coplanares

(estiverem no mesmo plano, como na Figura 4.11). Nesse caso, o determinante
calculado com as coordenadas desses trés vetores € nulo, ou seja:

X=Xy Y=Yy Z2-2
u, u, u, [=0-
V1 V2 v3

Como os vetores PP, ue v devem ser coplanares, o plano & também pode
ser representado pela equagdo vetorial do plano:

(xy,z)=HR +t-v+h-u comthe
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Encontre a equacdo geral do plano que passa pelos pontos A (6,15), B
(3.0,-4) eC (11-3).

Solucdo: Para encontrar a equacao do plano, basta substituirmos os
valores dados:

X=Xo Y=Yy Z-%

Xo =Xy Yo=Y1 Zo—24|=

X\ =Xy Yi=Y2 474

-X+6-3z+15+18y -18-2z2+10+9x-54+3y -3=0.

Logo, a equagdo doplano € 8x + 21y —5z 44 =0. Observe quea = 8,
b=2l,c=-5ed=-44

Um ponto R, (xo,yo,zo) pertencera ao plano, se satisfizer a equac¢ao
ax + by + cz +d =0, quando substituimos os valores de suas coordenadas,

ou seja,

ax, +by,+cz,+d=0.

Para determinar a intersecao do plano com os eixos coordenados,
igualamos duas das coordenadas a zero:

e Intersecdocomoeixox = y=z=0.
e Interseciocomoeixoy = x=z=0.

+ Intersecdocomoeixoz = x=y =0.
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Equacdo segmentaria do plano

Figura 4.12 | Equacdo segmentaria do plano

Fonte: elaborada pelo autor.

Para determinar a equacao segmentaria, suponha um plano a, como na Figura
4.12. O plano a intercepta os eixos nos pontos P (p,0,0), @ (0,9,0) eR (0,0,r).
Substituindo as coordenadas dos pontos na equacao do plano, temos:

+ ParaopontoP (p,0,0):ap+b-0+C-0+d:0:>p:—g.
a

+  Paraoponto Q (O,q,O):>a-O+b-q+c-0+d:O:q:—%.

« ParaopontoR (0,0,r):>a-0+b-0+c-r+d=0:>r:—g.

c
Agora, na equacdo geral ax + by +cz+d =0, dividindo tudo por (—d), temos:
ax by cz d X y z
—t——+—+—=0 = —+—+—=1.
-d -d -d -d d -d -d

a b c

Substituindo por p, g e r, temos a equagao segmentaria do plano: X + y + Z_ 1.

p q r

D Exemplificando

Obtenha a equacado segmentaria do plano de equacao geral
5x+10y -8z-40=0.

Solugao: Para encontrar a equacdo segmentaria do plano, primeiro,
isolamos d e, depois, dividimos toda a equacao por —d.

5x+10y -8z-40=0 = 5x+10y-8z=40
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Dividindo ambos os lados por —d = 40, temos: 5_X + ﬂ — % _40

40 40 40

Logo, a equacdo segmentaria do plano é X + Y + Z_ 1.

-5

@ Faca vocé mesmo

Encontre a equacao geral e segmentaria do plano que passa pelos pontos
A(913).8 (1-3,4) eC (215).

Equacdo do plano que passa por um ponto e é ortogonal a um vetor

Figura 4.13 | Plano que passa por PO e é ortogonal a Z[

<y

Fonte: elaborada pelo autor.

Sejam um ponto P, (Xo,yO,Zo), pertencente ao plano @, e um vetor EI = (a, b,C),
ortogonal ao plano o como na Figura 4.13. Tomando um ponto P(x,y,z) qualquer
de a temos:

PP = (X~ 50y Yoz 20) = (x=2)i+ (y = o) ] +(2-2)K.

Os vetores PP e u sio ortogonais, portanto, seu produto escalar é nulo:

PP-u=a-(x-x)+b-(y-y,)+c-(z-2,)=0= ax+by+cz—ax, by, —cz,=0.

Fazendo —ax, — by, — ¢z, =d, temos a equagdo do plano procurada:
ax+by+cz+d=0

@ Reflita

Note que a, b e ¢ sdo as coordenadas de um vetor ortogonal ao plano, ou
ainda, normal ao plano « .
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Exemplificando

Encontre a equagdo do plano que passa pelo ponto A(1,4,5) eé
ortogonal ao vetor u =(-3,1,4).

Solucado: Primeiro, vamos substituir as coordenadas do vetor na equacao
doplano: ax+by+cz+d=0=-3x+1y+4z+d=0.

Agora, como Aea, temos: =3-1+1-4+4-5+d=0=d =-21.

Logo, a equagéo do plano procurada é —-3x+y +4z-21=0.

Posicdes relativas entre planos

Figura 4.14 | Planos paralelos

/
A
// ‘7
.«-"/ o ,.//
ani=J

Fonte: elaborada pelo autor.

Sejam os planos a: ax+by+cz+d=0e A: ax+by+cz+d, =0. Esses
planos podem ser paralelos, ortogonais, secantes ou coincidentes. Veja como:

e Planos paralelos

Sejam os planos a: ax+by+cz+d=0 e A:ax+by+cz+d =0.
dizemos que @ e A sdo paralelos se, e somente se:

a_b_c

a1 b1 C1

Em particular, os planos o e A serdo coincidentes se:
a b c¢c d

Equagdes de retas e planos



Figura 4.15 | Planos ortogonais

anldl=r

Fonte: elaborada pelo autor.

Planos ortogonais

Paraosplanos a: ax+by +cz+d=0 e A: ax+by +c,z+d, =0, dizemos
que @ e A sdo ortogonais se, € somente se:

aa, +bb,+cc,=0.

Determine m e n para que os planos 3x + 8y+2z+14=0 ¢
(m-2)x+6y+(n-1)z+12=0 sejam paralelos.

Solucao: Para que os planos sejam paralelos, devemos ter a._ 2 _°
3 8 2 a b o
Substituindo os valores dados: —~ = _ .
(m-2) 6 (n-1)
17

Da primeira igualdade, segue: 8m—16=18:>m=7- Da segunda:

8n—8:12:>n=§.Portanto, m:1—7 e nzé,
2 4 2

Figura 4.16 | Planos secantes

Fonte: elaborada pelo autor.
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e Planos secantes

Os planos secantes tém, como intersecdo, uma reta. Um par de planos sera secante
guando eles nao forem paralelos, e isso inclui © caso em que os planos sao ortogonais.

Dados dois planos secantes, tendo posse de suas equacdes, interessa-nos saber a
equacgao da reta que corresponde a intersecao deles.

Para determina-la, podemos proceder da seguinte forma:

Sejam os planos &> ax+by+cz+d, =0 e A: a,x+b,y+c,z+d,=0 A
intersecdo dos planos o e A & uma reta, que € obtida resolvendo o sistema:

ax+by+cz+d =0
a,x+by+c,z+d,=0

nas variaveis x, y e z.

* Planos coincidentes

Dizemos que a e ) sdo coincidentes se a,=a,.b,=b,, ¢, =C, e d, =d,.

D Exemplificando

Encontre a equacdo da intersecdo dos planos a, @ 5x -2y +z+7=0¢
a,: 3x-3y+z+4=0"

Solucdo: Para encontrar a equacao da reta que € a intersecao desses dois
planos, devemos resolver o sistema:

5x-2y+z+7=0
3x-3y+z+4=0

Temos duas equacdes e trés variaveis, logo, temos um sistema
indeterminado. Para resolver esse sistema, vamos atribuir um valor
qualquer, genérico, para x. Fazendo X = A, vamos resolver o sistema:

1. Multiplicando a primeira equagao por (-1) e somando com a segunda
equacdo, temos: 21 -y -3=0=y =-21-3.

2. Tomando o mesmo sistema e multiplicando, agora, a primeira equacao
por (—=3), a sequnda equacado por (2) e somando-as, obtemos:

91-z-13=0=>z=-91-13.
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Logo, a equacdo da reta que € a intersecao dos planos, o, e «,, €:

X=A
rqy=-21-3
z=-91-13

OU s€ja, 0S pontos que pertencem a essa reta sao do tipo

(2,-22-3,-91-13).

Angulo entre dois planos
Sejam os planos o, : ax+by+cz+d, =0 e a,: ax+b,y+c,z+d, =0,

e os vetores, ( = a1f+ bJ + Cj e v=a,i+b,j+c,k, vetores normais aos planos
Qa, e a,, respectivamente.

Figura 4.17 | Angulo entre dois planos

a: asx+boy+coz+da=0

= (a‘la bl: Cl)

’17 — (GQ, bg, Cz)

ay: qr+by+ez+di=0

Fonte: adaptado de: <https://goo.gl/bQNUPa>. Acesso em: 30 ago. 2016.
O angulo 6 formado pelos planos a, e a,, como na Figura 4.17, € dado por:

‘E";‘ aa, +bb,+c,.c
cosf =—— = cosf = |2, + bib, + ¢, :
‘UHV‘ JaZ+bZ+c2 a2+ b2 +c)}

Observe que essa formula advéem do produto escalar, com a especificidade de
considerarmos sempre © menor angulo formado entre os planos, 0° < @ <90°, por
isso, Usa-se |u - v| ao invés de g-v no numerador da razdo que fornece 0 cosseno
do angulo.
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@ Faca vocé mesmo

Encontre o angulo 6 formado entre os planos o, :7X -3y —z+2=0
e a, sabendo que o plano a, passa pelos pontos A(1,0,5), B(_2,1,3)
e C(-3,-14).

! Pesquise mais

Acesse 0 seguinte artigo e aprofunde seus conhecimentos sobre equagdes
do plano:

CRUZ, Luiz Francisco da. Plano. In: ______ . Calculo vetorial e geometria
analitica. cap. 6. Disponivel em <http://wwwp.fc.unesp.br/~lfcruz/GA_
CAP_06.pdf>. Acesso em: 20 ago. 2016.

Sem medo de errar

Retomando o problema proposto, inicialmente, lembre-se de que vocé precisa
calcular a equacdo da reta que representa a intersecdo de dois planos, mas, para isso,
primeiro, vOCé precisa encontrar a equacao de um dos planos, visto que a outra e
conhecida.

Considere a4, o plano que passa por A(10,2), B(4,-13) e C(3,51).e0
plano a,: 3x-6y+8z+1=0. Para determinarmos a equagao de a4, podemos
utilizar a expressao:

X=Xy, Y—Y, Z-2,

Xo =Xy YYo= Y1 Z,—-2|=0

X\ =Xy Yi=Y2 474

Substituindo as coordenadas dos pontos dados e calculando o determinante,
temos:

x-1 y-0 z-2/ [x-1 y z-2
1-4 0+1 2-3/=[-3 1 -1|=0 = 2x-2-y+18z-36-z+2+6y—-6x+6=0
4-3 -1-5 3-1 1 -6 2

Logo, a equagdo do plano oy ¢ —4x+5y +17z2-30=0.

Para encontrar a equacao da reta que € a intersecao desses dois planos, devemaos
resolver o sistema:
3x-6y+8z+1=0
-4x+5y +17z-30=0
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Temos duas equacdes e trés variaveis, logo, temos um sistema indeterminado. Para
resolver esse sistema, vamos atribuir um valor qualquer para x. Fazendo x = A, temos:

1. Multiplicando a primeira equacao por 17, a segunda equacao por -8 e somando,
obtemos:

_ 832+257
142

2. Tomando o mesmo sistema e multiplicando, agora, a primeira equacao por 5, a
segunda equacao por 6 e somando-as, obtemos:

—9/1+1422—175:0:>2=M.
142

Logo, a equagao da reta que € a intersecao dos planos @, e o, é:

831 142y +257=0= y

X=2
. 283/l+257
142
91 +175
Z=—"T—
142

OU seja, 0s pontos que pertencem a essa reta sao do tipo

(l 831 + 257 91-1—175)
com A e

142 7 142
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas situacoes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e, depois, compare-as com as de

seus colegas.

Planos inclinados

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e fundamentos da geometria analitica
e da algebra vetorial que apoiem o desenvolvimento de uma
Visdo geométrica e algeébrica ampla para ser aplicada em
problemas ligados a engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Determinar o angulo entre dois planos.

3. Conteudos relacionados

Equacéo do plano e angulos entre planos.

4. Descricao da situacao-problema

Um engenheiro instalou duas pequenas placas planas dentro
de uma maquina, de maneira que ambas nao sejam paralelas.
Ele precisa determinar o angulo entre essas placas. A primeira
tem equagdo 3x-y+z-1=0 e a segunda, equagdo
6x+2y—4z+7=0 , ambas obtidas com base no esboco
tridimensional do projeto, feito em computador. Qual € o
angulo encontrado pelo engenheiro?

5. Resolugao da situagdo-problema

Primeiramente, ele precisa considerar os vetores U = (3,-1,1)
e v =(6,2,—4) normais as placas 1 e 2, respectivamente.

u ’

Depois, determinar ‘U : V‘ , |V| e o cosseno do angulo @

entre eles:

0-v|=[3-6+ (~1)-2+1-(-4)| =[12] =12

o] =32 + (17 4+ 23317 ] = J6% + 22 + (-4)" 7,483

u-v 12
cosf = —— =>cosf=x——— = cos6 20,483

ullv 3,317-7,483

Logo, O € o arco cujo cosseno ¢ de, aproximadamente, 0,483,
ou seja, @ =arccos0,483 e O ¢ de, aproximadamente,
61,118°.

Dessa forma, as placas formam, entre si, um angulo
aproximado de 61,118°.

U4
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1. Qual é a equacao geral do plano que passa pelo ponto A (2,1,—2) ee
x=-4+3t

perpendicular a reta de equagdo <y =1+2t ?
z=t

a)3x+2y+z-6=0

b) 2x+2y+z-8=0

c) -7x+y+6z-1=0

d —x-4y+z-8=0

e)bx-y-z-3=0

2. Qual é a equacdo do plano que passa pelos pontos A (2,1,—1), B
(0,—1,1) C (1,2,1)?

a x+y+z-6=0

b) —x+2y +z-11=0
c) -3x+y+9z-1=0
d) x-3y+z-8=0
e) 3x—-y+2z-3=0

3. Sejam os planos o, :x+my+2z-7=0 € «,:4x+5y+3z+2=0.
Qual sdo os valores de m, para que o angulo entre os planos seja de 30°?

alm=4em=3
bl m=1em=7
c)m=9em=8
dm=5em=2
elm=0em=6
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Secao 4.3

Distancia entre dois pontos

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Na secdo anterior, vocé estudou sobre planos. Vocé encontrou as diferentes
equacgdes do plano, o angulo entre dois planos e a intersecdo entre eles. Nesta
secao, vocé vai aprender a calcular a distancia entre dois pontos e entre ponto e reta.
Suponha que sua empresa esteja terminando de montar a casa que VOCé COmecou a
construir na secao anterior. Para fazer uma instalacao elétrica, vocé precisa determinar
o tamanho do fio a ser usado e calcular o orcamento para o seu cliente. O fio a ser
instalado saira de um ponto de sua parede até uma viga de madeira. Na ocasido de
realizar essa verificacdo, vocé estava sem sua trena, mas por meio de calculos, vocé
conseguiu determinar que a viga passava pelos pontos A (1 0,12) e B(9,18) ,equeo
ponto de onde partira o fio € P(8,6) . O comprimento do fio € medido em metros e
cada metro custa RS 38,56. Sabendo que, na instalacdo a ser feita, vocé gastara 20% a
mais de fio do que o comprimento real, qual sera o orcamento a passar ao seu cliente?

Para calcular a distancia do fio e fazer o orgamento, vocé vai precisar saber alguns
conceitos. Vamos (a7
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Distancia entre dois pontos

Figura 4.18 | Distancia entre dois pontos

Ay
Yo fermmmrmmre g :PZ
g |
P !
Y1 L FA
0 X4 xl2 %

Fonte: elaborada pelo autor.

Sejam os pontos P, = (X1,y1) e P= (Xz,yz). Para calcular a distancia entre os
pontos P, e P, aplicaremos o teorema de Pitdgoras no triangulo da Figura 4.18.

__Observe que o triangulo PAP, ¢ retdngulo em A e que seus catetos sdo
PA=x,-x,e PBA=y, -y, Aplicando o teorema de Pitagoras, temos que:
2.

d? =(X2 _X1)2 +(Y2 _Y1)

d=\/(X2 _X1)2 +(¥, _Y1)2 -

Encontre a distdncia, em metros, entre 0s pontos A=(5,—7) e
B=(3,8).

Solugdo:  Utlizando a  formula d = \/(X2 - X, )2 +(¥,— ¥4 )2 e
substituindo os valores dados, temos:

d=\(3-5) +(8- (7)) =d=a+225,

Logo, a distancia entre os pontos A e B é d=4/229m ou de,
aproximadamente, 15,133 m.
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Distancia entre dois pontos no R®

Sejam os pontos P, = (X1,y1,z1) e P, = (xz,yz,zz) .Adistancia entre esses dois
pontos No espaco € dada pela formula:

dz\/(x2 )+ (v -v) +(z-2)

A demonstracdo dessa formula consta em Venturi (2015, p. 52).

Exemplificando
Encontre a distancia, em centimetros, entre os pontos A = (2, 4,7) e

B=(4,6,-1).

Soluggo: Utilizando a formula d = \/(X2 - X, )2 + (y2 7 )2 + (22 -z, )2

e substituindo os valores dados, temos:
a!=\/(2—4)2 +(4-6) +(7—(-1)) >d=4+4+64=8485

Logo, a distancia entre os pontos A e B é de, aproximadamente, 8,485 cm.

Pontos que dividem o segmento numa razao dada

Figura 4.19 | Razdo de segmentos
Ay
Y2

y
Y1

0

Fonte: elaborada pelo autor.
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Observe a Figura 4.19. Nela, temos o segmento de comprimento PP, , com
P,=(x,y,) € P,=(X,¥,)- Seja um ponto P =(x,y). que divide o segmento

@ na razdo k, ou seja, k = g entdo, temos:
2
PO B S A
P,P X, — X YoV

Isolando x e y nas equacdes, temos:

KXt K Yotys
k+1 k+1
Assimile

Se k = 1, entdo, o ponto P coincide com o ponto médio do segmento
PP, . e as formulas para as coordenadas do ponto médio sdo:

X:Me :M

2 2

Baricentro de um triangulo

Figura 4.20 | Baricentro do triangulo

Fonte: elaborada pelo autor.

Baricentro de um triangulo € o encontro de duas medianas. O baricentro,
representado pela letra G, divide cada mediana em duas partes, como na Figura 4.20:

O baricentro divide a mediana na proporcao 2 para 1, ou seja, I\IL/\1=(G-} =2.
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Logo, temos que:
Xs — X
26 7A = 2 ou XG =

Xy, — Xg 3

X, +2X,,

Xg + Xg o - -
Como X, =——7— substituindo na expressao anterior, temos:

x. = Xat X+ Xc  Analogamente, para a coordenada referente ao eixo y, temos:
5=
3

:M e :M . Substituindo a segunda formula na primeira,
Ye 3 M 2
temos: Yo = YatYstYe Portanto, as coordenadas do baricentro do triangulo sao
3
dadas por:
Xyt X+ X YatYstYe

O baricentro é o ponto G (Xg:Ys ).

D Exemplificando

Seja um tridangulo cujos vértices estdo Nos pontos A(2,5), B(7,_1)_ e
C (4, —2). Determine as coordenadas do baricentro desse triangulo.

Solucao: Para encontrar o baricentro de um triangulo, usamaos as

X, + Xz +X + +
2AaT A8 %c _YatVetVe Substituindo os

expressdes Xg = 3 p 3

pontos dados, temos:

:M;4,33 e yszw;o,67.

G

Logo, as coordenadas do baricentro sao, aproximadamente,

G(4,33; 0,67).

Assimile

oy
¥

O baricentro também € conhecido como centro de massa. E o lugar onde
se aplica uma forca para se levantar o sistema em equilibrio.
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Distancia de ponto a reta

Figura 4.21 | Distancia de ponto a reta

4

Fonte: elaborada pelo autor.

Sejam um ponto qualquer P(X,,y,) e a reta r de equacdo ax +by +c¢=0,
como na Figura 4.21. Queremos encontrar a distancia do ponto P a reta r.

Uma das maneiras de encontrar a expressao que determina essa distancia procurada
€ por meio da area de um triangulo. Observe, na Figura 4.21, o triangulo PPP”, em que
P'(Xy,y4) € P"(X5,¥5,) sao pontos de r. Baseado nele, temos que:

d. .d 1 Xo Yo 1
Areaz% e Area=_|det|x, v, 1
Xy 1

Com base nas igualdades anteriores, temos:

d | d B 1 XO yo 1 XO yO 1
% 5 det| x, y, 1 = dp, dpup=|det| X, y, 1 =
Xy 1 o

o, - dpnpr =[(Xg = X1)Y2 + (X, = X0 )4 + (X = X,)Y,|

Como  P'(x;,y)e  P"(Xy,¥,) pertencem a rax,+by,+c=0 e
ax, + by, +c=0 e ainda:

—-ax,—¢C —ax, -¢
by,=-ax,-¢c = Y, :# e by,=-ax,-¢c = Yy, ZT'
Logo:
—ax, —C —ax,

—-C
dp, - dpp =|(Xo = X) +(x; - XO)T + (X = X3)¥,
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a-Xy-X, C-X, a@X5:%X C-X
dp dpupr ==Xy Yo+ X Yo — Z z - b2 g L+ b1|
de -d.. :_(xz—x1).(c+y0.b+x0.a)|: —x)(c+yy b+x,-a)|
pr 9pnp b | 5 |
O, o :|x2—x1|.|c+y0.b+x0.a|.

6

Temos, ainda, que dp.p. = \/(X2 - X )2 +(¥, - ¥4 )2 e |b|2 = b* . Da equacio
da reta, segue também que:

—ax, —¢ a -C a_y,—y a
Y1:+:__X1+_ = —-=t—1 = Y2_y1:__(X2_X1)
b b b b X, — X, b

——

Yo=YVt

Xp—Xq
Portanto:

%, = x;|-|c+yo b+ X, -4 ;

dp, '\/(Xz _X1)2 +(¥> _}’1)2 =

|b]

J |x - x| |c+y0 b+x0-a| ~ %, = x|-lc+y,-b+xy-a]
Pr — - 5

BIy(X, =%, ) +(v2 = 1) |b|\/(X2—X1)2+(—Z(x2—x1)]
J _|x2—x1|-|c+yo-b+x0-a| - %, = x;|-lc+yo-b+Xy-a|
Pr — 2 - 5

a a

b \/(xz—x1)2£1+(—b]] X, - x| |b|2[1+(bj]
J :|c+y0-b+x0-a| _ |axo+by0+c|A
rr 5 a® Ja? + b?

b 1+?

Sendo assim, a distancia do ponto P(Xo,yo) areta r:ax+by+c=0 ¢é dada
por:
lax, + by, +c|

Ja? +b?

dP,r =
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Encontre a distancia, em centimetros, do ponto P(3,9) a reta
r:4x-3y+6=0-

Solucao: Para encontrar a distancia do ponto P a reta r usamaos a expressao:

- lax, + by, + ¢

d r
a Ja? +b?

Substituindo os valores dados, temos:

[4-3+(-3)-9+6|
P,r= 2

42 +(-3)

=d,, =18

Logo, a distancia do ponto Paretar é de 1,8 cm.

A distancia de um ponto P a reta r também pode ser obtida quando
encontramos um vetor unitario n com a mesma direcao de r e um
ponto Q pertencente a reta. A expressdo que calcula essa distancia é:

dp, = |(P -Q)x ﬁ|

A demonstracao dessa formula consta em Venturi (2015, p. 137).

Note que a formula dP,, = |(P - Q) X E| pode ser usada tanto para o plano, quanto

para o espaco tridimensional. Além disso, se d, for o vetor diretor da reta r, ndo
necessariamente unitario, a formula fica como segue:

— P P-Q (7,'
dp, =|(P-Q)xn| = (P—Q)x% _ kT)X

r

e

d

r r

Encontre a distancia do ponto P(5, —8) a reta r que passa pelos pontos

A(7,-11) e B(2,-5).
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Determine a distancia, em centimetros, do ponto P (1,-2,5) a reta

X=—7+t
r:qy=8-3t.
z=06t

Solucéo: Para encontrar a distancia do ponto Pareta r, usamaos a expressao
|QPx¢

d , Mas, primeiro, observe que um vetor diretor da reta r
P,r

d

r

é F, =(1,—3,6). Escolhendo, agora, um ponto qualquer da reta r, por
exemplo, para t = 0 temos Q =(-7,8,0) . Encontrando QP :

QP =(1,-2,5)-(~7,8,0)=(8,-10,5)

Calculando Q—P X cTr :

ik
QPxd, =[8 -10 5|=(-45-43-14)
1 -3 6

Substituindo os valores, temos:

L A(-45)" + (-43)" + (-14)
" 1 (-3) +6?

=d,, =9,41.

Logo, a distancia do ponto P aretar é de 9,41 cm.

Acesse, a partir da pagina 216, a obra de Venturi (2015) e aprofunde mais
seus conhecimentos sobre distancia entre dois pontos e distancia de
ponto a reta.
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Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta secao, devemos encontrar,
primeiro, a equacao da reta que representa a viga. Sabemos que a viga passa pelos
pontos A (1 0,12) e B(9,18) .Para encontrar a equagdo dareta, usamos a expressao

x y 1
x, y, 1=0. Substituindo as coordenadas dos pontos dados e calculando o
X, y, 1

determinante, temos:

x y 1
10 12 1=0=>12x+180+9y -108-18x-10y =0.
9 18 1

Logo, a equagao geral da reta que passa pelos pontos A e B € 6x+y—-72=0.
Agora, vamos determinar a distancia entre o ponto P e a reta r. Para isso, usamaos a
lax, + by, + ¢

expressdo dp, =
Ja® +b?

daretar. 6x+y —-72=0, temos:

- Substituindo as coordenadas do ponto P(8,6) e

_|6~8+1-6—72| 18

=d, =——=296.
V62 + 12 :

dP,r

"~ 6,08

A distancia do ponto P, de onde saird o fio até a viga, € de, aproximadamente,
2,96 m. Como serdo gastos 20% a mais de fio, teremos:

20% de 2,96 ¢, aproximadamente, 0,59 m.

Logo, serd gasto umtotalde 2,96 + 0,59 = 3,55 m de fio. Como cada metro custa
RS 38,56, o total a ser gasto com fios sera de, aproximadamente, 38,56 - 3,55 = 136,89
. Assim, o valor total do orcamento € de, aproximadamente, RS 136,89.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas situacoes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e, depois, compare-as com as de

seus colegas.

Comprimento da ponte

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e os fundamentos da geometria
analitica e da élgebra vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geometrica e algébrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados a engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Determinar a distancia entre dois pontos.

3. Conteudos relacionados

Distancia entre dois pontos.

4. Descricdo da situagdo-problema

Sua empresa tem dado muito certo. Vocé montou uma filial
emuma cidade do interior e ja arrumou um trabalho: construir
uma ponte. Vocé esteve presente o tempo todo, analisou e
fiscalizou. Ao final, vocé estabeleceu os pontos de fixagcdo da
ponte em ambos os lados da estrada e concluiu que ela ainda
adentraria ao asfalto 4 m de cada lado. Sabendo que os pontos
que vocé determinou foram A(O,20,27) e B(O,2,21), qual
fol o comprimento total da ponte, em metros?

5. Resolucgéo da situacao-problema

Para calcular o comprimento da ponte, primeiro usamos a
expressao para disténcia entre dois pontos. Depois, somamos
em cada lado os 4 m que foram inseridos ao asfalto.
Calculando a distancia entre os pontos A e B, temos:

dA,B :\/(XB _XA)2 +(YB _YA)Z +(ZB _ZA)2
d,s =(0-0) +(2-20) +(21-27)
d,, =324 +36 18,97

Somando os 4 m de cada lado, ou seja, 8 m, temos o
comprimento total da ponte: aproximadamente, 26,97 m.
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1. Sendo A(3,1), B(4,-4) e C(-2,2) vértices de um triangulo, qual é o
perimetro aproximado desse triangulo, em km?

a) 23,04 km
b) 31,54 km
c) 18,69 km
d) 9,14 km

e) 12,12 km

2. O ponto A(-1,-2) é um vértice do um triangulo ABC, cujo lado BC
esta sobre a reta de equacdo x+2y —5=0. Qual ¢ a altura aproximada
relativa ao lado BC desse triangulo, em metros?

a) 6,18 m
b) 7,01 m
c)521lm
d) 3,29 m
e) 4,47 m

3. Sejam P 3m+1,15} e Q(m,3) pontos pertencentes ao segundo
quadrante que distam 13 cm. Qual € o valor de m?

a) -5

b) -4

c)6

d) -3
)

2

Q)
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Secao 4.4

Distancia entre ponto a plano e plano a plano

Dialogo aberto

QOla, aluno!

Vocé se lembra de que, na secdo anterior, estudou sobre distancia entre dois
pontos? Vocé aprendeu também a calcular o ponto medio de um segmento € o
baricentro de um triangulo. Nesta secao, vocé aprendera a calcular a distancia entre
ponto a plano e entre plano a plano. Esses conteudos nos auxiliam em diversos
calculos da Engenharia e da Matematica.

Suponha que, para finalizar a obra que sua empresa estava realizando, vocé precise
instalar as placas de vidros das janelas. Serdo varias placas que, ao se abrirem, ficardo
paralelas umas as outras. Vocé precisara determinar, exatamente, a distancia entre elas
e, para isso, tera que usar seus conhecimentos matematicos.

Vocé ja determinou as equacdes das placas a serem instaladas. Agora, precisara
determinar a distancia entre elas, quando abertas, como na Figura 4.22.

Figura 4.22 | Distancia entre planos

Fonte: <https://goo.gl/2BKSOH>. Acesso em: 20 set. 2016
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Essa imagem foi gerada por programa de computador, sendo que, agora,
cabe a vocé determinar a distancia entre as placas de vidro, em metros, sabendo
que as equacdes dos planos que as representam sdo a:3x—-2y +5z+1=0 e
pB:—6x+4y-10z-1=0.

Vamos a7

Distancia de um ponto P a um plano o

Sejam um ponto P(Xo,yo,zo) eumplano a:ax+by+cz+d=0, tal que P

esteja fora do plano o . Seja Q(x,y,z) um ponto de a, e n =(a,b,c) um vetor
normal do plano «, como na Figura 4.23:

Figura 4.23 | Distancia de um ponto ao plano

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 4.24 | Cosseno do angulo

Fonte: elaborada pelo autor.

Calculando o produto interno entre o vetor n e o vetor @ , temos:

B-Q_I5=|ﬁ|-|Q_15|-cose
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Retirando da Figura 4.23 o triangulo retangulo em que @ € a hipotenusa (vide
Figura 4.24), temos:

cosO =

‘QP

Substituindo dpa/ ‘@‘ no produto interno, temos:

n-QP
g
Sabendo que ‘B‘:x/a2+b2+c2 e n-QP =(a,b,c) (X, — X, Yo ~ ¥, 2, — 2)

=-ax —by —cz+ax, + by, + cz, e lembrando que —ax —by —cz=d (equagéo
do plano a ), temos:

~ [3-0F=[f-dp, = -

f1es

Pl e

B-Q—P=ax0+by0+czo+d

‘” QP‘ _lax, + by, +0z, +d|

‘ ‘ Jai+b? +¢?

%g‘s Assimile

Dado um ponto P (X,,¥,,2,) € um plano a:ax+by+cz+d=0 a
distancia de P ate ¢ €:

lax, + by, + ¢z, +d|

JaZ +b?+c?

D Exemplificando

Sejamumponto P =(10,5,—4) eumplano a:2x+4y -6z+8=0.
Determine a distancia do ponto ao plano, medida em centimetros.

dP,a =

Solucao: Para determinar a distancia do ponto P ao plano a, usamos a
lax, + by, + ¢z, +d|

Jaz +b? +¢c?
J |2 10+4-5-6-(-4) +8| 9621
o e —6)2 \/__

. Substituindo os valores, temos:

expressao: d, Y=
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Logo, a distancia do ponto P ao plano a € de, aproximadamente,
9,621 cm.

Distancia de um plano & a um plano

Figura 4.25 | Planos paralelos

Fonte: elaborada pelo autor

Sejam dois planos, a:ax+by+cz+d=0 e p:a,x+byy+c,z+d,=0.
Para calcularmos a distancia entre @ e 8, primeiramente, isso so tem sentido se &
e [ forem paralelos. Para calcular essa distancia, utilizaremos a mesma formula de
distancia de ponto a plano:

_|ax, + by, +cz, +d|
Ja? + b2 +¢?

dF’,a

Para determinarmos essa distancia, tomamos um ponto P(xo,yo,zo), tal que
P e a . A distancia dP’ﬁ =0, ;. ou seja, a distancia de um ponto qualquer de @ ao
plano B ¢éigual a distancia entre esses planos, como na Figura 4.25.

Exemplificando

Sejam dois planos, de equagbes a:x+2y—-2z+1=0 e
B:2x+4y —4z+4=0.Determine a distancia entre eles.

Solugéo: Para determinar a distancia entre a e B, Usamos a expressao:
_ lax, + by, + ¢z, +d|
Ja? +b® +¢?

P.a

Primeiro, determinamos um ponto qualquer de um dos planos, por
exemplo, o plano a . Tomemos P(3, 0,2), juntamente com a equacao
doplano f:2x+4y —4z+4 =0, e substituimos os valores:
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|2-3+4.0-4.2+4] 1
22442 4 (-4} 3

dF’,a

Logo, a distanciaentre a e € _ de uma unidade de comprimento.

Reflita

Por que nao convem calcular a distancia entre dois planos, se eles nao
forem paralelos?

Distancia entre duas retas

1. Se duas retas sdo concorrentes, por definicdo, a distancia entre elas € nula. O
mesmao ocorre para 0s planos: quando se interceptam, a distancia € nula.

Figura 4.26 | Retas concorrentes

Fonte: elaborada pelo autor.

2.Seduas retas re s sao paralelas, no IR? a distancia entre as duas € calculada de
maneira similar a distancia entre dois planos. Tome um ponto Per eadistancia
ax, + by, +c
_lax rbyo+e
va® + b?

que (Xo’yo) sdo as coordenadas de P, e a reta s tem equacdo ax+ by +¢ =0.

entre P e r sera a distancia entre r e s, que ¢ dada por dp,

Caso as retas estejam no R®, usamos 0 mesmo processo, mas Com a expressio
op <a]
d

r

3 . . x :
referente ao I, d,, = (vimos essa formula na secdo anterior).
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Figura 4.27 | Retas paralelas

Fonte: elaborada pelo autor.

3.Se as retas r e s sao reversas:

Sejam a reta r, que contém o ponto P1(x1,y1,z1) e tem a direcdo do vetor
u= (a1,b1,c1), e areta s, que contem o ponto P, (xz,yz,zz) e tem a direcdo do
vetor vV = (az,bz,cz) . Considere o plano a paralelo a reta r, contendo a reta s. A
distancia de ra s é a mesma que a distanciade P a @, ou seja, d, = dP1 o

r,s

Mas, da trigonometria cost = | [, ouainda, d,¢ = |N2P1|COSO, a igualdade

N,F

ndo muda se multiplicarmos o segundo membro por 1, logo:

. _— |~ — uxyv
dy = dg, = [NpP|-1-cos0 = |NP|[n|-cos6 . com n=—m.

Note que neéo oposto do versor de U x Vv e que disténcia € sempre um valor
ndo negativo. Portanto:

dr,s = dP1,a = N2P1 'n| .
Como N2 nao foi especificado, tome N, = Pz. Com isso:

dr,s =dP1,a = @;’. :

Finalizando:

pRi| _ PR |[avPR]|

0, - [pPA - PR Kl iy s
|U><V| ‘ |U><V| U><V|

77] R

em que [Z/,v,P1P2 € o produto misto dos vetores u, v e PP, .
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Figura 4.28 | Retas reversas

Fonte: elaborada pelo autor.

Dadas as retas r:P, +t-u e S:P2+k-\;, com t,ke , a distancia
entre elas é€:

rs

]

Determine a distancia entre as retas r :(5,2,1) +(2,-2,3) e
s:(122)+m(1,5-1).

Solugao: As retas r e s sao reversas. Encontrando um ponto em cada reta:
r:(521)+t(2-23)= para t=0= P =(5,21).
s:(12,2)+m(15-1)= Para m=0=Q=(12,2).
Sabemos também que os vetores diretores de r e s sdo:
d, =(2-23) e d, =(15-1).

Determinamos, agora, o vetor QP : QP = (5, 2,1) — (1, 2,2) = (4, 0,_1) .

Calculando cTr X i :

i J k
d xd,=[2 -2 3|=(-135/12).
1 5 -1
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U4

218

Logo, substituindo os valores encontrados na expressao para calcular a
distéancia entre as retas, temos:

T 2 2 3
[.d.QP]] 1
dyg == det|1 5 —1||=
J@4®2+§4422 40 -1
e 64 64 322
J J338 132 13

322
13

[-10+8+0-60-0-2/=

1
V338
Portanto, a distancia entre as retasres e d, ¢

@ Faca vocé mesmo

Encontre a distancia entre as retas reversas r5(1,3,5)+t(2,411)e
s:(1-13)+k(221).

! Pesquise mais

Amplie seus conhecimentos sobre distancia de ponto a plano, acessando
este material: DISTANCIA. Disponivel em: <http://www.basica2.ufba.br/
apostilas/retas-planos/Apost2-6.pdf>. Acesso em: 10 set. 2016.

Sem medo de errar

Retomando o problema proposto no inicio desta secdo, sabemos que as
placas de vidro sao placas planas e que suas equacdes sdo, respectivamente,
o:3x—-2y+5z+1=0¢e B:-6x+4y-10z-1=0. Logo, para determinarmos
a distancia entre elas, basta determinarmos a distancia entre os planos a@ e f,
usando a expressao

_|ax, + by, +cz, +d|

dp, =
,a
va® +b* +c?

Primeiro, determinamos um ponto qualquer de um dos planos, por exemplo, o
plano a . Tomemos P(2,1,—1) e a . Agora, calculamos a distancia do ponto P ao
plano f . Substituindo os valores das coordenadas do ponto P e da equagdo do
plano B:-6x+4y -10z-1=0, temos:
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_|—6.2+4.1—10-(—1)—1|_ 1

f1e4

J(-6) +4% +(-10)

=0,081.

- 152 152

Logo, a distancia entre a e B ¢é de, aproximadamente, 0,081 m ou 8,1 cm.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu, transferindo seus conhecimentos para novas situagcdes
que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e, depois, as compare com as de

seus colegas.

Distancia entre planos

1. Competéncias

Conhecer os conceitos e os fundamentos da geometria
analitica e da algebra vetorial que apoiem o desenvolvimento
de uma visdo geometrica e algebrica ampla para ser aplicada
em problemas ligados & engenharia.

2. Objetivos de aprendizagem

Calcular a distancia entre planos.

3. Conteudos relacionados

Distancia entre planos.

4. Descricdo da situagdo-problema

Para instalar placas solares sobre um telhado, um engenheiro
precisa determinar a equacdo da placa, sabendo que a
equacio do telhado é a:—-X—y —2Z+4 =0 em metros. A
placa deve ficar acima do telhado, sendo paralela a ele, numa
distancia de, pelo menos, 40 cm.

Qual é a equacgao da placa?

5. Resolucgéo da situagao-problema

Como o telhado e a placa devem ser paralelos, a equagdo da
placa deve ter a sequinte forma:

B:—x-y—-2z+k=0,

sendo k um valor a determinar. Caso contrario, nédo seriam
paralelos. O objetivo, entdo, é determinar kK de modo que
d ,=04 m. Vamos tomar um ponto de [3 e calcular

a, . ~ . .
sua distdncia ao plano ¢ . Por simplicidade, considere

P(k,0,0) e B. Temos:

laxy + by, + ¢z, +d|

dp, =
i Ja? + b2 +¢?
1.k-1.0-2-0+4
0,4:daﬁ:dpya:‘ 0-2:0+4
S0P+ (17 + (-2
46
4 ‘—k+4‘ 4\/* —k+4—710 (l)
E: \/E = 10 —‘ k+4‘ 4\f
—k+4_7— an

Equagdes de retas e planos
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Para o caso (I), temos:

46 46

-k+4=—— = k=4-—— = k=4-0,98=3,02.
10 10

Para o caso (), temos:

46 46

-k+4d=——"— = k=4+—— = k=4+0,98=498.
10 10

Portanto, a equagéo da placa sera f:—x-y —-2z2+4,98=0,
em metros.

Faca valer a pena

1. Qual é a distancia aproximada entre as retas r:x+2y—-3=0 e
s:-3x -6y +8=0.em centimetros?

a) 0,12 cm
b) 0,15 cm
c) 0,27 cm
d) 0,02 cm
e) 0,21 cm

2. Sejam um ponto P =(2,4,2) eumplano a:x+3y-2z+4=0.Qual
€ a distancia aproximada do ponto ao plano, medida em centimetros?

a) 3,742 cm
b) 2,573 cm
c) 3,422 cm
d) 4,574 cm
e) 2,886 cm

3. Figura 4.29 | Esfera inscrita no tetraedro

1&2

7 :
1

Fonte: elaborada pelo autor.
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Em metros, qual € o raio aproximado de uma esfera inscrita num tetraedro,
conforme a Figura 4.29, cujos vértices sdo (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1)?

a) 0,199 m
b) 0,198 m
c) 0,342 m
d) 0,234 m
e) 0,211 m
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