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Palavras do autor

Prezado aluno, a aprendizagem € um processo continuo,
uma vez que, voltando ao passado, podemos nos deparar desde
a época em que éramos criancas € nos primeiros anos da vida
na escola, comecamos a aprender 0s conceitos matematicos,
que comecaram do basico e nos proporcionaram conhecer oS
numeros e conta-los, até operacionaliza-los algebricamente e
geometricamente. O tempo passou, chegamos ao curso superior
e conhecemos o calculo, que foi desenvolvido por Gottfried
Wilhelm von Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1643-1727), e
que nos proporcionou aplicacdes de movimentos, variagcdes,
distancias etc.

Nesta etapa, vislumbraremos a unidade curricular Calculo
Diferencial e Integral lll que proporcionara a compreensao de
medidas de comprimento de curvas, calculos de areas em regides
irregulares no plano, volume e massa em solidos arbitrarios, entre
outros. Para isso, € necessario estudar as integrais triplas, como
calcular integrais triplas em coordenadas esféricas e cilindricas,
equacdes diferencias e o uso da Transformada de Laplace para
resolver equacdes diferenciais lineares.

A fim de sistematizar esse aprendizado, dividimos o livro didatico
em quatro partes ou unidades:

Na Unidade 1, os estudos tratardo as integrais triplas, que sao
bem utilizadas em ciéncias exatas, sendo aplicadas em calculo de
volumes, massa, centro de massa e momentos de inércia.

Continuamos nosso estudo sobre integrais triplas na Unidade
2, introduzindo a questdo do calculo de integrais triplas em
coordenadas cilindricas e coordenadas esféericas. Dependendo da
simetria do problema que vocé estiver estudando, pode ser bem
mais simples utilizar outros sistemas de coordenadas que Ndo as
coordenadas retangulares.

Na Unidade 3, € a vez das equacdes diferenciais, que sdo
recursos otimos a serem utilizados nas ciéncias exatas, humanas



e sociais, e que servem para modelar fendbmenos e determinar
indices ou taxas de crescimento ou decrescimento.

Por fim, na Unidade 4 vamos estudar as Transformadas de
Laplace. Com essa transformada € possivel transformar equacoes
diferenciais em equacdes polinomiais (0 que, em geral, facilita
bastante os calculos).

Lembre-se de criar e manter sua rotina diaria de estudos.
Mantenha seu local de estudos organizado, crie pastas e cadernos
separados para cada unidade curricular. Nao deixe suas duvidas se
acumularem e esclarega-as © mais rapido possivel.

Preparado para mais este desafio em sua vida académica?
Vamos la!



Unidade 1

Integrais multiplas

Convite ao estudo

Ol&, aluno! Seja bem-vindo a Unidade 1 deste livro didatico.
Ela tratara uma parte muito importante das integrais multiplas e
nos contemplara com conhecimentos e aprendizagens sobre
0s conteudos de equacao do plano e plano tangente, integral
tripla, volume e centro de massa e area de superficies. Esses
assuntos sao recursos que podem ser utilizados na matematica
propriamente dita e tambeém nas demais ciéncias exatas. Eles
podem e devem ser extremamente importantes a sua formagao,
e no decorrer destas etapas, vocé percebera algumas aplicacdes
a0 seu entorno, nas mais diversas situacdes do seu cotidiano.

Vocé ja ouviu falar em Oscar Niemeyer? Pois bem, ele foi
um renomado arquiteto brasileiro, conhecido mundialmente
e responsavel por maravilhnosos projetos arquitetdnicos. Entre
muitos, podemos citar o Congresso Nacional Brasileiro (Figura
1.1), localizado em Brasilia, que teve a sua idealizacdo a partir de
formas geomeétricas.

Figura 1.1 | Congresso Nacional, em Brasilia

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:National_Congress_of_Braziljpg>. Acesso em: 27 dez. 2015.



As mais belas e interessantes construcdes necessitam em algum
momento serem reformadas, com © proposito de estarem sempre
atraentes e interessantes. Desta forma, imagine que vocé trabalha
em uma empresa de engenharia e foi designado o responsavel por
todas as obras e melhorias estruturais deste edificio. Uma grande
responsabilidade, ndo €? Sendo assim, para que tudo aconteca da
melhor forma possivel, no decorrer desta unidade, vocé sera incumbido
a desempenhar alguns calculos, a fim de aperfeicoar essas tarefas.

U1 - Integrais multiplas



Secaoll

Equacdes do plano e plano tangente
Dialogo aberto

O Congresso Nacional € um marco arguitetdnico de Brasilia e
icone do Brasil. Ele é constituido por um edificio horizontal, uma
cUpula voltada para baixo (onde fica a Camara dos Deputados),
uma cupula voltada para cima (onde fica o Senado Federal) e duas
torres de 28 andares (0 anexo da Camara e do Senado).

Desta forma, a sua primeira tarefa a ser realizada neste trabalho
sera encontrar uma forma algébrica para determinar um plano.
Para isso, vocé tera como orientacdo a passarela de ligacao das
duas torres verticais e a cupula maior (voltada para cima na Figura
1.2). Desta forma, vamos imaginar que o centro desta passarela
€ exatamente o ponto que vocé podera designar o vetor normal
n=(0,0,7),tendo a partir do solo o ponto A(2,1,1). Agora € com vocé,
determine a equacao deste plano.

Figura 1.2 | Desenho do Congresso Nacional

\ /

Fonte: elaborada pelo autor.

Como o seu trabalho € completo e devera ser realizado sobre
toda a estrutura fisica do Congresso Nacional, vocé tambem
deverd determinar uma equacao do plano que toque a superficie
zZ=8-x2-4y? em um ponto qualquer’. Essa superficie serd
uma parte integrante da cupula menor (voltada para baixo).
Baseando-se parcialmente na sua primeira resolucao, vocé seria
capaz de determinar a equacao do plano que toque a superficie
z=8-x2-4y? no ponto P(113)?

*Observagdo: a equagao apresentada ndo representa fidedignamente a cuipula menor. Para detalhes
sobre o projeto arquitetdnico do Congresso, sugerimos que acesse os links: <http://www.docomomo.
org.br/seminario 10 pdfs/ST_04.pdf> e <http://au.pini.com.br/arquitetura-urbanismo/241/historia-em-
detalhe-camara-dos-deputados-no-congresso-nacional-de-310689-1.aspx>. Acesso em: 16 fev. 2016.

U1 - Integrais multiplas
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Nao pode faltar
Vetores

Para uma aprendizagem mais
efetiva sobre os conteudos desta
secdo, vamos relembrar alguns
conceitos  necessarios.  Desta
forma, comegamos abordando a
ideia de vetores, que € um conceito
abordado em Geometria Analitica
e Algebra Vetorial.

Considere o segmento de reta
orientado. Definimos por vetor,
o conjunto formado por todos
0s segmentos que apresentam a

Figura 1.3 | Representacdo
geométrica do conjunto de
vetores equipolentes

\ \
\ \//

— e

)

\

Fonte: elaborada pelo autor.

mesma direcao, o mesmo comprimento e o mesmo sentido que

AB (vide Figura 1.3).

Na representacdo geométrica do vetor, usamos apenas um
elemento do conjunto. Ja na sua representagao algebrica, usamaos
uma letra minuscula do Nosso alfabeto com uma seta acima dele (v)

Grandezas vetoriais:
Comprimento = valor numeérico.

o

(t‘” Assimile

Direcdo & horizontal, vertical ou inclinada.

Sentido = esquerda, direita, para cima ou para baixo.

@ Lembre-se

Vetores equipolentes possuem mesmao comprimento, dire¢cdo e sentido.

Figura 1.4 | Representacdo

Um vetor de grande importancia para geomética do conjunto
nossos estudos € o normal, que € ortogonal 9 vetores equipolentes
a um plano, ou seja, que forma um angulo
de 902 com o mesmo (veja Figura 1.4). Vocé
tambéem deve se lembrar do vetor gradiente de

U1 - Integrais multiplas

Fonte: elaborada pelo autor.



uma funcdo Vf cujas componentes s3o as derivadas parciais, ou

seja, Vf = affa—faff :
0X, O0X,  0OX,

Produto escalar entre vetores

O produto escalar entre dois vetores pode ser representado por
U -v e o seu resultado sera sempre um valor numerico. Vejamos:

6}:» Assimile

Se u:(u1,u2) e U-V=U;-V;+U, V,s80 vetores no plano, entdo
U-v=u,-vy+U, -V,
Se u:(u1,u2,u3) e V=(V1,V2,V3) S30 vetores NO espaco, entdo

U-V=U - Vy+Uy -V, +Uy -V

Vamos lembrar ainda que:

Se o angulo a formado entre dois vetores for agudo (a <90°),
O produto escalar entre eles serad sempre um valor positivo.

Se o angulo a formado entre os dois vetores for obtuso (

a>90°, o produto escalar entre eles sera sempre um valor
negativo.

Se o angulo formado entre os dois vetores for reto (a =90°), o
produto escalar entre eles sera nulo.

Veja um exemplo de produto escalar.
vz| Exemplificando

Dados os vetores a=(1-23) e b=(4,5,-2), determine o produto
escalar entre eles.

b=(1-23)-(452)=>a b=14+(-2)-5+3-2=
b=4-10+6=a-b=-6+6=3a3.h=0

U1 - Integrais multiplas
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o
4 Facavocé mesmo

Dados os vetores k:(—2,3,—3) e W:(3'4’2), determine o produto
escalar entre eles.

D9 Pesquise mais

Os estudos precisam ser complementados com outros materiais
relacionais ao assunto, entdo, melhore seu aprendizado lendo o texto
sobre vetores, da Universidade Federal de Minas Gerais. Disponivel
em: <www.mat.ufmg.br/~rodney/notas_de_aula/vetores.pdf>.
Acesso em: 04 jan. 2016.

Equacédo Geral do Plano e Plano Tangente — Nogdo Intuitiva

Agora que vocé relembrou alguns conteudos importantes,
vamos tratar mais alguns conceitos:

&z” Assimile

Seja P(xo,yo,zo) umpontodoplanore N = (a, b,C) umvetorortogonal
a.m. A equacgao geral do plano que passa pelo ponto P(Xo,yoyzo)e tem
n=(a,b,c) como vetor normal é definida por ax + by +cz+d =0,
com d=-ax, —by, —cz,

Para que vocé entenda bem equacao geral do plano, observe a
Figura 1.5:

Figura 1.5 | Representacdo geométrica (plano e vetores)

AB

—

v=| Exemplificando

Fonte: elaborada pelo autor.

Vamos determinar a equagao que representa algebricamente o plano, de
acordo com a Figura 1.5.

Resolucao: }

U1 - Integrais multiplas



Tomamos A(X1,¥1:Z;) um ponto conhecido e P(xy.z) um ponto
qualquer, de forma que eles formem o vetor AP pertencente ao plano.

E 0 vetor normal N = (a,b,c) ortogonal ao vetor AP

Desta forma, temos:
AP=P-A—AP=(xy,2)~(x,Y1,2) > AP =(x - X,y - y,.Z - Z,)

Lembrando que o produto escalar entre dois vetores perpendiculares
entre si € nulo, entéo:

nAP=0=(abc) (x-x,y-y,z-2)=0=
a(x—x)+b(y-y, Ye(z-2)=0=

ax —ax, + by —by, + cz—cz,=0= ax + by + cz-ax, - by,
-cz,=0=n-AP =0

Sabendo que, de acordo com a definicdo —ax;—by,—cz,=d,
chegamos & equacdo ax+by+cz+d =0, denominada equacio
geral do plano.

D9 Pesquise mais

Vocé sabia que também podemos representar a equacao do plano
na forma parameétrica? Veja esse excelente material. Disponivel em:
<http://www.mat.ufmg.br/gaal/aulas_online/at4_03.html>. Acesso
em: 4 jan. 2016.

De forma analoga, vamos entender como determinar a equacao
genérica de um plano tangente a uma superficie, entretanto,
precisamos relembrar alguns conceitos necessarios para isso.

Sendo assim, trataremos a diferenciabilidade de uma
funcdo em um determinado ponto. Pela definicdo, uma fungao
f(x) ¢é diferenciavel ou derivavel em Xo, se existir o limite

f(x,+h)—f(x ' '
(%)~ lm (xo+h)—f(x,). Ou seja, para garantrmos que uma

funcao é

derivavel, precisamos saber se ela existe em um ponto determinado,
se existem os seus limites laterais e se esses limites sdo iguais.

U1 - Integrais multiplas
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D9 Pesquise mais

Consulte o link a seguir e relembre sobre os conceitos de
diferenciabilidade. Disponivel em: <w3.ufsm.br/carmen/disciplinas/
Calculo_ll/aulas/F _var_5.pdf>. Acesso em: 23 jan. 2016.

Além disso, temos as derivadas direcionais, que sdo recursos
utilizados para sabermos as taxas de variagdo quando (x, y) se
deslocam em outras direcdes.

@ Lembre-se

Para sabermos as taxas de variacdes f(X, Y), quando (x, Y) se desloca
paralelamente aos eixos x ou y, determinamos as derivadas em rela¢cdo
axey.

E também, o plano que toca a superficie S em um unico ponto,
denominado plano tangente.
(rz’) Assimile
Seja f diferenciavel no ponto P(X0:¥0:%) de uma superficie S dada
por F(x,y,z)=0, onde Vf(X5,Y.2,)#0. O plano contendo P e

perpendicular an(XO,yO,ZO) € chamado plano tangente de S em P
(veja um exemplo na Figura 1.6).

Figura 1.6 | Representacdo geométrica de um plano tangente a superficie

Fonte: elaborado pelo autor através do software Graphing Calculator 3D (2016).

U1 - Integrais multiplas



[19' Pesquise mais

Veja mais detalhes sobre vetor gradiente e derivadas direcionais no
texto da aula 6, do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacdo
Cientifica, da Unicamp. Disponivel em: <www.ime.unicamp.br/~valle/
PastCourses/MA211_14/Aulab.pdf>. Acesso em: 4 jan. 2016.

E sobre defini¢do do plano tangente no texto da aula 9 da Universidade
Federal de Santa Maria. Disponivel em: <http://w3.ufsm.br/carmen/
disciplinas/Calculo_Il/aulas/F _var_6.pdf>. Acesso em: 20 jan. 2016.

Para obtermos genericamente a equacdao do plano tangente a
superficie S de equacdo Z=F(X,y) (ou F(xy,z)=f(xy)-z=0
) em P, com f diferenciavel, tomamos os pontos P(Xo,yo,zo)
e Q(x,y,z), ambos pertencentes a superficie, a fim de formar o
vetor PQ, e também um vetor gradiente a essa mesma superficie.

Sabemos que PQ=Q-P=(x-X0y Y02~ 2)) e
f= a—f,a—f,a—f . Fazendo o produto escalar entre eles temos:
ox oy o0z
Vf (Xo,¥0:2,) - PQ=0=
of of of
—,—,— |"(X=X0,¥Y ¥4, 2-2,)=0.
(8x dy azj( 0¥~ Yo 0)

Obtendo a equacdo do plano tangente a uma superficie No ponto
P(x0:Y0:2).

o (x=Xxy)+ a (Y -Yo)+ af (z-25)=0
(oG ho-me(F)

@ Lembre-se

» O vetor gradiente representa quantitativamente a variacdo de uma
grandeza com O espaco.

« O vetor gradiente é ortogonal a superficie.

« O vetor gradiente de um campo escalar f(X1, X5 weny Xn) éum
vetor no qual cada componente é definida pela derivada parcial de
fem relagdo as variaveis Xy, X5, ..., X,

U1 - Integrais multiplas
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v=| Exemplificando

Determine a equacdo do plano tangente que toca a superficie
7= x? _y2 +4 noponto P(2,17).

Resolucao:
2 2
Organizando a equacéo temos X~ =y —Z+4 =0

Tomamos um ponto qualquer Q(x,y, Z) que pertenga a superficie e
obtemos o vetor PQ .

Desta forma: W}:Q—P:(xfzyftzf?).

Em seguida, encontramos o vetor gradiente no ponto em questdo:
Vf(2,1,7) :(2x,—2y, -1 )

E, substituindo os valores do ponto P: VF(2,1,7) = (4,-2,-1) .
Calculamos o produto escalar entre os vetores,
P_Q'.Vf(2,1’7):03(X*2,y71,277)~(4,72,71)=03
4(x-2)-2(y-1)-1(z-7)=0=> 4x-8-2y+2-z+7=0=>
4x-2y-z -8+2+7=0=4x-2y-z+1=0

E assim, chegamos a equagao do plano tangente a superficie dada no
ponto P.

Sem medo de errar

De acordo com o problema proposto no inicio da secdo, vocé
teria que determinar uma forma algébrica referente a um plano,
localizado sobre o prédio horizontal do Congresso Nacional, ou
seja, vocé deveria determinar a equacao do plano propriamente
dito. De acordo com as orientagdes dadas, vocé utilizaria como
dados o vetor normal n=(0,0,7)e o ponto A(2,11).

A equacdo geral do plano € ax + by + cz + d = O e ainda, que em B,
a=0,b=0ec=7EtambémemA x=2,y=1lez=1

Substituindo na equacdo geral, temos:
02+01+714+d=0 = 7+4d =0 = d = -7

Logo: 7z -7 = 0.

U1 - Integrais multiplas



A sua outra tarefa nesta situacdo de aprendizagem seria determinar
uma equagado do plano que tocasse a superficie z = 8-x>-4y?, no
ponto P(1,1,3).

Desta forma, organizando a equagao temos: -x?-4y?-z+8=0.

Em seguida, encontramos o vetor gradiente no ponto em questao
VF(11,3) = (-2x,-8y,-1).

E, substituindo os valores do ponto P temos Vf(1,1,3) = (-2,-8,-1).

Tomamos um ponto Q(X,¥,Z) pertencente ao plano e obtemos
o vetor PQ=(x-1y-12z-3). Desta forma calculamos o produto
escalar entre os vetores:

PQ-Vf(113)=0= (x -1y -1z-3)-(-2,-8,-1)=0= -2(x = 1) -8(y 1) - 1(z-3)=0
—2Xx+2-8y+8-z+3=0=-2x-8y - z+13=0

Assim, chegamos a equacdo do plano tangente a superficie dada
Nno ponto em questao.

U9 Pesquise mais

Conheca alguns casos particulares de equacao geral do plano acessando
o link a sequir e faga alguns exercicios para efetivar a sua aprendizagem
sobre os conteudos. Disponivel em <people.ufpr.br/~roman/files/GAG.
pdf>. Acesso em: 22 jan. 2016.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois compare-as com a solucao de seus colegas.

Trabalhando com planos paralelos

1. Competéncia Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
de fundamentos exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equagdes
de area diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.
2. Objetivos de Aplicar o conceito de equagéo do plano em situacdes do
aprendizagem cotidiano.

3. Conteudos Vetores e no¢éo intuitiva de equagao geral do plano
relacionados ¢ quacac g P )

U1 - Integrais multiplas
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4. Descricédo
da situagéo-
problema

Com certeza vocé desempenhou de forma satisfatoria
as suas atividades anteriores. Sendo assim, fol designado
mais uma vez a trabalhar com esses conteudos a fim de
solucionar outros problemas. Pois bem, vocé precisara
perfurar um local que chamaremos de ponto P21 em um
determinado plano que ¢é paralelo ao plano 2x -3y -4z+3=0
. Para isso, sera necessario conhecer a equagdo que
determina geometricamente esse plano. Diante dessas
informacdes, encontre esta expressdo algebrica.

5. Resolugédo
da situagéo-
problema

A partir da equagdo do plano dada 2x-3y-4z+3=0,
sabemos que o vetor normal ao plano é n =(2,-3,-4).
Como o plano que queremos determinar a equagao é
paralelo ao plano dado, podemos utilizar © mesmo vetor
normal, uma vez que este também é ortogonal aoc segundo
plano. Sabemos também que o ponto P(3,2,1) pertence ao
plano que queremos determinar a equacgao, e desta forma
fica facil.

Substituindo os valores do ponto na forma geral da equagao
do plano, temos:

2.3-3-2-41+d=0=>6-6-4+d=0=
6-10+d=0=>-4+d=0=d=4

Substituindo novamente os valores na equagao geneérica,
podemos escrever a equagdo que procuramos.

Logo: 2x -3y -4z+4=0.

@ Lembre-se

Equacdo geral do plano — ax+ by+cz+d=0
Vetor normal = 1= (a’b’c)

Ponto - P(X,y,Z)

~J
4 Facavocé mesmo

Sabendo que P(3,1-5) pertence a um plano paralelo a 4x-y -5z+d =0,
Determine a equacdo geral desse plano.

Faca valer a pena

1. Segmentos, para serem considerados vetores, precisam ter algumas
caracteristicas. Sendo assim, das alternativas a seguir é correto afirmar que:

a) Podem ser equipolentes dois a dois.

b) Podem ser diferentes em comprimento, direcdo e sentido.

c) Apresentam sempre a mesma dire¢cdo, 0 mesmo sentido e o mesmo

comprimento.

18 U1 - Integrais multiplas




d) Uma de suas notacdes € feita por uma reta sobreposta a uma letra
minuscula do alfabeto.

e) Ndo podem se anular.

2. Entre os vetores a seguir, qual possui as suas componentes definidas a
partir de derivadas parciais?

a) Vetor normal.

b) Vetor equipolente.
c) Vetor gradiente.

d) Vetor nulo.

e) Vetor soma.

3. O sistema cartesiano é formado por trés eixos (x,y,z), que correspondem
a profundidade, largura e altura. Esses eixos podem possuir vetores unitarios,
que formam uma base do tipo B = (i,f, k) . Essa base € nomeada por:

a) Base perpendicular.
b
c
d
e

Base vetorial.
Base ortogonal.
Base ortonormal.

Base cartesiana.

U1 - Integrais multiplas
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Secao 1.2

Integral tripla

Dialogo aberto

Nesta secao de autoestudo, € importante que vocé se lembre
do gue viu e aprendeu em integrais duplas, pois sera conveniente a
utilizacao de calculo de integral iterada.

Se vocé ja viu o Congresso Nacional de perto, sabe que as
cupulas sdo grandes. Se ainda ndo teve oportunidade de conhecer,
deve imaginar que sdo, pPOIS assim parecem nas reportagens e
fotos. Nesta situacao, imagine gue vocé e sua equipe terao que
substituir alguns pedacos feitos de concreto de algumas regides
das paredes da cupula maior. Entretanto, € sabido que, apesar dela
ter um formato geomeétrico, esse nao € regular, e € ai que mais uma
vez vocé podera aplicar os seus conhecimentos sobre integrais.
Comparando-se com o tamanho total do edificio, esses pedacos
contemplardo pequenas regides. Para ndao desperdicar material,
tempo e demanda de mao de obra, vocé devera fazer um teste em
apenas um espaco tridimensional desta regido, que se aproxima
muito de um paralelepipedo, e sendo assim podera ter uma funcao
escrita em coordenadas cartesianas.

Apos terminar os seus esbocos a respeito desta tarefa, vocé
concluiu que a regido contemplara uma integral tripla e sera
indicada por [[fav, sendo que R pode

R

ser considerado um paralelepipedo retdngulo [1,2]x[15]x[13].

Figura 1.7 | Esboco do paralelepipedo retangulo (Visualizacdo dinamica
em: <www.geogebra.org/m/2594319>. Acesso em: 4 fev. 2016)

Fonte: elaborada pelo autor através do site de GeoGebra 5.0.200.0-3D.
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Desta forma, como vocé desenvolveria este calculo, a fim de
calcular o volume dessa regido?

Nao pode faltar

Integral definida

Para resolver as situacdes dessa secdo, € preciso relembrar
alguns conceitos fundamentais aprendidos anteriormente, a fim de
proporcionar um melhor entendimento. Entre eles, chegamos a
definicao de integral definida que nos ajudou a resolver problemas
para determinar areas.

Figura 1.8 | Notacdo simplificada da integral definida (L) da funcéo f de a
até b
- _
L= lim f (xi) AX.
—— i
max Ax—0 =0

L= f(x) | dx

o —_—

Fonte: elaborada pelo autor

Sendo assim, precisamos rever também a Soma de Riemann e o
Teorema Fundamental do Calculo, conceitos importantissimos para
dar continuidade aos estudos dessa secao e também da unidade.

U9 Pesquise mais

Veja mais detalhes sobre a soma de Riemann com aplicagdes no
GeoGebra. Disponivel em: <http://www.geogebra.org/m/32106> e
<https://www.geogebra.org/material/simple/id/66012>. E sobre o
Teorema Fundamental do Calculo. Disponivel em: <www.ime.unicamp.
br/~valle/PastCourses/MA111_14/Aula2l.pdf>. Acessos em: 11 jan. 2016.

Integrais Duplas

As integrais duplas sao apresentadas analogamente as integrais
definidas por uma variavel e sdo excelentes recursos no calculo de
areas de figuras planas e superficies, além de ser eficientemente util
na obtencdo de massa e volumes de regides.

U1 - Integrais multiplas
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Uma superficie no espaco pode Figura 19 | Interpretacdo
ser definida por uma funcdo continua ~ 9eometricadaintegraldupla
de duas variaveis (z=f(x,y)), em uma
regiao R, fechada e limitada ao plano
xy. Desta forma, temos:

”f(x,y)dA ou.[ f(x,y)dxdy
R R

A interpretacdo geométrica da
integral dupla esta associada ao Fonte: elaborada pelo autor.

calculo de volume.
D Refiita
o

Nem sempre teremos uma regiao retangular, entretanto, podemos
encontrar a area e o volume de qualquer regido, se o limite das somas de
Riemann em x e em y existirem.

Segundo Stewart (2013, p. 876), "a integral dupla de f sobre o

retdngulo R é J’j xy)dA=|im ZZf(xU yj)AA se esse limite
existir'. E ainda, esse limite  mn—= i=t j=t

sempre existe se a funcao f for continua.
Integral iterada

E uma forma de expressar a integral dupla, a fim de obter o seu
resultado calculando duas integrais de funcdes de uma variavel real.
Em outras palavras, € fazer a integracado parcial em relagcdo a y e x
ou x e y, respectivamente. E expressa da seguinte forma:

iA(x)dx:i j‘f(x,y)dy dx

d
Onde A(x) e definida por A(X) = If(x,y)dy
c

&z” Assimile
“Teorema de Fubini: se f for continua no retangulo
R = {(xy)|a<x<b C<y<d} entao J'J.f xy dA Hf X,y dydx ”f xy dxdy

ca

De modo mais geral, esse resultado vale se supusermos que f seja limitada }

U1 - Integrais multiplas



em R, f tenha descontinuidades apenas em um numero finito de curvas
suaves e que a integral iterada exista” (STEWART, 2013, p. 883).

D9 Pesquise mais

Veja mais detalhes sobre resolucdo de exercicios com integrais duplas
no material da professora Salete Souza de Oliveira Buffoni, da Escola
de Engenharia Metalurgica de Volta Redonda da Universidade Federal
Fluminense — UFF. Disponivel em: <www.professores.uff.br/salete/cdiii/
Calculo21.pdf>. Acesso em: 15 jan. 2016.

Integral tripla

A aprendizagem das integrais triplas ocorre de forma analoga,
pois ja as definimos para funcdes de uma variavel (integral definida)
e de duas variaveis (integrais duplas). Sendo assim, podemos
tambem defini-la para trés variaveis.

Temos o <caso mais simples, quando a funcdo é
definida sobre uma caixa em formato retangular, ou seja,
Rz{(x,y,z)e 3|aSXSb,CSySd,mSZSn}.

Figura 1.10 | Caixa retangular (Visualizagdo dinamica em: <https://www.
geogebra.org/m/2745717>. Acesso em: 26 fev. 2016)

R
*
Az
/' Ax
v
y
N—>

Fonte: elaborada pelo autor.

Observando a figura, vemos uma caixa retangular subdividida
em caixas menores e divididas em subintervalos Ax, Ay e Az. Logo,
concluimos que o seu volume € dado por AV = Ax - Ay - Az. E assim
como ocorre com a integral dupla, que ¢é definida com o limite das
somas de Riemann, temos o mesmo acontecendo com a tripla,
entretanto, com trés somas.

Desta forma, assim como a integral dupla, podemos expressar a
integral tripla de forma iterada.

U1 - Integrais multiplas
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&3” Assimile

Se f é continua em uma caixa retangular D = [a,b] X [b,C] X [m,n] entdo:

H f(x,y,z)dV = j j jf(x y, z)dxdydz

v=| Exemplificando

2249
Determine o valor da Integral IIJ(2X}/Z)dde/dZ‘
100

Resolucao:
2
J
1
f2xdx J.ydy f2xdx { } _[2 xdx — {222}:'?2)(&:[22)(212:

2 174 1=3

1

_1[(2xyz)dxdydz IZxdxj ydy.[ zdz = IZdeJ- ydy{ } f2xde- ydy{ }
0

O N

Também conseguimos representar a integral tripla em
uma regido limitada genérica de um solido qualquer, ou seja,
tridimensionalmente. Entretanto, precisamos restringir f a funcoes
continuas e trés tipos de regides.

¢ Regido do tipo |

Define-se regiao do tipo | uma regiao do espaco contida entre
0s graficos de duas funcdes continuas nas variaveis x e y.

A regido esta contida entre os graficos de duas funcdes
continuas, ou seja, R={(xy.z)el *|(xy)eD,fi(xy)sz<h(xy)|
. Desta forma, podemos escrever a integral e os seus limites de
integracdo de acordo com 0S seus €ixos.
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Figura 1.11 | Regido do tipo |

' : f2

Fonte: <www.geogebra.org/m/2596397>. Acesso em: 4 jan. 2016

ﬁz” Assimile
No caso de regides do tipo | podemos escrever a integral tripla como

[I].xy.2)aV = ﬁDU " f(x,y, Z)dZ]dxdy

f(x.y)

v=| Exemplificando

Calcule _my dV em que o tetraedro sélido R & delimitado pelos planos
X = R

0,y=0ez=0e2x+2y+2z=2.

Resolucdo: primeiramente, € interessante representar o solido
(tridimensionalmente) e a projecdo no plano em duas dimensdes, a
fim de se obter os limites de integracao.

Figura 1.12 | Limites de integracéo

Fonte: elaborada pelo autor.

Temos os planos Z=1-x~-y (ou f(x,y)=1-x-y)e z=0

(ou f,(x,y)=0) se interceptam na reta
R={(xy,2)|0<x<1 0<y<1-x, 0<z<1-x-y}noplanoxy.

Caracterizando uma projecao triangular, onde y = 1 - x. O dominio
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U1

Tipo Il uma regiao do
espaco contida entre
os graficos de duas
fungdes continuas nas
variéveisy ez Fonte: <https://www.geogebra.org/material/simple/

D= {(x,y) [0<x<1, 0<y<1- X} estando no plano xy contempla
uma regido do tipo I, conforme a Figura: 1.12, nos permitindo calcular a

integral m'y dv:
R

11-x1-x-y

“D“mmyd }d"dy ” I ydzdydx = Ij vz, dydx =

fi(x.y)

-X 1-x
J‘ y-yx- de:j-[yz_yzx_y} dx = j173x+3x fx)dx:
0 0 0

12772 73
1 32 3¢ K 11 1
x4 == 2| = =
6 2 3 4| 64 24

Logo, o valor da integral fffydv e i

Figura 1.13 | Regido do tipo Il
¢ Regido do tipo Il

Define-seregiaodo

id/2746335>. Acesso em: 26 fev. 2016

A regido esta contida entre os graficos de duas funcdes continuas

deyez ouseaR= {(x,y,z) eR’|(y.z)eD, f(y.z)<x<f, (y,z)}.
Desta forma, podemos escrever a integral e os seus limites de integracao
de acordo com 0s seusjeixos.

‘tz” Assimile
No caso de regides do tipo Il podemos escrever a integral tripla como

(. < [ 2 o

¢ Regido do tipo Il

Define-se regiao do Tipo lll uma regido do espaco contida entre

0s graficos de duas funcdes continuas nas variaveis x e z.

- Integrais multiplas



Figura 1.14 | Regido do tipo Il

Fonte: <www.geogebra.org/m/2746083>. Acesso em: 26 fev. 2016.

Aregido esta contida entre os graficos de duas funcdes continuas
dex ez ouseja R={(xy.z)e °l(x2)eD, f(x2z)<y<f(x2)|. Desta
forma, podemos escrever a integral e 0s seus limites de integragcao
de acordo com 0s seus eixos.

(tz” Assimile
No caso de regides do tipo Il podemos escrever a integral tripla como

[ .2 — [ 0,23 o

! Atencao

A integral iterada também contempla outras ordens de calculos para as
integrais triplas. E o teorema de Fubini fornece essa garantia. Vejamos:

Se f for continua em uma caixa retangular R=[a,b]><[C,d]><[f,S],

(.2~ [ ancpe- | f[jf(x,y,z)dzjdy -

I I[] X.2 dszx dy j Tﬁf(x,y,z)dy]dx dz

rpa\xc

N
4 Fagavocé mesmo

232
Calcule o valor da Integral III(XzzﬂXdde.
101

Propriedades das Integrais triplas

Estas propriedades sao as mesmas que VOCe viu para integrais
simples e duplas. Entretanto, foram adaptadas para as integrais
triplas. Desta forma, também sdo operadores lineares.

U1 - Integrais muiltiplas
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] fijkde:kjﬂfdv

Da propriedade |, temos que a integral de multiplicacao de uma
funcdo por uma constante € a multiplicacdo da constante pela
integral da funcao.

I, fﬂ(ﬁ +f2)dV=j£jt:dV+jg1; dav

Da propriedade I, temos que a integral da soma de duas funcdes
€ a soma das integrais de cada uma delas.

m jgfdvzwfdvq’gfdv, onde R=R, UR,.

Da propriedade Ill, temos que a integral de uma fun¢ao na unido
RiVR; ¢ 3 soma das integrais em cada uma das reqgides.

Sem medo de errar

No inicio desta secdo, foi sugerido a vocé a resolucdo de uma
situacao, a fim de obter melhorias na estrutura do prédio da cupula
maior, no edificio do Congresso Nacional. E, apesar dessa estrutura
nao ter um formato regular, as regides a serem trocadas, alem de
serem pequenas, aproximam-se a um paralelepipedo retangulo
com dimensdes [1,2]x[1,5]x[1,3]. Diante disso, para realizar os
seus calculos, vocé podera expressar deV em coordenadas
cartesianas.

! Atencao
« Utilize a integral iterada para facilitar os célculos.

.dV =dxdydz
Vejamos:
2 5 3 2 5 3 2 5 2 5 2 .
dej.dyj.dz:dej.dy[z]1 :jdxj.dy[3—1]:2‘[dx.|.dy :2]dx[y]1=
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2
2[ax[5-1]=8[dx =8[x]; =8[2-1]=8
1 1
Desta forma, a solucdo da integral, que representa o volume

da regiao em formato de paralelepipedo retangular do prédio da
cupula maior do edificio do Congresso Nacional, € 8.
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@ Lembre-se

Para calculos de volumes em superficies regulares, utilizamos as formulas
que aprendemos em Geometria Espacial. Entretanto, vale lembrar que
na aprendizagem das integrais triplas € aconselhavel que vocé utilize
seus conceitos, pois assim, vocé estara treinando e melhorando a sua
aprendizagem para determinar volumes em qualquer superficie.

U9 Pesquise mais

Aprenda mais sobre as integrais triplas, consultando o link do Instituto
de Matematica da Universidade Federal Fluminense-UFF. Disponivel
em: <www.professores.uff.br/paulab/M04 _aluno.pdf>. Acesso em: 11
jan. 2016.

Avancgando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois compare-as com a de seus colegas.

Trabalhando com planos paralelos

1
Competéncia Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
de exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes

fundamentos diferencial ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.
de area

2. Objetivos de | Aplicar os conceitos de Integrais triplas em célculos de volumes,
aprendizagem | em situac¢des do cotidiano.

3. Conteudos

relacionados Integrais triplas, integral iterada.

U1 - Integrais multiplas
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4. Descricédo
da situagéo-
problema

Imagine que voceé precisa calcular uma pequena regido a ser
restaurada do hemisférico, na Cidade das Artes e das Ciéncias,
em Valéncia-Espanha.

Figura 1.15 | Hemisférico

Fonte: <http5'/7commons-W|k|me\rg/vv\k\/Fne'EL
Hemisf%C3%A9rico,_Ciudad_de_las_Artes_y_las_Ciencias,_Valencia,_
Espa’%sC3%Bla,_2014-06-29,_DD_37.JPG>. Acesso em: 25 fev. 2016.

Nesse caso, a superficie a ser trabalhada
esté relacionada a integral I”R 2xdV onde

R:{(x,y,z)|OSX§y+z, 0O<y<z 1SZS2}

A partir destas informagoes, determine o valor desta integral.

5. Resolugédo
da situacgao-
problema

Resolvendo de dentro para fora, temos:

v 2 +z ,
LZ -[0 {2)2(2:|0 dydz = .!Io |:X2:|: dydz = .[12.[0 [(y + 2)2:|dydz =

2

[*[(v? +2yz+ 2% )aydz = LZF P22, yzZIdz -

3 2

2ly® 2 ’ s 2 2
L {?+y z+yz}dz='!‘(?+z Z+2-Z sz=
2

0

"3 4 12 4

E desta forma, concluimos que o valor da integral relacionada a

7 4_1J_Z.E_@_3£
3" 4

x . e 35
regido de interesse a ser restaurada no hemisférico e e
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@ Lembre-se

Para resolvermos a integral onde a superficie aproxima-se de uma caixa
retangular, podemos utilizar o Teorema de Fubini para integrais duplas,
assim como voce ja viu neste livro didatico.

~J
4 Facavocé mesmo

1py px+y
Calcule o valor da Integral .[0 .[0 .[0 yzdzdxdy .

Faca valer a pena

1. Sobre as integrais duplas, € correto afirmar que:
a) Aintegral serd a massa obtida pela soma de uma regido finita de densidades.

b) A integral serd o volume obtido pela soma de uma infinidade de volumes
infinitesimais inscritas em forma de paralelepipedos.

c) A integral sera a area obtida em uma regido finita de uma superficie
retangular.

d) A integral serd o volume do soélido formado pela sua integral iterada de
volumes infinitesimais em forma de paralelepipedos.

e) A integral serd o volume obtido pela soma de uma infinidade de volumes
finitos inscritos em forma de varios paralelepipedos.

2. O processo de integral iterada € uma forma pratica de resolver integrais.
Desta forma, a integral ﬁdydx éigual a:
00

a3

3. De acordo a regido R = {(x,y)ly =x%y= X} . temos os intervalos

O<x<l;x’<y<x;y<x<.y;0 < ¥ <1 Destaforma, qualintegral
expressa a regido do tipo 11?7

IEs

a)I Idy dx
0] x

U1 - Integrais muiltiplas
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32 U1 - Integrais multiplas



Secao 1.3

Volume e centro de massa
Didlogo aberto

Em continuidade nas praticas das  Figura 1.16 | Esboco da
obras de revitalizacdo do Congresso fﬁ;ﬁggﬂf em formato
Nacional, sua equipe deparou-se com

um entrave ao ter que solucionar
alguns  problemas de dutos e
encanamentos localizados dentro das
paredes externas da cupula menor do
edificio. Um estagiario detectou que
esses dutos se encontram atras de
uma placa com formato triangular e
fez varios esbocos da regido, retratada  ronte: elaborada pelo autor
na Figura 1.16.

Debatendo com os demais membros da equipe, chegou-se
a conclusao gue para mexer na estrutura dessa parede, seria
necessario gque isso ocorresse uUnica e exclusivamente nessa
superficie. Desta forma, através de calculos obtidos no escritorio,
a fim de determinar tal regido, obtiveram a equacdo 2x+y +z =1
como modelo. Entretanto, antes de pdr o trabalho em pratica,
eles se deparam com uma situagcao a ser resolvida: seria preciso
determinar o centro de massa e o volume da regido obtida. Com
essas informacdes vocé seria capaz de resolver esse problema
matematico, contribuindo com a sua equipe? Aqui vao algumas
dicas para a resolucdo desse problema: as integrais triplas sdo
uma extensdao das integrais duplas; considere a densidade da
placa descrita pela funcao p(X,y,Z)sz, em que k > 0 é uma
constante.

Nao pode faltar

Para resolver as situacdes dessa secao, precisaremos relembrar
as integrais duplas. Elas foram recursos importantes que nos
ajudaram a calcular areas de regides planas e volumes. Além disso,
podemos aplica-las em outras situacdes, como na determinagao

U1 - Integrais multiplas
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da massa, dos momentos e centro de massa, utilizando uma
funcdo densidade considerada. Sendo assim, vamos relembrar
esses conceitos?
‘tz” Assimile
A massa total m de uma lamina pode ser deduzida apos um calculo de
limite, de modo semelhante ao usado na deducgao das integrais duplas.

Desta forma, tendo no plano xy uma determinada regiao D, e a sua
densidade em unidades de massa por unidade de area, dada por
p(x,y), em que p € uma fungao continua sobre D em um ponto com
coordenadas x e y pertencente a regido D, essa massa € determinada

pela integral dupla m:”‘p(x,y)dA<
D

Momentos e centro de massa

Se considerarmos uma lamina, que tenha a sua densidade variavel,
ocupando determinada regido D, e P(X,Y) sendo a sua funcao
densidade (Figura 1.17). O centro de massa é o ponto que representa
o comportamento da lamina como se toda a massa dela estivesse
concentrada neste ponto.

Figura 1.17 | Ldmina na posicdo horizontal equilibrada no centro de

massa

Fonte: elaborada pelo autor.

Desta forma, o centro de massa dessa lamina, € exatamente o
ponto nas coordenadas (}}) Ou seja, € o ponto de massa unica,
que uma particula teria simultaneamente os mesmos momentos.
Sendo assim, temos que essas coordenadas sao dadas em =M
e y-M em que M.=[[ye(xy)da ¢ M, =[[xp(xy)dA s50 os momentds

m ) D D
em relagao a0s eIxos x ey, respectivamente.
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v=| Exemplificando

Determine a massa e o centro de massa Figura 1.18 | Ldmina
de uma léamina triangular que passe pelos

vértices (0.0) (10) e (0,1) cuja densidade é y

dada por p(X.y)=x+2y B

Resolugo: x=0 y=1-x

A ldmina triangular (regidgo D) é limitada o x
pelasretas x=0, y =0 e y=1-x. o y=0 1

Desta forma temos que

D= {(x,y) [0<x<1 0<y S1—X} . Ou seja, Fonte: O autor (2016)

os limites de integracdo em relagdo a x esta entre O (inferior) e 1 (superior)
e emrelacdo a y esta entre O (inferior) e 1-x (superior).

Para determinar a massa, resolvemos a integral m = ﬂp(x,y)dA.

ff(HZy)dydx - :[[yx+2‘;zlxdx - [(1—5)x+(1—x)2}dx -

_:[[x—x2+(x2—2x+1)}dx - j(—x+1)dx - {_X;HI:

0 0
_1+1 = 1
2 2
Concluimos que M=7 .

Ct—\

= M, =|| xp(x,y)dA
Resolvemos as integrais M, .gyp(x,y)dA e 7 -g p(xy)
determinarmos os momentos em relagaoc a x e y.
11-x 11-x 1-x

I_[y(x+2y)dydx = J.I(yx+2y2)dydx = j{yx Zy} dx =

j[ x, 20 )]dx _ j[B?’zg}j _

[—x“ x2  3x? ZXT 1 3 5
= 4 + = +1 =

para

24 3 4 3 24 4 24
Concluimos que M = 254
j.1:"xx(x+2y)dydx = j.T X +2yx)dydx = j{yx +2"/2]_de:
00 00 0 2 0
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1 1 1
—_t = = —
2 6
1
Concluimosquer 6
- M
Substituindo os valores de m:l, M, -3 e M :1 em x=—~ e
2 24 Y6 m
— MX .
y =—= temos:
m
5 1
_ aa - 5 1
_24_Scy=-6_
1T 7 13
2 2

Portanto, o centro de massa da figura esta localizado no ponto
51
12°3)

dA = dxdy ou dA =dydx

@ Lembre-se

Equagao segmentaria da reta: —+ Y =1
q

o | x

|:|9 Pesquise mais

Aprenda mais sobre aplicacdes de integrais duplas, consultando o link
do Departamento de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
da Unicamp. Disponivel em: <www.ime.unicamp.br/~valle/PastCourses/
MA211_14/Aulal2. pdf>. Acesso em: 28 jan. 2016.

Aplica¢des da Integral Tripla

Vamos tratar agora algumas aplicacdes das integrais triplas, que

U1

podem ser interpretadas em diversas situacoes.

Volume

Para as integrais triplas, podemos destacar um caso especial, onde

- Integrais multiplas



f(x,y,z)=1 para todos os pontos da regido de integracéo E, sendo
representada por V=_|'J'J'dv.
E

Uma forma facil de resolvé-la € por integral iterada, assim como
ja vimos na aula da secao anterior. Vale lembrar gue neste caso,
nao € necessario utilizar a integral tripla para calcular o volume,
entretanto ela € um recurso alternativo para estabelecer os calculos.

Massa e centro de massa

Assim como nas integrais duplas, podemos determinar a massa e o
centro de massa nas integrais triplas. Desta forma, se a densidade
de uma regido E é p(X.¥,2) em unidades de massa por unidade de
volume, em qualquer ponto (x, y, z) temos:

&z’) Assimile
Massa: M= ij (x,y,z)dV
E

Primeiros momentos em relagao aos trés planos coordenados:

M,, = .m Xp(x,y,z)dv - Representa o primeiro momento em relacao
ao plarfo yz.

M, = H yp(x.y,z)dV
ao plang XZ.

M,, = IJIZp(x,y,z)dV -
ao plang XY.

- - ~
Representa o primeiro momento em relacao

Representa o primeiro momento em relacdo

. - M
As coordenadas do centro de massa CM = (x,y,z) sdo dadas por: x =—%;
<, sz; . MX}’ . m
y= zZ=
m m

vz| Exemplificando

Determine o centro de massa da regido representada pela integral
J‘1IH’ v cuja densidade ¢ dada por p(x,y,z) =Y.
odo Jo

Resolucao:

Para calcular a massa, substituimos os valores em M = H_“ p (x,y, Z) av
E

>
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LI ey =[] ey = [ Dy x) oy -

[ [ e yfonay - = I[yHyjydy = I;{Wﬁyhymzy)z}dy_

0

Concluimos que a massa ¢ M = 8

Em sequida, calculamos os momentos em relacdo aos trés planos
coordenados,

= .”._[ xp(x,y,z)dV = L: J-OH ij xydzdxdy = L: J.OH [xyz]:”dxdy =
E

L1 Doty = [ [wesivpoy = [ 250

1
J1£_ﬁ+£ N A Al B
oj6 2 3 30 6 6 30
1
“30

Neste ponto, iniciamos o calculo de sz

“[Mlvoteyzmy = [ yazanay = [[7[v2], axay -
E

Concluimos que M,

1 -y
LD sl < (17 <[] o -

4 2 5 37
.[1 _L+L dy — _LJ,_L — i
o 2 2 5 6 ) 15

1

M,,
Concluimos que 15

Neste ponto, iniciamos o calculo de Mxy :
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y+X
0

Mxy:_” zp(x,y,z)dV = j;j;iyj.:ﬂzydzdxdy = L:Eiy{y?zz} dxdy =
E

3

L:_Ey[y (v +2X)2 }xdy = J:.[;y {";+ }/2x+y7x2 xdy =

1
. Moo=
Concluimos que M,, 20"
E chegamos a Mz:i, szzi emMm 1
¥ 30 15 Y20
L 1 1. 1 2
Substituindo os valores de m=—, M, =— M, =— e M ==Z
8 30 15 ¥ 5
em
- M. —
x=—2: y:MXZ eE:Myz temos
m m m
1 1 1
x=30_4 y-15_8 7-20_2
ST - Y=177 O
8 8 8

Portanto, o centro de massa da figura estd localizado no ponto
482
15'15'5

Os segundos momentos, denominados momentos de inércia em
relacao aos eixos coordenados, sao aplicados quando a densidade
€ constante, e desta forma, chamamos o centro de massa do
solido de centroide. E assim, temos:

[ - momento de inércia em relagao ao eixo x.
Calculado pela integral tripla I, =m‘(y2 +22)p(x,y,z)dV_
E

ly: momento de inércia em relagcao ao eixoy.

U1 - Integrais multiplas
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Calculado pela integral tripla 1, =m(X2 +2*)p(x.y,2)aV |
E

[ momento de inércia em relagdo ao eixo z.

Calculado pela integral tripla 'z :Jij(xz +y2)p(x,y,z)dVl

U9 Pesquise mais

Aprenda mais sobre aplicacdes de integrais triplas, consultando o link do
Departamento de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica da
Unicamp. Disponivel em: <www.ime.unicamp.br/~valle/PastCourses/
MA211_14/Aulal3.pdf>. Acesso em: 1 fev. 2016.

Outra sugestdo e consultar o topico 16.3 do livro disponivel no endereco
a sequir:

ROGAWSKI, Jon. Calculo, volume 2: recurso eletronico. Porto Alegre:
Bookman, 2009. Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.
com.br/#/books/9788577804115/cfi/395>. Acesso em: 2 mar. 2016.

Sem medo de errar

Para resolver os entraves encontrados nesta situacdo-problema,
vOCé tera que trabalhar sobre uma determinada regidao triangular,
tendo a necessidade de encontrar o volume e o centro de massa
gue contemplam a equagdo 2x+y +z=1. Onde a densidade ¢
composta por p(x,y,z):kz (k> 0 uma constante). Nesta fase,
vale lembrar os conhecimentos em integrais duplas e aplica-los
nas integrais triplas. Vejamos:

A Figura 1.18 € o esboco da regido triangular dada pela equacao que
representa a regiao.

Desta forma, € preciso determinar as variacdes de x, y e z. Ou seja, para
resolver a integral € necessario determinar os limites de integracao.

Pegando de inicio o eixo y, percebemos que ele varia de 0 a 1. Ou
sgja, O<y <1

No plano xy, podemos observar que, partindo da origem, o x esta
variando de O a % . Entretanto, se nos deslocarmos pelo eixo vy,
podemos perceber que o valor varia, e assim, € preciso determinar
a equacao da reta que delimita esta superficie. Igualando z a 0
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(z = 0), temos,

2x+y =1 eisolando x, chegamos a equacéo x=%—%. E assim,

0<x<—-Y.
2 2

Em relacdo ao eixo z, percebe-se que ele vai depender dos valores
atribuidos a x e y. Ou seja, os valores variam de zero até a superficie.
Entdo, isolando temos z=1-2x—-y .  Observando a Figura 1.19
€ possivel assimilar melhor. Portanto, temos que os limites de
integracao sao:

O<y<1; OSXS%—%; 0<z<1-2x-y

Comecamos calculando a massa m :Jjjp(x,y,z)dv_
E

1l 1-2x-y 11y 2 1-2x-y
= 2 2 _ 2 o
m=k _[0 JO jo zdzdxdy = kJ.O IO {2}0 dxdy
Ky 2 k o1 5 1y
szIoIoz 2[(1_2X_y) }dXdy T 12 0[—(1—2x—y) k Zdy =
k 1 k

== [ -(=yYay = =
M=ol (=) = 45

, . k
Concluimos que a massa € m=_o.

Apos a determinagcao da massa, calculamos os momentos Nos eixos

ol s k .
coordenados. Mxy:'[:EUZkZdv - kJ'OJ‘Oz zJ‘O ! Pdzdxdy = -
M,, = |[[ viedv = kJ: Eg L”” yzdzdxdy = fko;

E

M, = £ [ xkeav = (] jo%g [ xzdzdxay =&.

Portanto, os momentos em relacao aos eixos coordenados sao:
k k k
MX}’ = ’l sz = : MYZ BT LR
120 240 480
Substituimos os valores para encontrarmos a localizacdo dos
pontos.

U1 - Integrais multiplas
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U1

- M 1 - 1 - M 2
X = yz = — y = = — Z= Xy = —.
m 10 5 m 5
. . . 112
E concluimos que o centro de massa esta localizado em: (B’E'Ej

Por fim, para calcularmos o volume, substituimos os valores na
integral V(€)= [[[av .

11y 1’::2x—y
L ey < [ e -

L4 2
@ -fertnl - 54 l]d

Logo, o centro de massa da placa retangular esta localizado em

(?;77) (1 12} l l
, 1055 eoseuvoumeelguaa12

! Atencao

Na resolucao dos exercicios, € interessante que vocé faca todas as
passagens matematicas. Desta forma, a probabilidade de erros sera
minima.

@ Lembre-se

Temos seis maneiras diferentes de calcular o dV, por exemplo, dzdxdy.
Entretanto, em todas elas, o resultado alcancado devera ser sempre o
mesmo.

U9 Pesquise mais

Aprofunde os seus conhecimentos consultando o topico 5.4 do livro
disponivel no endereco a seguir. GUIDORIZZI, Luiz Hamilton. Um
curso de Calculo, volume 3: recurso eletrénico. Rio de Janeiro: LTC,
2013.  Disponivel em:  <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/
books/978-85-216-2541-4/pageid/126>. Acesso em: 4 mar. 2016.

Para ter acesso ao material, € necessario que antes vocé efetue o login na
biblioteca digital por meio do site da faculdade.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois compare-as com a de seus colegas.

Calculando a massa de superficies metalicas

1

Competéncia | Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
de exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equagdes
fundamentos | diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.
de area

2. Objetivos de | Aplicar calculo de volumes, massa e centro de massa em
aprendizagem | diversas regides que nos cercam em situacodes do cotidiano.

3. Conteudos
relacionados

Integral tripla, massa e centro de massa.

4. Descricéo
da situagéo-
problema

A fim de completar a sua aprendizagem, Imagine que voce
tera que trabalhar no subsolo das torres verticais no prédio
do Congresso Nacional, onde fica localizada a casa de
maquinas, e tera que substituir as bases de apoio das bombas
d'agua. Entretanto, ao fazer uma verificagéo do local, vocé
percebeu que para realizar essa tarefa, tera que deslocar e
substituir algumas placas metalicas, que servem de suporte
para eletrodutos e foram instaladas indevidamente por outra
empresa que fez os reparos anteriores. Desta forma, para
realizar a sua tarefa, antes vocé tera que construir uma estrutura
de metal, cujas dimensdes ndo estéo padronizadas e nao
contemplam uma superficie em formato geometrico de facil

construcéo. Sendo assim, sera necessario determinar a massa
11 x

I 'f dzdxdy
de uma regido, que € representada pela integral %,z

tendo como densidade P (X,y ) ) =2 Vamos la?

5. Resolugédo
da situagéo-
problema

1 X

m={[Jotxnaiov = 2f [ Jamoy = 2] (2] axoy -

~1y 2

—y 0
m—zﬂxdxdy 2]{ } J’[ jdy 2[)’ VSI 8
Yy 2 10 5
Desta forma, conclui-se que a massa da regido representada
ela integral Jlj-]i dzdxdy e —

“1y2 0

U1 - Integrais multiplas
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E‘% Lembre-se

As integrais triplas podem ser interpretadas de distintas formas,
dependendo sempre das interpretagdes de x, v, ze f (x, y, 2).

&
4 Facavocé mesmo

Agora € com voce, utilize os dados da situacdo-problema anterior,
11 x
J' j .[dzdxdy e p(xy.z)=2|,além dovalor da massa que vocé encontrou,
~1y2 0

e determine o centro de massa dessa regido.

Faca valer a pena

1. Seja uma lamina triangular com densidade p(2X —y). A massa da
lamina corresponde a integral '[01_[02 »dA, cujo valor é:

&L

o

o} e
= I
wWla olN N oo ola

o

2. Uma lamina triangular tem densidade p(2x -y ). Sua massa, igual a 7
€ calculada por meio da integral H“pdA. Desta forma, o momento M
éigual a: 00

3. O volume da placa triangular localizada no primeiro octante, limitada
pela equacdo matematica 2x+y +2z=4 é:
a) 10/3
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Secaol4

Area de superficies

Dialogo aberto

Para finalizar esta unidade, ainda colocando em pratica os
conhecimentos e aprendizagens sobre integrais, trabalharemos as
areas de superficies, e para isso, enfatizaremos a parametrizacao
das equacdes.

Continuando com a reforma do Congresso Nacional, a ultima
tarefa sera fazer uma pintura nova em algumas regides das
cupulas, o gue requer conhecer a area para determinar o gasto
com tinta. Vale lembrar que ambas as cuUpulas se assemelham a
um paraboloide.

Imagine que o trabalho de pintura tera inicio em uma superficie
Cuja representacdo algébrica € z=x?+y?, com O<z<4,
pertencente ao paraboloide e previamente determinada pela sua
equipe, conforme Figura 1.20, sendo todas as medidas em metros.

Figura 1.20 | Esboco do paraboloide z = x* + y?, com 0 < z <4

Fonte: <http://www.geogebra.org/m/2798229>. Acesso em 12 de fev. 2016.
Agora € com vocé! Determine a area dessa superficie e calcule o

volume de tinta que sera utilizado, considerando que o rendimento
seja de 0,09 L por metro quadrado.

U1 - Integrais multiplas
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Nao pode faltar
Produto Vetorial

Sejam u= (x1,y1,z1) eV= (Xz,}’g,zz) dois vetores quaisquer sobre
um mesmo espaco cartesiano, podemos representar o produto
vetorial entre esses vetores através da notacdo (Dx\'/)_ Um metodo
pratico para calcula-lo é a regra de Sarrus (aguela aprendida no
ensino médio). Desta forma, temos:
i j ki
Uxv=IX Yy Z3| X Yy

Xy Yo ZiXy Y,

Usando o desenvolvimento de Laplace na primeira linha desse
determinante, podemos também escrevé-lo da sequinte maneira:

ik

Z X

j+x1 Y1

Xy Y

. y, z _
uxv=\x, y, z|=["" i k

X, Y, Zp

Yo 2 Z, Xy

Podemos ainda determinar o modulo (norma) do produto vetorial
por meio da raiz quadrada da soma do quadrado dos componentes,
do novo vetor, oriundo desse produto vetorial.
& Reflita
o

» No produto escalar entre dois vetores, o resultado sera sempre um valor
numerico e no produto vetorial entre dois vetores, sera gerado um novo
vetor (ortogonal) a eles.

e Modulo do produto vetorial entre dois vetores € igual a area do
paralelogramo que eles determinam.

3 Exemplificando

Dados os vetores U=(312) ¢ v =(2-25) determine o produto vetorial
entre eles. Calcule também o seu maodulo.
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Resolucao: O calculo do produto vetorial entre dois vetores e efetuado
da mesma forma que o determinante de uma matriz (Regra de Sarrus).

i klioj
uxv=[3 1 2|3 1 =5i+4j-6k-2k+4i-15j = 9/ —11j -8k
-2 512 -2

Desta forma, podemos concluir o produto vetorial entre os vetores
u=(312)cv=(2-25)¢uxv=9-11j-8k.

Para calcular o modulo, extraimos a raiz quadrada da soma do
quadrado dos seus componentes, ou seja:

Uxv =492 +(=11)° +(-8)* = /81+ 121+ 64 = /266 .

Logo, o modulo do produto vetorial entre os vetores 4 € v € /266 .

Derivadas parciais

Pelo conceito de derivada parcial, ela € obtida considerando-se
apenas uma variavel variando e a outra fixa. Ou seja, a derivada
parcial de uma funcdo z=f(x,y) em relagdo a x considera apenas
X como variavel, mantendo y constante. Analogamente a derivada
parcialem relacdo a y considera apenas y como variavel, mantendo
X constante.

&3& Assimile
Se f é uma funcdo de duas varidveis, suas derivadas parciais sdo as

funcdes f, e f, definidas por:

f (xy)=lim Flx+hy)-f(xy) € f, (x.y)=lim

h—0 h h—0

f(x,y+h)-f(xy)
h

of oz of o0z

Se z=f(xy) podemos escrever k=5,=% e =5, 75 . Existem outras
y oy
notacdes para as derivadas parciais. Vale lembrar que ;if e & n3o
. o . . . OX y
pode ser interpretada como a razdo dos dois diferencials.

U1 - Integrais multiplas
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Coordenadas polares

Utilizamos as coordenadas polares a fim de facilitar os trabalhos
quando tratamos regides circulares ou quando o dominio
for um circulo ou for parte dele. Elas poderdo ser muito bem
utilizadas no decorrer da aprendizagem desta secao. Desta forma,
podemos converter coordenadas cartesianas ou retangulares para
coordenadas polares.

Na Figura 1.21, temos um ponto P(x.y) expresso em coordenadas
cartesianas. O valor de x representa a distancia do ponto P até o
eixo y. O valor de y representa a distancia de P até o eixo x.

Na Figura 1.22 temos um angulo @ definido pelo eixo x e pela
semirreta OP . O angulo € orientado positivamente a partir do eixo
x er ¢ adistdncia entre o ponto P e a origem.

Figura 1.21 | Representacdo do Figura 1.22 | Representacdo do
ponto em coordenadas cartesianas ponto em coordenadas polares
ou retangulares
y P(r,8)
oo P(x)
|
I r
|
|
| 0
I X
|
| X
Fonte: elaborada pelo autor. Fonte: elaborada pelo autor.
@ Lembre-se

* dA=dxdy ou dA =dydx;
« dA=rdrdo;

X2 t+yt=r?
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‘r"’ Assimile

Vocé lembra-se das relacdes trigonomeétricas no triangulo retangulo?

cateto oposto

. : seno =
Pois bem, aqui recordaremos duas. O hipotenusa

cateto adjacente
hipotenusa

E a partir delas, ficara mais facil entender e trabalhar em coordenadas

cosseno =

polares. Pois na Figura 1.22, temos: seng =2 ,seng =Y = y =rseno €
h r

ca X
cosezﬁesen9:72x=rcose-
r

Entdo,quandoforconveniente,afimdefacilitaroscalculos, podemos
transformar uma integral escrita em coordenadas cartesianas (x)
em uma integral em coordenadas polares (19). Desta forma, se f
for continua em uma regido escrita em coordenadas polares, na
integral dupla temos: [[ f(xy)dA= [[ f(rcoso,rsen0)rdrdo.

R(x.y) R(r.0)
[19' Pesquise mais

Relembre e aprenda mais sobre integrais duplas e coordenadas polares,
lendo um texto do departamento de Matematica Aplicada da Unicamp.
Disponivel em: <www.ime.unicamp.br/~valle/PastCourses/MA211_14/
Aulall.pdf>. Acesso em: 11 fev. 2016.

Superficies Parametrizadas

Definicdo: Uma superficie parametrizada em (R?), ¢ uma aplicacéo
2 3

x:Dc “—>

Em outras palavras, parametrizar uma superficie € trabalhar uma
funcdo de duas variaveis para uma superficie em trés dimensdes.
Podemos dizer que se trata de uma aplicagcao que ‘pega” um objeto
no plano bidimensional (R?) e “joga” para o espaco tridimensional (
R?) fazendo com que esse objeto caracterize-se por uma superficie.

Desta forma, temos uma funcdo que depende de duas variaveis (u
e v) e tem como imagem trés variaveis (x, y, e z) dependentes de
u e v. Parametrizando chegamos a: x=(x(uv),y(uv),z(u,v)). Assim,
tambem podemos escrever o vetor posicao da superficie por:
F(u,v):x(u,v)7+y(u,v)7+z(u,v)ﬁ-

U1 - Integrais multiplas

49



50

Figura 1.23 | Superficie parametrizada

D r(u,v)

X

Fonte: <http://www.pbx-brasil.com/calculo03/Notas/Area02/dia02/curcor.html>. Acesso em: 3 mar.
2016.

v=| Exemplificando

Determine a representacdo parameétrica da superficie 2z2+3x+4y =5

~ 5 3 5 3
Resolugao:2=§—7x—2y.Como u=xe V:y—>Z:§*7ufZV.

o
4 Facavocé mesmo

Determine a representacdo parametrica do paraboloide z=4-x*-y* E
escreva o vetor posicao parametrizado dessa superficie.

Area de Superficie

Superficie no R* é dada por uma parametrizacdo no R* em que
a funcdo a ser trabalhada é suficientemente diferenciavel. Como
vimos anteriormente, parametrizacao € uma aplicacao que possuli
duas variaveis no dominio e associa trés variaveis na imagem.
Ou seja, € uma aplicacdo do R? no R* Como o dominio é
bidimensional, entdo, podemos imaginar um objeto bidimensional
no espaco (em trés dimensdes), em que as coordenadas estdo
descritas em termos das duas coordenadas de U e V.

Desta forma, dada uma superficie (S), podemos pensar em dois
vetores tangentes a ela:

- ox oy o0z — (0x oy oz
Xy === =—|ex,=|—=>—].
ou ou ou ov ov ov
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E, de acordo com a Figura 1.24, temos infinitos paralelogramos e
somando a suas areas, teremos a area de toda a superficie.

Quando S é regular, ou seja, o produto vetorial entre os dois
vetores for diferente de zero, temos a area da superficie dada por:
j j X, x X, |duadv .

D

Figura 1.24 | Derivada em um ponto qualquer da superficie

Derivada em um
ponto qualquer

Fonte: elaborada pelo autor.
v=| Exemplificando
Calcule a area da superficie cuja equacdo € dada por z=1-x*-y?
com x> +y? <1,
Resolugao:
A Figura 1.25 representa a equacdo z=1-x*-y?

Figura 1.25 | Superficie z = 1 - x* - y?

Fonte: <http://www.geogebra.org/m/3093887>. Acesso em: 5 abr. 2016.

>
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Para parametrizar esta equac¢ao, chamamos: x = u e y = v. E
consequentemente, temos z=1-u*-v® Derivando a funcao,
chegamos a: x =(1,0,-2u) e v =(0,4-2v). Em seguida, calculamos o
produto vetorial: .
Jook\i

0 —2u/1 0 = x,xx,=(2u,2v,1)
1 -2v|0 1

i
uxv=|1
0

x, x x| =J(2u) +(2v)? +1=4u® + 42 +1
u v

dudv

Cujo modulo € dado por:

X, X X,

Substituimos na integral: ﬂ

g(m)dudvi (7)1 oy -

Como na Figura 1.25 da superficie temos um raio variando conforme
z aumenta e um angulo 0, podemos escrever as coordenadas
cartesianas em coordenadas polares a fim de facilitar os calculos.
Desta forma, fazemos a representacdo da Figura 1.26 no eixo xy
(regido do chao).

Figura 1.26 | Regido do chao

y=vg

Fonte: elaborada pelo autor.
Fassimtemos 0<0<27:0<r<1 dudv=rdrdo: u?>+v?=r?

Substituindo na integral para calcular a area:
2z

Td@j\/mz +1rdrd6 = j d9j(4r2 + 1)% rdr =
0 0 0 0
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T i JuPdu=u™'
2”d91 %du_12”d9 UEM —12”d9 u? _ u=4r2+1PJr1
.[ .[u ?_5.[ 1 _§I 3| du=8rdr
0 0 0 E+'] ; 0 E . du=rdr

8
1 2277 \/_31 2n \/ﬁ" 1 \/_ 2n
3 3£d9[ u LZE de{ (4r% +1) }0:2(5 5—1)£d0=
%(56—1)[9]5” =%(5J§—1)[2n] =5 (55 -1)

/
Portanto, a area da superficie € igual a 6(5\/5_1)'

Se S for uma superficie que possa ser representada pela
funcao z=f(xy), f com derivadas parciais de primeira ordem
continuas em uma regido D do plano (x¥), entdo temos:

A(S):ij (%) +[%j +1 dxdy -

S8
4 Facavocé mesmo

| AN

Como na equacao do ‘“exemplificando” z esta isolado, resolva-o
novamente utilizando a expressao dada acima.

ELIQ Pesquise mais

Melhore a sua aprendizagem fazendo a leitura sobre Superficies a partir
de um texto do Departamento de Matematica da UEM. Disponivel em:
<www.dma.uem.br/kit/arquivos/arquivos_pdf/superficies.pdf>.  Acesso
em: 19 fev. 2016.

Sem medo de errar

De acordo com o problema proposto no inicio da secao, vocé
teria que fazer novas pinturas em algumas regides das cupulas do
Congresso Nacional. E para isso, seria necessario calcular a area
de uma superficie especifica representada algebricamente pela
expressdo z=x*+y? com0<z<4.

Desta forma, podemos iniciar a resolucao utilizando a

U1 - Integrais multiplas
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parametrizacdo da equacdo z=x*+y>:
X=U,y=Vez=u?+v2

E através das derivadas parciais, determinamos os vetores:
x,=(10,2u) e x, =(0,1,2v).

=

jok|ij
Fazemos o calculo do produto vetorial: axv=1 0 2u[1 0 =(-2u,-2v,1).
0 1 2vj0 1

Com isso, determinamos o seu modulo:

‘)—(x \7‘ = (—2u)2 +(—2v)2 +1 =+ 4u?+ 4vi41.

Substituimos na integral a fim de obter a area:

e [T - [ 0 ou - [ 57 ) v
D D P

Rascunho

2 2 > 27 r=2 1du
A:[jo‘mrdrdezfdefuzg Juran

r=2

] r=2 u=4r*+1
2 —+1 27 du=8rdr
1 u2 4f +1
A=—|do du
o] 3 Japl L :
2

L

r=0 r=0

A—17d92'(ﬁ_1)2'(ﬁ_1)7d92'(ﬁ—1) (V17 )

8 3 24 24 6
0 0

Desta forma, a area da superficie a ser trabalhada para as novas
pinturas das cupulas menores do Congresso Nacional € .

(1 717 4)77
1 m
6
1717 =1
Por fim, o volume de tinta sera ( il >7r -0,09~3,256 L -
@ Lembre-se

Quando efetuamos a mudanca de coordenadas cartesianas para
coordenadas polares, temos - dudv =r dr do

A equacao 2da czircunzferéncia, quando O seu centro esta na origem
(0,0), ¢ X“+y“=r" Como estamos_trabalhando com superficies
parametrizadas escrevemos U~ +V= =r~.

1 - Integrais multiplas



Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos voceé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situagcdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as ativi-
dades e depois compare-as com a de seus colegas.

Area do paraboloide

1

Competéncia Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
de exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
fundamentos diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.
de area

2. Objetivos de | Aplicar a parametrizacéo de superficies no calculo de areas nas
aprendizagem | diversas situagdes do cotidiano.

3. Conteudos
relacionados

Produto vetorial, derivadas

coordenadas polares.

parciais, integrais duplas,

4. Descricédo
da situagéo-
problema

Bem, com a praticidade em resolver problemas, outros
trabalhos vao surgindo. E o proximo que sera designado

a vocé é calcular a area de uma superficie em formato de
paraboloide que sera construido em um terreno particular.

O projeto repassado a voceé ja traz uma representacao
matematica para ajudar-lhe e esta escrita da seguinte forma:
F(u,v =(ucosv,usenv,u?),coml<u<2e0<v<2r

Desta forma, utilize os conhecimentos aprendidos nesta aula e
calcule essa area.

U1 - Integrais multiplas
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5.
Resolucédo
da
situacéo-
problema

Como o paraboloide ja esta na forma parametrizada, é necessario
escrevé-la de uma forma que facilite encontrar a area procurada.

. X
Sendo assim: x =ucosv —>—:cosv;y:usenv—>%:senv; z=u*
u

(-6

Passa-se a equacao anterior a fim de obter a equagdo do
paraboloide:

2 2
X 2 2
y—2+—2:1—>y2+x2:u2.Como z=u? temos: Z=X"+y~.

<
<

Figura 1.27 | Paraboloide
z=x*+ yZ

Ainda da informagéo que
z=u?, podemos, a partir
dainformagdo 1 <u <2,
determinar que 1 <z < 4.
Desta forma, podemos
visualizar a regido da area
que queremos calcular.

Fonte: <http://www.geogebra.
org/m/3094257>.
Acesso em: 5 abr. 2016.

Continuando, encontram-se as derivadas parciais em relagdo a u
ev.

x, =(cosv,senv,2u)
x, =(-usenv,ucosv,0)
Calculamos o produto vetorial:
i j k
uxv=| cosv senv 2u|= (—2u2 cosv,—2u? senv,u)
-usenv ucosv O
Em seguida, determinamos 0 modulo:
‘Zl x \7‘ = \/4u4 (0082 v+ senzv) + 02 =aut + P = uau? 1

Substituimos na formula A :m;_cx E‘du dv para obtermos a area.
D

2

2n 2 1 1 2n 3
A:J‘d\/f(4u2+1)2udu:ﬁj‘d\{ (4u2+1) } =
1] 1 1] 1

A=%[17Jﬁ—5«f§]2§dv=%(17J‘ﬁ—5\/§)[v pr =

A:%(17Jﬁ—5£)2x=%(17ﬁ—5£)
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Portanto, a area da superficie em formato de paraboloide a ser
’ . , T
construida no terreno particular é 5(17“7 -55).

@ Lembre-se

sen?v +cos?v =1

~J
4 Facavocé mesmo

Determine a area da superficie definida por x*+y?-2=0 e limitada
pelos planosz=2ez = 6.

Faca valer a pena

1. O produto vetorial entre dois vetores linearmente independentes gerara:

a) Um numero positivo.
b) Um nuimero negativo.

)
c) Outro vetor.
d) Um numero irracional.
)

e) O numero zero.

2. O mddulo do produto vetorial entre dois vetores é igual a drea do seguinte
poligono:

a) Triangulo.

b) Paralelogramo.
c) Quadrado.

d) Losango.

e) Hexagono.

3. Dados os vetores U = (-214) e V= (2,1,-1), o produto vetorial entre eles
e 0 modulo sdo respectivamente:

a) XxV =5 + 6] — 4k; ]}x\?]:ﬁ
b) XXV =41 +10] +5k; [xxv|=+/100
) xxv =-3i +10] + 18k; ’)—(X\_/.IZ\/Q—7
d) X xv =5/ —10] + 4k; ‘}x&‘=\/141

e) Xxxv=-5/+4]-10k; ‘;x\—/‘:\/230
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Unidade 2

Integrais multiplas em outras
coordenadas

Convite ao estudo

Old! Na Unidade 1 deste livro didatico tratamos de integrais
triplas. Vocé efetuou calculos de volumes e massas em
coordenadas retangulares. Nesta unidade, vocé expandira
as suas capacidades de calculos com integrais triplas para
situacOes que apresentem determinadas simetrias. Para isso,
Vamaos supor que voceé faz parte de um escritorio de engenharia
de projetos civis. Seu superior solicitou a vocé que calculasse
o volume interno de algumas edificacdes. E possivel que ele
tambem venha a solicitar a massa e o centro de massa de outras
estruturas de destague na construcao brasileira e mundial.

Para que possa efetuar estes calculos, vocé devera observar
a particular geometria de cada edificagcao, para poder “tirar
vantagem” desta geometria e facilitar seus calculos. Talvez
VOCé esteja se perguntando: mas sera que eu ja fiz algo
parecido anteriormente?

Figura 2.1 | Nova Biblioteca de Alexandria

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Bibliotheca_Alexandrina>. Acesso em: 6 abr
2016.



Sim, com certeza!

Vocé ja efetuou mudangas de variaveis tanto nas integrais
simples quanto nas integrais duplas. Entdo, € importante
para sua aprendizagem que vocé estabeleca as conexdes
entre este topico com integrais triplas e o que ja foi visto em
Calculo | e Calculo Il, ok? Os pesquisadores de aprendizagem
asseguram que, ao estabelecermos conexdes entre um
novo objeto de aprendizagem e assuntos que ja estudamos
anteriormente, aprendemos de forma mais significativa.

Uma dessas estruturas € a nova Biblioteca de Alexandria
(Figura 2.1), na cidade de Alexandria, no Egito. Vocé consegue
notar que ha um ‘recorte” no prédio (na parte de tras, no
fundo da foto)? E agora? Como resolver este problema?

Foi nessa mesma cidade, entre o século lll a.C. e 0 século
V d.C,, que existiu a famosa Biblioteca de Alexandria. Nesta
biblioteca trabalharam matematicos e outros cientistas da
Antiguidade.



Secao 2.1

Mudanca de variaveis

Dialogo aberto

Na Unidade 1 desta unidade curricular, vocé aprendeu a calcular
volumes com integrais triplas em coordenadas retangulares.
No entanto, no escritorio de engenharia em que vocé trabalha,
podem aparecer estruturas nas quais o calculo de integrais triplas
em coordenadas retangulares nao seja imediato.

Por exemplo, aléem da ja mencionada estrutura da nova
Biblioteca de Alexandria, vocé tambeém podera ser chamado para
efetuar o calculo do volume interno da edificacdo conhecida
como Elipsoide Metalico de Istambul (Figura 2.2) ou da Faculdade
de Medicina de Cornell (Figura 2.3), em Doha, Qatar.

Figura 2.2 | Elipsoide Metalico de Figura 2.3 | Faculdade de Medicina de
Istambul Cornell

Fonte: <http://www. enenhnac.vn com/elipsoide- Fonte: <https://curvasearquitetura.wordpress.com/faculdade-
metalica-istambul>. Acesso em: 6 abr. 2016. de-medicina-de-cornell-gatar/>. Acesso em: 6 abr. 2016.
Serd que é possivel estabelecermos procedimentos gerais de
calculos para integrais triplas em situagdes com determinadas
simetrias? Mais especificamente: como calcular o volume de
estruturas elipsoidais como as da Figura 2.2 e Figura 2.37 Suponha
gue no escritorio de engenharia em que vocé trabalha um cliente
tenha encomendado um monumento elipsoidal de concreto. Seu
colega de trabalho elaborou o desenho da estrutura macica cuja

;. . ~ 2 2 2 .
superficie terd a equacgao X, ¥" , Z _4. Atarefa de estimar o volume
64 36 25

de concreto que sera utilizado na construcao desse monumento
ficou para vocé. E agora, quanto de concreto serd necessario?

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas
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Poderemos generalizar os resultados ja conhecidos para
integrais simples e para integrais duplas? E o que veremos nesta e
nas trés proximas secdes desta Unidade 2.

Nao pode faltar

Vocé se lembra de como resolver integrais simples por
substituicao? Nos utilizamos a sequinte relagao:

Jrx)ax=fi(a(s))g(s)es, com c=gla), d =g(b) e x=g(s)

Vocé também ja deve ter efetuado mudancas de coordenadas
em integrais duplas. Neste caso, utilizamos as coordenadas polares:
X = rcos(@) ey=rsen (9) A formula de mudanca de variaveis
no caso de integrais duplas passa a ser:

J.J.f X,y)dA = J'J. rcos(6),rsen(0))rdrdo.

Com a reg|ao S sendo a reg|ao do plano r@ correspondente a
regido R do plano em coordenadas retangulares xy.

Uma mudanca de variaveis em integrais duplas € definida por
uma transformacdo T que leva uma regiao A do plano uv em uma
regido B do plano xy:

(%,y)=T(u,v), com x=f(u,v) e y =9(u,v).

Figura 2.4 | Mudancas de coordenadas do plano uv no plano xy

Fonte: elaborada pelo autor.

Vocé deve se lembrar que as funcdes f e g deveriam apresentar
derivadas parciais de primeira ordem continuas e a transformacgao
T deveria ser biunivoca (T podendo nao ser biunivoca apenas
em pontos da fronteira da regido A). Assim, é possivel definir a
transformacao inversa T qgue leva uma regiao do plano xy no
plano uv.

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas



A mudanca de coordenadas em integrais triplas € analoga
aquela vista para integrais duplas. A diferenca € que agora teremaos
uma transformacao T biunivoca que leva uma regido A do espaco
uvw em uma regiao B do espaco xyz da sequinte forma:

x =f(u,v,w) y =g(u,v,w) z=h(u,v,w)

‘tz” Assimile

O jacobiano de T € o determinante:

oX oOx ox

ou v ow
J(Xyz):M:a_y y oy
e o(uv.w)| |ou ov ow
0z 0z oz

ou v ow

As hipoteses que devem ser feitas sobre a transformacao T
para integrais triplas sao analogas aquelas realizadas para integrais
duplas.

‘tz” Assimile

Considere A uma regiao NoO espaco uvw e B uma regido Nno espaco
xyz. Suponha T a transformacdo biunivoca (com a possivel excecdo
apenas nos pontos da fronteira da regido A) que transforma a regido A
na regido B por meio das equacdes X =f(u,v,w), ¥ =g(U,v,w) e
z="h(u,v,w) onde f g e h sdo funcdes de classe C' (ouseja, £ geh
sao funcdes derivaveis com primeiras derivadas continuas). Entdo é valida
a formula seguinte para mudancas de coordenadas em integrais triplas:

ny(x,y,z)dv = I}Uf(x(u,v,W),y(u,v,w),z(u,vlw)) a(x.y.z)

———~{dudvdw
o(u,v,w)

Veja no exemplo que a seguir como calcular o determinante
jacobiano de uma transformacao.

v=| Exemplificando
Considere a mudanca de coordenadas

v

X=Uu-3v+w - Yw o z=Y ini i >
= A e ‘75, definida sobre o paralelepipedo

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas
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retorretdngulo 0< x <1,

Resolucao:

0<y<1

, 0<w<1. Apresente o determinante
jacobiano desta mudanca de coordenadas.

As funcdes x(u,v,w)=u-3v+w, y(uv,w)=-v/3-w e zuv,w)=v/2

sdo todas derivaveis com primeira derivada continua. Da definicao do

jacobiano, temos:
ox

ou
oy

a(x,y.z)
o(uv,w)

J(xy,2)= =

oz

ou

ox

v
oy

ov
0z

v

OX

ow
Y|

ow

o

ow

1 -3 1

o -1
3

010
2

Ao efetuar os calculos necessarios, vocé podera constatar que o valor
do determinante sera - g% +0, ¥ (u,v,w) € R® atendendo a hipotese
de que o jacobiano ndo pode se anular (com excecdo, talvez, dos
pontos de fronteira da regido de integragao).

Considerando  a

mudanca

de

coordenadas:

o(b Reflita

X =2u+3v-5w

;y=u-2v+w z=-2w, qual a matriz jacobiana e o determinante

jacobiano para este caso?

4 x=3z+3
Calcule f I J

0 x=3z
Resolugao.

=
-

Faremos a seguinte mudanga de coordenadas:

-z ,_Y

2 2

em

termos de (u, v, w):

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas
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2 1 w
X=_U+_-W y =2V e Z=— Ojacobiano fica:

3 9 3
x oo x|,
ou ov ow g 0 §
o(x,y,z
J(X,y,z)z(iy)zaiy al alzo 2 0
o(uv,w)l |ou ov ow ]
oz 2z oz 0 0
ou ov ow

Efetuando os calculos necessarios, vocé podera constatar que o
determinante do jacobiano ¢ 4 0.V (uv,w) eR>.
9

A partir dos limites de integra¢ao nas variaveis (X,¥,2), vamos determinar
os limites de integracdo nas varidveis (u,v,w). A varidvel x tem como

limite inferior 3z e como limite superior de integracao 3z+3.
T 2,1 2 1
Efetuamos a substituicdo X:§U+§W em x=3z,0btendo: £+ —w=w-

Entdo u:%w. Este € o limite inferior de integra¢do para u.

A varidvel x tem como limite superior de integracdo 3z+3 Efetuamos

o 2 1
a substituicao X=gu+yg

4 9
u=gw+5. Este € o limite superior de integracdo para a variavel de

integracao u.

w em x=3z+3, obtendo: Fu+tgw=w+3 Entdo

Repetimos o mesmo procedimento para as varidveis de integracao v e
w.

O limite inferior de integracao para y € O e o limite superior € 4. Entdo,
o limite inferior para a varidvel v=y/2=0/2=0. O limite superior de
integracao para a variavel v=y/2=4/2=2.

O limite inferior de integragao para z € O e o limite superior € 3. Entdo,
o limite inferior para a variavel W=32=3-0=0_0 limite superior de
integracdo para a varidvel w =3z=3-3=9.

Portanto, apds a mudancga de coordenadas, a integral tripla fica:

4,9
34x3133x Z _92§ 3 ,‘( yz) i
H az ( jdXdde—_([z[ I (u+v) H{a.vw) dudvdw =

>

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas
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92 %W% 4 %2y iwﬁ
fj (u+v)|= dudvdw-“{ v} dudvdw =
00 4 990l 2 L
3" 3
3] 3]
92 A A A
ﬂ“‘ 3 2 +(iw gjv— 3 —[4wjv dvdw =
900 2 3 2 2

92 9 2
iJ‘J-[Sw +§+gv)dvdw = iJ.[Bwv +gv+gv2} dw =
911 g 2 91 B o L

0

9 9
i'[(12w+£)dw =i|:EW2 +mw} =333
9} 4 o|2" "4

E claro que se vocé efetuar a integracdo tripla sem a substituicdo,
obterd 0 mesmo resultado.

Interpretacdo geométrica da mudanca de coordenadas para
integrais triplas

A interpretacdo geomeétrica da mudanca de coordenadas para
integrais triplas também ¢ analoga aquela realizada para a mudanca
de coordenadas para integrais duplas. No caso de duas variaveis,
estamos levando uma regiao A do plano uv em uma regiao B do
plano xy. No caso de trés variaveis, estamos levando uma regiao A
do espaco uvw em uma regido B do espago xyz.

Na Figura 2.5 foi ilustrada a mudanca de coordenadas efetuada
pelas equacdes x =f(u,v,w), ¥y =g(u,v,w) € z=h(u,v,w).

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas



Figura 2.5 | Mudanca de coordenadas da regido A (uvw) para a regido B
(xyz) 2

w T

x=flu, v, w) R‘
y=glu, v, w)
z=h(u, v, w)

Fonte: elaborada pelo autor.
ELC} Pesquise mais

Para conhecer mais sobre mudanca de coordenadas em integrais
triplas, sugerimos que vocé consulte o texto da Profa. Cristina Caldeira.
Disponivel em:  <http://www.mat.uc.pt/~caldeira/AnaliselV-03-04-4.
pdf>. Acesso em: 7 abr. 2016. Neste texto vocé encontrara mais figuras e
exemplos sobre mudancas de coordenadas em integrais triplas.

Sem medo de errar

Agora que ja aprendemos um pouco sobre mudancas de
coordenadas em integrais triplas, vamos retomar o problema de
calculo do volume de uma edificacao elipsoidal, como aquelas
da Faculdade de Medicina de Cornell, em Doha, no Qatar, ou a
estrutura do Elipsoide Metélico, em Istambul?

Como calcular o volume de uma estrutura elipsoidal? Sera que
uma mudanca de coordenadas pode ser util neste caso?

2 2 2
Figura 2.6 | Elipsoide cuja superficie é dada pela equacéo g—4+§—6+§—5:1

X

Fonte: <http://www.geogebra.org/m/3117041>. Acesso em: 7 abr. 2016.

o . . . X2y
A equacao geral da superficie de um elipsoide é ;2+Z7+07=1

2 2 2
O volume delimitado pela superficie §+Z—2+z—2 <1 é dado pela
integral tripla:

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas
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mdxdydl. Neste caso, sugere-se uma mudanca de coordenadas
A . S
para as denominadas coordenadas elipticas. Efetuamos a
transformacgao:

x=ra-sen(¢)cos(0), y =rb-sen(¢)sen(0), z=rc-cos(¢)

O jacobiano desta mudanca de coordenadas €

x x o
Sxyz or op 40 a-sen(¢)cos(0) ra-cos(g)cos(0) -ra-sen(¢p)sen(6)
J(xy.2)= (xy. ):a—y ¥ a—y:bsen(qﬁ)sen(e) rb-cos(¢)sen(6) rb-sen(¢)cos(6)
o(r..0)| |or 09 00 c-cos(¢) —rcsen(¢) 0
iz oz o
or op 0

O determinante do jacobiano € det(J(xy,z))=r?abc-sen(p).

! Atencao

Os limites de integracdo sdo:
0<r<10<¢<z 0<0<2r

2n

Aintegral fica |
0

[y —

;
Irzabc sen(¢)drdpdo . Entdo:
0

27

e

_Tsen d(od@ =

2n 7
r 1 abc
[3} (@) ded6 = ach‘ jgsen ¢)ded6 = = 0

O
o—¥

abc I

[cos J d9_2abc jd0—263bc ”=4nabc

3

Observe que, se o calculo fosse sobre uma esfera (quando
R=a=b=c), terlamos a fébrmula do volume de uma esfera: 4”R

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois compare-as com a de seus colegas.
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Mudancgas de coordenadas em integrais triplas

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

1.
Competéncias

2. Objetivos de | Aplicar os conhecimentos de mudancas de coordenadas no
aprendizagem célculo de integrais triplas.

3. Conteudos Integrais triplas, Jacobiano, mudanga de coordenadas.

relacionados

O seu superior do escritério de engenharia, apds observar
4. Descricéo seus calculos para o volume do elipsoide, deseja que vocé
da situagéo- determine a sua massa supondo que a densidade em cada
problema ponto (xy,z) pertencente a ele seja igual a sua distancia até a

origem.

A massa do elipsoide é dada por:
_ 2 2 2 . .
M=[[[\¢+y*+2ddviz  onde E ¢ o conjunto de pontos
3 X2 y2 ZZ
{(x,y,z)eR |?+F+0751}
Como no problema ja resolvido para o volume do elipsoide,
efetuamos a mudanga para coordenadas esféricas, obtendo:
M= J.J.J. rr?sen(p)dodrdp
E, coord esf
Observe que utilizamos x> +y?+2z* =r. Novamente os limites
de integracao séo:
O<r<1, 0<gp<rx 0<@<2r.

5. Resolugédo . & T

da situacéo- A integral fica Il;_ﬂr abc -sen (p)dodrde.

problema Bl g 21 4

Ent&o: abc”[%] sen(p)dpd6 = abcjfzsen(¢)d¢d9 =
00 0 00

2z
[do= 28b¢ 5 - zabe
) 4

277 2z

64& J;_(‘].sen(q;)dq)de: a4£ | [—cos(w)]g do= 2a4bc
E interessante vocé observar que a massa do elipsoide é =
multiplicado por cada um dos semieixos do elipsoide. Assim,
ao duplicarmos um dos semieixos, a massa duplica. Se
duplicarmos cada um dos semieixos, a massa sera multiplicada
por 8. Aqui vai uma dica: sempre que encontrar uma formula,
avalie 0 que acontece com a grandeza representada pela
formula ao duplicarmos, triplicarmos ou dividirmos pela
metade cada uma das variaveis.

@ Lembre-se

Se f(x,y,z) representa a funcdo densidade associada ao volume V, a massa
de V sera dada pela integral:

M, = Iﬂf(x y.Z)dxdydz
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>
4 Facavocé mesmo

Suponha que um solido possua densidade constante em uma regido V,
sob uma determinada simetria especifica.

Como é feito o calculo para determinar a massa deste solido na regido V?

Faca valer a pena

1. Considere a integral [[[3/2z-x+3y ¥z-xdxdydz, onde V ¢ dada
por v

2<2z-x+3y <8, 1<z-x<5 3<z<4 [Efetuando a mudanga de
coordenadas u=2z-x+3y, v=z-X, w=z, a escrita da integral
nas novas variaveis (u, v, w) e com os limites de integracao fica:

148 358
a)l ) = [[[ Yutlvdudvew 1[ 73uvdudvaw
5032 82
15 6 458
5-[ Z%Wdudvdw gj._[\/—Wdudvdw
12 312

4

111
) _U 3%usvdudvdw
000

2. Considere a mudanca de variaveis: u=x+2y+z, v=3x-2z,
w=y+2z. Vamos denotar por T a mudanca de coordenadas
(X, v, 2) nas coordenadas (U, v, w). Entdo, o determinante
de T e o determinante da transformacdo inversa T~ sdo,
respectivamente:

a)le2 b)-1/8e-8 <c)-1lel d)8el/8 e)5el/5

3. Considere a mudanga de coordenadas x=rcos(6),
y=rsen(0), z=z QO jacobiano desta mudanca de coordenadas
€ dado por:

a)l blr o cos(0) d)sen(6) e)tg(0)
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Secao 2.2

Integrais triplas: as coordenadas
cilindricas

Dialogo aberto

Na secdo anterior, vimos como efetuar mudancas de
coordenadas para simplificar o calculo de integrais triplas em
algumas situacdes que exibam simetria conveniente. Em particular
vimos o exemplo de calculo de volume de elipsoides, tomando
como situacdes-exemplo as estruturas da Faculdade de Medicina
de Cornell, em Doha, e o Elipsoide Metalico de Istambul.

Contudo, existem edificagcdes € maquinas que apresentam
simetrias que permitem o uso de outras mudancgas de coordenadas.
Em inumeras situacdes reais a simetria "pede” uma mudanca de
coordenadas para as denominadas coordenadas cilindricas.

Suponha que vocé continue como engenheiro responsavel
pelos calculos de estruturas com simetrias nao usuais. Assim, €
continuamente levado a buscar novas estratégias de calculos de
integrais triplas.

Vamos retomar o exemplo da Nova Biblioteca de Alexandria
(consulte a Figura 2.1 da secao anterior). Nesta unidade o escritorio
de engenharia no qual vocé trabalha recebeu a solicitacéo de
calcular o volume interno da Nova Biblioteca de Alexandria, no
Egito. O "teto” desta edificagdo possui uma inclinacao de cerca
de 16°, o que, aliado a estrutura cilindrica do prédio, dificulta
uma aplicacao imediata de coordenadas retangulares. O que
fazer? Veremos que, neste caso, € adequado utilizar coordenadas
cilindricas. Além disso, vocé devera fazer buscas na internet para
estimar as medidas do prédio. Vamos &7

Nao pode faltar

Sera que existe alguma ‘“dica” de quando usar coordenadas
cilindricas? Sim, a sugestao € que a mudanca para coordenadas
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cilindricas pode ser Util quando as equacdes que descrevem a regido
de integracdo apresentam simetria com respeito a um dos eixos
(tipicamente nos exemplos consideramos o eixo Oz). Os exemplos.

Figura 2.7 | Paraboloide, exemplo de simetria Figura 2.8 | Coordenadas cilindricas
adequada para coordenadas esféricas

X %
Fonte: <http://www.geogebra.org/m/3187121> Acesso Fonte: <http://www.geogebra.org/m/3187725. Acesso
em: 14 abr. 2016. em: 14 abr. 2016

mais simples desta simetria sao os paraboloides e cilindros.
Algumas integrais triplas podem ter seus calculos bastante
simplificados se nos aproveitarmos da simetria cilindrica do
problema. A mudanca de coordenadas cilindricas (disponivel em:
<http://www.geogebra.org/m/3187725> (acesso em: 14 abr. 2016)
e Figura 2.8) é dada pelas equacdes:

x=rcos(0)
y=rsen(0)

zZ=Z

Temos que x*+y*=r_ Como ja vimos na Secdo 2.1, no caso
geral de mudanca de coordenadas para integrais triplas, vale a
formula para mudancas de coordenadas em integrais triplas:

I 20av = [ (st (o). 2o o(xy.2)

dudvdw
o(u,v,w)

O determinante do jacobiano no caso de coordenadas
cilindricas é:
or 90 oz cos(0) —rsen(0)

0

J(x,y,z):M:a—y % a—y:sen(O) rcos(f) O=r
o(r,0 or 00 o0z 0 0 1

0z 0z 0z

ar 96 oz
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Assim, no caso de mudanca de coordenadas cartesianas para
coordenadas cilindricas, a integral tripla fica:

I”f(x,y,z)dv = ”If(x(r,(),z),y(r,@,z),z(r,e,z))rdzdrd6’

Observe que o elemento de volume obedece a relagao
dV=rdzdrd®.
(tz” Assimile
Sabendo que r=x"+y*

* A equacdo do cilindro de raio R, x? +y2 =R? em coordenadas
cilindricas fica simplesmente r =R uma vez que = X2 +y?.

« A equacdo do paraboloide Z=bx*+by® ao colocarmos b em

evidéncia, temos, z=bx*+by® em coordenadas cilindricas fica
simplesmente Z = bre .

Na sequéncia, apresentaremos exemplos envolvendo integrais
triplas e coordenadas cilindricas.

v=| Exemplificando

675
Calcule a integral “-J.3f dzdodr
0oor
Resolugdo: 2
i (Tar2p i h 152 3 |
_!-U[J;:Srdzdedr:_([-U[Sr[z]%dedr:!_{[3r(5—%]d9dr:£3r(5—%]ndr:|:7r_%l)ﬂ:16271

Portanto, o resultado da integral 3rdzdodr ¢ 162n.

o t—

|

N | ey O

o
4 Facavocé mesmo

16-r2

Calcule a integral: I S(r —%] dzdrd6 .
0

Oty

!

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas

73



74

v=| Exemplificando

Sem calcular a integral, efetue a sua mudanca para coordenadas
cilindricas:

fff3xydxdydz, na regido 5x* +5y* <3 —2<z<2

B

Resolucao:

Em coordenadas cilindricas, x=rcos(6),y =rsen(6), z=z.

De 5x% +5y® <3 obtemos r </3/5 .

27 35 2
Entdo, m3xydxdy dz= I I J3r3sen(9)cos(0)dzdr de.
R n n -2

v=| Exemplificando

Utilizando coordenadas cilindricas, calcule a integral J j I zdzdxdy -
0 0 0

Resolucao:

Pelos limites de integracdo sobre z [Oszs\/97(xz+y2)) temos que o
volume de integracao é limitado por uma esfera de raio 3 e centro na
origem x%+y?+z2=9; pelos limites de integracdo sobre x, temos que o
volume de integracdo também é limitado pelo cilindro x* +y? =16.

Finalmente, temos que 0<y <2. O volume de integracao pertence ao
12 octante.

f6-y? |9 )<2+y2

2 %4
j I I zdzdxdy:J.I
0 0 0 00
Se g

!).J.r[ 2r ]dr

0

Jor?

!

%4 22 o-r*
zrdzdrdo = H.r[—} drdo =
00 2

44

4 1% .
j (9-r* drde—f.[ T N ap=2z
0 20 4 0

I\)\—\
O N[N

U9 Pesquise mais

Nesse link, vocé encontrara aulas do curso regular de Calculo Ill, do
Instituto de Matematica e Estatistica da USP (Prof. Claudio Possani). O
Programam 21 é dedicado as coordenadas cilindricas nas integrais triplas.
Disponivel em: <https://goo.gl/Dxko9k>. Acesso em: 14 abr. 2016.
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v=| Exemplificando

} 27 5 V16-r? )
Reescreva a mtegra{j j j 5z2dzdr d0 em coordenadas cartesianas
0 0 ri2

(n&o é necessario efetuar o calculo).
Resolugao:

Usamos z=16-r*=16-x*—y? para a integral em z. Como a variavel r tem
. . . ~ 2 2 ~
como limites de integracdo: fierior =0 € Teuperior =\E,X +y° =5, entdo

Xinferior = _\ls - y2 € Xsuperior = V5 - y : F‘nalmente' *\/g <y< \/g

\ 16-x2— yz
I 522 dzdxdy

a‘ﬂ%

—5-y?

|’_‘|9|> Pesquise mais

Vocé podera encontrar mais exercicios como o anterior nos livros-textos:
GUIDORIZZI, Luiz H. Um curso de Calculo. 5. ed. Rio de Janeiro: LTC,
2013. v. 3. Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/978-85-216-2541-4/>. Acesso em: 2 maio 2016.

ROGAWSKI, Jon. Célculo. Porto Alegre: Bookman, 2009. v. 2.
Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/9788577804115/>. Acesso em: 2 maio 2016.

L3 Exemplificando

Determine o volume do solido limitado externamente pela esfera de
equacdo x?+y?+z2=b? e internamente pelo cilindro de equacdo
x? +y? =a% Suponha a<b.

Resolugdo:

O raio do cilindro é a e o raio da esfera € b. Em coordenadas cilindricas,

temos que a < r < b. A variavel z tem como lImites: z, 0 = b —r?,
2 2

Zsuperior =vb" —r”.

A variavel 8 tem como IMIes: 6, ., =0, Ogyperior =27 -

>
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( )
A integral fica:

2rb b2 r? 2r b

rdzdrdf = 75 2rdzdrd9= 2Ub% —r?rdrdo =
i [l 12
2

—I T\/bz —r®(=2)rdrdo = —T E(b2 —rz)m}b do =

0

v=| Exemplificando

Considere a esfera de equacao x* +y?+ 2% =b? eocilindro de equagao

x? +y? =a? com a<b. Determine o volume da regido interna & esfera
e externa ao cilindro.

Resoluggo: utilizando coordenadas cilindricas escrevemos X =rcos(6)
ey=rsen(0).

~ ~ . . 2 2 =

Entdo, a equagdo do cilindro fica r“=a“ e a equagdo da esfera se
r? +z% = p?

escreve =0

Os limites de integracdo ficam: 0<0 <27 | e, a partir da equacdo da
circunferéncia, temos —+/b? —r? <z<+/b>—r?. Na figura a seguir
vemaos o caso particular com a esfera de raio igual a V2 os planosz =1
ez = —1. O cilindro possui equacao X2+ y2 =1.

Figura 2.9 | Cilindro contido em esfera: (a) com planos z=+1e z=-1;
(b) com planos ocultos.

gg%e: <http://www.geogebra.org/m/3189625>. Acesso em: 2 maio f
\ .
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21 pb b2 r?
Amtegralfica:j; faj:mrdzdrde

Efetuando a integracdo na variavel z:

[ [ rerdo = j;”_[:(\/bZ 7+ o7 =1 |rdrdo =" ['\b? 1 (-2)rdrdo -

Efetuamos a mudanca de variaveis u = b? —r?. Entdo du=—2rdr
. Aintegral fica:

7N (2yroran =] [ Naauan =26 [ a0 [ 2] ao-

3 o013

,I”E((bz 7b2)3l2 7(b2 782)3/2jd6 _ 2(b2 _32)3/2 ane _ 471.'(b2 —az)
03 3 0 3

vz| Exemplificando

Calcule, utilizando coordenadas cilindricas, o volume de uma casca
cilindrica com raio interno igual a r; e raio externo igual a r, e altura H.

Resolucdo:

Temos que os limites de integracdo sao 0<0<2r , I <r<r, 0<z<H.

Vol (casca) = |[[ rdzdrdo - j”rdzdrde H/—/rdrde HI{ }de (i -r?)H

casca 0nro 0 n n

E facil ver que, se o cilindro interno possuir raio nulo, a férmula anterior
coincide com a formula para o volume de um cilindro de raio r e altura H.

v=| Exemplificando

Calcule a integral J.U V5x* +By* dxdy dz ,em que o volume de integracao
é limitado pelo olmdro xX*+y? =49 ¢ pelos planos Z=ae z=b.

Resolucdo:
Os limites de integracio sd0: 0<0 <27,0<r<7,a<z<b

>

Efetuamos a mudanca para coordenadas
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cilindricas: [[[5x* +5y*dxdy dz =
v
J.”.\/5X2 +5y%dxdydz= _[02” J.07 Lbr\/Srzdzdr d6 = \/5‘[02” _[07 Lbr2dzdr do =
v

\/—IMJ Z[Z] drdo = \/—IZnI b adrd9 \/—(b a)J {r::}7d9=\/g(bia)343.2n=

3
V5 (b-2) 8% 6867

. Portanto, \/g(b -a) é o resultado procurado.

v=| Exemplificando

Determine o volume do solido limitado inferiormente pelo paraboloide
x? + y? =3z e superiormente pela esfera X* +y? +2z° =18

Figura 2.10 | Paraboloide e esfera

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucao:

A equacao da esfera em coordenadas cilindricas ¢é r’ +Z =18
. A equacdo do paraboloide em coordenadas cilindricas € r?=3z
Substituimos a equacdo X?+y®>=3z na equacdo da esfera:

3z+2? =18  Resolvendo para z obtemos z=3 e z=-6. A raiz negativa

€ descartada.

Projetamos a interseccdo da esfera com o paraboloide no plano xy,
obtendo o circulo de equacdo x*+y*>=3. Portanto, os limites de
integracdo para a variavel r so 0<r<+3.

Como a integragdo tem o paraboloide como limite inferior, a variavel
z tem como limite inferior szew:; Como a integragao tem a esfera
como limite superior, a variavel z tem como limite superior a esfera,
POManto Zsyperor = V18 —r* .
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273

273 N 273 2 m 3
J[ [ razarao- [ [(2)57 rarao-[ [ [J18—r2—%]rdrd6: [ {J18—r2r7%]drd9:
00 00 00 00

V3 2r

20(15 - 7242 +3 , 722 -2015-3
do— f - - do— > 7r

,1.2(18,,2)%,%

0

_ Atencao
Nesta integral usamos que u=18-r? Entdo:
V3
V3 V3
1 12 3/2
18—r2r)dr:f— udu=——-=|(18-r?
e e e
u o

_%\[18—(\/5)2}3/2 7(18—02)3/2]: —%[153’2 ~18%2) = 1842 - 516

o(b Reflita

A determinacao dos extremos de integracao para cada uma das variaveis
¢ realizada identificando-se © conjunto interseccao das superficies que
delimitam o solido a ser integrado. Considerando o exemplo anterior,
em notacao de conjuntos, qual seria 0 conjunto interseccao entre a
esfera e o paraboloide?

Sem medo de errar

O teto da Nova Biblioteca de Alexandria tem uma inclinacao
de 162 com relacao ao plano horizontal. O teto da Biblioteca
€ um circulo com 160 metros de diametro. A altura do edificio
¢ de 33 metros. Disponivel em:<http://www.memoriasocial.
pro.br/documentos/Disserta%sC3%A7%C3%B5es/Diss264.pdf>,
Disponivel em:<http://arktetonix.com.br/2011/04/ark-inspiration-
115-%E2%80%93-nova-biblioteca-de-alexandria/>. Disponivel
em:<http://www.egypttourism.org/New%20Site/places/
bibliotheca_alexandrina.ntm> Acesso em: 18 abr. 2016.

! Atencao

A partir dos dados de inclinacdo do teto da Biblioteca, construimos a
equacao do plano para o teto.
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Vamos representar o teto da Biblioteca pelo plano de equacao
80z +22,93963x = 4475,17 .

Caro aluno, em caso de duvida na construcao da equacao do
plano, recomendamos consultar a Secao 1.1 da Unidade 1 ou os
livros disponiveis na Biblioteca Digital.

Figura 2.11 | Cilindro e plano representando a Biblioteca

Fonte: elaborada pelo autor.

Os limites de integracdo na varidvel z sdo z_.. . =0 €

inferior
Zuuporr = 4475,17—8i2,93963x ~O limite

superior para a variavel z, em coordenadas cilindricas fica
4475,17 - 22,93963r cos (0)

Zsuperior = 80 .

Os limites de integracdo para a variavel r sdo 0<r<8o0.

Vamos dividir a integracdo em trés etapas. Na Figura 2.12 temos
a ilustracao (vista a partir de cima) dessas trés etapas indicadas. As
medidas foram estimadas a partir do programa Google Earth.

Etapa 1: Metade esquerda da Nova Biblioteca de Alexandria

Figura 2.12 | Dimens&es da Nova Biblioteca de Alexandria, vista superior

¢

91 m

Fonte: elaborada pelo autor.
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447517-22 93963rcos( )

7 80 80 7 80 4475,17-22,93963r cos(6)

[] | rdzdrdo = [r[z], 8 drd6 =
00 r 00

% (4475,17 - 22,93963r cos( [ 447517r> 22,93963c0s(0)r® 2"

[fr r|drdo=| LA - | do=
0 80 i 280 3-80 3]

4475,17(80)° 22,93963cos(0)(80)° (80)°

_ - do =
2-80 3-80 3

RISy S

j(1 79006,8 - 48937,88cos (0) - 170666,7)d0 = 8340,133 -«
0
Etapa2: Neste caso, € mais conveniente efetuarmos aintegracao

em coordenadas retangulares. Efetuamos a integracao para

0<x<41 802 x2 <y <\/80% — x? 0<z<347017-2293963x

80

447517 22 93963 x

41 \80%-x? 41 /8022 4475,17-22,93963x
I J I dzdydx = J .[ (2], 80 dydx =
0 J802-x2 0 0 80?-x2
41 /802 x* 41 /802 -x?
447517 — 22,93963x dydx = J- {4475,17y - 22,93963xy} dy dx =
0 _Jaoioe 80 0 80 J80?x*
447517807 - x* 447517 ¢
j ' dx = ' j V807 - x% dx
5 40 40
Fazemos a substitui¢ao:

% =sen(u)= x =80sen(u)=> dx =80cos(u)du.
Tomando —%SU % temos que\/COS (u) =+cos(u).
Assim, [80? - x*dx = 80| \/1-sen’ (u)80cos (u)du =
1 1
sozjcos u)du = sozf 5 (1+cos(2u))u = 802j5(1 +cos(2u))u =
802 802

Tu + Tsen(u)cos(u)

2
X X
- X | cos(u)=,1-— -
Como u arcsen[soj, (u) 807 |

f\/802 x2dx = —arcsen(soj + X802 - x2
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Portanto: I‘/BOZ x2dx = —arcsen(g;j g\/w —41% = 28,623 +1408,247 =1436,871

Multiplicando por 447517

447517

teremos como resultado da Etapa 2: =1436,871- =160756 .

Etapa 3. Tambéem aqui utilizamos coordenadas retangulares.
Os limites de integracao sao:

A1<x<41+33=74 24,81<y <80 —x* (< 4475172293963«

80
447517-22,93963 x
74 \/8027—)(2 80 80 2 4475 17-22,93963 x
80 dy dx =
j j j dZ dy dX J- J.24 81 y
41 2481 0
V802 X2

74 (o0 X 447517 — 22,93963x I“ 447517y - 22,93963xy | dx =
[ ATONT 22999030 g [

41 Joag1 80 80 24,81

J-74 447517 .4/80% — x? —22,93963x+/80% — x? 4475 17.24,81-22,93963x24,81 dx

41 80 80

74
j (55,9396\/802 —x% —0,286745x+/80% — x*> —1387,862 + 7,1 141x)dx
41

Dividimos a integral anterior em quatro integrais:

1) 550939 j: J80? — x2dx = —13809,1

-0,286745 j x\/807 - x2dx 7M L1 (~2x)/80% - x?dx =~ 56600,5

(-2)

74
3) L1 -1387,862dx =45799,45
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i 2T
4) 7,1‘1411.41 xdx =7,1141 > =13499
41

Somando os quatro resultados parciais: —13809,1 + -56600,5 +
45799,45 + 13499 = -11111,2. Finalmente, somando os resultados
das trés etapas, o volume sera: 175.846,1 m?.

Um aprendizado importante desta situagcao-problema: nao
somos obrigados a efetuar a integracdo de um objeto apenas em
coordenadas cilindricas ou apenas em coordenadas cartesianas.
Pode-se dividir o objeto e aproveitar sua simetria para utilizar o
sistema de coordenadas mais apropriado para aquele trecho.

Avancgando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois compare-as com a de seus colegas.

Integrais triplas: as coordenadas cilindricas

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

1
Competéncias

Utilizar os conhecimentos adquiridos dos conteudos de
2. Objetivos de | mudanca de coordenadas nas integrais triplas, aplicando
aprendizagem | os conceitos de coordenadas cilindricas em situacdes do
cotidiano.

3. Conteudos Mudanga de coordenadas em integrais triplas (coordenadas
relacionados cilindricas).

O Museu de Arte Contemporanea de Niterdi € um marco
arquitetonico e icone da cidade. E outra obra de destaque do
arquiteto Oscar Niemayer.

Figura 2.13 | Museu de Arte Contemporanea de Niteroi
4. Descricdo
da situagéo-
problema

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Niteroi_Museu_
de_Arte_Contemporanea_2005-03-15.jpg>. Acesso em: 15 abr. 2016.
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Na Figura 2.14 temos uma planta esquematica da construgao.

Figura 2.14 | Planta esquematica da construcado

corte esquematico
ascala 1/250

Fonte: <https://s-media-cache-ak0.pinimg.com/236x/d7/b9/b4/d7b
9b401e6d998celf75182c2e761ada.jpg>. Acesso em: 15 abr. 2016.

Vocé reparou que a cobertura do MAC-Niterdi ndo é plana? E
uma calota esférica. Sendo assim, qual seria o procedimento
para se estimar o volume delimitado superiormente pela calota

esférica de equacdo ax? +by?+c¢z? =R? e inferiormente
pelo cone de equacdo Z2 =dx* + ey2 e pelo plano z = f?

Para facilitar nossos calculos, vamos supor que a equacgao da
calota esférica seja X2 +y? + 22 =324, que a equacdo do cone

. 2 2 2 . .
seja Z° = X"+ y° Além disso, vamos supor que z = 7.

5. Resolugéo
da situagéo-
problema

@ Faca vocé mesmo

Ao substituir 22 =x*+y? na equacdo
da circunferéncia obteremos o raio da
curva de interseccao. Faca para obter:
R=12,72.

Lembre-se

Como o teto ndo é constante, o
extremo superior da integral em z varia
de acordo com o raio.

Queremos calcular a integral

2;{12,72«/18242 271272 271272

[ [ ] rozarao=] | I 2 ardo= | | (Vrg? =r? ~7)ardo -

207!1;72 ! ’ 207!12,72 °e

| [ 1&g -r?drdo- [ [ 7drdo-

0 0 0 0
2

[garcse 12’72)+12’72 182 —12,72? —7-12,72]-27::
2 18 2

(162 0,7847 + 80,99 - 89, 04) 27 =238,1x

Portanto, o volume procurado ¢ igual a 238,17
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Faca valer a pena

1. Considere um cilindro de raio R,
contido em uma esfera de raio R,
(R, <R,). O eixo do cilindro coincide
com o centro da esfera. Veja a figura
a sequir. Determine o volume da
esfera subtraindo-se o volume do
cilindro.

% [Rz (R *R?F]

6sen(0) 252

Cilindro contido em esfera

Fonte: elaborada pelo autor.

T I
2. Considere a integral _[ '[ '[ rdzdrd6. Apresente esta integral em
0 0 0

coordenadas cartesianas.

3 30/9-x2 JB-x?-y?
a)j I I dzdy dx
0

0 _3-J9-x?
3 3.9 x2 5-x2-y?

b) I J j dzdydx
0 0 0
3 Jo-x? 25-x*-y?

c) I I I dzdy dx
0 _Jo2 O
3 9+\/37\/§ X% .V2

d) I j‘ _[ dzdy dx
30 0

] dzdy dx
0
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3.A integralJ‘_H‘Xy2 dxdy dz onde A é a regido definida por X* +y* =a*,

A
0<z<5, pode ser

0

0
2
2
IIF COS sen

g’ = L

- 'Qf or—,

aOS ."4
!!T cotg

o
B

r2ab/2

[SYT—
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reescrita,
mab
222
”J‘r sen®(0)cos® (0)dzdrdo
s
2
(0)dzdrdo
0
as
J. r4cos senz( )dzdrde
0
(6)dzdrde

J. Ir sen(0)cos(@)dzdrdo

em coordenadas

cilindricas

Ccomao:



Secao 2.3

Coordenadas esféricas

Dialogo aberto

Nesta secdo, continuamos a discutir a estratégia de mudanca
de coordenadas em integrais triplas, com a finalidade de facilitar
o calculo. Na ultima secdo, estudamos as coordenadas cilindricas
e vimos gue a simetria sendo em torno de um eixo, podemos
usa-la, obtendo calculos mais faceis. Nesta secdo, estudaremos
as coordenadas esféricas. Desta forma, qual “dica” poderiamos
seguir para saber se devemos ou ndo mudar as coordenadas para
esféricas? Bem, quando a regido de integracao apresentar simetria
com respeito a um ponto, sugere-se a mudanca para coordenadas
esféricas.

Vocé, como engenheiro de um escritorio de calculos para
estruturasincomuns, vem tendo seus conhecimentos postos a prova!
Em diversas situacdes praticas podemos nos aproveitar da simetria
para facilitar os calculos de integrais triplas. Vocé ja trabalhou com
mudancas de coordenadas em geral (na Secao 2.1) e coordenadas
cilindricas (na Secdo 2.2). Mas serd que existiriam outras simetrias
relevantes que merecem ser estudadas por um profissional como
vocé atuando em um escritorio de alto nivel? Sim.

. . Figura 2.15 | Biosfera de Montreal
Vocé ja ouviu falar na

Biosfera de Montreal?
Veja a Figura 2.15. Ela
foi construida para a
Feira Mundial de 1967
(Expo 67). A Biosfera
de Montreal possui 76
metros de diametro e
62 metros de altura.
Ela € usada como um
museu interativo sobre
O meio ambiente dos

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/
Grandes Lagos. Como File:Biosph%C3%A8re_Montr%C3%A9%al_CA jpg>. Acesso
em: 18 abr. 2016.
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fariamos para determinar o volume de uma estrutura como essa?
Seria conveniente utilizar coordenadas cilindricas?

Certamente cascas esféricas e esferas estdo dentre as estruturas
indicadas para utilizar coordenadas esféricas. Além de estruturas
arquitetonicas, tambeéem maquinas e equipamentos necessitam
do calculo de integrais triplas em coordenadas esféricas para a
determinacdo de volume, massa e momentos de inércia.

Suponha que uma ONG deseja construir uma réplica da esfera
da Biosfera de Montreal para servir COmo viveiro para passaros,
tornando-se também um observatorio para turistas. Para iniciar
o projeto, a ONG precisa saber o volume do espaco interno
da estrutura para estimar a quantidade de passaros que podem
conviver ali. Se o espaco for insuficiente, eles pretendem realizar
adequacdes no projeto. Suponha que essa ONG tenha entrado
em contato com o escritorio de engenharia em que vocé trabalha
e designaram a tarefa de calcular esse volume a vocé. E agora?
Como proceder?

Nao pode faltar

A mudanca de coordenadas esféricas € dada pelas equacdes:
X = p sen¢g cos

y = p sen¢ senf

Z = pCcoSp
Figura 2.16 — Ponto P em coordenadas

Veja na Figura 2.16 um esféricas
ponto P representado com
coordenadas  esféricas. O
angulo O € o mesmo utilizado
em coordenadas cilindricas e
corresponde aquele formado
entre dois semiplanos: ©
semiplano localizado no plano
xz para x=0; e o semiplano
determinado pelo eixo z e
pelo ponto P. Esse éngulo € Fonte: <http://www.geogebra.org/m/gKIGpaNG>. Acesso

em: 2 maio 2016.
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medido em sentido anti-horario a partir do sentido positivo do eixo
dos x. A medida P ¢ a distancia de P a origem e o angulo ¢ é
determinado por duas semirretas: uma que parte da origem e passa
por P; outra que parte da origem, esta sobre o eixo Oz, e seque
o sentido positivo de z. Acrescentamos que p €[0,00), 0<0 <27
e 0<¢<mAcesse <http://www.geogebra.org/m/gKJIGp4Ng>.
Acesso em: 18 abr. 2016. Veja a representacdo de um ponto P em
coordenadas esfeéricas.

Como ja vimos na Secao 2.1, no caso geral de mudanca de
coordenadas para integrais triplas, vale a formula:

0200V ], (x(swin).y (). 2o) S22

dudv dw

E o que muda no caso de coordenadas esféricas? Veja, no caso
de coordenadas esféricas o determinante jacobiano é:

ox ox o
6(xyz) 25 Zﬁ ij sengcosO pcospcosd —psengsend
J(xy.z)=|7""AL|=|-= = Z|=|senpsend pcospcosd -—psendcosd|=—p’seng
o(uv.w)| |op 06 o4 cosé _psen 0

0z 0z oz
op 20 o9

Portanto, no caso de mudanca de coordenadas cartesianas
para coordenadas esféricas, a integral tripla fica:

[Ifsf (xy.2)aV =[[[ f(x(p.0.8).y (0.0.6).2(p.0.)) p*seng dp do di
Observe que o elemento de volume obedece a relagcao
dV = p’senpdpdodg .
ﬁ"’ Assimile
No caso de coordenadas cilindricas, o elemento de volume é

dV =rdpdzdf No caso de coordenadas esféricas, o elemento de
volume € dV = p*sengdp dodg .

Como serdo as equacdes, em coordenadas esféricas, para uma
esfera, para um cone e para um plano passando pelo eixo Oz?

O conjunto de pontos A = {(x,y,z) tal que P = constante} € uma
superficie esférica.
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Figura 2.17 | P = constante: esfera em coordenadas esféricas; 8 =
constante: semiplano em coordenadas esféricas; ¢ = constante: cone
de uma folha em coordenadas esféricas.

Fonte: <http://www.geogebra.org/m/vKrQdtec>. Acesso em: 20 abr. 2016.

O conjunto de pontos A = {(xy,z) tal que @ = constante} é um
semiplano vertical passando pelo eixo Oz. O conjunto de pontos A
={(xy,z) tal que ¢ = constante} & um cone.

v=| Exemplificando

Considerando o ponto P = (4 5’ 4) em coordenadas esféricas, qual sua
representacdo em coordenadas cartesianas?

Resolucdo:

Das equacdes para coordenadas esféricas temos:

CRERNE

X = pseng cosO = 4sen”™ y) cosg =4—

V2 1
seng send = 4sen”™ sen——4—f 2
y=pseny 2=t~ 2

z=pcos¢=4cos%:4%=2\/§,

Assim, em coordenadas retangulares, P se escreve P= (\/g\/EZx/E)

N
4 Facavocé mesmo

Considere o ponto Q=(110) em coordenadas retangulares. Como se
escreve esse ponto em coordenadas esféricas?

Destacamos ainda que o cilindro de equagdo x*+y*=a*> em
coordenadas retangulares tem equacao em coordenadas esféricas

p’sen’pcos® 0+ p2sen’psen’d =a’ = p’sen*p=a’= psenp=a.
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Na sequéncia, veremos exemplos sobre coordenadas esféricas
e integrais triplas.
vz| Exemplificando

Considere o cone de equagdo (em coordenadas retangulares):
72 =3x% + 3y? Apresente a equacio em coordenadas esféricas para esse
cone.

Resolucao: vamos substituir dos dois lados da equacao as expressdes
para mudancga de coordenadas esféericas para retangulares:

(pcos¢)2 =3(p sengz&costﬁ))2 +3(pseng sen@)2
p?cos? ¢ =3p2sen’pcos’ 0 + 3p>sen’p sen’

sen’p 1 V3
cos’¢ 3 tgd’_*

¢ =

cos? ¢ = 3sen’yp (cos2 0+ senze)

ol

~ L. . 4
Portanto, a equacao, em coordenadas esféricas para este cone € ¢ %

@ Reflita

Por que € conveniente utilizar coordenadas esféricas para descrever um
cone e coordenadas cilindricas para descrever um paraboloide?

D9 Pesquise mais

Nesse link, vocé encontrara aulas do curso regular de Calculo Il do
Instituto de Matematica e Estatistica da USP (Prof. Claudio Possani). Os
Programas 23, 24 e 25 sdo dedicados as coordenadas esféricas nas
integrais triplas. Disponivel em <https://goo.gl/1j4V7C>. Acesso em: 24
jun. 2016.

v=| Exemplificando

Escreva a imtegral em coordenadas esféricas:
J' \/r eyt (x2+y2+22)dzdydx.

s Jx?+y?
Resolucao:

X = psengcosf
Mudamos para coordenadas esfericas: y = pseng send

Z=pcos¢ >
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u2 -

O limite de integragéo 16-("2“’2) na variavel z corresponde a equacao
da esfera x*+y?+2°=16, ou seja, a uma esfera de raio 4. O limite
de integracdo yx*+y* corresponde ao cone de equagido ¢—£ Em
coordenadas esféricas, a integral fica:

[F[ [ orsonsanans {1 [ srsonsapancs

vz| Exemplificando
. 7 rrl6 06 3
Calcule a integral IO jo IO 2p°cos¢dpdods
Resolucao:

6
['[" [ 20 cospdpdods=2]° j{’ﬂ cos9d0 g = 648] 0540 d =
0

648[" [seng ] d¢—% " dg = 3247

v=| Exemplificando
Determine o volume do solido delimitado inferiormente pelo cone de

4
equacio z° = (X +y ) e superiormente pela esfera de equacao

1
575
x> +y*+27°=36-

Figura 2.18 | Cone e esfera

Resoluc¢do:

Da equacdo da esfera, seu raio €

6. SUbStitUINdo 2% = 1o (x + y?)
575

Fonte: elaborada pelo autor.

na equacao da esfera
X2 +y*+722=36, temos
575 , B (144 6144
144 2 +72=36= 2 (576]36327\/%
Como, em coordenadas esféricas, a equacdo da esfera ¢ Z=pcos¢,

~ 64144 12 T
entdo =6Cco0Sp=> — =CO0S¢p = ¢ =—.

576 24 $=9 6

. . . n 3

Os limites de integracdo sdo: 0<0<27,0<¢< 6,0 <p<6 >
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) ] 2 0506 2 E B
A integral fica [ [8] p*sengdpdgdo =" [¢T2senpdpdo =

72["" [~ cos ]t do =72 1233 g 144 1- 33 |-
0 o 3 )b 3

V3

Portanto, temos que o resultado da integral é 144[13}r.

v=| Exemplificando

Determine o valor da integral Jjjvdxdydz, onde V é a regido delimitada
pelas esferas x* + y? +z° =a’ e x?+y?+z2=b*, com a<b,

Resolucdo:
Os limites de integracdo sdo: @< p<b;0<0<2x; 0<¢p <.

Aintegral fica:

b
([, dxaydz= |7 [ [/ p7song dp dodp = [ song o[ [/ﬂ a0 [ sempa 22| a0 -

Zn[bs —a jj.onsen¢d¢ = Zﬂ[ba ;63 ][—COS¢]Z =i(b3 —a3)

71
3 3

vz| Exemplificando

Calcule a integral mAByZdV, onde a regido A ¢ limitada pelas esferas de
raioa e b (coma < b) e pelo plano xz.

Resolugéo:
Como a regido A ¢ limitada pelo plano xz, tomamos a variavel 0<0 <.

Ja a varidvel ¢ tem como limites de integracdo 0<¢ <7 (pois estamos
considerando metade das esferas para o calculo do volume).

A integral fica HL 3y%dV = J.On J.: Lb 3p?sen’pcos’® 0 p’senddp dodg = >
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b
SJ.; 'fon .[: p*sen’pcos®0dpdodp = 3.[0” sen3¢_|.: cos® 0 {’z_j dodg =

a

b®—a% ) x x b®—a% ) x =1+ cos(20
3( a j'fo senaqu.0 cos?0dod¢ :3( a ]jo sen3¢_[0 %dedgb =

5 5
%(b5 - aS)K sen3¢I:1 +cos(20)d0 dg =
%(bf’ - as)j; sen®p [0 + %sen (20)}:d¢ =
%(b5 - as)_[: sen*pd¢ = %(bS - as)[—cos¢ + %cos3 ¢I = 2?ﬂ(b5 -a°)

2
Assim, a integral sera igual a ?ﬂ(b5 —as).

v=| Exemplificando

Determine o volume do solido delimitado pela esfera de raio 20
e pelo plano z = 10.

Figura2.19 | p =zcos¢

hZ

4
[0} |
¥ ]
/y
G =

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucao:

Da Figura 2.19, observamos que cos¢ :% entao z= psecy. Como
o volume é limitado pelo plano z = 10 e a esfera possui raio = 20,
0 angulo maximo para ¢ € %

Aintegral fica:

zng 20 27:% 20 27!% 3720
” j pzsen¢dpd¢de:” j p’dpdpdo = ”{p—} senddpdo = >
0 010 sech 0 0 10seco 00 3 10 secd
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T[zos 1000SGC¢ Jsen¢d¢d9 J[_z‘cfco ¢_1ooot ¢
0

o

2
5000 do - 5000 -
6 3

)
4 Facavocé mesmo

Modifigue o enunciado do exercicio anterior para que o Angulo maximo
¢ seja % Sera que existe mais de um valor para raio da esfera e para a
cota do plano z que atenda a esse requisito?

Vamos voltar a questdo inicial desta se¢do: calcular o volume da
Biosfera de Montreal.

Figura 2.20 | Esfera representando a
Biosfera de Montreal

Fontes: elaborada pelo autor.

A esfera tem 76 metros de diametro e 62 metros de altura.
Como a diferenca entre o diametro e a altura da Biosfera é de 14
metros, a equacao da esfera que representa a Biosfera de Montreal
é x*+y?+(z-24)" =382 O centro da esfera, ponto P, na figura
2.20, apresenta coordenadas P= (0,0,24). Tenha uma visualizagdo
dinamica. Disponivel em: link. Acesso em 3 mai. 2016.

! Atencdo

Devemos determinar os limites de integragdo para a variavel ¢ Fazemos
isso identificando que a Biosfera estd “enterrada” 14 metros no solo.

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas
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Na Figura 2.20 a esfera atravessa o plano xy e esta apoiada sobre
o plano de equacdo z = -14. A Figura 2.21 apresenta um “corte” da
esfera paralelo ao eixo Oz.

Da Figura 2.21 obtemos que Psperor = 0,57 +0,21757 = 0,7175%
(aproximadamente 39,1°).
0

. . 71757 27 38 P )
Aintegral fica: IO Io IO p sengd pd0dé . Efetuando o calculo:

38
071755 27 38 07175z 2| p? 38327 (071750
j j ju pisengdpdadg = | senpdg {?L do="" |

0 0

engdg =

071757 38°2x

0s¢| 16313
0 3 .
. Portanto, o volume da Biosfera ¢

38%2x
[-c

38;2” 16313 m° OU aproximadamente 187.474,94 metros cubicos.

Figura 2.21 | Determinacéo do
limite superior da variavel ¢

Fontes: elaborada pelo autor.

Avancgando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois compare-as com a de seus colegas.

Integrais triplas: as coordenadas cilindricas

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de exatas,
os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes diferenciais
ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

1
Competéncias

2. Objetivos de | Utilizar coordenadas esféricas como meio de facilitar o calculo das
aprendizagem | integrais triplas em situacdes aplicadas no cotidiano.

3. Conteudos

relacionados Célculo de volume com coordenadas esféricas em integrais triplas.
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Aléem da Biosfera de Montreal (Figura 2.20), outro exemplo de
construgdo com simetria esférica € a Oca do Ibirapuera. Projeto
do arquiteto brasileiro Oscar Niemeyer, € um espago expositivo
localizado no Parque do Ibirapuera, em Sdo Paulo (Figura 2.22).

Figura 2.22 | Oca do Ibirapuera

4.

Descrigcdo

da

situagéo-

problema

Fonte: <https://www.flickr.com/photos/
soldon/6134411245>. Acesso em: 18 abr. 2016.

A Oca é uma calota esférica. No nivel do solo, o edificio
possul diametro de cerca de 76 metros. Além disso, sua altura
é de aproximadamente 18 metros (Fontes: <http://www.
prefeitura.sp.gov.br/cidade/upload/ARQ-05_1288222497.
pdf> e <http://www.sampa.art.br/index.php?option=com_
content&view=article&id=7156ltemid=697>. Acessos em: 19 abr.
2016). E possivel identificar que essa calota corresponde & esfera
de equagdo x* +y? +(z+32)" =50°.
Se a esfera do edificio da Oca fosse realmente construida, qual seria
O volume que estaria abaixo do nivel do solo?
Na Figura 2.23 vemos a esfera, o plano de equacéo z = 18 e o plano
de equagéoy = 18.
Figura 2.23 | Esfera representando a Oca do Ibirapuera

5.

Resolucéo da

situacao-

problema

" 1]

Fonte: <http://www.geogebra.org/m/

H2sauDWD>. Acesso em: 3 maio 2016
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U

E os pontos P =
Q=(00 -32)eR=(0 38 0).

Vamos calcular o volume acima do nivel do solo e subtrair do
volume da esfera toda.

(0,0, 18),

Faca vocé mesmo

Repita o procedimento adotado com a
Biosfera de Montreal para determinar o
limite superior Pupenr =0,27887

Figura 2.24 | Determinacéo do limite
superior da variavel @

Fonte: elaborada pelo autor

Na Figura 2.24 vemos os valores utilizados
para determinacao do extremo superior da
varidvel de integracio @ : $upensr =0,27887

(aproximadamente 50,2°).

Aintegral fica:
0,27887 p2r 50
Vaina =, |, [, p*sengdpdedy

Efetuando os calculos, obtemos:

v,

027887
acima — I

j j pPsenpdp do dp =

3.
50°27(0,2788z _(0.5576r)) _ 60°2x 277 (0,1920)
3 2 4 8

O volume de toda a esfera ¢
B 47R? _ 4750° )

esfera 3 3

O volume abaixo do nivel do solo é

dado por:

4750° 50 27
3

abaixo — 3

2% (0,1920) = 5032”

(1,8071).
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Lembre-se

Nos dois casos (da Biosfera de Montreal
e da Oca do Ibirapuera), tivemos que
determinar o valor maximo para o
angulo ¢.

Faca valer a pena

T T 0
1. Calcule a integral j02 j04 L 5p*sengdpdpdo

a) 16\/§7t

V27
b) 31[1—2 3

0 15[1—£j£

2 )4

46343 %

e) 31\/5%

2. A equacdo do cilindro x? 4 y? =16 em coordenadas esféricas é:

a) pseng =4
b) pcos¢ =4
c) p =4sen¢g
d) p=4cos¢

e) plgp =4

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas
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3. A integral J‘HAnydxdydz’ em que A ¢ a regido definida por
x? +y? + 22 = 25 pode ser reescrita em coordenadas esféricas como:

a) IO% J'Oz” IOS p’sen®psen® cos® 0 dp dpdo
b) .[Ozn J.Oﬂ _[: p°sen*psen®0 cos0dpd¢de
Q) Jf” jf .[;5 psenpsendcosOdpdpdo
d) _[02” J.Oz” J': p*sen’p sen’0 cosO dp dpdo

SINN foz " psen’p sen‘0 cos? 0 dp di do
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Secao 2.4

Aplicacoes de integrais triplas em outras
coordenadas

Didlogo aberto

Nas trés primeiras secdes desta unidade, estudamos mudanca
de coordenadas em integrais triplas e o uso de coordenadas
cilindricas e esféricas em integrais triplas. Utilizamos estas
mudancas de coordenadas para calculos de volume. O calculo de
volumes é comumente a primeira aplicacao de integrais triplas que
se estuda nos cursos de Calculo Diferencial e Integral, mas existem
outras aplicagdes. Nesta secdo, veremos aplicagdes das mudangas
de coordenadas em integrais triplas: determinacdo de massa,
centro de massa, momentos em relacao aos planos coordenados
e momentos de inércia.

Vocé ja viu a esfera da Times Square, em Nova lorque, na
comemoracao do ano-novo? Mesmo que ja tenha visto, leia mais.
Disponivel em: <http://gl.globo.com/mundo/noticia/2016/01/
nova-york-entra-em-2016-com-festa-e-forte-esquema-de-
seguranca.html> Acesso em: 9 mai. 2016. Conhecer um pouco
sobre a esfera da Times Square
sera importante para sua proxima
tarefa.

Suponha que um empresario
brasileiro tenha encomendado
ao escritorio de engenharia
em que vocé trabalha um
enfeite semelhante ao da Times
Square. Ele quer que a esfera
seja construida no patio da sua
empresa e gue suba um mastro
girando em torno de seu eixo.

Para prosseguir com © prOJeto, Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Times_

VOCé e seus Co[egas do escritdrio Square_Ball#/media/File:TSB2010_cropped.
jpg>. Acesso em: 9 maio 2016
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dividiram as tarefas, sendo que coube a vocé calcular o momento
de inércia da esfera em relacdo ao mastro, posicionado sobre o
€ixo z.

A esfera terd 2 metros de raio e 0 mastro é fino o suficiente para
ser desconsiderado nesse calculo. O material que serd utilizado
na construgdo da esfera ainda nao foi definido e ird depender do
momento de inércia que vocé ira calcular. A informacdo que se
tem € que a densidade do material sera constante e iguala C e a
esfera sera macica. £ agora, qual € o momento de inércia dessa
esfera?

Nao pode faltar

A generalizacdo das aplicacdes de integrais duplas para integrais
triplas € imediata. Nas secdes anteriores vimos que o volume de
um solido é representado pela integral V=ﬂdedde.

‘tz” Assimile
Considere um soélido A com fungdo densidade f(x,y.z). A massa deste

solido sera dada por [[[, f(x.y.z)dxdydz.

Em alguns problemas € mais simples estudarmos o movimento
do corpo em termos das coordenadas de seu centro de massa,
que sao dadas por:

-1 C= =

X=MHLXf(X,y,Z)dXdde, y=Hm'Ayf(x,y,z)dxdydz, Z:MIIIAzf(x,y,z)dxdydz

M é a massa do solido.

Vocabulario

Centro de massa: o centro de massa corresponde ao ponto onde
consideramos concentrada toda a massa do corpo.

As coordenadas do centro de massa No espaco sao, entao,
C=(xy.z). As integrais acima sdo os momentos de A em relacdo
aos planos coordenados yz, xz e xy. Tais integrais sao dadas por:

M,, = [[], xf (x.y.z)dxdydz. M, =[],y (x.y,z)dxdydz . M, =[] 2 (x.y.z)dxdydz
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|:|9 Pesquise mais

Centro de massa e centro de gravidade sdo conceitos distintos. Para saber
mais sobre as diferencas entre centro de massa e centro de gravidade.
Disponivel em: <http://www.if.ufrgs.br/cref/?area=questions&id=712>
Acesso em: 25 abr. 2016.

Outra aplicagao importante de coordenadas esféricas e
cilindricas, e integrais triplas € no calculo dos momentos de inércia.

&g& Assimile

O momento de inércia de um solido A em relacao a um eixo £ é
dado por: I = J.J.J.A dZ(x.y,z)f(x,y,z)dxdydz,

onde dZ(xy,z) ¢ a distancia de um ponto de coordenadas (x, y, z)
ao eixo E.

Da integral anterior, 0s momentos de inércia de um solido A
com relagdo aos trés eixos coordenados sao:

1, =[[[,(v* +2*)f (x.y.2)dxdydz - I, = HL(Xz + zz)f(x,y,z)dxdydzl- 1= [[[,(x* +¥*)f (x.y.2) dxdyoz

@ Reflita

Qual a interpretacdo fisica para o Figura 2.26 | Interpretacédo
momento de inércia? O momento de fisica para o momento de
inércia mede a resisténcia ao movimento  IN€rcia O

de rotacdo: para solidos com maiores
momentos de inércia, mais energia deve
ser necessaria para que o solido seja
posto em movimento (ou para parar o
movimento).

Fonte: Adaptado de: < http://goo.gl/
RD2X71 >. Acesso em: 25 abr. 2016.

EL(II Pesquise mais

Acesse o link a seguir para entender a relacdo entre momento de inércia
e o salto duplo twist carpado, executado em campeonato oficial pela
primeira vez pela ginasta brasileira Daiane dos Santos. Disponivel em:
<http://demotu.org/x/daiane/> . Acesso em: 20 jan. 2016.
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v=| Exemplificando

Determine a massa do solido delimitado pela esfera x> +y® +2z* =4
e pelo plano z=43 Suponha que a funcdo densidade seja

f(xy.z)=yx*+y*+2* =p.
Resolucdo:

A massa ¢ dada pela integral:

M = .mvf(x, y.z)dxdy dz = J'Ozﬂ J? Ijgsec¢p p’senpdpdodp =

'f;”de.[fsemd(ﬁ{’j} =2n s [ 9sec’ ¢]sen¢d¢:

2

\/gsecqh
z 9tgpsec® ¢ B
278 (4sen¢—4 d¢ =
3 ka
or| 4cosg 958 [ _ 400 -91/3
4 ) 16

400 - 913

16 ] unidades de massa.

Assim, a massa ¢ de ﬂ[

E7) Exemplificando

Determine o momento de inércia em relagdo ao eixo z do solido
delimitado pela esfera x* +y?+2z* <R? e pelos angulos == e ¢:%.
Suponha que a fungdo densidade seja constante e igual a 1.

Observe que neste caso estamos efetuando a integracao entre dois
valores fixos para a variavel @ .Emoutras palavras: a regido de integracao
esta contida pelos dois cones definidos por esses angulos.

Resolucéo:

momento de inércia é dado pela integral:
I —IIJ (x +y ) (x.y,z)dxdy dz

1 =[], (x* +y*)f(x.y.z)dxdy dz= joz E jf( pisen’d + pisend) pseng dp de di =
4
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2z .2 ¢R ) - R® «2x ) z )
ZIO I%Z IO p sen-0senddpdb dg —Z?J‘O sen edej%z seng d¢ =

27 x 5 5
[_Cosqj]lzr :Zizlézﬂ"? \/E
%5 2 2 5

5
ZR—{l(Q —senfd cose)}
5|2

0

TR%\2
5

Portanto, 0 momento de inércia em relacdo ao eixo z €

vz| Exemplificando

Considere o solido definido pelas superficies: 2<x*+y?<3 e
0<z<5 . Determine o momento de inércia do solido em relagdo ao
eixo z. Considere densidade constante.

Resolucao:

Utilizaremos coordenadas cilindricas: x=rcos6@, y=rsend e z =
z. O momento de inércia em relacao ao eixo z € dado pela integral:

I = mA(xz +y?)f(x.y,z)dxdydz= _[:” J';J':(rz cos’ 0 +r’sen’0)r C dzdr do =

3
["[ [ rcdzarde=c[ [ r*[z}drdo =C|." [ 5rdrdo =5C jj{%} do =
2
10C(3* -2*
o7,
O momento de inércia & Mﬁ .
4

E7) Exemplificando

Determine o centro de massa do solido delimitado pela superficie
esférica x2+y?+z>=a® e pelo cone z*=3(x*+y?). Considere a
densidade igual a 1.

Resolucao:

Da simetria do solido, sabemos que as coordenadas x e y do centro de }
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massa sdo nulas: X =0 e ¥y =0. Resta determinar a coordenada z do
centro de massa.

A equagdo da circunferéncia em coordenadas esféricas ¢ p =a.
Assim, os limites de integracio s30 @i oy =0 € Psuperior = ..

b4
O cone 2% =3(x* + y?) € caracterizado pelo angulo ¢ = E . Assim,
V4
Doterior = 0e ¢superior = E

Os limites para o angulo @ s&o: 6.

inf erior
M, UL 2f(x,y,z)dxdy dz
M ﬂLf(x,y,z)dxdy dz

IJJA zf(x,y,z)dxdy dz = _[02” J[)% I: p®cosgsenpdpdddp="?

=0e Gsuperior = 27T-

zZ=

~J
4 Facavocé mesmo

2n oL
Conclua o célculo da integral IO IOG j:pa cospsenpdpdddg. O

resultado é (2 ’*/5)33 .

6

Entdo, a coordenada z do centro de massa € obtida pela divisao:

z
3
|2
il
N
|
&
2
N

Portanto, as coordenadas do centro de massa sao [o,o,%j.

v=| Exemplificando
Determine o centro de massa do solido delimitado superiormente pelo
paraboloide

2 2
Z=2+X"+Y" inferiormente pelo plano z = 1 e pelo cilindro de equacdo
x*+y*=4_ Suponha que a densidade varie de forma diretamente
proporcional com a distancia a origem.

Resolucao:

Utilizamos coordenadas cilindricas. }
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Figura 2.27 | Centro de massa de paraboloide, cilindro
e plano

Fonte: elaborada pelo autor.

A equacgao do paraboloide em coordenadas cilindricas € z=2+r7
. Como o solido é limitado inferiormente pelo plano z = 1, entdo os
. . ~ iy ~ B )
limites de integracdo para a variavel z s80 Z o, =1 € Zyppior =2+ 7

. Como o soélido € simétrico em torno do eixo z, as coordenadas x e y

do centro de massa sdo iguais a zero: X =y =0.

Os limites para r S80 Fyerior =0 € Fypener = 2. Conforme o angulo 0

percorre a figura, varia entre seus limites inferior e superior:

=0c06

superior

=2

einferfor
Determinamos o centro de massa utilizando a expressao a sequir:

M, .UL zf (x,y,z) dxdydz
M HLf(x,y,z)dxdydz

Z=

Entdo:

M,, = .mA zf(x,y,z)dxdy dz = Ijﬂ _[;er zridzdrdo =

LG d@-[o2 rzerr2 zdz= 27rj()2 r’dr {Z?ZI =

7 3

2
=ﬂj2r2(r4_1)dr=,r rory_ 84 _ 328
0 78| T T

M:mAf(X’y’z)dXdde=I02”f02r2j1'2 dzdrdo =7

>
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o
4 Facavocé mesmo

27 02 r?
Conclua o célculo da integral .[o .[0 rzL dzdrdf . O resultado €

1127
15
841
Finalmente: 7 - Mw _ 7 21 205 _, 49,
M, 56 98 ”
20
15

205
Portanto, as coordenadas do centro de massa sao (O’O’QJ

vz| Exemplificando

Determine o centro de massa do solido delimitado pela esfera
x2+y?+2° =R* inferiormente pelo plano xy e superiormente

pelo cone ¢:%. Suponha que a funcao densidade seja

f(x.y.z)=yx*+y*+2* =p

Resolucao: Para determinar o centro de massa, devemos determinar
a massa M e o momento com respeito ao plano xy, M,, (pois o solido
POSSUi O eixo z como eixo de simetria).

M, j”A zf(x,y,z)dxdy dz

z= M m.Af(x,y,z)dxdydz

Calculo da massa:

M= _mAf(x,y,z) dxdy dz = J.O% J.Oz” _[OR piseng dpddg = zaij.o%senqb do =

n(2—\/§)R4
—

27R*
4

[-cosgl; -

Calculo do momento com respeito ao plano xy:

M, =[[,zf (x.y.z)dxdy dz= jfjoz [ poos¢ pPsenpdpdody.
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o
4 Facavocé mesmo

Z e2r oR
Conclua o célculo da integral IOGIO fo pcosp p’senpdpddde .

O resultado sera 2zR°
8

£ Exemplificando

Determinamos a coordenada z do centro de massa dividindo M, por

27R?
M,, 8 _2zR° 4 R

M 7'17(2—x/§)R‘t 8 ﬂ(2—x/§)R4:2—\/§

4
R
L t : t 0, 0, j
0go, O centro de massa € o ponto de coordenadas ( 203

[19 Pesquise mais

Leia o artigo Ciéncia e Futebol publicado na revista Ciéncia Hoje, n. 313,
em 15 abr. 2014.. Neste artigo, ¢ discutida a conservacdo do momento
angular quando o jogador de futebol da uma "bicicleta”. Disponivel em:
<http://www.cienciahoje.org.br/revista/materia/id/824/n/a_fisica_da_
bicicleta_no_futebol>. Acesso em: 25 abr. 2016.

Sem medo de errar

Vamos resolver o problema de determinacdo do momento
de inércia da esfera que o empresario deseja instalar no patio da
empresa dele. O empresario solicitou uma esfera de raio igual a 2
metros. Assumimos que a densidade € constante e igual a C.

@ Lembre-se

O momento de inércia em torno do eixo z € dado pela integral
I :IIIA(XZ +y2)f(x,y,z)dxdy dz Paraeste problema, f(x.y,2)=C

U2 - Integrais multiplas em outras coordenadas 109



110

U2 -

Dada a simetria do problema, utilizamos coordenadas esféricas:
= _U (x2 +y2)f(x,y,z)dxdydz =

[1177 [ c(p?sen®gsen’0 + p*sen*p cos* 0) p* seng dp do dg =
C[ [T [} (p*sen’p) psens dpdody=C[ 7" [ p*sen’pdpdo di =

CJ':J'OZ”dQ{/z:} sen*pde = C _[j dosen’pdep =

64r 64| 1 " 128Cr
CT n*pdp = 05{12(003(3x)—9003x)l: 15
PoS%Ct , O momento de inércia da esfera em relacao ao mastro

serg ———
15

Avancgando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois compare-as com a de seus colegas.

Aplicagdes de integrais triplas em outras coordenadas

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equac¢des
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

1.
Competéncias

Utilizar aplicagdes em coordenadas esféricas e cilindricas como
recurso facilitador nos célculos de massa, centro de massa,
volume e momentos de inércia nas integrais triplas.

2. Objetivos de
aprendizagem

3. Conteudos Célculo de momento de inércia com integrais triplas em
relacionados coordenadas cilindricas.

Uma empreiteira consultou o escritdrio de calculos de
engenharia em que vocé trabalha e solicitou o projeto da
estrutura para geradores de energia edlica (energia a base
de vento). Contudo, para que exista um ganho de eficiéncia
energetica, € necessario determinar varios momentos de
inércia na estrutura do gerador edlico.

Uma destas estruturas € uma esfera de raio R e densidade
constante igual a 1. Vocé precisa calcular o momento de inércia
com respeito ao eixo z em fungdo da massa M e do raio R da

4. Descricdo da
situagéo-
problema

esfera. Vamos 1a?

Integrais multiplas em outras coordenadas



5. Resolugédo
da

situagéo-
problema

Dada a simetria da esfera, podemos considerar qualquer eixo
como eixo de simetria. Vamos considerar que a esfera esteja
girando em torno do eixo z. O momento de inercia € dado pela

integral Iz = _UKXZ + ,Vz)f(X,y,Z)dxdydz
v

Substituindo os valores, a integral fica: = = J[ (2 + y*)axdy dz =
1

(pzsen2 (¢)cos® (0)+ p>sen” (¢)sen’ (0)) p2sengdpdde

Ot—
Y
o—x

@ Faca vocé mesmo
Conclua o calculo da integral

27R
_” p°sen®(p)cos® (0)+ p°sen’ (¢)sen’ (9))pzsen¢dpd0d¢
00

oe—

5
O resultado desta integral € 871%

Determinacdo da massa da esfera:

7 2t R 37 3
M= [[[dxdydz={ [ [p*senpdpdods _2rR jsen(¢)d¢ _4R
v 000 3 0 3
Agora escrevermos o momento de inércia em termos da massa
RR? R’3 R?> 2MR?
M:1,=4-2 =4.-r =
e 35 s

Concluimos, entdo, que o momento de inércia, em funcao de

2
Me Ré dado por I, = 2MR

Faca valer a pena

1. Considere a semiesfera x* +y*+2z°=9 (considere Z>0) com funcdo
densidade que depende da distancia até o plano xy, f(x,y,z):?z.
Determine a massa desta semiesfera.

567r?
a) ——
8

2
) 5257
27

44172
Sl
64

2
a9 1967
243

39672
e) ——
49
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2. Determine a coordenada z do centro de massa do sélido delimitado
pela superficie Z =4 (X2 + y2) epeloplano Z =7 . Considere a densidade

constante e igual a C.

21
a) —
2
14
b) —
3
c) i
3
12
d) —
7
21
e —
4

3. Determine o centro de massa do solido delimitado pela esfera de
x? + y2 +72°=a%,2z20. Suponha que a func¢do densidade seja dada por

f(x,y,z)z(x2 +y? +zz)2.
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Unidade 3

Equacdes diferenciais
ordinarias

Convite ao estudo

Ola, aluno! Seja bem-vindo a Unidade 3 deste livro
didatico. Ela tratara de um campo extremamente rico e util,
pertencente a matematica e aplicado a diversas ciéncias e
também na engenharia: as equacdes diferenciais ordinarias
(EDOs). Com essa aprendizagem, sera possivel ver distintas
aplicacGes desse conteudo, a partir do qual, mediante
modelos matematicos, vocé podera lidar com diversas
situacdes muito proximas das vivenciadas em seu cotidiano.

Vocé aprendera ainda, no decorrer desta unidade, a
definicao de EDOs e a maneira como elas se classificam.
Além disso, por meio de algumas situacdes, vocé tambem
agregara aos seus conhecimentos a facilidade em trabalhar
a matematica do mundo real por meios de modelos
matematicos, vocé encontrara solucdes extremamente
proximas a problemas reais, que ocorrem verdadeiramente
no seu dia a dia. E isso vocé observara ao lidar com as
equacdes diferenciais de 12 ordem e com as equacdes
diferenciais lineares de ordem superior.

Vocé deve estar se perguntando: para que servem as
EDOs, nao € mesmo? Pois bem, com as EDOs podemos
tratar diversos fatores sociais e tambem econdmicos,
como 0s estudos populacionais, por meio do crescimento
e decrescimento populacional, a propagacao de doencas
€ a variacao do numero de pessoas infectadas, queda
livre, aguecimento e resfriamento, alem de poder também
aprender a lidar com assuntos relacionados a financas,
variacao de precos de mercado, moedas etc.
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Figura 3.1 | Toquio: Em 2014 foi o 192 ano consecutivo de
crescimento populacional.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/T%C3%B3quio#/media/File:Tokyo_from_the_top_of_
the_SkyTree JPG>. Acesso em: 16 abr. 2016.

Dessa forma, suponha que VOCé possui uma empresa
de consultoria em solucdes matematicas. A fim de sempre
estar conquistando novos clientes, vocé, entdo, fara um
treinamento com toda a sua equipe para tratar as demandas
solicitadas com melhor qualidade. Vocé também vai trabalhar
com modelos matematicos representados pelas EDOs para
calculos de aplicagdes em conta poupanca, resfriamento
de caldeira na fundi¢cdo de pecas e na determinacao de uma
solucao especifica na fabricacao de molas. Vamos a?
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Secaon 3.1

Definicao de EDOs

Dialogo aberto

Cengel e Palm Il (2014) enfatizam a importancia de conhecer
problemas que sao encontrados em varios campos das ciéncias e
da engenharia, cujas formulacdes originam equacdes diferenciais
e cujas solucdes dependem da solucao dessas equacdes. Dessa
forma, podemos completar, ainda, que uma solucdo de uma
equacao diferencial ¢ uma funcao que, juntamente com as suas
derivadas, contempla uma iqualdade.

Nesta situacdo-problema, vocé tera como tarefa desenvolver
um treinamento dentro da sua propria empresa, a fim de deixar
todos os funcionarios familiarizados com os conteudos sobre
equacdes diferenciais ordinarias, com © proposito de atender a
todas as demandas de tarefas eficientemente. O plano inicial €
levantar duvidas e criar um material que tenha uma sequéncia de
conteudos para que todos possam ter uma aprendizagem ativa
e uma atualizacao significativa. Dessa forma, a primeira situacao
a ser resolvida pela sua equipe nesse treinamento € verificar se a
funcdo y =e* pode ser considerada solucdo da EDO y'—y =2e*,

Apos resolver esse problema, solicite a voluntariedade de algum
integrante em expor a resolucdo para toda a equipe, aproveitando
a oportunidade para solicitar também que ele ou algum outro
membro verifique se a funcdo y = x* também pode ser considerada
uma solucdo para a equacao diferencial ordinaria dada.

Para finalizar, como vocé resolveria esses problemas para que a
sua equipe pudesse verificar se os conhecimentos de todos sobre
O conteudo estdo corretos ou se 0 que aprenderem esta correto,
podendo ser utilizados em situacdes a serem tratadas com oOs seus
clientes?

U3 -Equacdes diferenciais ordinarias
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Nao pode faltar

Conceitos Basicos

Assim como diversos conteudos pertencentes ao universo da
matematica, para que vocé possa desenvolver a sua aprendizagem
sobre as equag¢des diferenciais ordinarias, faz-se necessaria
a utilizagcao de alguns conceitos que ja foram aprendidos
anteriormente nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral. Entre
eles, citamos as integrais € as derivadas. Sobre as integrais, vocé teve
a oportunidade de rever e aprender conceitos fundamentais nas
unidades anteriores. Caso algum detalhe nao tenha ficado claro,
recomendamos uma leitura desses materiais. Sobre as derivadas,
destacamos uma propriedade muito importante que com certeza
sera muito utilizada por vocé nesta unidade: a regra da cadeia, que
trata o calculo de derivadas sobre funcdes compostas.

&g& Assimile
Regra da Cadeia. Segundo Stewart (2013, p. 180), se f e g forem

diferenciaveis e F=fog for a fungcdo composta definida por
F(x)= f(g(x)), entdo F é diferencidvel e F' é dada pelo produto:

F(x)=1'(g(x))g'(x)

Para que voceé relembre esses e todos os conteudos da unidade
curricular e tenha uma aprendizagem efetiva sobre eles, sugerimos
sempre a consulta nos diferentes livros que temaos disponiveis em
nossa Biblioteca Digital.

v=| Exemplificando
150
Encontre F'(x) seF(x)= (5x2 - 2)
Resolugdo:

Como estamos trabalhando com uma fungdo composta, escrevemos
9(x)=5x*-2 e f(g)=g"°

Derivando essas funcdes separadamente, temos:

f:g150 — fI:150'g149 »

U3 - Equagdes diferenciais ordinarias



. 149
Substituindo g para 5x? —2, concluimos que f'= 150(5x2 —2)
g=5x*-2 = g'=10x

Fazemos, entdo, a substituicao da formula da regra da cade‘;\g:
F'(x)=f'(g(x))g'(x) = F'(x)=150-(5x"~2) -10x

E concluimos que F'(x) :1500x(5x2 —2)149

o
4 Facavocé mesmo

Encontre y'(x) sey(x)= sen(xz)

Equacdes diferenciais ordinarias

Uma equacao diferencial ordinaria € aquela em que estdo
envolvidas a funcdo e suas derivadas; além disso, a incognita a ser
obtida e a propria funcao.

Observe a Tabela 3.1 e veja 0s tipos de equacdes e o tratamento
dado a cada uma delas.

Tabela 3.1 | Tipos de equacdes

. . O que é resolver
Tipo de Oqueéa ;
= Exemplo iyl este tipo de
equacgao incognita equacao
) Determinar o
s 3x+5=7 Eum numero ‘X" que
Algebrica 3x2 —Bx+2=0 nuamero satisfaz a equacgao
algébrica.
Determinar
Matricial 2 -Alja bj_113 Euma a matriz que
4 3||c d 4 5 matriz satisfaz a equacao
matricial.
Determinar a
. 4df E uma funcdo que
Diferencial dx 5 funcao satisfaz a equacao
diferencial.

Fonte: elaborada pelo autor
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&3” Assimile

Uma equagdo diferencial ordinaria pode ser descrita por
F(x,y,y‘,y",...,y(") =0 que envolve uma funcdo incognita ¥ = ¥ (X)
e suas derivadas (y< ) representa a derivada de ordem n da funcao y),
sendo x a varidvel independente e y a varidvel dependente.

Exemplos de equacdes diferenciais ordinarias (em todos eles a
funcao y(x) é a incognita):

a)  y'-5y=1
b)  y"+4(x-3)y'-3(x° -2x)y =8sen(x)
o) xy™+11cos(x)y "+ 2In(x)y = x° +/x -3

Observe que, nos exemplos anteriores, 0 que caracteriza
a equacdao diferencial ordinaria € haver uma equacao na qual
comparecem as derivadas de uma funcdo desconhecida (denotada

por y nos trés exemplos).
c@ Reflita

Observe alguns exemplos de equagdes diferenciais ordinarias e perceba
que eles apresentam apenas uma variavel independente.

a) h'(x)=5sen(x)+3x
o) £*(x)=7f(x)

E se as equagdes tivessem duas variaveis independentes, como seriam
chamadas? Pesquise sobre isso.

Algumasequacdesdiferenciaiscomo modelos matematicos:

Tabela 3.2 | Modelos matematicos

A=Age" Taxas de capitalizacio
Q(t) = Qoe’k' Decaimento radioativo
N=" o
= g Epidemiologia
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dh
pAE =pq, —ky\pgh Fluxo através de um orificio

Fonte: elaborada pelo autor.

v=| Exemplificando

Verifique se a fungéo y = x? é uma solucdo da equacéo diferencial

d
ordinaria & ~2x=0
dx

Resolucgao:

. N 2 «
2 — Derivamos a fungdo ¥ = X em relagdo a x.

d

W _ox

dx
22 — Substituimos a derivada da funcdo na equacado diferencial
ordinaria dada no exemplo.

d—y—2x=0 = 2x-2x=0
dx

Portanto, verificamos que a fungdo Y = x? ¢ uma solucao para a
equacdo diferencial ordinaria dada.

o
4 Facavocé mesmo

Dada a equac3o diferencial ordinaria ¥ '= 3y =0, verifique se as fungdes
y=C e¥*e y =Ccos x, em que C é uma constante real, sdo solugdes
gerais dessa equacao.

@ Exemplificando

Um reator nuclear converte Uranio — 238 no isotopo instavel
Plutdnio — 239. Apos 15 anos, € determinado que 0,043% da massa
inicial do Pluténio desintegrou-se. Determine a meia-vida desse
isotopo, sabendo que a taxa de desintegracdo € proporcional a
guantidade remanescente. }
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Uz -

Resolucao:

Da equacgao diferencial, para calcularmos o decaimento radioativo
Q(t)=Q,e ™. temos:

. Q(t) ¢ a massa total.

* Q, € a massa inicial.

» k € a constante de proporcionalidade.
« t & otempo.

Em 15 anos, € determinada uma perda de 0,043% da massa inicial.
Entdo:

Q(t)=q, —[%]-QO = Q(t)=099957Q,

Substituindo Q(t)=0,99957Q, e t = 15, encontramos o valor de k:
Q(t)=Qe™ = 099957Q,=Qe™® =  In0,99957 =15k
k =0,000028667

Portanto Q (t) - Qoefo,oooozsew.t

Determinamos, entdo, a meia-vida: Q(ﬁ)z%’. Utilizando essa

igualdade 2

70,0000286674(1]
em Q(t)=Qpe @, temos:
70,000028667-{/1\ Q 70,0000286574[1\‘ 1 1
Qe =2 = e ¥=—- = -0,000028667t,, =In—
2 2 3 2
t.. =24,18 milanos.

2
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Vocabulario

Meia-vida ou periodo de semidesintegragdo: ¢ a grandeza que mede a

diminui¢do que as amostras radioativas de diferentes elementos sofrem

com o passar do tempo. Pode ser representada por P ou t(1
2

o
4 Facavocé mesmo

O decaimento do isotopo radioativo plutdnio 241 satisfaz a equagao
diferencial Q(t)=-0,0525Q,. Determine a meia-vida dessa substancia.

Ateé aqui apenas verificamos se uma dada fungdo e solucao de
uma EDO, utilizando como recurso a derivada. No entanto, se ndo
tivermos essa funcao, sera que existe um procedimento matematico
para resolver uma equacao diferencial ordinaria? Em casos
particulares, sim. Para eles podemos encontrar uma fungao y = f(x)
que satisfaca a igualdadeF(x,y,y',y",...,y(”))=0,

Existem casos em que a solucao da EDO pode ser obtida por
integracéo direta, a exemplo da equagdo y'=3x+ 2. Veja:

y:jy'dx = y:J(3x+2)dx:%x2+2x+C

vz| Exemplificando

Obtenha a solugdo da equacéo diferencial 2y ' = ex

Resolucao:
dy _e”
dx 2
~ 1 o Rascunho:
y_Eje dx Ie"du:e“+C

2x

1¢ 4 (1 e e
=—|e" | = == = u=2x
y 2_[6 (ZJdu =y 7 +C = vy 7 +C

du = 2dx
1

er dx =—du
Logo, y = 2 +C ésolucéo de 2y'=e** 2
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o
4 Facavocé mesmo

Obtenha a solugao para as seguintes equacdes diferenciais.

a) y'=cosx
.1
b y'=—
X

! Atencao

3
A expressdo yZEXZ +2x+C representa uma familia infinita de
solucdes para a equacdo y'=3Xx+2, pois para cada C €  temos

uma solucao particular.

Segundo Cengele Palm l11 (2014, p. 18, grifos no original):

" Qualquer funcdo que satisfaca uma equacao
diferencial em um intervalo é chamada de solucao

da equacdo diferencial. Uma solucdo que possui
uma ou mais constantes arbitrarias representa
uma familia de fun¢des que satisfazem a equacao
diferencial e é chamada de solucao geral da
equacdo. Uma solucao geral podera ainda ser
classificada como solucdao completa, se todas as
solucdes da equacao diferencial forem obtidas
desta. Uma solugdo obtida a partir da solugdo geral,
por meio da atribuicdo de valores particulares para
as constantes arbitrarias, € denominada solucao

particular ou solucdo especifica.

Podemos agora falar sobre problemas de valores iniciais (PVIs) e
problemas de valores de contorno (PVCs).

Problemas de valores iniciais e de valores de contorno

Bronson e Costa (2008, p. 16, grifos nossos), trazem em sua obra
que:
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Uma equacdo diferencial juntamente com ,,
condi¢des auxiliares sobre a funcdo incognita e

suas derivadas (todas especificadas para 0 mesmo

valor inicial da varidvel independente), constituem

um problema de valor inicial, onde as condi¢cdes
auxiliares sao condicdes iniciais.

Por exemplo, dada a equacdo diferencial ordinaria y'+y =e*
, com um valor determinado para y(n)=3, temos uma condi¢ao
auxiliar especificada para x=m. A essa condicado Nomeamaos
condigdo inicial. Os autores contemplam ainda que “se as condicdes
auxiliares sao especificadas para mais de um valor da variavel
independente, temos um problema de valores de contorno e as
condicdes sdo condicdes de contorno” (BRONSON; COSTA, 2008,
p. 16, grifos nossos). E, nesse caso, podemos ter como exemplo
a EDO y'+5y =Ce*, com valores determinados para y(0)=2
e y(1)=3, em que as condi¢cdes auxiliares sdo especificadas para
valores diferentes x=0 e x=1 . A essas condicdes nomeamos
condi¢des de contorno.

(tz” Assimile
Uma fungao y=f(x) sera uma solugao de um problema de

valor inicial ou de contorno se simultaneamente satisfazer todas as
condig¢des auxiliares especificadas e resolver a EDO.

v=| Exemplificando

Verifigue se y(x)=Ce"‘ satisfaz a equacdo diferencial ordinaria
—Z +y =0¢ determine o valor da constante C de modo que a

dx

funcdo
dada satisfaca a condicdo inicial y(O) =2,
Resolucao:

Observe que, sem a informacao da condicado inicial, ndo poderiamos
determinar a solucdo particular. Teriamos uma familia infinita de >
solugdes.
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E justamente a condicdo inicial que permite a identificacdo para
encontrarmos “aquela” solucao especifica para a EDO.

Dessa forma, derivamos a funcdo dada, lembrando que, em funcdes
compostas, utilizamos a regra da cadeia.

ay Ce™™(-1) = -Ce™*

dx
Fazemos em sequida a substituicdo na EDO dada:
d _ -
—y+y=0 = -Ce*+Ce™ =0
dx

E concluimos que a funcgao y(x)=Ce*"e' solugao geral da
equagao

d
diferencial ordinaria Yy +y=0
X

Encontramos o valor da constante substituindo a condicdo inicial
para X =0 ey =2 nafuncdo dada.
y(x)=Ce™* = 2=Ce® = C=2

Portanto, a funcao y=267x € solucdo particular da EDO

dl+y =0 para a condicdo inicial y(O) =2.
dx

v=| Exemplificando

X+1
Obtenha a solu¢do da equacao diferencial y ' = e encontre
X

5
uma

solugéo particular para a condigdo inicial y(1) =0.

Resolucao:

dy x+1 X +1 1 5 1 4
— = = X = =——Xx"-—x"+C
T I(x jd Y773 4

Fazendo a substituicdo para x =1e ¥ =0, temos:

1, 3 1, .4 7
=——(1)  ——(1 =—
0 3() 4() +C = C 1
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- 4 7
Portanto a solugdo particulare ¥y = ——X S _xt—

4 12

~J
4 Facavocé mesmo

3x
Obtenha a solucdo da equacdo diferencial y'= sen (7j e encontre

uma solucdo particular para a condi¢do inicial y (0) =1

v=| Exemplificando

A velocidade de certo mdvel é dada pela fungéo v(t) =3t -20t + 36
, em que t & dado em segundos. Determine a fun¢do posi¢ao S(t)
desse movimento sabendo que, no tempo 2 segundos, 0 movel se
encontra na posicao 4/ metros.

Resolugao:

Temos que:

t=2s
S=47m

A velocidade ¢ a taxa de variagcao da posicao em relagcao ao tempo e,
assim, pode ser expressa pela EDO ﬁ = v(t)

= 8(2):47

dt
Da funcado V(l‘) =3t? — 20t + 36, temos:
9S 3220t 436 S =j(3t2 — 20t + 36 )dt
dt
3 2
=3 200 a6ic S=t*-10t* +36t+C

3

Emt=2 e S=47, temos:
S=£-102+36t+C = 47=(2)-10(2)°+36(2)+C = C=7

Concluimos que a funcdo procurada é S =1> —10t% + 36t + 7
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o
4 Facavocé mesmo

A funcdo V(t) =4t — 4, em que t é dado em segundos, representa
a velocidade de certo movel. Determine a fun¢do posicao S(t) desse
movimento sabendo que no tempo 3 segundos o movel se encontra
na posicao 15 metros.

E[JQ Pesquise mais

BRONSON, Richard; COSTA Gabriel. Equagdes diferenciais.
Traducao Fernando Henrique Silveira. 3. ed. Porto Alegre: Bookman,
2008. Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/
books/9788577802982/pageid/14>. Acesso em: 19 abr. 2016.

Sem medo de errar

De acordo com o problema apontado no inicio da secao, foi
apresentada a proposta de se desenvolver um treinamento para a
equipe que trabalha com vocé na sua empresa de consultoria em
solucdes matematicas, cujo objetivo € aperfeicoar as capacidades
dos integrantes, a fim de melhorar as atividades a serem realizadas
diretamente com os clientes. Diante disso, foram dadas duas
funcdes y=e* e y= x*, com base nas quais a tarefa era verificar se
ambas eram solucdes da equacao diferencial ordinaria y '— y = 2*
. A partir disso, e com 0s conhecimentos aprendidos sobre 0s
conceitos, € preciso proceder da seguinte forma:

Deriva-se a funcdo y =e** em relacéo a x:

4 g d—y:e3x~(3x)‘ S Wy o W g

= —e =
dx ax dx dx dx

Substitui-se na EDO dada:

y'-y=2" = 3e¥-e"*=2" = 2% =2e%

E conclui-se aqui que a funcédo y = g3 ¢ solug¢ao da equagao
diferencial ordinaria y'— y = 23

Deriva-se a funcdo y = x* em relacdo a x
Y4y
dx
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Fazemos a substituicdo na equacao diferencial ordinaria dada:
4x% — x* »2e%

E. neste caso, concluimos que a fungdo y = x* nio e solugao
da EDO y'-y =2
@ Lembre-se

Ao lidarmos com derivadas de fun¢des compostas, aplicamos a regra

da cadeia. F.(X)zf'(g(X))g'(X)

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Solucionando um problema de valor inicial

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
exatas, os calculos referentes a: integrals multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

1
Competéncias

Aplicar a definicdo de equagdes diferenciais ordindrias em

2. Objetivos de situagdes do cotidiano, verificando as fungdes do tipo y = fix)

aprendizagem como solucado geral de uma EDQO, a partir de um valor inicial dado.
3. Conteudos Derivadas, regra da cadela, equacdes diferenciais ordinarias,
relacionados problemas de valores iniciais.
A sua empresa de consultoria em solucdes matematicas
estd ganhando mercado, e, com isso, novos trabalhos estdo
aparecendo. Uma instituicao financeira esta interessada em
contrata-la para uma capacitagao dos seus Nnovos funcionarios.
Para isso, ela precisa saber as aptiddes da contratada, a fim
de firmar esse contrato sem arrependimentos. Dessa forma,
mandaram para o seu e-mail alguns requisitos necessarios para
4. Descricédo que vocés pudessem de forma positiva acertar esse acordo. E,
da situagéo- uma vez que uma das fases do treinamento € melhorar as
problema capacidades dos seus novos funcionarios em otimizar tarefas

pelas equagdes diferenciais ordinarias, como forma de testar
0 seu conhecimento, mandaram anexo um problema com o
seguinte enunciado:

“Verifique se a fungéo y = Ce® -2 ésolucdodaEDOy -05y=1e
determine o valor da constante C de modo que a fungdo dada
satisfaca a condigao inicial y (0) = 2,5"

\océ seria capaz de devolvé-lo resolvido?
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A fungdo dada é composta. Como precisaremos deriva-la
utilizando a regra da cadela, dessa forma, fazemos:
y=Ce"* -2 = Y _ 0,5Ce%%*
dx
Em seguida, fazemos a substituicdo na EDO:
y'-0,5y = 0,5Ce°* ~0,5(Ce** —2) = 0,5Ce** —0,5Ce** +1=1

Concluimos entdo que a funcdo dada satisfaz a equagdo
diferencial ordinaria.
Para determinar o valor da constante, substituem-se nela os
valores da condicéo inicial, x =0 ey = 2,5.

y=Ce" -2 = 25=Ce"°-2 = C=25+2 = C=45

5. Resolugédo
da situagéo-
problema

Portanto, a funcdo y =4,56"** -2 ¢ solucio da EDO

y'-0,5y =1 para a condi¢éo inicial y(0)=2,5.

3
4 Facavocé mesmo

Verifiqgue se a func¢do dada € uma solucdo da equagdo diferencial
ordinaria e determine o valor da constante C de forma a satisfazer a
condi¢ao inicial.

xy'=2y ; y=Cx*; y(2)=12

Faca valer a pena

1. Dada a equagdo diferencial ordinaria y' =y, assinale a alternativa que
contém CORRETAMENTE uma de suas solugdes.

ay=¢e
b)y =-e-3
cy=e~*
dy=-e*
ey =e*

2. Qual das alternativas a seguir contém a funcao que é dada como a

L dy
solucdo para a equagado diferencial ordinaria — =Y + 52

ax
a)y=Ce*+5
b) y=-Ce™ -5
o y=-Ce*+5
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1
dy=—e*-5
Y 5

e) y =Ce”

3. Obtenha a solugdo da equacdo diferencial y

5 .
= (2X —1) e, entdo,

assinale a alternativa que apresenta CORRETAMENTE a solugao particular

para a condico inicial y(1) =2.

6
12 12

6
b)y=(2X7_1)+§
12 12
12
=(2x-1)° - <
ay (X ) >3

d) y=(2x—1)6+%

oy =(2x-1+2

U3 -Equagdes diferenciais ordinarias
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Secao 3.2

Classificacao de EDOs

Dialogo aberto

Prezado aluno, nesta secao vocé tratara mais algumas tarefas
utilizando as equacgdes diferenciais ordinarias, dando, assim,
continuidade ao aperfeicoamento dos funcionarios que compdem
a sua equipe, tal como suposto na secao anterior. Aléem disso,
vOoCcé sera incumbido, no contexto da consultoria em solucdes
matematicas, de trabalhar com modelos matematicos, a fim de
a empresa ter instrumentos para efetuar previsdes de recursos
necessarios para atender as demandas de todos 0s seus clientes.

Dessa forma, para esta secdo, a tarefa foi dividida em duas
etapas:

Etapa 1: trabalhar com a sua equipe o conceito de classificacao
das equacdes diferenciais ordinarias. Para isso, em determinado
momento do treinamento, os funcionarios que trabalham com
voce terao que se dividir em dois grupos e, colocando em pratica
0s seus conhecimentos sobre o conteudo abordado, deverdo
classificzzar as sequintes equacdes:

4 3 2
d f+y%+kx:Fcos(bt). d }: 9 }; 4 }; +d—y+y=3.
dt dt Codwt odw® dw®  dw '
que em seqguida terdo a correcao feita por vocé.

a

Etapa 2: alem disso, a empresa de producado de artefatos para
festas propds a vocé e a sua empresa determinar a funcao do
custo total em suas operacdes. Sabe-se que o custo marginal é
dado pela fungéo C'(x)=0,08x> +0,09x* + 0,1x + 3 e que o seu
custo fixo & de RS 4.000,00.

Quando se fala de economia, a aprendizagem fica interessante,
ndo € mesmo? Agora € com VOCé.
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OG;B Reflita

Como voceé resolveria essas duas situagdes, com o objetivo de agregar
a seus conhecimentos saberes que poderdo ser usados em toda sua
trajetoria profissional?

Nao pode faltar

Ao tratarmos as equacdes diferenciais, procuramos encontrar
solucdes efetivas ou proximas para uma problematizacdo. Por
iISSO mencionamos na secao anterior gue as EDOs nos fornecem
modelos matematicos muitos proximos de situacdes aplicadas a
realidade. Elas podem ser classificadas quanto ao tipo, a ordem e
a linearidade.

Tipo

Nas equacgdes diferenciais ordinarias (EDOs), as derivadas
presentes sao ordinarias, ou seja, as suas funcgdes incognitas sdo de
apenas uma variavel independente. Se as derivadas que aparecem
nas equacdes sao parciais ou ainda com mais de uma variavel
independente, classificamos essas equacdes como equagdes
diferenciais parciais (EDPs).

&g& Assimile

Na equacéo F(X, y,y',y",...) =0, yeéfuncdo apenas de x, ou seja,
ha apenas uma variavel independente. Dessa forma, vé-se uma EDO.
o°u
oy*

caracterizando uma EDP.

Naequagao F + =0, hdmaisde umavaridvelindependente,
X

No decorrer desta unidade curricular nos limitaremos aos
estudos das EDOs.

Ordem de uma EDO

A ordem de uma equacao diferencial ordinaria € determinada
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pela maior derivada que aparece nela. Ou seja, para derivada
primeira, ha uma equacao diferencial ordinaria de 12 ordem; para
derivada segunda, ha uma EDO de 22 ordem, e assim por diante.

&z” Assimile

Uma equacdo diferencial ordindria, que pode ser escrita por
F(X’y’yl,y"’_"’y”)zo, ¢ denominada equacgao diferencial de

ordem n.
vz| Exemplificando

dy _ 3x+1 . €maquey = ylx), € uma equacao diferencial ordinaria de
dx
12 ordem.

d’x  dx _ B .
m?”ﬁ”’( = Focos(wt), emquex = x(t), y =y(t)em weF sdo

constantes, € uma EDO de 22 ordem.

y"+2e'y"+yy'=t* em quey = yit) é uma equacdo diferencial
ordinaria de 32 ordem.
d'y d’y d’y dy ,
“y =1 — a
gt T T T Tyl emauey y(t), € uma EDO de 42 ordem.

v=| Exemplificando

Dada a equagdo diferencial dlzgx2_4x+2, classifique-a de
acordo dx

com a sua ordem e determine a sua solucdo f(x) conforme
condico auxiliar f(1)=5

Solugédo:

Na equagao dada, a derivada € primeira, caracterizando-se como uma
equacao de 12 ordem. Fazendo a resolucdo sobre a condicao dada,
temos:

f(x):J'f'(x)dx = f'(x)=9x" —4x+2 =
f(x)= _[(sz —4x+ 2)dx

=f(x)=3x"-2x*+2x+C
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Para X =1 e f(X):5 temos:
5=3.(1) -2-(1 +2-(1)+Cc = C=2

E, assim, temos f(x) =3x>-2x*+2x+2

~J
4 Facavocé mesmo

1. Classifique as equacdes a seguir de acordo com a suas respectivas
ordens.

a) (y")4 +2y'+5y =sen(x)

+yy"'+y?+3y'+y:t6

o y"™+2e'y

2. Dadas as equacdes diferenciais, determine a sua solugdo f(X)
conforme condicdes auxiliares propostas.

a) f"(x)=3x* =2x+1. f'(1)=3 e f(0) =2
b) f"(X):6X—4; f'(2)=5 ef(2)=4

Equacodes lineares e nao lineares

Segundo Cengel e Palm Il (2014, p. 16, grifos no original):
"Uma equacdo diferencial serd chamada de linear se (1) a variavel
dependente e suas derivadas possuirem grau um e (2) seus
coeficientes dependerem apenas da variavel independente’.
Os autores completam ainda que ‘uma equacdo diferencial
linear de ordem n pode ser expressa, de forma geral, como

Y 4 £ ()Y "+ (X) Y+ (X)y =R(X)

Chamamos as equacdes diferenciais ordinarias, que nao podem
ser estabelecidas dessa forma, de nao lineares.

J3 -Equacgdes diferenciais ordinarias
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v=| Exemplificando

dv
As equacdes que tratam situacdes de queda livre, mE =mg - yu
e

dp

crescimento populacional E = 1p sao exemplos de equagdes lineares.

A equagao que representa a oscilacdo de um péndulo
d’0 g o

— +=8en0 =0 ¢ néo linear.

dat© L

Figura 3.2 | Péndulo oscilando

Fonte: Brannan e Boyce (2013, p. 31)

o
4 Facavocé mesmo

Identifiqgue se as equacgdes diferenciais a sequir sdo lineares ou nao
lineares, determinando também a sua ordem.

d’y dy

a w2+ +w—2+2y =sen(w
aw? dw y ()
dy 2

Y -0

b) o Yy

d’y o dy dy
a) (1+a3)F+a2W+xE+y=1

d t°y'—y=0
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o
4 Facavocé mesmo

Dadas as equacdes diferenciais ordinarias, verifique se a funcao
em questdo é solucao da EDO.

a xy'-y=x*; y=3x+x°

b)ﬂ—Syzo -y =Ce™
dy

C)d_y+X:0 : y=£
ax x X

|:[_(|1 Pesquise mais

Para uma aprendizagem mais efetiva, pesquise no material indicado
a sequir o item 1.4 do Capitulo 1, que retrata a classificacao das
equacoes diferencias.

BRANNAN, James R.; BOYCE, Wiliam E. Equag¢des diferenciais: uma
introducao a métodos modernos e suas aplicacdes. Rio de Janeiro:LTC,
2013.  Disponivel em: <https://integrada.minhabiblioteca.com.br/
books/978-85-216-2337-3/pageid/50>. Acesso em: 14 jun. 2016.

Sem medo de errar

Vocé foiencarregado de resolver duas situacdes que envolvem a
aprendizagem sobre as equacdes diferenciais ordinarias, destinadas
a continuidade do treinamento para melhorar a aptiddo da sua
equipe no tratamento com as tarefas demandadas pelos seus
clientes e também para tratar um modelo matematico, tendo em
vista 0os conceitos de equacdes diferenciais em problematizacdes
de custos totais.

Na primeira tarefa a ser realizada, depois de seus funcionarios
terem classificado algumas equacdes, vocé deveria fazer a correcao
delas. Sendo assim:

d’x  dx
« Na equagdo a—+y—+Kkx = Fcos(bt), as incognitas e

2
suas derivadas dt at
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aparecem em uma soma, em que cada parcela € um produto
de alguma derivada das incognitas com uma funcdo que nao
depende das incognitas. E a sua maior derivada € uma derivada de
segunda ordem. Dessa forma, trata-se de uma equacao diferencial

ordinaria, linear de 22 ordem.
4 3 2
* A equagao dy+dy+dy+d_y+y:3 tem como
daw*  dw® dw® dw
derivada maior a quarta derivada; alem disso, assim como a
equacao anterior, as incognitas e suas derivadas aparecem de
forma linear na equacado. Sendo assim, a equacao diferencial dada

é ordinaria, linear de 42 ordem.

E% Lembre-se

A ordem de uma equacdo diferencial € determinada pela maior derivada
que nela aparece.

Na segunda tarefa, sera preciso determinar o custo total
C(X), cuja derivada ¢ o custo marginal C'(x). Nesse
sentido, para encontrarmos o custo total, fazemos a integral
indefinida da funcdo dada, visto que o custo marginal €
C'(X) =0,08x> +0,09x% +0,1x + 3. E, assim, temos:

4 3

C(x)=0,02x* +0,03x° +0,05x* +3x + k
Quando ndo houver producdo, ou seja, quando x = 0, o custo

fixo serd de RS 4.000,00. Sendo assim, fazendo a substituicdo em
C(x)=0,02x* +0,03x> +0,05x* + 3x + k , temos:

4000 =0,02(0)" +0,03(0)° +0,05(0)° +3(0)+k = k=4000

C(x):j(0,08x3+O,09x2+0,1x+3)dx = C(x) +%x2+3x+k

Portanto, a fungao do custo total é
C(x)=0,02x* +0,03x° +0,05x* + 3x + 4000.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagées que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.
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Funcéo Posicéo

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
1. Competéncias | exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

Utilizar as EDOs como modelos matematicos em aplicagdes
2. Objetivos de nas diversas situacdes do cotidiano, nas ciéncias e engenharias,
aprendizagem a fim de se obter uma resolucdo bem aproximada das
problematiza¢cdes contextualizadas na realidade.

3. Conteudos

. Ordem, tipo e linearidade das equacdes diferenciais.
relacionados

A sua consultoria em solucdes matematicas esta trabalhando
em parceria com uma empresa especializada em tratar
o desempenho de velocidade em diversos objetos.
Coube a vocé inicialmente verificar se a funcéo posicao
S(t)=t* -2t +5t* + 2t + C ¢é solucéo da equagio diferencial
da funcdo velocidade dada por v (t)=4t°-6t> +10t+2. Em
caso afirmativo, determine uma solugdo unica para posicdo
de acordo com a condigdo S(1)=65.

4. Descricédo
da situagéo-
problema

Pela derivada da fungéo posicao, temos:

v(l‘)=§—4t3 —6t* +10t +2

dt

Com base nisso, podemos concluir que essa € a solucdo para
a EDO que representa a velocidade.
. Para determinar a solugdo unica de acordo com
3. Rgsolugao a condigdo S§(1)=65, fazemos a substituicdo em
da situacdo- S(t)=t* -2 +5t + 2t + C-
problema

65=1"-2(1) +5(1)° +2(1)+C

C=59

E assim, conclui-se que, para a condicdo dada, a solugdo
Unica procurada € S(t)=t*-2t> +5t* + 2t +59.

Faca valer a pena

1. Indique V para cada uma das afirmacdes que julgar verdadeiras e F para
a(s) que julgar falsa(s).

Podemos definir equagdo diferencial como uma equagdo que apresenta
derivadas ou diferenciais de uma fungcdo desconhecida (a incognita da

equacdo). Sobre essas equacgdes, € possivel dizer:

I. () Uma equagdo diferencial ordinaria envolve derivadas de uma funcao
de uma so variavel independente.

II. () Uma equacéo diferencial parcial envolve derivadas parciais de uma
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funcao de uma so variavel independente.

. ( ) A ordem de uma equacdo diferencial ordindria & determinada pela
maior derivada que nela aparece.
2

IV.( ) Aequacdo diferencial ordinaria W +

9 send =0, que representa

L

a oscilacao de um péndulo, é uma EDO linear.

Agora assinale a alternativa que contém a sequéncia correta de valores
logicos V e F, de cima para baixo:

alVv,V,V, V.

b) F, V, F, V.

)V, F,V,
d) V.V, F,
el F,FV,

2. Analise as equacdes diferenciais e as afirmativas na sequéncia.

Equacdo 1 (3y )5 +y"+5y"+ y? +y=0
Equacdo 2 % = x> +1

Equacdo 3 31}2/ — % +y?=0
Equacéo 4 (Z’jt{ - % +y =sen(x)

I. A Equacdo 1 € uma equacdo diferencial ordinaria linear de ordem 5.
[I. A Equacdo 2 é uma EDO de 22 ordem.

lIl. A Equacéo diferencial 3 é n&o linear em razdo do termo y2.

IV. A Equacao 4 é uma equacao diferencial parcial de 32 ordem.

Com base nas afirmagdes dadas, € CORRETO afirmar que:
a) Apenas |l esta correta.

b) Apenas Ill estd correta.

c) Apenas Il e Ill estao corretas.

d) Apenas Il, lll e IV estdo corretas.

e) Todas elas estdo corretas.
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3. Dada a equacdo diferencial ordinaria (X + 3y) - xy' =0, verifique se
afungioy = Cx® —% € uma solucao geral e assinale a alternativa que
contém a resposta CORRETA.

a) A funcdo ndo é uma solucdo geral da EDO dada, que possui ordem 1.

b) A funcdo é uma solucdo geral da EDO dada, que possui ordem 1.

c) A funcao é uma solugao geral da EDO dada, que € uma equagdo nao
linear.

d) A fungdo é uma solucdo geral da EDO dada, que possui ordem 2.

e) A funcdo ndo é uma solucdo geral da EDO dada, que € uma equagdo
linear.

U3 -Equagdes diferenciais ordinarias
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Secao 3.3

EDOs de 12 ordem

Dialogo aberto

Em continuidade ao trabalho de aperfeicoamento dos
membros da equipe de sua consultoria em solu¢cdes matematicas,
eles terdo, como tarefa, que resolver alguns exercicios sobre
equacdes diferenciais ordinarias, que, apos serem feitos, deverao
ser corrigidos por vocé. A solucdo, entao, devera ser apresentada
a todos, para esclarecer as duvidas, de forma que os integrantes
da equipe se tornem aptos a tratar as variadas situacdes que
aparecerdo como trabalho a ser realizado pela empresa. Dessa
forma, entre as tarefas direcionadas ao treinamento, eles terdo de
determinar a solugao das seguintes EDOs:

a) d—y—3x2y=x2

ax
g Xty
ax X

Figura 3.3 | Caldeira com aco derretido

c) (2xy)+(1+x2)y'=0

Outra questdo a ser resolvida
por vocé é tratar um modelo
gue foi encomendado por uma
siderdrgica que trabalha com
diversos  componentes em
variadas temperaturas.

A situacdo € a seguinte:
sendo a temperatura do ar 30
°C, ao resfriarmos uma caldeira

de 120 °C para 80 °C em 20
minutos, em que momento ela

U3 - Equagdes diferenciais ordinarias
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atingird uma temperatura de 50 °C?

Como vocé resolveria essas situacdes a fim de explana-las de
forma satisfatoria aos integrantes da sua empresa?

Nao pode faltar

Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Séo equagdes do tipo f(x,y,y')=0, em que o y € a fungdo
incognita. Nessa representacao estamos supondo que y seja
funcdo de x: y :y(x) e gue tais equacdes diferenciais envolvam
apenas derivadas primeiras da funcao incognita.

&z» Assimile

+ Aequagdo 3y ' 5xy2 +1=0 ¢ uma EDO de 12 ordem, pois envolve
apenas termosemx, y ey’

« Na equacio y'= f(x,y) temos y' escrito na forma explicita em
termos de x e y. Nesse sentido, equacdes desse tipo podem ser resolvidas
por integracao.

v=| Exemplificando
Como resolver a EDO ' = 2x> — 3 de 12 ordem por integracso direta?
Solugao:

Temos:

y = I(sz —3)dx

4
y= o 3x + C, em que C é uma constante.

Qualquer solucdo geral de uma EDO de 12 ordem envolvera uma
constante (a constante de integragdo), caso em que, ao determinarmaos o
seu valor, estaremos tratando um problema de valor inicial, encontrando
assim uma solucao especifica ou particular.

U3 -Equacdes diferenciais ordinarias
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@ Reflita

Recorde o que vocé aprendeu na Secdo 3.1 e perceba que uma equacado
diferencial de 12 ordem associada a condi¢des iniciais forma um
problema de valor inicial.

Equacodes lineares de 12 ordem

S&o equacdes do tipo y'+P(Xx)y =Q(x), em que P e Q sdo
funcdes de x continuas no intervalo de interesse. Temos ainda que,
para P(x) = 0, a equacao anterior se torna apenas y' = Q(X)' com
solugdo geral y = IQ(X)dX +C.

Para que consigamos resolver uma EDO linear de 12 ordem, de

maneira que ela seja facilmente integravel, utilizamos uma fung¢ao
auxiliar chamada fator integrante, expresso por [ = ejp(x)"x_

v=| Exemplificando

Determine a solug¢do geral da equagdo diferencial ordinaria linear de 12

ordemy'-6y =12.
Solugao:

Para encontrarmos o fator integrante, precisamos determinar P(x).
Dessa forma, € preciso comparar a equacao dada com a genérica
y'+P(x)y =Q(x). Vemos, entéo, que se trata do termo que esta

multiplicando y. Assim, temos P (x)=-6.
o [P(x)ax
Fazemos a substituicio em [ = € :

/= e—GIdx

Multiplicamos a EDO dada pelo fator integrante:

yl. e—b‘x + y X e—6x (—6) — 12 . e—6x
Perceba que, ao "'montarmos” a multiplicacdo, podemos observar a
derivada de um produto (f'- g+f- g') = (f . g)'

Podemos escrever, entdo, da seguinte forma:
d (y . e—Gx )

- =12. e = d(y-e’ﬁx)=12-e’exdx
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Integramos de ambos os lados:

fd(y-e’ex)=12fe’exdx

y-e™ = —%je‘s" (—6)dx

y- e = 2% 1 C Rascunho:
_2e 5% C — —2e7% C Ie”du =e'+C
y= ox T ox = —6x + —6x =
e e e e
6x u=-6x
y=-2+Ce du =—6dx

Portanto, a solucdo geral da EDO linear de 12 ordem

¢ y=-2+Ce®

~J
4 Fagavocé mesmo

Determine a solucdo geral da equacao diferencial ordinaria linear de 12
ordem X?y'—y =0

D9 Pesquise mais

Para uma melhor aprendizagem sobre o fator integrante, consulte
o material Métodos matematicos 2012. Disponivel em: <www.if.ufrj.
br/~pef/aulas_seminarios/notas_de_aula/tort_2012_2/EqgsDifparte2.
pdf>. Acesso em: 11 maio 2016.

Equacgdes separaveis de 12 ordem

Dizemos que uma equacao ordinaria € separavel de 12 ordem
quando podemos separar as suas variaveis, obtendo a solugcdo ao
integrar os membros de ambos os lados. Observando a equagao
h(y)dy:g(x)dx, de um lado do sinal de igual, o "x fica com
0s seus dx e, do outro, o y fica com o0s seus dy’. Além disso, ao
avaliarmos uma integral y = J.f(x)dx, resolveremos uma equacao
diferencial

y'=F(x) ou %:f(x)
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v=| Exemplificando

a_y | ,
Resolva a EDO = determinando y(x) pelo método

ax

separacao de variaveis.
Resolucgao:

Multiplicamos os extremos e os meios a fim de obtermos “x e os
seus dx e y com os seus dy”

xdy =ydx = dy_dx
y X
Integrando de ambos os lados: a.
dy dx = Lembre-se
'[y _IX %:In|u|+C

log,b=x< x=a"
In|y|=In|x|+C

log, |y| =log, |x|+C

|y|=eloge‘x‘+C |,V|=e'°g*"x‘~eC = lyl=lx-k T y=kx

&
4 Facavocé mesmo

d
Resolva a EDO d—y:XZy determinando y(X) pelo metodo
X

separacao de variaveis.

Equacdes diferenciais homogéneas de 12 ordem

EDOs homogéneas sdao equagdes diferenciais, tais que
y'=f(x,y) com f(2x,Ay)=A"f(x,y). Ou seja, multiplicando-
se cada variavel por uma constante, temos de forma equivalente a
funcdo multiplicada por uma poténcia da constante.
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Lembramos ainda que a utilizacdo do termo homogéneo aqui
¢ diferente da utilizacdo anterior, quando dissemos que uma EDO
linear de primeira ordem y'+ P(X)y=Q(X) serd homogénea
quando Q(X) =0 . Dessa forma, a verificacdo de cada contexto
deixara claramente qual dos significados sera apropriado.

&z” Assimile
As equacdes diferenciais homogéneas podem ser expressas por

y'= f(yj, em que a fungao f também podera ser escrita com f(v),
X

emqueV== & y=VX.
X

vz| Exemplificando

d_y_x2+y2

Para resolvermos a EDO

pelo método das
equacoes dx Xy

homogéneas, precisamos seguir alguns passos:

12 Verificamos a homogeneidade da equagao.

@ g7 e sy ) (7o)
flAxay)= AXAY N A2xy - A2xy N Xy
f(ax,2y)=2F(xy)

E, portanto, homogénea.

29 Dividimos o n%merador e o denominador por x de maior grau,
nesse caso por X

2
XiJFLZ 1+ Y
dy —x*  x? _ X

dx Xy
X2

< '

3¢ Fazemos U:Z:y =Uux
X

d du
4¢ Derivamos Yy = UX e encontramos —y =U+X—
ax ax

U3 -Equacdes diferenciais ordinarias
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5¢ Substituimosx por u e d—y:u-i-xﬂ Nna equacao
X dx dx
2
1+[1J
dy __\x)
dx Yy
X

62 Efetuamos a separacdo das variaveis u e x e integramos de ambos
os lados.
du 1+u°

u+x—
dx u

= udu:d—; = J‘udu='[%

2
= U—:In\x\+C
2

72 Substituimos u por Y
X

2]

~~~=In|x|+C
2

E concluimos que: y = x./2|n‘x‘ +C

o
4 Facavocé mesmo

Utilizando o método de equacdes diferenciais ordinarias
homogéneas,

. o dy x+3y
resolva a seguinte equagdo —— =

dx 3x+y

Equacodes diferenciais exatas de 12 ordem

S0 EDOs, y'=f(x,y), que podem ser expressas por

M(x,y)+N(xy)y'=0
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‘r"’ Assimile
Uma equacdo diferencial de 12 ordem que pode ser expressa da
forma M(x,y)+N(x,y)y'=0 sera chamada de equacdo diferencial
exata na regido D se existir funcdo S(x,y) tal que 8S(x,y) :M(x,y)
X

e oS(x.y)
oy
(CENGEL, PALM 1II, 2014, p. 76).

=N(x,y) para todo (x,y) na regido

De acordo com a defini¢cao, temos uma solug¢ao geral implicita:
Fixy) =C, (1)

que envolve as variaveis x, y e uma constante C. Nesse caso,
fazendo a diferenciacao em relacao a x, temos:

dF (x,
dF(xy) _oF oF .._, n
dx ox oy

Como as derivadas sao operacdes inversas das integrais, se
integrarmos a equagdo (Il), chegaremos a equagdo (), a qual
chamamos de equacao diferencial exata.

‘tz” Assimile

Teorema — Equacgdes diferenciais exatas

Caso as derivadas parciais M%) ¢ N(xy) sejam continuas

oy X
em uma regiao retangular D, entdo a equacao diferencial
M(x,y)+N(x,y)y'=0 € exata nessa regido se, e somente se,

M(xy) _N(XY) em todos os pontos de D (CENGEL, PALM I,
oy oX

2014, p. 77).

v=| Exemplificando
Resolva a equacdo diferencial ordinaria  de 12 ordem

(x+sen(y))+(xcos(y)-2y)y'=0

Solucdo:

Rescrevemos a EDO e multiplicamos dx:
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(x+sen(y))+(xcos(y)—2y)3—§:O (dx)

(x+sen(y))dx+(xcos(y)-2y)dy =0

Comparando com a equagao genérica da equacao diferencial exata
de 12 ordem, temos:

M=x+sen(y)eN=xcos(y)-2y.

Derivando, temos:

Dessa forma, verifica-se que a equacao diferencial € exata.

Da equacao diferencial dada, temos:

oF (x,y
gx):x+sen(y) €

Fazendo a integracdo em relagao a x:

M:xcos(y)—2y

2
F(x,y):f(x+sen(y))dx = F(x,y):%+xsen(y)+h(y)
Derivando a funcdo encontrada em relagdo a y, obtemaos:

oF (x,y)

oy =xcos(y)+h'(y)

oF
Vimos anteriormente que szcos(y)—Zy. Igualando,
temos: oy

xcos(y)+h'(y)=xcos(y)-2y = h'(y)=-2y

Efetuamos essas operacdes para poder determinar a fungao h(y) .

Integrando, temos:
h(y):jh'(y)dy = h(y)=—2jydy =
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Substituindo em F(x,y) = X? +xsen(y)+h(y):

2

F(x,y):%+xsen(y)—y2 +C,

Mas F(x,y)=C.Entdo:
5 2

X
X?+xsen(y)—y2+C1:C = 7+xsen(y)—y2:C—C1

Como constante menos constante € igual a constante, escrevemos
C-C, =k
Conclui-se, portanto, que a solucao geral da equacado diferencial
ordinaria

X2
exata de 12 ordem & ot xsen(y)-y* =k

o
4 Facavocé mesmo

2+ ye”

Resolva a equacgdo diferencial ordinaria de 12 ordem y'=—72" _
2y — xe”

Lei de resfriamento de Newton

A lei de temperatura de Newton diz que a taxa de variacao da
temperatura de um corpo em resfriamento é proporcional a
diferenca entre a temperatura do

corpo e a temperatura ambiente. E expressa por %:_k(r_rm),

em que:
o T € a temperatura.
* Tm € a temperatura ambiente.

e téotempo.
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» k € uma constante de proporcionalidade.
L‘qu Pesquise mais
Para uma aprendizagem mais efetiva, leia o Capitulo 2 do livro:

CENGEL, Yunus A.; PALM 1lI, William J. Equagdes diferenciais. Traducao
Marco Elisio Marques. Porto Alegre: Bookman, 2014. Também assista
ao0s videos:

« "Fatores integrantes’. Disponivel em: <https://www.youtube.com/
watch?v=M1D9vKU64d4>. Acesso em: 14 maio 2016.

» 'Equacdes diferenciais ordinarias lineares de ordem 1". Disponivel em:
<https://www.youtube.com/watch?v=9eRsQJACM4k>. Acesso em: 14
maio 2016.

Sem medo de errar

Nesta secdo, vocé foi incumbido de dar continuidade ao
treinamento de formacado da equipe da suaempresa e também tratar
um modelo matematico para uma siderurgica. Nesse contexto,
inicialmente vocé teria de fazer a correcao das resolucdes feitas
por seus funcionarios no treinamento das sequintes equacdes:

dy

a) Equacéo linear de 12 ordem: ax -3x°y =x*.

Resolucao:

. . P
Determina-se o fator integrante l=eI o

P(x)=-3x".

a partir de

-3 x2dx .3
l:ej = [|=e"

Multiplicamos o fator integrante encontrado com a EDO dada:
yhe* + y-(—3x2)-e‘x3 =x*.e"

dly-o”)
dx

Escrevemos: -xt.e’ = d(y_eij)zxz_e—ﬁdx_

Integramos de ambos os lados:
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jd(y~e’*3)=jx2‘e’xzdx = yer :J’xz.e’xadx = y:7%+Ce*3

Portanto, a solucdo geral da EDO linear de 12 ordem é
1

y :75+Cexa :
b) Equacdo homogénea de 12 ordem: d_y _Xty
dx X
Resolucao:

1. Verificamos a homogeneidade da equacdo.

ax+iy A(x+y) A(x+y
f(ax,Ay)= P (/’Lx )= (/”tx )=/’Lf(x,y)

E, portanto, homogénea.

2. Dividimos numerador e denominador por x de maior grau,
neste caso por x.

x |<

3. Fazemos u:X:yzux.
X

4. Derivamos y = ux e encontramos d_y U+ xﬂ .
ax ax

d du
5. Substituimosxpor u e —y:u+X— na equacao
X

ax dx

d_y:1+Z e chegamos a urx 1ru
dx X dx

6. Efetuamos a separacao das variaveis u e x e integramos de
ambos os lados.

jdu='|‘% = u=In|x|+C
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7. Substituimos u por 4 .

X
X:mM+C
X

E concluimos que: y = X|n|x| +Cx.

¢) Equacdo diferencial exata de 12 ordem: (2xy)+(1+ xz)y' =0.
0.

Reescrevemos a equacao (2xy)+(1+ Xz)(;_y =
X
Multiplicando a  equagdo  anterior por dx  fica:

(2xy)dx+(1+x2)dy:0_

Fazendo a comparagdo com a equacdo genérica da equagao
diferencial exata de 12 ordem, temos: M =2xy e N =1+ x2.

Derivando, temos:

ﬂ:Zx e %:ZX
oy ox

Dessa forma, verifica-se que a equacdo diferencial é exata.

Da equacao diferencial dada, temos:

oF (x, oF ( x,
F(xy) y):2xye—( y):1+x2
ox oy
Fazendo a integracao em relacao a x:

F(x,y)=j(2xy)dx = F(x.y)=yx*+h(y)

Derivando a funcdo encontrada, obtemos:
oF (x,

F(xy) x*+h'(y)

oy

oF (x,y)

Vimos anteriormente que =1+ x2.
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Nesse caso, igualando, temos: x*+h'(y)=1+x* = h'(y)=1.

Integrando, temos: h(y) = fdy = h(y) =y+C,.
Substituindo em F(X,y) =yx* + h(y) :

F(x,y)=yx*+y+C, = C=yx*+y+C, = y=

A outra tarefa era resolver um problema de temperatura através da

equacao diferencial ordinaria ar = —k(T - Tm), conhecida como lei
de resfriamento de Newton.

Do enunciado, vimos que a temperatura ambiente & 30 °C (Tm = 30).
Substituimos em:

ar
dt

- k(T-Tm) = o kr-s0) = 9T
ot T-30

Fazemos a integracao para t variando entre 0 e 20 minutos, e T
de 120 °C para 80°C (0<t<20e120<T <80).

=
| i e

[-kt]" = In50-In90 = —20k
20k =0,5878 = k =0,02939
Para determinar o instante em que a temperatura for 50 °C,

integramos com T variando de 120 °C a 50 °C e t variando entre O
tmax (0<t<t ., €120<T <50).

j kj dt = In[T-30], =[]~ =In20-In90 = -20¢,,,
BT - 30 120

max

In(goj 0,02939¢ ., = t . ~51
20

Portanto, a caldeira atingira a temperatura de 50 °C em
aproximadamente 51 minutos.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucdo

Desaflamos vocé a praticar 0 que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as atividades e
depois as compare com as de seus colegas.

Otimizando a panificagdo

1. Competéncias

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

2. Objetivos de
aprendizagem

Aplicar as equacdes diferenciais de 12 ordem (lineares,
separaveis, homogéneas e exatas) em diversas situacdes
do cotidiano, nas ciéncias e engenharias, a fim de se obter
solugdes para problemas proximos a realidade.

3. Conteudos
relacionados

Equacdes diferenciais lineares e separaveis de 12 ordem.

4. Descricao da
situagédo-prob-
lema

Suponha que a sua empresa fol contratada para dar consultoria
em um colégio especializado em cursos profissionalizantes.
A tarefa solicitada é trabalhar com um modelo matematico
Jpara se obter uma melhor qualidade na fabricacdo de péaes
e bolos. O objetivo do seu trabalho € fornecer o tempo
aproximado em que a temperatura de alguns alimentos feitos
em forno torna-se mais baixa. Nesse sentido, qual sera o
tempo necessario para que a temperatura de um bolo chegue
a 40 °C, sabendo que ele foi retirado do forno a 180 °C. Vale
lembrar que em dez minutos ele chegou a 110 °C e que a
temperatura ambiente é de 25 °C.

5. Resolugéo da
situagédo-prob-
lema

Para resolvermos o problema proposto, temos t =0, T =180
e Tm=25.

Substituindo esses valores na equacdo da variacdo de
temperatura e integrando-a, temos:

110 10
LI = L:—kjdt =
T-25 4 T-25 S
110 10
In[T -25]" =—[kt]’ = In85-In155=-10k = k=0,060

Para saber o tempo a partir do qual a temperatura do bolo
tera 40 °C, integramos com o0s seguintes limites 180 < T <40
eO<t<t .
40 dT Emax

——-=-0060 [ df = In15-In155=-0,0601,, = t,, ~39.
180 T-25 0
Concluimos, entao, que o bolo atingird a temperatura de
40 °C em aproximadamente 39 minutos.
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@ Lembre-se
A lei de variacao de temperatura de Newton é descrita por:

9T k(T ~Tm)
at

8
4 Facavocé mesmo

Utilize o mesmo modelo matematico e determine quanto tempo um
pao atingira a temperatura ambiente de 22 °C, sabendo que foi retirado
do forno a uma temperatura de 80 °C, e que se passando seis minutos
chegou a 47 °C.

Faca valer a pena

1. Verifique se as seguintes equacdes sao homogéneas e depois assinale a
alternativa CORRETA.

dy 2
) Loy -
)dx y -y

dy
) =L =y? 4+ x

ax y
may __y*

dx xy+y?

a) Apenas | € homogénea.

b) Apenas lll € homogénea.

c) Apenas | e lll sdo homogéneas.
d) Apenas Il e Il sdo homogéneas.
e) Todas séo homogéneas.

2. Aformula y '+ P(X y= Q(X) é utilizada quando efetuamos calculos
de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem. Dessa forma,

dy

podemos dizer que o fator integrante na EDO of =3-2y é&

A l=e” d) | =—e 2
o 2x

b)/——e e)IZZeZX

ol=e*
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3. Na equagéo diferencial de 12 ordem (2xy +1)+(x* +4y)y'=0,
temos que M =2xy +1e N = x* + 4y . Sendo assim, é correto
afirmar que:

a) A equacdo é homogénea, pois M =2x e N =2x
oy 19).4
b) A equacdo é exata, pois oM —2xe N =2x
oy ox
oM oN
‘o a M, N,
c) A equagdo ndo € exata, pois oy e o
d) A equacdo é homogénea, pois aa—M =21x e Z—N =2AxX
y X

e) A equacdo é separavel, pois é possivel resolvé-la separando
A equacdo é homogénea, uma vez que M(x)e N(x).
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Secao 3.4

Equacdes diferenciais lineares de ordem
superior
Dialogo aberto

A ultima parte que voceé tera que desenvolver, No treinamento
voltado a equipe que trabalha na sua consultoria em solucdes
matematicas, € gravar uma videoaula em gue se expde a resolucao
das seguintes equacdes diferenciais homogéneas:

a) y"-y'-2y =0
b) y"+4y'+4y =0
c y"-3y'+4y=0

Conseguentemente, as tarefas com os clientes ndo podem
parar. Nesse contexto, um deles decide lhe propor uma parceria.
Ele trabalha com fabricacdo de molas e deseja tratar um modelo
matematico que atenda a fabricacao de uma mola especifica com
base no movimento harménico simples (sistema massa-mola). A
ideia € alimentar um software de determinada maquina para que,
com os dados fornecidos, a producao seja mais efetiva em relagcao
a custo e beneficio. Nesse sentido, a problematizacdo a ser tratada
€ a sequinte:

Um bloco de aco com 4 kg estd preso a uma mola, cuja
constante de proporcionalidade de Hooke € k = 9 N/cm, sobre
uma mesa horizontal sem atrito. No instante t=0, o bloco é solto
de uma posicdo inicial afastada a 6 cm da posicao de equilibrio
da mola com uma velocidade inicial de 3 m/s. Veja a Figura 3.4 e
sua visualizagdo dinamica. Disponivel em: <www.geogebra.org/m/
UBZAg2vA> Acesso em: 17 jun. 2016. A posicdo do bloco e descrita
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pela EDO i;‘=_ﬁx, cuja solucao geral é
dt m

x(t)=Csen(wt)+C,cos(wt), em que = % é a

frequéncia natural do sistema, ke aconstante de proporcionalidade
de Hooke e m é a massa do bloco.

Figura 3.4 | Sistema massa-mola

Fonte: <www.geogebra.org/m/U8ZAq2vA>. Acesso em: 17 jun. 2016.

Sendo assim, como vocé resolveria as equacdes da primeira
parte, usando o método adequado, a fim de gravar a videcaula? E,
ainda, como chegaria a solucao particular da equacao solicitada
na segunda parte?

Nao pode faltar
Equacdes diferenciais lineares de 22 ordem

Diferentemente das EDOs de 12 ordem, que sdo facilmente
resolvidas com a utilizacdo de um fator integrante, ndo havendo a
necessidade de coeficientes constantes, desde que as integracdes
possam ser realizadas, as equacdes diferenciais de 22 ordem
ndo tém um procedimento geral para resolucao, a ndo ser que
0s seus coeficientes sejam constantes e que elas atendam certas
condicdes.

A sua forma geral é descrita por y"+P(x)y'+Q(x)y =R(x), em
que P(x).Q(x) e R(x)sé&o fungdes dadas. Quando a fungéo R(x)
¢ igual a zero, por exemplo emy"-7y'+12y =0, chamamos
a equacdo diferencial linear de 22 ordem de homogénea, caso
contrario, por exemplo emx?y"+sen(x)y'+e*y =u(x), a
chamamos de nao homogénea.
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Uma equacao diferenciallinear de 12 ordem, com uma condi¢cao
auxiliar (problema de valor inicial), tem uma unica solugdo,
conforme vimos anteriormente. Analogamente, as EDOs lineares
de segunda ordem tém solucdo unica, desde que especificada
uma condicdo inicial para cada ordem adicional, como afirma o
Teorema de Existéncia e Unicidade.

&z” Assimile
Teorema de existéncia e unicidade

Segundo GCengele Palm IIl (2014, p. 101), caso as funcdes P(x), Q(x) e R(x)
sejam continuas em um intervalo X; < X < X, € Caso X, seja um ponto
desse intervalo, entédo a equacdo diferencial y "+ P(x)y '+ Q(x)y = R(x)
tera solugdo Unica (uma e somente uma) nesse intervalo que satisfaz duas
condicdes iniciais:

Y (%) =Yoey' (X)) =V,

@ Reflita

Nas equacdes diferenciais ordinarias lineares de 12 ordem, temos uma
condicdo inicial para resolvermos um problema de valor inicial. Nas EDOs
lineares de 22 ordem temos duas condicdes iniciais para resolvermos um
problema de valor inicial.

Nas de 32 ordem terfamos quantas condicdes iniciais? E nas equacdes
diferenciais de ordem n?

Dada uma equacao diferencial, cuja solucao geral, por exemplo,
e y=Cy,+C,y,. e sendo as condi¢des iniciais especificadas em
pontos diferentes, teremos um problema de valor de contorno,
Cuja solucdo Unica se dara com a aplicacao das duas condicoes
auxiliares resultando em valores Unicos para as constantes C, e

C,

Como as EDOs de 22 ordem envolvem uma derivada segunda
(y"), ¢ facil perceber que a sua solucdo y deve envolver duas
integragdes e duas constantes arbitrarias C, e C, .

U3 -Equacdes diferenciais ordinarias

161



v=| Exemplificando

Dada a equagdo diferencial ordinaria de 22 ordem 2y "—4y'+ 3y =0,

2 2
cuja solucdo geral é y =e* {Q cos%x + Czsen\/z—xJ, determine:

a) A solucdo da equacdo para a condicdo inicial ¥(0)=2 e
y‘(O):4+2\/§

b) A solugdo da equagdo para a condigdo inicial y(0)=2 e

2r

T |_e
y(ﬁ] °

Resolucgao:

No item “a’, como temos a condicao para © mesmo x, ha um
problema de valor inicial. Assim, resolvemaos primeiramente para
x=0 e y =2, em que, substituindo na solugdo geral, temos
2_g? (C1 cos(O) + Czsen(O)), encontrando C, =2.

Para encontrarmos C,, temosx=0e y'=4+ 2.2 . Nesse caso,
derivamos a solu¢ao geral e obtemos:

y'=e" [q cos\/2§x+Czsen\2Ex]+ e’ [—01 %sen%x+c2 \fcos\ij

Fazendo as substituicdes dos valores atribuidos a x € ¥y’ na
derivada da funcdo, encontramos C, =4+2J2  E assim,
obtemos a equacao

V2

y=¢" [Zcos‘/fx + (4 + 2\/§)sen2x} como solucdo particular
de acordo com as condicdes auxiliares dadas.

No item “b", temos a condicao para diferentes valores de x,
caracterizando um problema de valor de contorno. Nesse
sentido, resolvemos primeiramente para X =0 e y =2, e, assim
como no item “a’, encontramos o valor de C, = 2. Procedemos
da mesma forma para

encontrarmos o valor de C,. Ou seja, substituimos x =

N S
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2n
y=e"

de acordo com as condicdes auxiliares dadas, na solugao geral
da EDO. Fazendo as substituicdes dos valores atribuidos a x e
Y, encontramos C,= o2

E, assim, obtemos a equacao y =e* (2cosfx+eﬁsen\/2§x
como solu¢ado particular de acordo com as condicoes auxiliares
dadas.

Equagdes homogéneas

Ao fixarmos valores para as constantes C, e C, , na combinagéo
linear Cw1+GCY, obtemos a solucdo geral y=C,y,+C,y, da
equacdo diferencial linear de 22 ordem y"+P(x)y'+Q(x)y =0.

(tz” Assimile
Teorema — Principio da superposi¢cdao

Segundo Cengel e Paim 11 (2014, p. 110): se ¥, e ¥, sdo duas solugdes
da equagéo linear homogénea y"+P(X)y'+ Q(X)y =0, entdo a
combinagao linear y = C1y1 + C2y2, emque C, e C, sdo constantes
arbitrarias, €, também, solucao dessa equacao.

&z” Assimile
Teorema — Solucgdo geral de equagcdes homogéneas

A equacdo diferencial linear homogénea de segunda ordem
y"+ P(x)y'+ Q(X)y =0, cujos coeficientes P(X) e Q(X) s80
continuos em um intervalo X; < X < X,, sempre tem duas solucoes
Y, € Y,que sdo linearmente independentes nesse intervalo. Alem
disso, qualguer solucdo da equacdao diferencial nesse intervalo pode ser
expressa unicamente como uma combinacdo linear dessas solucdes,
comoem y =C,y, +C,y,. que € a solugdo geral (CENGEL; PALM
I, 2014, p. 115).
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@ Lembre-se

Dependéncia e independéncia linear

Duas fungbes y, e y, sdo linearmente independentes se a Unica

solucado para C1y1 + C2y2 =Q for C1 = C2 =0 . Caso contrario, y,
e ¥, sdo linearmente dependentes.

Equacdes homogéneas com coeficientes constantes

A equacgao diferencial linear homogénea de segunda ordem
ay"+by'+cy =0, com os coeficientes a, b e ¢ constantes e a #
0, tera duas solucdes linearmente independentes. A combinacao
linear entre ambas dara a solu¢ao geral. Para encontrarmos a
solugdo, devemos utilizar uma unica fungdo elementar, cujas
derivadas sdo multiplos constantes dela mesma. Neste caso, a
solucdo € a funcdo exponencial €™, em que m € uma constante.
Dessa forma, podemos verificar que, derivando sucessivamente a
funcéo y =e™ teremos y'=me™ y"= m?e™.

Observamos entdo que a funcao e suas derivadas diferem-se
pelas constantes m e m?. Substituindo os valores anteriores na
equacdo ay "+ by'+cy =0, teremos:

a(mze’"”)"+ b(me"’x)'+ c(e"”) =0 = e™ (am2 +bm+ c) =0

Como e™= 0 sempre, temos uma equag¢ao do segundo grau,
denominada equacgdo caracteristica, que proporciona valores
aceitaveis para m que caracterizam a solu¢do de determinada
equacao diferencial.

Essa equacdo vaigerar duas raizes. Destas duas raizes dependera

a solucao homogénea da equacdo. E, a depender dos valores,
teremos os seguintes casos:

&z” Assimile

Solugdes homogéneas

1° caso - m, e m, raizes reais e distintas (m1¢m2):
Y, (x)=Ce™ +C,e™

. Lo . ) _ myx myx
2°caso-m,em,raizesreaiseiguais (m, =m, ) y, (x) = C,e™ + C,xe™
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32 caso - raizes complexas my=a+fi e my=a-pi:
Y (x)=e" [C1 cos(bx)+C,sen (bx)}

v=| Exemplificando

Determine a solucdao geral das seguintes equacdes diferenciais
homogéneas:

ay"-y'-20y =0

b) Qy"-12y'+y =0
A b5y"+3y'+5y=0
Resolugdo:

a) Escrevemos a equagdo caracteristica associada a equacao diferencial
dada.Valelembrar que essaequacao tem o padrdo daequacaoquadratica
am? + bm + ¢ =0 . Dessa forma, obtemos: m?> —-m—-20=0.

Como trata-se de uma equacao do segundo grau, encontramos o valor
das raizes com uso da formula de Bhaskara.

b2 —d-a.c  —(-1)£(-1) -4-1-(-20) _ {m1:5

m = =
2-a 21 m, =-4

Como temos duas raizes reais e distintas, estamos tratando o 12
caso. Fazemos a substituicio na formula y, (x)=C,e™ +C,e™ e
concluimos que a solugdo € y, (x) =C.e™ +C,e™* (verifiquel).

b) Fazendo o mesmo procedimento do item anterior, temos:
9m?* -12m+4=0

—(~12)+(-12) -4-9-4
- A22C7) -

Neste caso, temos duas raizes reais e iguais. Estamos tratando o 22 caso.

Fazemos a substituicdo na formula y, (X)=C.e™ +C,xe™" e >
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2 2
“x “x
concluimos que a solugéo é y, (X) =C,e® +C,ex?® (verifiquel).

c)Assim como nos itens anteriores, temos: 5m? +3m+5=0.

344/32-4.5.5 _ {m: 3+\/§i

m = 24N
2.5 10 10

Como sao raizes complexas, estamos tratando o 32 caso. Fazemos a
substituicao na formula y, (X) = e™ [C1 cos(bx)+C,sen (bx)]
e concluimos que a solucao é

-3y V91 V91
Y (X) =g 10 |:C1 COS[10 XJ + Czsen [10 XJ:| (\/eriﬂque!).
’ ~
4 Facavocé mesmo

Determine a solucao geral das seguintes equacdes diferenciais:

yn_8yl+ 7y =0: 4y"_28y'+49y =O,' y"—4y'+5y:0

@ Lembre-se
Nas equacdes do 2° grau:
« b? —4ac > 0 raizes reais diferentes.
« b? —4ac = 0 raizes reais iguais.

« b? —4ac < 0 raizes complexas.

Equacdes lineares ndo homogéneas

S0 equacdes do tipo y "+ P(x)y'+Q(x)y = R(x). com P(x),
Q(X) e R(x), funcdes continuas no intervalo de interesse. A sua
solugédo geral € dada por y =y, + Y, emaque Y, € a solucdo da
equagao homogenea associada e Y, € uma solugao particular.

Para resolvermos uma equacao linear nao homogénea,
igualamos R(X)=0 para obtermos a equacao associada
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y"+P(x)y'+Q(x)y =0, que ¢ expressa por y, =C,y, +C,y,,
emque y, e y,fazem parte do conjunto de solucdes da equacao
homogénea.

Uma solucao Yp Que nao envolve nenhuma constante arbitraria
que satisfaz a equacdo nao homogénea ¢ a solugao particular, cuja
defini¢do sera apresentada a sequir.

&ﬁ’ Assimile
Teorema — solugdo geral de equacdes lineares ndao homogéneas

Se Yo € a solucao particular de uma equacao linear ndo homogénea
y"+P(x)y'+Q(x)y=R(x), em que as fungdes P(x).
Q(x) e R(x) s30 continuas no intervalo X; < X< X,, e se y,
€ a solucdo geral da equacdo homogénea associada, entao a
solucdo geral para essa equacao nao homogénea nesse intervalo
e y=y,+y,=Cy,+Cy,+y, em que ¥; e ¥, sio as
solucdes que constituem o conjunto fundamental de solucdes da
equacao homogénea associada, e C1 e C2 sao constantes arbitrarias.

Para encontrarmos a solucdo particular de uma equacao
linear ndo homogénea, podemos utilizar dois metodos distintos.
O método dos coeficientes a determinar, que é aplicado em
equacdes diferenciais lineares ndao homogéneas com coeficientes
constantes, e 0 método da variagao de parametros, que € aplicado
em equacdes com coeficientes variaveis ou constantes e em
termos ndo homogéneos de qualquer forma.

Método dos coeficientes a determinar

Neste metodo, trabalhamos com tentativas para
encontrarmos a solucao particular, usando como ponto de partida
a sugestado de fungdes do tipo polinomial P, (X) exponencial
e e trigonome’tricaC-sen(kx) e C-COS(kX), no termo nio
homogéneo R(X) ,a fim de encontrarmos uma solu¢ao particular
que satisfaca a equacao diferencial ndo homogénea. Dessa forma,
se R(X) for uma funcdo trigonomeétrica, trabalhamos com
tentativas usando funcdes trigonomeétricas. Se R(X) for uma
funcdo polinomial, as tentativas serao com funcdes polinomiais, e,

U3 -Equacdes diferenciais ordinarias

167



por fim, se R(X) for uma func¢ao exponencial, a tentativa sera com
funcdes exponenciais. Caso essa tentativa ndo seja viavel, fazemos
numa segunda tentativa a multiplicacao da funcdo sugerida por
X. Sendo esta ainda insuficiente, para encontrarmos a solucao,
multiplicamos a segunda tentativa novamente por x.

vz| Exemplificando
Determine a solugdo geral das seguintes EDOs:
a) y"-y'-2y=3x+4
b) y"-2y'+y =3e*
o y"-2y'+y=4cosx
Resolucgao:

a) Da equacgao dada, temos que o termo de R(X) € um polinbmio
de grau 1, sugerindo entdo a solucao particular y,=ax+ b.
lgualamos a EDO a zero a fim de obtermos primeiramente a solugdo

homogénea: y"-y'-2y =0.

Escrevemos a sua equacdo caracteristica m?> —m—2=0 para
determinar suas raizes m, =2 e m, =-1. Como s3o reais e
distintas, as substituimos em y, (x):C1e’"1X +C,e™ e
temos que a solugao homogénea é:

Y, (x)=Ce* +C,e™

Para obtermos a solu¢cdo particular, derivamos a solugcdo
sugerida y,=ax+ b e fazemos as devidas substituicdes na
EDO. Temos, entao:

|=a
{y"p 0 = y"-y'-2y=3x+4 = 0-a-2(ax+b)=3x+4
yp:

= 0-a-2ax-2b=3x+4 = —-2ax—-a-2b=3x+4

—-2a=3 3 5
=> a=-—— ; b=—

—a-2b=4 2 4

x . ) 3 5

Portanto, a solugao particular é Y, = _EX_Z
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Fazemos a substituicao em y =y, +y, para encontrarmos
a solucao
3 5

2 —
geral e obtemos y =C,e”* +C,e™* —EX—Z.

b) Da equacdo dada, o termo de R(X)e’ uma funcao
exponencial do tipo Ae* sugerindo entdo a solugdo
particular yp=A92X. lgualamos a EDO a zero, a fim
de obtermos primeiramente a solucao homogénea:

y'=2y'+y=0

Escrevemos a sua equacdo caracteristica M -2m+1=0
e obtemos suas raizes, m;=1 € m,=1. Como s3o reais e
iguais, as substituimos emy, (x)=C,e™ +C,xe™"e, sendo
assim, a solucdo homogénea ¢é v, (x) =Ce* +C,xe"

Para obtermos a solucao particular, derivamos a solucao
sugerida y, = Ae?* para substituirmos na EDO. Temos,
entdo:

y', =2Ae”
ynp — 4A62X

= 4Ae* —4Ae* + Ae* =3e* = Ae®*=3e* = A=3

Portanto, a solugdo particular € y = 3e* . Fazemos a
substituicdo em y =y, +y, para encontrarmos a solugao

geral e obtemos y = C.e* + C,xe* + 3e**

c) Da equacdo dada, temos que o termo de R(x)e’
uma funcdo do tipo Acos(x). sugerindo entdo a solucao
particular y, = Acos(x)+Bsen(x) Igualamos a EDO a zero
a fim de obtermos primeiramente a solucao homogénea:

y ll_ 2y l+ y — 0
Escrevemos a sua equacdo caracteristica m* —=2m+1=0 para

determinar suas raizes m; =1 e m, =1.Como sdo reais e iguais,
assubstituimosem y, (x) =C,e™ +C,xe™*, a solugdo homogénea

y'-2y'+y=3¢" = 4Ae™ -2(2Ae™)+Ae™ =3e™

>
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e yh(x):C1eX +C,xe* . Para obtermos a solugao particular,
derivamos a solugdo sugerida y, = Acos(x)+Bsen(x) para
substituirmos na EDO. Temos, entdo:

y', =—-Asen(x)+Bcos(x)ey", =-Acos(x)-Bsen(x)
—Acos(x)7Bsen(x)72(7Asen(x)+Bcos(x))+Acos(x)+Bsen(x):4cosx

{ZA:O

2Asen(x)—2Bcos(x) = 0sen(x) +4cos(x) -2B=4

A=0; B=-2

Portanto, a solugdo particular é y, =-2sen(x). Fazemos a
substituicao em y=y,+y, para encontrarmos a solug¢ao
geral e obtemos =C,e* +C,xe* —2sen(x)

!; Faca vocé mesmo
Determine a solucao geral das seguintes EDOs:
a)y"-y'-2y=3x*+4x+C
b) y"—y'-2y =3e>
c3y"-y'-2y =2cos x

Método da variacao de parametros

Trata-se de um meétodo utilizado para resolver equacdes
diferenciais com coeficientes constantes, sendo os termos nao
homogéneos de qualquer forma. Para isso, a solucdo da equacao
homogénea associada devera estar disponivel.

Dada a equacdo y"+P(X)y'-|—Q(X)=R(x), com P(x),
Q(X) e R(x) continuas no intervalo de interesse, a sua equacao
homogénea associada € dada por y"+P(x)y'+Q(x)=0, com
duas solugdes y, e y,no intervalo. A solugdo geral da equagdo
homogénea associada pode ser expressa por y, =C,y, +C,y,, caso
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em que a ideia basica € encontrar uma solucao particular do tipo
Y, =Vi¥, +V,Y,, sendo as constantes C, e C, substituidas pelas
fungdes v, e V,. Para determinarmos a solucao, podemos trabalhar
com um sistema de equacoes.

&z” Assimile

Yp =Vi¥1+VoY, Yp =V VoY, +V5Y,
{V1'y1+vz'y2:0 V'Y VY, Vs Y, =0
ViYL Y = R(X) vy vy, vy =0

ViYL VY Vs Y ":R(X)

E assim sucessivamente.

vz| Exemplificando

X

Determine a solucao geral da EDO y"— 2y '+ y= e— .
X
Resolugéo:

Escrevemos a equagdo homogénea y"— 2y '+ y =0 . As raizes da
equacgao caracteristicasao m, =m, = 1.Logo, a solucdo homogénea
¢y, =Ce* +C,xe"

Substituindo as constantes C, e C, pelas funcdes V, e V,, temos que
Y, =ve* +v,xe"
v,'e* +v, '(xex) =0

X

v,'e" +v2'(ex (1+x))=e7

X
Dividindo as duas equacdes do sistema por €, temos:
V,'+Vv,'x=0

v1'+v2'(1+x)=%

1
Chegamosa v,'=-1 e V, = >
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Para determinar v, e v,, fazemos a integragdo: v, =-X e
v, =In|x|

Substituindo esses valores em y, =V,y, +V,¥,, encontramos
a solugéo particular y, = —xe* + In|x| xe*

Como a solugdo geral € dada por y =y, +y,, concluimos
que:

y =C,e* +C,xe* — xe* +In|x| xe*

~J
4 Facavocé mesmo

X

m e
Determine a solucdo geralda EDO ¥ "+ Y = Bx

EL'Q Pesquise mais

Amplie a sua aprendizagem consultando o Capitulo 3 do livro.
CENGEL, Yunus A.; PALM Ill, William J. Equacdes diferenciais. Traducao
Marco Elisio Marques. Porto Alegre: Bookman, 2014. Disponivel em:
<https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788580553499/
pageid/52>. Acesso em: 31 maio 2016.

Sem medo de errar

Em continuidade ao treinamento de aperfeicoamento destinado
a sua equipe, voceé teria que resolver algumas equacdes diferenciais
para gravar uma videoaula explanando tais resolucdes. As trés
equacdes dadas sao homogéneas com coeficientes constantes.
Nesse sentido, os procedimentos seriam:

a) yll_yl_2y=0
Escrever a equacao caracteristica e determinar as raizes usando
a formula de Bhaskara por se tratar de uma equacgao do 22 grau.

—b+\b?—4.a.c ~(-1) £ (-1) -4-1:(-2)

m-m-2=0 = m-= = =
2-a 21
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Como temos duas raizes reais e distintas, utilizamos
a formula y, (x) =C,e™ +C,e™, chegando a solugdo
¥, (x)=Ce* +C,e™

b) y"+4y'+4y =0

Fquacdo caracteristica: m*> +4m+4=0; raizes: m,=-2 e
m, = -2 reais e iguais.
¥, (x)=Ce™ +C,xe™"

Portanto, asolugdoparaaEDOdada¢ y, (x) =C,e™ + C,xe "

c y"-3y'+4y =0

Equacdo caracteristica: m?-3m+4=0; raizes:
complexas.

N | w
H+
ol

¥y (x)=e"[C,cos(bx)+C,sen(bx)]

Portanto, a solucdo para a EDO dada é:
3
Y, (x)= e?" {01 cos[\/z7 x] +C,sen [\/27 XH

A outra tarefa era tratar um modelo matematico a fim de
encontrar uma solucao particular, dado que:

m=4. k=9N/m t=0 — d=6,;v=3

Sendo d a distancia do bloco a posicao de equilibrio.
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Para determinarmos a frequéncia natural do sistema, a fim de
substitui-la na solucdo geral x(t)=C,sen(wt)+C,cos(wt), de
acordo com os dados

fornecidos no enunciado, fazemos:

\/7 \F 3
0=,—=,- = w=—
m 4 2

Derivando a solucdo geral x(t)=C,sen(wt)+C,cos(at),
temos: x'(t)=Cwmsen(wt) - C,wsen(wt)

Para x(o)ze, segue que:
Csen(w-0)+C,cos(®-0)=6 = C,=6"

Substituindo C, na derivada da solugdo, encontra-se C,.
Sendo v=3 cm/s =3 cm-s, temos X'(O):3 e, alem disso:

Cwcos(w-0)-Cwsen(w-0)=3 = C,=2-

Portanto, a solugao particular e dada por
x(t)=2sen (ztj + 6003(2t]

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as ativi-
dades e depois as compare com as de seus colegas.

Circuitos elétricos

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
1. Competéncias | exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equagoes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

Aplicar as equacgOes diferenciais lineares de 22 ordem
homogéneas em diversas situacdes do cotidiano, mnas

2. Objetivos de . . ‘ =
ciéncias e engenharias, a fim de se obter uma resolucdo

aprendizagem ‘ o )

P g bem aproximada das problematizacdes contextualizadas da
realidade.

3. Conteudos EquacgOes diferenciais lineares homogéneas de 22 ordem,

relacionados circuitos elétricos.
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4. Descricéo
da situagéo-
problema

A sua empresa de consultoria em solu¢cdes matematicas
fol solicitada a dar suporte aos engenheiros contratados
recentemente por uma empresa de engenharia elétrica. Vocé
tera que trabalhar com eles um modelo matematico aplicado
a circuitos elétricos. O modelo fol descrito da seguinte forma:

Um circuito possui um capacitor de 0,5-10"" F, um resistor de
25 Q e um indutor de 5 H em série. O capacitor se encontra
descarregado. No instante t=0, esse circuito conecta-se a uma

t
bateria cuja tensdo € de 10e * v € o circuito € fechado. Determine
a carga no capacitor em qualquer instante t > 0.

5. Resolugédo
da situagéo-
problema

Temos os seguintes dados no problema:
€=0510"; R=25.L =5 v(t) _10¢F
Verifica-se ainda que a EDO que descreve o circuito elétrico é:
LQ" RQ'+%Q —v(t)
Substituindo os dados do problema, temos:

" ' 1 -
5Q +250+WQ:109 4.

,5-1
Simplificamos toda a equacao, dividindo por 5:
t

Q"+5Q'+4Q=2e *

Igualamos a EDO a zero e obtemos a equagéo caracteristica:
m? +5m+4=0, cujas raizes sdo: m;=—-1e M, = -4

E entéo, chegamos & equagéo homogéneatQ(t) =Ce'+Ce™.
A solugdo particular sugerida € y, = Ae 4. Fazendo as suas

derivadas, temos:

t
Fazendo a substituicio na EDO Q"+5Q'+4Q=2e *:
1 L 1 -t L L
—Ae “+5|——Ae * |+4| Ae 4 |=2e ¢
16 4

t
Logo, A = %; portanto, a solugéo particular & y, =—e€ *.

45
Fazendo as substituicdes na eguagéo geral y =y, +,, conclui-se
_ —t —4t 3 . ~
quey=Ce" +C,e™ +—e *¢afuncio que descreve a

45
carga em um circuito elétrico.
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Faca valer a pena

= *+C,e”, determine a solucdo particular
2 ey (0) =2.

1. Dada a solucéo geral y(x)=C
a) y(x)=8e™ +6e™

b) y(x)=4e +3e

2. Assinale a alternativa que contém a solucdo geral homogénea CORRETA da

EDO 4y "+8y '+ 6y =0.

a9l s 2]
b ¥,(x)=e {c cos(ng 0sen(£xﬂ
oo x| o 2]

dy,(x)=e" [Q 003(3—\/2 x] +C,sen [3£2 XH

e y,(x)=e [C cos(%x}tc sen[g X]:l
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3. Asolucdo geral da EDO 4y "+ 2y'-6y =5x -8 ¢&:

3
a) y=Ce" +062 —Bx °
18" ' 6

3
b) y =C,e” +Ce2 —éx 19
6 18

<) y=C1eX+CZe“‘X—gx+1

3,
d y=Ce* +C,e 2 +2x+%

3 3
e)y= C62 +C,e 2 —§x+B
5 18
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Unidade 4

Transformada de Laplace

Convite ao estudo

Ola, aluno! Vamos comecar a Unidade 4 de Calculo
Diferencial e Integral lll. Nesta unidade, vocé continuara
a aprofundar seus conhecimentos na area de equacdes
diferenciais, com a tecnica conhecida como Transformada
de Laplace. Esta técnica ¢ utilizada para resolver equagdes
diferenciais lineares. O aspecto distintivo da Transformada de
Laplace € que ela transforma integracdes em multiplicacdes
e derivacoes em divisdes, simplificando assim a resolucao
de equacdes diferenciais lineares. Em outras palavras, a
transformada de Laplace transforma equacdes diferenciais
(que envolvem derivadas de uma fungao desconhecida)
em equacdes algébricas (resolver equacdes algébricas
usualmente é mais simples que equacdes diferenciais).

Sdo competéncias especificas necessarias para ©
entendimento desta unidade: resolver integrais em que um
dosextremos e oinfinito, calcular limites noinfinito, identificar
funcdes continuas por partes, efetuar a Transformada de
Laplace e sua inversa e, finalmente, aplicar a Transformada
de Laplace na resolucao de equacdes diferenciais ordinarias
com coeficientes constantes.

Sdo objetivos especificos desta unidade: apresentar a
definicao da Transformada de Laplace, da Transformada
Inversa de Laplace, as propriedades da Transformada de
Laplace e a aplicacdo na resolucdo de equacdes diferenciais.

Para que vocé consiga relacionar os conteudos dessa
unidade com a pratica profissional, imagine que vocé
fol contratado por uma empresa do ramo de solugdes
industriais em que sdo desenvolvidos novos produtos.
Para que os produtos tenham boa aceitacdo dos clientes,



eles devem ser seguros, eficientes e de baixo custo, e isso
envolve arealizacao de diversos testes, incluindo simulacdes
de computador por meio de equacdes diferenciais.
Algumas das primeiras problematicas que surgiram no seu
novo emprego estdo relacionadas a sistemas massa-mola,
resfriamento de materiais e sistemas elétricos.

Vamos encarar esse desafio profissional? Entdo dé
sequéncia a sua leitura e veja o primeiro problema que lhe
foi apresentado.
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Secaon4.1

Definicao de transformada de Laplace

Dialogo aberto

Na Unidade 3 desta disciplina, Figura 4.1 | Circuito RLC (Resistor,
vocé estudou equacdes Indutor, Capacitor)
diferenciais lineares e como R
resolver algumas ‘“familias” de AN
equacdes diferenciais, contudo,
vocé deve ter percebido que 4\
resolver equacdes diferenciais *

nao € um  procedimento C = L v

simples, certo? Pois bem, isto -(J

levou matematicos, fisicos e

engenheiros a desenvolverem + m -

diversos procedimentos :

para estudar os fendmenos Fonte: Disponivel em: <https://commons

f|S|COS qu|m|cos b|olog|cos wikimedia.org/wiki/File:Circuito_RLC_com_
N ' " sa%C3%ADda_no_indutor..png>. Acesso em:

econdmicos, dentre outros 30 jun. 2016

modelados por equacoes

diferenciais. Desta forma, a partir desta secdo, estudaremos um

destes procedimentos: a Transformada de Laplace.

Na empresa de solucdes industriais para a qual vocé foi
contratado, departamentos vém utilizando a Transformada de
Laplace para resolver equagdes diferenciais. Vocé devera resolver
equacdes da forma ax"(t)+bx'(t)+cx(t)=F(t), em que a, b e C
sdo constantes e F(t) representa uma ‘forcante” (ou seja, uma
forca externa atuando no sistema). Esta forca externa pode ser
descontinua por partes. Mais tarde veremos o significado desta
ultima frase. Esta equacao diferencial pode representar tanto um
sistema massa-mola amortecedor, quanto um circuito elétrico
(figura anterior), dentre outras possibilidades de situacdes reais.

A sua tarefa nesta primeira secao € montar um pequeno quadro
com transformadas de Laplace das fun¢des mais utilizadas no dia
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a dia do escritorio, explicando para 0s novos funcionarios o passo
a passo da transformacdo de f(t) para F(s). Nas proximas secoes,
utilizaremos este quadro na resolucao de problemas. Para resolver
esta situacao problema, apresentaremos a definicdo da Transformada
de Laplace, condi¢des suficientes para sua existéncia, como efetuar
a Transformada de Laplace de uma funcao definida por partes. Na
resolucdo desta situacdo-problema, € necessario que vocé efetue
integrais improprias sobre um intervalo infinito, calcule limites no
infinito, identifigue quais as condicdes necessarias para existéncia da
Transformada de Laplace e caracterize funcdes por partes.

Nao pode faltar

Inicialmente vamos lembrar o que € uma integral impropria
sobre um intervalo infinito.

Definimos integral impropria sobre um intervalo infinito como o
limite de integrais sobre intervalos limitados:

[ ()t =] im [Tf(t)at

Diz-se que a integral a direita converge quando o limite existe.
Se o limite ndo existe, dizemos que a integral é divergente (ou que
a integral ndo existe).

&z” Assimile
Definicdo: considere f uma funcdo definida para t > 0. Denomina-

se transformada de Laplace a integral £ {f (t)} = je‘Stf(t)dt, desde
que a integral seja convergente. 0

A Transformada de Laplace € uma operacdo que assocCia uma
funcdo f(t) a uma nova funcdo F(s), por meio de uma integral, como
representado na figura a sequir.

Figura 4.2 | Vocé pode entender a transformada de Laplace como uma
“maquina” na qual “entra” uma funcao f(t) e "sai” uma funcao F(s)

fit) ————

I —+—> F(s) = L(f(t)

Fonte: elaborada pelo autor
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Se considerarmos f(t) = 3 para todo t >0, por exemplo, qual
seria a transformada de f? Para obtermos a transformada dessa
funcao, a substituimos na integral

L {f(t)} = Te_Stf(t)dt, obtendo:

£{3}:J'e‘8t3dt:3{—1e‘3t} :3Iim(—1e“’s+1):§
o s o bowl S s) s

Note que a integral anterior so existe para s > 0. Se s fosse
negativo, o limite

. -b - X L. .
b|lm (—;e ® | ndo existiia. O resultado anterior pode ser
—> 0

generalizado para qualguer constante c:

£{c} :Ie’Stcdt = c[—le“} =c lim (—19"5 +1j=E
: s o bl s s) s

Observe ainda que, sempre que a integral convergir, temos
como resultado uma funcao de s.

Linearidade da Transformada de Laplace

A integracado e a derivacdo de uma funcao f sdo operacdes
lineares que associam fun¢des a funcdes. Veja:

(af (x)+bg(x))' =af'(x)+bg'(x) =
d d d
jc af(t)+ bg(t)dt = a j F(t)dt +bjc g(t)dt

Logo a seguir vemos que a Transformada de Laplace ¢ outro
exemplo de operador linear que leva um espaco de funcdes em
outro espaco de funcdes, pois dadas constantes a e b, vale que:
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L{af (t)+bg(t)} = Te‘s’ [af (t)+bg(t)]dt = (Li_r)Tclo]j‘e_St [af (t)+bg(t)]dt =

0

d

alim |e™f(t)dt + b lim de’s’g(t)dt =aL{f(t)}+bL{g(t)}

d—w
v=| Exemplificando

Calcule: a) L{t} D) [{G_St}
Resolucao:

a) Para determinar essa transformada, usamos integracdo por
partes,

como segue: L£{t fe “tdt = { } J.efst <~ Lli==

%w_/
0

Observe que usamos limte™ =0

t—o

0 0 —(s+5)t
b) E{e’St} = J.e’s’e’s'dt = J.e’(s*s)tdt = { e } = i coms>-5
5 5 S+5 s+5

Observe que usamos que Ilme (s+9)t

(ou s > -5).

=0, para s + 5> 0

Definicdo (fungdes de ordem exponencial): diz-se que uma
funcado é de ordem exponencial quando existem numeros ¢, M >0
e t, > 0 tais que: |f ()| < Me®, vt > t,

Em outras palavras, dizer que a funcdo f(t) ¢ de ordem
exponencial significa que ela “cresce’” mais devagar que qualquer
funcdo exponencial que pudermos encontrar. Outra forma de se
definir uma funcdo de ordem exponencial € dizer que existem
constantes reais M > 0 e c tais que, qualquer que seja t > ¢,
e f(t) <M
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Considere a funcdo g(t) = 3t. Essa
funcao é de ordem exponencial, pois

|3t <3e',vt >0

Figura 4.3 | Funcdes f(t)=3e' e g(t)=3t

Consideremos agora a funcgao
g(t)=2". Essa funcdo e de ordem
exponencial, pois ‘Zt‘ <e'vt>0

Figura 4.4 | Funcdes f(t)=e'  g(t)=2'

y
20

Fonte: elaborada pelo autor
Fonte: elaborada pelo autor

A funcao g(t)=4sen(t) Ja a funcio g(t):etz n3o é de
€ de ordem exponencial, pois || ordem exponencial, pois cresce mais
|4sen(t)| <4e' Vt>0" rapidamente que qualquer fungféo da

forma Me® com M > 0. Confira na
Figura 4.5 | Funcdes f(t)=4e' © figura a sequir.

g(t)=4sen(t) Figura 4.6 | Funcdes f(t)=e' e g(t)= e

(g ndo é de ordem exponencial)

0 1 2 3N4 5 7 8 t
0 05 1 15 2 25 3 35

Fonte: elaborada pelo autor

Fonte: elaborada pelo autor

Definicdo (funcao continua por partes): diz-se que uma fungao
é continua por partes (ou também, seccionalmente continua) em
um intervalo [a, b] se pudermos dividir o intervalo em um numero
finito de intervalos, tais que a fungao € continua em cada um destes
intervalos e com limites finitos (tanto a direita quanto a esquerda).
Na proxima figura temos um exemplo de uma func¢ao continua por
partes.
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Figura 4.7 | Funcdo continua por partes

y H

o a
t1
Fonte: elaborada pelo autor.

No grafico da figura a seguir temos um exemplo de uma funcao
que ndo é continua por partes (um dos limites laterais ndo € finito).
No ponto t30 limite ndo € finito. Assim, neste grafico a funcdo ndo
€ continua por partes.

Figura 4.8 | Exemplo de funcéo que ndo € continua por partes

Este limite aqui
nao é finito!

0

Fonte: elaborada pelo autor.

O teorema a sequir explicita as condi¢cdes suficientes, segundo as
quais a Transformada de Laplace existe.
&g& Assimile
Teorema: considere f(t) uma fungdo continua por partes no intervalo

[0,00) de ordem exponencial para t > to- Entdo, a Transformada de
Laplace de f, L{f(t)} existe para todo s > c.

Observe gque o teorema nao apresenta condicdes necessarias
para a existéncia da Transformada de Laplace. Existe um corolario
importante deste teorema:

Corolario: se a funcao f(t) € uma funcao continua por partes no
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intervalo [0,00) de ordem exponencial para t > t;, entédo lim F(s)=0.
S—0

Vocabulario

Coroldrio: um corolario € uma deducao ou conseguéncia de um
teorema que ja tenha sido demonstrado.

Qual a importancia deste corolario? Nao € qualquer funcao
que pode ser uma Transformada de Laplace. Por exemplo,
funcdes racionais do tipo

g, +as+asi+..+as"

Q(s)= 3 - a,#0, b, #0n3o podem ser transformadas de
by +bS+b,s* +...+b,s

Laplace, pois limQ(s) = ‘ZJ 20

n

o(b Reflita

Aimportancia do resultado acima esta no fato de deixar claro que ndo €
qualgquer funcao que pode ser Transformada de Laplace de uma f(t). Em
outras palavras, a restricdo lim F(s)=0 ¢ bastante forte.

S—0

~J
4 Facavocé mesmo

Deixamos para vocé calcular a transformada de Laplace da funcdo

e +e™
cosseno hiperbdlico cosh(kt) = ———— - Esperamos que vocé
2
S
chegue ao seguinte resultado: £ {COSh (kt)} = 2—k2
S —

Transformada de Laplace de uma funcdo definida por varias
sentencgas

No exemplo a sequir, veremos como calcular a Transformada
de Laplace de uma funcao definida por varias sentencas, tambéem
chamadas de funcdes definidas por partes. Basta dividir a integracao
Nos respectivos subintervalos.

t,0<t<5

Considere o célculo de L{f(t)}. em que f(t):{5 (e

Temos uma funcao continua por partes, logo:
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Dividimos a integragcao nos dois subintervalos
A

4 \

© 5 o 5 0
L{f (1)} = [eF(t)dt = [e'F (t)at + [e~F (t)dt = [e 'talt + [o '5dlt =
0 0 5 0 5

s s s? s

5 ) _5s R 5 e
J'e’s‘tdt+5.[efsfdt=1_69 ° +5/_8 ‘1 _1 6e* 1 5e®
0 5 S S S

Usamos a integracao por partes para determinar que:
5 —5s

F tet T’ 5% 1 e 1 6e°°
Je’“tdt == - Ie’S’dt _— LA _1_
0 S 1o % S s s s S

@ Reflita

E bastante usual que o dominio de definicdo da Transformada de
Laplace seja da forma: s > C, C uma constante.

ELCIJ' Pesquise mais

Como sugestdo de leitura complementar, leia o artigo indicado.
Disponivel em: link . Acesso em: 30 jun. 2016. Além disso, assista ao
video que mostra que com a Transformada de Laplace nao € necessario
calcular a solucao particular da equacao diferencial, nem as constantes
arbitrarias do problema de valor inicial. Disponivel em: link do video.
Acesso em 30. jun. 2016.

Sem medo de errar

Nesta secdo, vocé iniciou seus estudos sobre Transformada de
Laplace. Para facilitar o trabalho na empresa de solucdes industriais
para a qual vocé foi contratado, foi solicitado que vocé construisse
um pegueno quadro com Transformadas de Laplace das funcdes
que o escritorio mais utiliza, inclusive com as restricbes para 0s
devidos valores de s. Este quadro sera utilizado posteriormente na
resolucao de equacdes diferenciais.

Seu trabalho é completar o quadro a seguir.
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Quadro 4.1 | Transformadas de algumas funcdes

f(t) F(s)
1 ?
t ?
t k>0 ?
et ?
cos(at) ?
sen(at) ?
senh(at) ?
aflh+bglt)a belkR ?

Fonte: elaborada pelo autor.
! Atencao

Antes de comecar os calculos para determinar as Transformadas de
Laplace, verifigue se todas as funcdes do lado esquerdo sdo de ordem
exponencial e continuas por partes.

E% Lembre-se

Nao deixe de incluir a restricdo sobre s no lado direito do quadro.

Sugerimos gue vocé tente realizar os calculos para determinar
cada Transformada e, depois, confira seus resultados acessando 0s
links. Disponivel em:<https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/
books/9788580553499/cfi/4541/4/4@0.00:34.6>. Acesso em: 30
jun. 2016. Disponivel em: <http://www.ime.unicamp.br/~msantos/
tab-laplace>. Acesso em: 30 jun. 2016.

Avancgando na pratica

Pratique mais

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as ativi-
dades e depois compare-as com a de seus colegas.
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Transformada de Laplace

1. Competéncias

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

2. Objetivos de
aprendizagem

Explorar Transformadas de Laplace de fun¢des definidas por
varias sentencas.

3. Conteudos
relacionados

Integrais improprias, funcdes continuas por partes, funcdes
de ordem exponencial, limite de fung¢des no infinito.

Em um dos experimentos no laboratorio de controle de
qualidade da empresa de solucdes industriais para a qual
vocé foi contratado, vocés tiveram que trabalhar com
uma funcdo definida por mais de uma sentenca. Estas
fungdes ndo costumam estar tabeladas. Assim, vocé devera

4. Descricdo da
situacdo-prob-

lema determinar a Transformada de Laplace para esta funcéo.
0,t<5
A fung&o em questéo era f (t) = { t t<> 5 Determine L{f(t)}
at, t>
LAf(t)} = Ie"’f(t)dt = _[e’“atdt = 1{ates’ = ajes’dt} =
0 c s ¢ c
5. Resolugéo da _Mace™ ae™ | (1+cs)
situagdo-prob- sl s s s | s?
lema ‘ N
Assim, temos que a transformada de Laplace da fungao
1+cs
definida por varias sentencas acima ¢ igual a ae™*° ( 5 )
s

Faca valer a pena

1. Considere as funcdes f, ()=, f,(t)=€* e f,(t)=3cos(t)
. Assinale a alternativa correta:

a) f,(t) € de ordem exponencial, f,(t) ndo é de ordem
exponencial, f;(t) ndo é de ordem exponencial.

b) f,(t) ndo € de ordem exponencial, f, (t) ndo é de ordem
exponencial, f; (t) é de ordem exponencial.

c) f,(t) € de ordem exponencial, f,(t) ndo € de ordem
exponencial, f,(t) € de ordem exponencial.

d) f,(t) € de ordem exponencial, £, (t) € de ordem exponencial,
f,(t) € de ordem exponencial.

e) f,(t) ndo é de ordem exponencial.f,(t) ndo € de ordem
exponencial, f,(t) ndo é de ordem exponencial.
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2. Assinale a alternativa correta para o valor de
ﬁ{Sez‘ —3t* +3sen(2t) - 5cos (3t)}

2 36 8 18
— +
s-4 s° s?2+9 s?+9
4 64 6 21
s-6 s° s?+4 s?+16
3 723 35
s s2-4 s*+8
% 6 15
s-2 s® s?+4 s?+9
48 4 15

3
— —+—
s+2 st s?+2 s%2+9

3. Calcule a Transformada de Laplace da funcao definida por
varias

sentengas: f(t)=
que contém

<
{2t,0_t<1_ Depois assinale a alternativa

2,t>1

essa transformada.
-s -s
a) 4(se —1)—239

52 d) .

—4se”°

e’ — 1)

2

o 2 (e‘zs - 23) —4se7¢ S
s
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Secaon 4.2

Inversa da Transformada de Laplace

Dialogo aberto

Na secdo anterior, vocé comecou seus estudos sobre
Transformada de Laplace, que € uma ferramenta utilizada para
resolver equacdes diferenciais. Contudo, para que possa ser
utilizada na resolucdo de equacdes diferenciais, precisamos
também introduzir a Transformada de Laplace Inversa.

Como ja dissemos na Secao 4.1, aimportancia da Transformada
de Laplace esta justamente na sua utilizacao para resolver equacoes
diferenciais ordinarias lineares de 22 ordem com coeficientes
constantes ndo homogéneas, especialmente com forgas externas
periodicas, descontinuas ou forcas tipo impulso. Tais situacdes sdo
recorrentes em variadas aplicacdes da engenharia.

A empresa de solucoes
industriais em que vocé trabalha esta
expandindo sua atuagao para novas
areas. E agora, vocés terao que
desenvolver as equipes internas na
resolucao de equacdes diferenciais
do tipo ax"+bx'+cx =Fy(t)

em que Fgu(t) ¢ uma forca
externa que pode ser uma fungao
peridodica, do tipo impulso, degrau
ou seccionalmente continua.
Estas equacdes sdo originarias dos
sistemas mecanicos, elétricos ou
de vigas que a empresa vem sendo
chamada a resolver. No caso dos
sistemas massa-mola-amortecedor,
o coeficiente ¢ estd associado com

o Coef\Cleﬂte de restauragéo da Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Oheaviside jpg>. Acesso em: 11 jul. 2016
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mola, e o coeficiente b esta associado com o amortecimento.

A Transformada de Laplace € utilizada na resolucdo de
problemas massa-mola, corda vibrante e conducdo de calor
(nas Engenharias Mecanica, Naval e Aeronautica, por exemplo),
circuitos elétricos e linhas de transmissao (na Engenharia Elétrica),
controle (na Engenharia Mecatronica), transmissdo de sinais
(telecomunicacdes/engenharia elétrica) e de flexdo de vigas (na
Engenharia Civil), ou seja, € uma ferramenta muito importante!

Boa parte do que estudamos nestas se¢cdes da Unidade 4 sobre
Transformada de Laplace, deve-se ao trabalho e investigacdes do
engenheiro elétrico inglés Oliver Heaviside. Seu trabalho envolvia
linhas de transmissao.

Para agilizar o trabalho de todos no escritorio, sua tarefa nesta
secdo € aplicar a técnica de fracdes parciais para determinar
Transformadas Inversas de Laplace daquelas funcdes mais
utilizadas por vocés. Por exemplo, como determinar a

Transformada Inversa de Laplace de uma fungdo do tipo
s —-4s+5

Fils)= s(s+1)(s+2)

Para isto, apresentaremos algumas técnicas para determinar a
Transformada de Laplace Inversa, bem como o comportamento
da Transformada de Laplace Inversa quando § — .

Nao pode faltar

Para que possamos resolver as equacdes diferenciais com
coeficientes constantes, precisamos ‘devolver” as funcoes
transformadas F(s) para as funcdes originais f(t). Isto é realizado
com a Transformada Inversa de Laplace.

&ﬁ*’ Assimile
Definicdo da Transformada Inversa de Laplace

Seja F(s) uma funcdo que € uma Transformada de Laplace de alguma
funcdo f(t): L{f(t)} = F(S) . Diz-se que f(t) é a Transformada
Inversa de Laplace de F(s) e denota-se f(t) :LJ{F (S)} .
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Vocé ja viu na sedo anterior que £ {3} = % Entdo vale que LI{E} -3
s

De forma analoga, consultando a tabela de Transformadas de
Laplace da Secao 4.1, temos:

£71{1}:15 Loy K :tk,kZO;Lil{i}:e“,s>c;
s Sk+1 s—c

5 } =cosh(at).

Lembra da figura da Segao 4.17 Na "maquina” que produz
Transformadas de Laplace “entra” uma fungdo f(t) e "sai” uma

funcédo L{f(t)} =F(s).

Figura 4.10 | Transformada de Laplace

Fonte: elaborada pelo autor.

A transformada inversa de Laplace faz o movimento “ao
contrario”: "entra” na "'maquina” de Transformadas Inversas de
Laplace uma fungao F(s) e "sai” da "maquina” uma funcao f(t):

LHF ()}

Figura 4.11| Transformada Inversa de Laplace

Fs) ——|  J1 f(t) = L (F(s)

Fonte: elaborada pelo autor.
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v=| Exemplificando

1 _ s
Calcule £ L el 1{ }
{37} s? —11

. 41 . , <
Resolucédo: em £ 1 {—7 0 expoente no denominador € 7, entdo
S

L k!
k+1=7.k=6.ComoL {W} = t* muttiplicamos e dividimos a
S

1 6! 1
expressdo anterior por 6!: — {—} =—1% Para o calculo

6! s’/ 6!

_ S
de L L { 5 } da lista de transformadas inversa apresentada,
s -1

destacamos que 51{ : S 2}:cosh(at).
S”—a

Assim,ﬁfl{ S }:6*1 ; s :cosh(x/ﬁt).
s —

~J
4 Facavocé mesmo

Calcule:
a)L1{i_1+_1 } b>£-1{28_3}
s s s-3 s?+4

Linearidade da Transformada Inversa de Laplace

A transformada Inversa de Laplace também ¢ linear. Se a,f €
sdo constantes e F (S) e G(S) sao as Transformadas de Laplace das
funcdes f(t) e glt) (respectivamente), entao:

L YaF(s)+pG(s)}=a L {F(s)}+BLMG(s))
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Linearidade da Transformada Inversa de Laplace

A transformada Inversa de Laplace também ¢é linear. Se a, 8 €
sdo constantes e F(s) e G(s) sao as Transformadas de Laplace das
funcdes f(t) e g(t) (respectivamente), entéo:

L aF (s)+BG(s)}=a L F(s)}+BL{G(s)}

Exemplo: podemos aplicar a propriedade de Linearidade da
Transformada Inversa de Laplace no calculo das inversas.

; : . ) Y] 2
Veja a seguir como determinar £ I%MS”O}

33(32+16)
2834552480 A B 2s%+5s2+80 As?+A16  Bs®
TemOS que 83+28 + :73+ ; - 83+28 + _ S +3 N 2S )
s (s +16) s (s +16) s (s +16) s (s +16)
. 28%+552+80 5 2
A=5eB =2 Assim, ==+

s3(sz+16) s? (32+16).

L7 26 552180 L 5,2 }=£15 L 2 | sp.1,,
%Z%ﬁmﬂ} {s(fﬂﬂ Eia ﬂgm#y o)

&
4 Facavocé mesmo

s®+3s-18

Calcule: £ T2
S (s +9)

L‘[S Pesquise mais

Vocé podera obter mais informacdes sobre a Transformada de
Laplace e a Transformada Inversa de Laplace acessando o site da UEL.
Disponivel em: <http://www.uel.br/pessoal/marciojorge/arquivos/
Laplace.pdf>. Acesso em: 11 jul. 2016.
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Decomposicao em fragcdes parciais

A ferramenta de decomposicdo em fracdes parciais € bastante
importante nos calculos da Transformada Inversa de Laplace.
Destacaremos as situacdes: (I) quando o denominador apresenta
fatores lineares distintos; (I) quando o denominador apresenta
fatores lineares repetidos; (lll) quando o denominador apresenta
fator quadratico que ndo pode ser fatorado, com fatores quadraticos
distintos; e (iv) quando o denominador possui fatores quadraticos
repetidos.

Caso 1. denominador com k fatores lineares distintos.

Calcule £1 {2#}
s —-3s+2

Resolucio: fatoramos s?-3s+2. A equacdo de 22 Grau
s -3s+2=0 apresenta as raizes $;=1 e §,= 2, entdo
s2_3s+2= (s-1)(s-2) Escrevemos:

5 5 A B

2 _3s+2 (5-1)(s-2) s-1 s-2

_ 5
s?-3s+2

—i+ B A(s-2)+B(s-1) (A+B)s-2A-B
Cs-1 s-2 (s-1)(s-2)  (s-1)(s-2)

Observando os numeradores a esquerda e a direita, temos as
equacdes: A+B=0

(pois Nao ha termos em s no numerador de 2# e -2A-B=5
(pois temos §°-3s+2

que a constante no numerador em —; ¢ 5). Resolvendo o
sistemaemA e §°—-3s+2

B, temos A=-5 e B=5. Da linearidade da Transformada Inversa
de Laplace:

r {%}z ER L{%} 5 L1 11 st
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Caso 2: denominador com fatores lineares repetidos.

Calcule £{L}
(s—2f (s+1)°

Resolugdo: vamos reescrever

s-3
(s—2)*(s+1)

3 Como:

s-3 A B c D E

= + + — .
(s-2P(s+1)° $-2 (s-27 s+1 (s+1)? (S+1)3,entao.

s-3=A(s-2)(s+1)° +B(s+1)* +C(s -2’ (s + 1)’ + D(s - 2)° (s +1) + E(s - 2)°"
s-3=(s+1°[A(s-2)+B]+(s-2)°[C(s+ 1) +D(s + 1)+ E |

O fator (S + 1) aparece trés vezes e precisamos de trés equacdes
relacionadas com este fator. Assim, derivamos a igualdade anterior
duas vezes para obter estas duas outras equacdes. O fator (s—2)
aparece duas vezes, entdo precisamos derivar mais uma vez a
identidade para obter esta outra equacdo. Substituimos §=-1 e
S =2 para obter as constantes A, B, C, D e E.

Substituindo § = —1: ~1-3=(0)’[A(-3) + B] +(-3)° [c(o)2 +D(o)+5}

4-9E—E--2
9

Substituindo s =2: 2-3=(3)°[A(0)+B]+(0)’ [0(3)2 +D(3)+E]
-1=27B=B= —i
27
Derivando a primeira vez: 1:3(s+1)2 [A(s—2)+B]+(s+1)3 A+
2(s-2) [C(s+17 +D(s+1)+E |+ (s-2)°[20(s+1) +D|
Substituimos  §=-1: 1=-6E+9D. Substituindo E=-4/9,

obtemos D =-5/27. Substituimos § =2: 1=278B + 27A. Substituindo
B=-1/27,cbtemos: A=2/27.
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Derivando a segunda vez:0=6(s +1)[ A(s-2)+B]+3A(s+1)° +3(s + 1> A+

2[C(s+1 +D(s+1)+E |+

2(s-2) [20(s+1)+D]+2(s-2)[2C(s +1) +D|+2C(s-2)"

Fazemos § = —1- 0:2E—12D+18C:>C:—%.
2 1 2 5 i

ftio £ s |z, w aw, wm, s |
(s—-2)°(s+1) §-2 (s-2)° s*t1 (s+1)° (s+1)

22701{312}217’51{(8_12)2}22751{311}25751{(s+11)2}351{(3+11)3}=

2ot Mot 2 6 5t 2t
9

=—e" ——te” ——
27 27 27 27

Caso 3: fatores quadraticos que ndo podem ser fatorados.

Quando temos fatores quadraticos irredutiveis aparecendo
uma vez no

. . . As+B
denominador, teremos fragcdes parciais da forma: —————. AS

> )
constantes A e B devem ser determinadas. as® +bs+c

Caso 4: fatores quadraticos repetidos.

Por fim, se aparecerem poténcias de fatores quadraticos irredutiveis
no denominador, teremos uma soma de fracdes parciais:
s+B A,s+B As+B
As+B | 222 ¥ n n

2 2 n
as®+bs+c (asz+bs+c) (a32+bs+c)

ELCII Pesquise mais

Vocé poderd saber mais detalhes e encontrar mais exemplos sobre
a utilizacdao do método de decomposicao em fracdes parciais para a
Transformada Inversa de Laplace em: <http://pessoal.sercomtel.com.
br/matematica/superior/fourier/laplace.pdf> (paginas 19 e seguintes).
Acesso em: 11 jul. 2016.
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Transformada de Laplace de derivadas
&z” Assimile
Considere fungdes f, f, .., f¥ todas de ordem exponencial e continuas

no intervalo [0,0). Suponha ainda que a fungdo ¥ seja continua por
partes no intervalo [0,00). Entdo vale que:

z{f“‘”) (t)} = $*F () - s*F (0) - s* ' (0) -...— F¥) (0),
sendo que F(S) = L{f(t)} .

Podemos particularizar o resultado anterior para a primeira
derivada. Fica assim:

L{f'(t)} = sF(s)—f(0) . onde F(s) = L{f(t)} .
Deve ser destacada, na igualdade anterior, uma das propriedades
notaveis da Transformada de Laplace em relacao aos outros metodos

de resolucdo de EDO's lineares de 22 ordem com coeficientes
constantes: a condicdo inicial ja “sai” da transformada.

Para a segunda derivada ficamos com a expressao:
L {f"(t)} = SZF(S) - Sf(O) - f'(O) . E para a terceira derivada:
£{f"(t)} =s°F (s)—sf (0)-sf'(0)-f"(0).

Exemplo: seja f(t)=sen(2t). Temos que f'(t)=2cos(2t).
Alem disso,

L{f (1) = Lsen(21)}

s“+4

. Assim, £{f'(t)} zﬁ{zcos(zt)} =

sL{sen(2t)} -f(0)= 28 —sen(0) = 2s

Propriedade de convolucao

Inicialmente destacamos que ndo € valida, para Transformadas de
Laplace, uma propriedade de “fatoracao”: a transformada de Laplace
do produto f(t)- g(t) ndo ¢ o produto das Transformadas de Laplace:
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£l (H)g(t) = L ()} L{g (D)} =F(5)G(s)
ED Refiita
Por que ndo é verdade que L{f(t)g(t)}=£{f(t)}-[{g(t)}?

Qual contraexemplo poderia atestar isso?

O que existe mais proximo desta ideia de “transformada do produto
igual ao produto das transformadas” € a propriedade de convolucao,
Como veremos agora, o Teorema da Convolucao.

‘tz” Assimile

Teorema da convolugdo: considere fe g fungdes continuas por partes,
de ordem exponencial tais que L{f(t)} = F(S) L {g (t)} = G(S)

. Entéo:

£ ff(t-x)g(x)dx ;= F(s)G(s)

A relevancia deste resultado € que ele facilita o calculo de
Transformadas Inversas de Laplace. Em alguns casos, podemos
calcular a Transformada Inversa de Laplace tanto por fracdes parciais
quanto por convolucdo. No entanto, o calculo utilizando o Teorema
de Convolugao pode ser mais simples.

Define-se a convolucao de f com g por:

(f*g)(t):j;f(t—x)g(x)dx.
Ertio, L7{F(5)6(5)) = (F+9)(1)= £ {F ()} + L {6(5))

De acordo com Boyce e DiPrima (2015, p. 180), "as convolucdes
aparecem em diversas aplicacbes em que o comportamento do
sistema em qualquer instante t ndo depende apenas do estado no
instante t, mas também de sua historia passada’.

Outro aspecto da convolucédo € que ela funciona como
um  ‘produto generalizado”. Por vezes, podemos decompor
uma Transformada de Laplace H(s) no produto de duas outras
transformadas H(s) = F(s) . G(s) e estas transformadas F(s) e G(s)
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podem ser de mais facil transformacdo inversa que a transformada
H(s).

&ﬁ» Assimile
Nao ¢ verdade que o produto de Transformadas de Laplace seja igual

4 transformada de Laplace do Produto, contudo, se F(s) = .E{f(t)},
G(s)=L{g(t)} entdo L{fxg}=F(s)G(s).

oéb Reflita

Usando o teorema da convolucao e o principio da inducao finita, € possivel

ctik ct 4k
demonstrar que £1 1 = et eﬁ{e t }: 1
(s—c)” k! kKU J (s-c

)k+1 '
Como sera essa demonstracdo?

Valem também as sequintes propriedades para a formula de
convolucao:

) Comutativa: (fg)(t)=(g*f)(t).
) Associativa: (f(t)*g(t))*h(t)=F(t)*(g(t)*h(t))-
) Distributiva: f(t)# (g(t) + h(t)) =f(t)*g(t)+F(t)*h(t)-
V) f(t)*0=0=f(t)=0.
Contudo, néo € verdade que f(t)*1=7(t) (Consulte Boyce e
DiPrima (2015, p. 180).
D9 Pesquise mais

Seguem duas sugestdes de videos para vocé conhecer mais sobre
convolucao:

1) Convolucéo na Transformada de Laplace. Disponivel em: <https://
www.youtube.com/watch?v=8C2F_cOkDlc>. Acesso em: 23 ago. 2016.

2) A convolugéo e a Transformada de Laplace. Disponivel em: <https://
pt.khanacademy.org/math/differential-equations/laplace-transform/
convolution-integral/v/the-convolution-and-the-laplace-transform>.
Acesso em: 8 ago. 2016.
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Sem medo de errar

Para que vocé, no escritorio de engenharia, possa resolver uma
EDO com Transformadas de Laplace, devera determinar a funcao
x(t) sabendo que x(s)=L{x}.

Vocé observou que € bastante frequente encontraremos
expressdes de Transformadas de Laplace na forma de funcdes

o P(s) e
racionais F(S) = Q(s) . em que P(s) e Q(s) sdo polindbmios.

A determinacao da transformada Inversa de Laplace de F(s) pode
ser realizada utilizando-se a técnica de fracdes parciais. Como ja
vimos, podemos dividir o problema da utilizacdo de fragdes parciais
para determinagao da Transformada Inversa de Laplace em quatro
casos: fatores lineares distintos, fatores lineares repetidos, fatores

quadraticos distintos e fatores quadraticos repetidos.

Sua tarefa agora € determinar a transformada Inversa de Laplace

POr expansao

' . P(s)
em fragdes parciais. Vamos supor que F (S) =
polinbmios. Pelo Q(S)

,comPeQ

teorema ja visto na Segdo 4.1, obrigatoriamente F(s)— 0 para
S —> 0. Assim, vamos estudar apenas 0s casos em que o grau de P
for menor que o grau de Q e ndo existem fatores em comum entre
0s dois polinbmios para 0s Casos a segulir.

Vocé devera apresentar um procedimento para determinar a
Transformada Inversa de Laplace para:

Caso 1 (fatores lineares distintos): suponha gue o polindmio
Ql(s) tenha apenas fatores lineares todos distintos, ou seja,
podemos escrever Q(S)=(S—a1)(3—32)---(3—an). Utilize
este procedimento para determinar a transformada Inversa de
s> —4s+5
Laplace para ﬁ(s)_m.
Resolugao:

Para gue possamos resolver esse primeiro caso, decompomaos
F na forma:
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A A
F(S)= 1 +...+—"— Determinamos cada um dos A, por
s—a s-a,

igualdade de polindmios. Dai, efetuamos a transformada Inversa
A A
de Laplace de cada uma das parcelas -, ..,
—ay s—-a

s> —4s+5
s(s+1)(s+2)

n

Vejamos com o exemplo: F (s) =

Observando que o denominador Q(s) possui apenas fatores
lineares distintos, escrevemos:

s?-4s+5 A A, A

F(s)=—m—7 ="
1(s) s(s+1)(s+2) s "5l st2

Efetuando a adi¢cao do lado direito:

s2-4s5+5  A(s+1)(s+2)+As(s+2)+Ags(s+1)

s(s+1)(s+2) s(s+1)(s+2)
(A + Ay + Ag)s? +(2A, +2A, + Ag) s + 24,
s(s+1)(s+2)
Utilizando a igualdade de polindmios nos numeradores temos
O sistema:
(Aj+ Ay +A3)=1
(2A1 +2A;, + A3) =4
2A,=5
Resolvendo o sistema, temos A4 =g, A = —1?5, A; =6 e

s°-4s+5 51 15 1 6
F(S)=—F/—7—== _—
s(s+1)(s+2) 2 s 2 s+1 s+2

Por fim, £71{F, (s)} = g —175e‘t +6e%.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Instrucao

Fracdes parciais para determinar Transformada inversa de Laplace

1. Competéncias

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

2. Objetivos de
aprendizagem

Uso de fragdes parciais na determinacado da Transformada
Inversa de Laplace.

3. Conteudos
relacionados

Fragc®es parciais e Transformada Inversa de Laplace

4. Descricdo da
situacdo-prob-
lema

Uma das situacdes escolhidas por vocé para explicar para
seus colegas de trabalho como determinar Transformada
Inversa de Laplace originou-se de um problema de vibracdes
mecanicas. Foi desenvolvida uma equacao diferencial para
modelar estas vibracdes. Para estudar as solucdes desta
equacéao diferencial, vocé utilizou a Transformada de Laplace.
Uma parte importante da resolugao do problema envolve
a determinacédo da Transformada Inversa de Laplace. Nesta
situagdo-problema, vocé vai utilizar a técnica de expanséo em
fracdes parciais para determinar a Transformada Inversa de
Laplace para o Caso 2 (fatores lineares repetidos).

Suponha que a Transformada de Laplace possa ser escrita

como F2 (S)I% com Q(s)=(s-a))™(s—a,)™ (s—a3)™

(s=by)(s=b,)~(s=b,) Como proceder para determinar a
s

(s-3)°

Transformada Inversa de Laplace para F, (s) =
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Neste caso, teremos Fz (s)=

Efetuamos a adicéo do lado direito: 3 5
s As-3A+A (s-3) (s-3)

(s-3f  (s-9f

Entéo:
5. Resolugéo da

situagao-prob- Temos o sistema: A=t . Portanto, A, =3 e
lema —3A+A; =0
1 3
Fy(s)= +
2 ( ) s—3 (S _ 3)2

Logo, £ {Fa(s)} = e 3 + 3t

Faca valer a pena

-1[ 1
1. Calcule £ {—} e assinale a alternativa que contém o resultado:

s’
1.6
—t
2 & d) %ﬂ
Ly '
o) 5! e) 18
8!
oL
5!
—1{ 12 } . .
2. Calcule £ {———_\ e assinale a alternativa correta.
] s? +81
a) —sen(9t
15 5en (%)
12
b) Esen(Qt)

<) %sen(81t)
d) %sen(GQt)

1
) — 12t
e 9sen( )
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3. Seja f(t) = 3sen?(t). Determine L{f(t)} e assinale a alternativa que
contém a resposta correta.

2s
s’+6
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Secaon 4.3

Propriedades da Transformada de
Laplace

Didlogo aberto

Vocé ja estudou o que € a Transformada de Laplace, na primeira
secao desta unidade, e 0 que € a Transformada Inversa de Laplace,
na segunda secao. Nesta secdo, vocé continuara seu trabalho na
empresa de solucdes industriais. Neste momento, vocé devera
apresentar a seus colegas de trabalho diversas propriedades e
teoremas sobre Transformadas de Laplace (e Transformadas
Inversas de Laplace) que serdo, posteriormente, utilizadas na
resolucao das equacdes diferenciais ordinarias resultantes dos
projetos da empresa.

Veja a sequir um exemplo de uma equacao diferencial com uma
forca externa periddica e seccionalmente continua, associada com
um dos projetos da empresa. Observe como as Transformadas de
Laplace atuam nesta classe de problemas.

Imagine um carro em uma estrada esburacada. Como vocé
acha que a industria de suspensao pode avaliar o impacto dos
buracos na suspensao do automovel? Para estudar a influéncia
dos buracos na suspensao do automovel, a empresa de solucdes
industriais vai submeter a suspensdo de um veiculo a uma forca
externa do tipo dente de serra (veja a Figura 4.12).

Figura 4.12 | Forca externa

Fonte: elaborada pelo autor.
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Vejamos como fica estre problema na linguagem matematica:
considere que a suspensao do automovel possa ser modelada
COMO um sistema mecanico com uma massa m conectada a uma
mola com constante de elasticidade k. A mola possui uma de suas
extremidades fixada na origem. O sistema admite uma constante
de amortecimento b. Da Lei de Hooke, a forca restauradora da mola
€ proporcional a distancia x da mola da sua posicao de equilibrio.
Considere ainda uma forga externa atuando sobre a massa fixada
a mola. Suponha que a forca externa seja periodica e representada
pelo grafico da figura anterior. Este sistema pode ser representado
pela equacao diferencial:

mx"+ bx'+ kx = F(t)

A empresa de solucdes industriais em que vocé trabalha
pretende que vocé apresente para seus colegas a Transformada de
Laplace da forca externa representada pela funcao dente de serra
apresentada na figura anterior e que, além disso, vocé tambem
apresente como se determina a Transformada de Laplace da
funcao F(kt), em que k € um numero real dado.

Seu desafio nesta secdo € utilizar as propriedades da
Transformada de Laplace da funcao F(t) apresentada anteriormente
para poder posteriormente na ultima secdo desta unidade,
determinar a solucdo desta equacao diferencial com este tipo de
forca externa. Vamos &7

Nao pode faltar

Nesta secdo estudaremos diversas propriedades da
Transformada de Laplace uteis para os calculos na resolucao de
problemas de equacdes diferenciais. Entre estas propriedades,
temos as de translacdo (ou deslocamento), Transformada de
Laplace da funcdo degrau, mudanca de escala, Transformada
de Laplace de derivadas, derivada de uma Transformada de
Laplace, Transformada de Laplace de integrais, integrais de uma
Transformada de Laplace, Transformada de funcdes periodicas,
Transformada da funcdo impulso unitario e os teoremas do valor
inicial e final.
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‘r"’ Assimile
L 4
Primeiro Teorema de Translacdo (ou de deslocamento)

Seja a um numero real. Entdo ¢é valido que:

£{e"”’f(t)} =F(s-a), onde F(s)=L{f(t)}

Uma simples aplicacdo desse teorema € no calculo de
L{e’Ztcos(Bt)}, pois é conhecido que Licos(3t)}=

_ 2 s+2
Lle?cos(3t)) = —3F = .
{ ( )} (s+2)2+9 s2+4s+13

s
s?+9

Entdo:

o
4 Facavocé mesmo

Utilize o primeiro teorema sobre deslocamento para mostrar que:

L{edt” )} = s —nc! — £{e"tcos(bt)} = %;
. b
L{e 1’sen(bt)} = o a)2 Y

Funcao degrau unitario

A funcédo degrau unitario € utilizada para modelar
matematicamente situacdes em que uma carga de valor fixado
igual @ 1 (um) é aplicada de forma muito rapida (praticamente
instantanea). Apos a aplicagdo da carga ela continua por um tempo
longo.

Define-se a funcdo degrau unitario por:

u(t—a)z{

O,t<a
1,t>a

A fungdo degrau unitario € descontinua no ponto t = a (veja a
figura a sequir).
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Figura 4.13 | Funcdo degrau unitario

u(t)l\

Y

Fonte: elaborada pelo autor.

Transformada de Laplace da fungao degrau unitario

Considere a funcao degrau unitario definida anteriormente. A
Transformada de Laplace dessa funcado € dada por:

c{u(t)} = [eu(t—a)dt = [e~'dt = ? s>0
0 a

S .
6"’ Assimile
Segundo Teorema de Translagdo (ou de deslocamento)
fi(t-a), t>a
Seja F(s)=L{f (1)} e f, (t) :{1( )

0, t<a
vale que

. Entdo, para todo a>0,

iy (1)} = e *F (s)

Este sequndo Teorema apresenta o resultado de uma translagao
(ou deslocamento) no tempo.

vz| Exemplificando
3
>
Considere f(t):{t 124 Determine L{f(t)} usando o
segundo 0t<4
teorema de Translacao.

Resolucdo: precisamos escrever a funcao f(t) na forma
u(t-4)g(t—4). Para que a fungdo g(t) seja igual & fungéo
f(t) para t>4 deve ser deslocada quatro unidade para a
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direita: g(t):(t+4)3. Podemos verificar esta afirmacéao
escrevendo: g(t—4):(t—4+4)3 =2 =f(t), t>4.

Temos que g(t) =(2‘+4)3 =3 +12t% + 48t + 64 . Assim,

£{g(t) = £l +1262 + 48t +64) = £{*} + L1212} + £{48t} + £{64} =
3! 12.2! 48 64
bt —

6 24 48 64
G(s)=Lig(t)j=—+ZF+5+—

Do segundo Teorema da Translacao temos:

Ci0) - {8104 - a(s) o £ 282, 84]

S S S S

Valem as seguintes propriedades acerca de Transformadas de
Laplace de funcdes que envolvam a func¢ao degrau unitario.

Teorema: se existe L{f ()} = F(s) para s >C >0,com a>0 e u(t-a)
funcdo degrau unitario, entdo: L{u(t-a)f(t-C)}=e “L{f(t)}=e “F(s)
, S§>a.

Por outro lado, se f(t)= £ {F(s)}, entdo: u(t-a)f(t-C) = L {e ®F s)}.

Propriedade de mudancga de escala (ou homotetia)
1_(s

Se £{f(t)} =F(S) entdo: I{f(kt)} :FF(EJ k>0.

A propriedade de mudanca de escala pode ser interpretada
da sequinte forma: se "‘comprimirmos” a variavel t (ou seja, se
multiplicarmos t por um fator O < k < 1, entdo a Transformada de
Laplace sera "esticada’. Por outro lado, se a constante k for maior
que 1 (a variavel t estd sendo “esticada’, entdo a Transformada
de Laplace sera "‘comprimida’). Outra forma de se apresentar a
propriedade de mudanca de
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t
escala € a seguinte: £{f(;} = kF(kS),k >0,

E7) Exemplificando

1
Determine L{sen(5t)} usando que £{Sen(t)}= 2 e a
propriedade de mudanca de escala s°+1
Resolugao: neste exemplo temos que F(S) = . Assim,
s°+1
1 25
F(s/5)= =" ‘
(s/5)+1 s> +25

Da propriedade de mudanca de escala,

1 1 1 25 5

s s
Lif(kt)j=—F|— Lsen(bt)i==F| = |== = :
(k)= (kjj tsen(5t)} =5 (5) 552425 s°+25
Transformada de Laplace de derivadas

A Transformada de Laplace transforma derivadas de f(t) na
multiplicacao por s:

L{df(t)}—sF(s)—f(o) ; f{":’;E’)}—st(s>sf<o>f'(o>.

dt

E, para o caso geral temos:

L{d:ﬁfﬁ} =$"F(5) =" (0) =" %1(0) ~...=sA" 2 (0) 1"V (0)

Derivada de uma Transformada de Laplace (ou multiplicagédo por
poténcias de t)

n d"F(s)
ds"

oéb Reflita

Vocé percebeu como a multiplicacéo de f(t) por poténcias de t tem
como efeito a derivagdo das Transformadas de Laplace de f?

Se n for um ndmero natural, entdo: L{t”f(t)}:(—1)
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Veja como utilizar o resultado anterior para calcular L{tz cos(5t)}.
Antes,

contudo, vale lembrar que E{Cos(St)} =— s 5= s
Fazemosn = 2 no s°+5° s°+25
resultado anterior: L{tzcos(5t)}:(_1)2 d2F(S)_ Entao:
ds?

sz(sLdz[ s ]

ds?  ds?\s?2+25)
d | s2-25 | (23)(32 +25)—(s2 —25)(23) _100s

B - 4
ds (32 + 25)2 (32 + 25)4 (32 + 25)
100s

Assim: L{tzcos(5t)}:( . 25)4
s°+

o
4 Facavocé mesmo

Utilize o Teorema sobre Derivadas de transformadas para calcular

E{te‘3tsen(4t)}
Transformada de Laplace de integrais
Suponha que f(t) seja uma funcgao seccionalmente continua e

exponencial de ordem a e, além disso, considere L{f(t)} =F(s)
Entdo e valido que:

t
F
L J.f (T)d‘L' = ﬂ
S
0
vz| Exemplificando
Sabendo que L{f(t)} = ﬁ determine f(t)

Resolucdo: poderiamos usar decomposicao em fracdes parciais,
mas usaremos, neste exemplo, a Transformada de Laplace de P
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integrais. Da tabela de Transformadas de Laplace sabemos

que L{1} :% e que

L{e‘Ct}zsl—C_

S| S+C

t t
Temos que se g(t)=e™, entdo g{fg(,)df}_g{fecrdf}ﬂ[ ! }
0 0
(pela Transformada de Laplace de integrais). Logo
t t —ct
()= o (s)dr = feorar =122
0 0

(BUTKOV, 1978).

Integral da transformada de Laplace (ou divisdo por t)

Seja L{f (t)} = F(s). Entao: c{#)} = TF(u)du, s>y
(1)

Com a condi¢do de que exista o limite  lim ——=% esta propriedade

soue " +
é "inversa’ da t=0

multiplicacao por poténcias de t. A divisdo de f(t) por t tem como
consequéncia, a realizacdo de integrais da transformada de Laplace
de f(t).

Transformada de Laplace de fung¢des periddicas

Uma situacao real na qual temos uma forca externa periodica
ocorre em circuitos elétricos: a voltagem pode ser uma fungao
continua por partes e periddica. Sobre Transformadas de Laplace
de funcdes periddicas vale o seguinte Teorema:

‘ts” Assimile

Considere f funcdo de ordem exponencial e periodo p. Entdo:
b _
[ e f (t)dt
_Jo

L{f(t)} o
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Uma funcao importante em aplicacdes € a chamada “onda
quadrada’, cuja expressdo, de periodo 4, € dada por:

1 0<t<2
f(t):{o, 2<t<4

No restante da reta, f(T + 4) = f(t) . Calcule a transformada de
Laplace da funcdo cujo grafico esta representado na figura a seguir.

Figura 4.14 | Gréfico de f(t)

A f(t)

2 4 6 8 10 12t

Fonte: elaborada pelo autor.

Resolucdo: pelo teorema da transformada de uma fungao
periddica, temos para p=4:

4
[ef(tyat 4 [z 4
L) =" = Me St1dt+£e S’Odt}z

A funcdo impulso unitario (ou funcdo delta de Dirac)

E frequente na engenharia a situacdo de sistemas mecanicos
gue sofrem a acdo de uma forca externa atuante durante um
pegueno intervalo de tempo e grande intensidade. Pode ser um
bate-estaca atuando em uma obra de constru¢do civil, um martelo
pregando um prego ou ainda uma tacada de golfe. Segundo Zill
(2003), a funcdo impulso unitario € uma funcdo definida por
varias sentencas da
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0, O<t<ty-a

1
seguinte forma: 5x(t—to)= 25’ fy<t<ty+a

0, tx>ty+a

Para modelar matematicamente aquela situacao de uma
forca atuando por um brevissimo intervalo de tempo e de
grande intensidade, define-se como delta de Dirac o limite
6(t—t0):limo5x(t—to). O delta de Dirac tem como

X—>!

propriedades:

0

L fe(t—to)dt =1

Destacamos que nao existe nenhuma funcdo que possa
satisfazer simultaneamente as condi¢cdes | e Il anteriores. Foge
do escopo deste texto tratar de funcdes generalizadas (que € a
formalizacdo matematicamente rigorosa das funcdes impulso).
Este tratamento rigoroso deve-se ao matematico francés Laurent
Schwartz (1915-2002) que o fez com o desenvolvimento da Teoria
das Distribuicdes.

Transformada de Laplace de fung¢des impulso

Para se determinar a Transformada de Laplace da funcado delta
de Dirac, devemos supor (formalmente) que a Transformada de
Laplace da funcao impulso é representada pelo seguinte limite:

L{5(t—to)] :)l(iinoﬁ{5x(t_to)}

Alem disso, se efetuarmos a integral impropria para a funcdo
impulso, teremos como resultado £{5(t—t0)}:e_3t0, para
t>t,
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&3” Assimile

Teoremadovalorinicial: seja f(t) uma funcao que nao seja descontinua
em t =0.Ent3o, f(t) para t =0 & dado por:

limf(t)=lim sF(s), com F(s)=L{f(t)}

t—0 S—w

Teorema do valor final: se F(S) = L{f(t)} ent3o o valor final de
f(t) ¢ dado pelo limite:

lim f(t) = lim sF(s)

t—0 s—0

Uma aplicacao imediata do teorema do valor inicial € para o
calculo de f(0)

5s 4e738 4s . .
+ . Qual seria entédo o

+
s°-16 s s?+81

valor inicial f(0) neste caso? Suponha que £{f(t)} =F(s)

dado que F(s) =

Para resolvermos, aplicamos o teorema do valor inicial:

2 -3s 2
£(0)= lim sF(s)=lim —>> 457 45" _5.0,4-9
s sovs? 16 S s%+81

ﬂ9 Pesquise mais
Complemente seus estudos com o material indicado a seguir:

Pacheco, Antonio Luiz Schalata. Transformada de Laplace: algumas
aplicacdes. Monografia submetida a UFSC. Disponivel em: <https://
repositorio.ufsc.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/121197/
Antonio_Luiz_Schalata_%20Pacheco.pdf?sequence=1&isAllowed=y>.
Acesso em: 10 ago. 2016.

Sem medo de errar

Vamos retomar o problema proposto inicialmente, visto que
agora temos embasamento suficiente para trata-lo. Em primeiro
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lugar, vamos determinar a transformada de Laplace da funcdo
periodica em formato dente de serra. Vejamos como:

A funcéo f(t) & definida por: f(t)=t,0<t<1 e f(t+1)=Ff(t)
Essa fungdo € periddica de periodo 1. Utilizamos a formula para
transformada de Laplace de funcdes periodicas:

£ ) 1-e~% 1-esT & & s

Agora, estamos em condi¢des de utilizar a propriedade de
mudanca de escala para determinar a Transformada de Laplace
da funcao F(kt). Veja como isso é feito:

Se £{f (1)} =F(s) entdo: ﬂ{f(kf)}:#(zjybq Como cff(t)=—-2 -2,

entdo:

Com isso, vocé tem informacdes suficientes para apresentar
aos seus colegas de empresa. Que tal criar uma apresentacao
pPasso a passo com 0S principais pontos a serem tratados?

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucédo
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Aplicando o teorema de Transformada de Laplace de Derivadas

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
1. Competéncias | exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.
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2. Objetivos de
aprendizagem

Aplicar o Teorema de Transformada de Laplace de derivadas.

3. Conteudos
relacionados

Transformada de Laplace

4. Descricéo
da situagéo-
problema

Possivelmente, a propriedade mais relevante da Transformada
de Laplace para a resolugcdo de equacdes diferenciais

ordinarias seja o resultado referente a relagdo entre [,{f (t)}

] e

Considere a equacio diferencial ax"+bx'+cx =F(t), em
que a, b e c sdo constantes dadas e F(t) € uma forga externa.
Aplique a Transformada de Laplace a esta equacado e escreva
a Transformada de Laplace da funcdo incognita X(t) em
termos da Transformada de Laplace da forca externa F(t) e
da expressdo resultante da transformada de Laplace da EDO.
O teorema da Transformada de Laplace de derivadas foi
importante aqui?

5. Resolugéo
da situacéo-
problema

E importante que voceé fique tranquilo quanto a este problema.
A Segéo 44 tratara com muito mais detalnes o que estamos
apresentando agui apenas como um “aperitivo’. O Teorema
da Transformada de Laplace € fundamental para responder a
questdo. Vejamos:

L{ax"+ bx'+ cx} = L{F (1)}

Aplicamos a Transformada de Laplace dos dois lados da EDO.

Do lado direito escrevemos simplesmente: £{F ()} =G(s) Em
seguida, aplicamos a linearidade da Transformada de Laplace:
L{ax"+bx'+cx}=aL{x"} +bL{x'} +cL{x}

Escrevemos: L£{x} = X(s).Agora aplicamos o teorema da
Transformada de Laplace de derivadas:

at (x'} =a[*X () ~5x(0)-x'(0)] =
bL{x'} =b[sX(s)-x(0)]

Entdo: L{ax"+bx'+cx}=G(s)
a[szx(s)— J

as?X (s)-asx(0)-ax'(0)+bsX (s)-bx(0)+cX(s)=G(s)

+b[sX (s)-x(0)]+cX(s)=G(s)

(332 + bs+c)X(s)—ax'(O)—(as+b)x(0) =G(s)

Entéo: (682 +bs+ C)X(S) =G(s)+ax'(0)+(as+b)x(0).

E finalmente:
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G(s)+ax'(0)+(as+b)x(0)

(332 +hs+ c)

X(s)=

Faca valer a pena

1. O primeiro teorema de translagao também conhecido como propriedade
de amortecimento facilita em muito os calculos de transformadas de
Laplace (BUTKOV, 1978). Considerando que f(t) seja “amortecida” pelo
fator exponencial e? , sua transformada de Laplace apresentara um
deslocamento para a esquerda em relacdo a nova variavel. Utilize o 12
Teorema do deslocamento para determinar a transformada de Laplace de
f(t) = e3tt2. Depois, marque a alternativa que contém tal transformada.

a) E{ee'ttz} = 2

s?+3
b) £{e%t?} = ﬁ
g ﬁ{eattz}:_(ﬁ%)?»
stg2)_ 6
d)ﬁ{e t }_7(3—3)3
&) L{e%t?] :ﬁ
s

2. Segundo Butkov (1978, p. 186), “A caracteristica fundamental da
Transformada de Laplace, ocasionada pela propria natureza da integral
de Laplace, é que duas funcdes idénticas em 0 <t <, mas distintas
em outros pontos, possuem a mesma Transformada de Laplace”. Esta
caracteristica esta relacionada com o segundo teorema do Deslocamento.

cos(t—zj, t>£
3 3

Considere a fungdo f(f) = . Entdo, a transformada

0, t<£
3

de Laplace de f{t) € dada por:
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3. A transformada de Laplace possui como caracteristica distintiva, a
facilidade operacional no tratamento de funcdes seccionalmente continuas.
Considere u(t) a funcdo degrau. Seja a funcéo f(t) = (t — 7)2 u(t — 7).
Entdo, a transformada de Laplace de f é:
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Secao 4.4

Transformada de Laplace e problemas
de valor inicial

Didlogo aberto

Ola, aluno! Tudo bem? Nesta secdo, concluiremos nossa
Unidade 4 sobre Transformadas de Laplace. O percurso que
fizemos nestas quatro secdes culmina nas solucdes de EDOs
nao homogéneas com a forca externa podendo ser uma func¢ao
seccionalmente continua, periodica ou do tipo impulso.

Vocé ja estudou varias técnicas Figura 4.15 | Circuito elétrico

para efetuar a Transformada Resistor-Indutor-Capacitor
de Laplace e a ‘voltar’, ou (RLC)

seja, efetuar a Transformada C

Inversa de Laplace: oS |1

teoremas de deslocamento, B

as fracdes parciais, o teorema

da convolugao, dentre E

inumeras outras técnicas. L
Nesta secdo, vocé, como C)

colaborador da empresa de
solucdes industriais, devera
apresentar para seus colegas
como resolver determinados

problemas de  engenharia R
que resultam em EDOs néo
homogéneas. Em particular, Fonte: elaborada pelo autor

vocés vém trabalhando com alguns tipos de sistemas
mecanicos e sistemas elétricos. Na figura a sequir, o resistor &
representado pela letra R, o indutor pela letra L e o capacitor
pela letra C. A fonte é representada por £. Observe que em
um circuito elétrico podemos ter solugdes que apresentam
periodicidade, dependendo dos valores numeéricos de seus
componentes.
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A empresa de vocés vem sendo chamada para prestar
consultoria para sistemas elétricos para os quais a forca externa
€ periodica ou uma exponencial decrescente. Em especial, € do
interesse dos engenheiros projetistas estudar o comportamento da
solucao da equacao diferencial apos um tempo suficientemente
longo. Vocé, na sua atividade profissional, sera chamado a efetuar
este tipo de analise nas solucdes obtidas: qual o comportamento
da solugdo da equacéao diferencial conforme modificamos a forga
externa?

No sistema em série da figura a anterior, temos um resistor com
resisténcia 16 ohms, um capacitor de 0,01 farads e um indutor de
1 henry. Suponha que um gerador seja ligado, também em série,
com E(t)=60sen(5t)volts. No instante inicial (¢ =0), a carga
No capacitor e a corrente no circuito sao nulas.

No resistor, a queda de potencial € RI, no capacitor é % e no
. ., dl
indutor ¢ L —
at

A forca eletromotriz e’V(t). Usando a 22 Lei de Kirchoff temos a

equacao diferencial:

L% RI+ %* (t). Usando ainda que [= dQ , temos que 9 _d*Q 4
dt d?

equacao diferencial fica:

+ R =
at? da C

2
Ld Q aQ Q V(t)

Com condig@es iniciais Q(0)=Q, e Q'(0)=1ly. Assim, vocé
tem uma equacao diferencial linear néo homogénea de 22 Ordem,
com coeficientes constantes, para a gqual também poderemos
aplicar a técnica de Transformada de Laplace.

Seu desafio nesta secdo € mostrar para seus colegas como
resolver a equacao diferencial definida pelo circuito da figura
apresentada anteriormente usando Transformada de Laplace. Para
tratar esta situacao-problema, vocé devera articular os conteudos
das secdes anteriores desta unidade com as técnicas para resolucao
de equacgdes diferenciais com Transformadas de Laplace.
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Nao pode faltar

Como ja informamos nas secdes anteriores, a Transformada
de Laplace ¢ utilizada na resolucao de equacdes diferenciais com
coeficientes constantes, com forcas externas seccionalmente
continuas, periodicas ou tipo impulso.

Equacgdes diferenciais ndo homogéneas com forca externa
(caso geral)

Considere o Problema de Valor inicial (PVI) constituido por uma
equacao diferencial linear de 22 ordem nao homogénea:
ax"+bx'+cx =F(t)

Em que a, b e ¢ sdo constantes dadas, com condi¢cdes iniciais:
x(0)=xy e x'(0)=Xg com Xo e Xy constantes dadas. Para
determinar a solucdo deste PVI, sequiremos 0s passos descritos
a sequir:

*“’ Assimile
Passo 1. aplicamos a Transformada de Laplace aos dois lados da
equacdo e temos: L{ax"+ bx'+ cx} = C{F(t)}.

Passo 2: aplicando na equacdo anterior a linearidade da Transformada
deLaplace: aL{x"}+bL{x'} +cL{x}=L{F(t)}

Passo 3: considere que ﬁ{F(t)} =G(s) e que £{x(t)} = X(s), e,
do Teorema de Transformada de Laplace de derivadas da Secdo 4.3,
temos:

a[ X (s)-sx(0) - x'(0) |+ B[sX (s) - x(0)]+ cX (s) = G(s).
as?X (s)-asx(0)-ax'(0)+bsX (s)-bx(0)+cX(s)=G(s):
(as +bs+c) (s) (as+b) (0)-ax'(0)=G(s):

- bl 0

Passo 4: agora, deve-se determinar a Transformada Inversa de Laplace
de X(S) para determinar a solugdo x(t) da equacao diferencial.
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Apos este exemplo com a ideia geral do processo, vejamos um

exemplo com valores numericos.

v=| Exemplificando

Considere a equacdo diferencial x"—3x'+2x =82, com:
x(0)=3 e x'(0)=2.

Resolucao: aplicamos a Transformada de Laplace aos dois lados da
equacgao:

L{x"-3x"+2x} :E{Se'} = sZX(s)—sx(O)—x'(O)—3sX(s)—3x(O)+2X(s)=%

Substituimos as condi¢cdes iniciais na equacao anterior, temos:

2 8 3s? +55-14 3s? +55-14
(s*-3s+2)X(s)-3s-2 9_3*22X(S)_(8—2)(82—3S+2)_(S*2)(S*1)(S*2)
Usando fragdes parciais na equagao anterior (observe que temos
um fator linear repetido):

X(s)- 3°+6s-14 A . B C

(s-2)(s-1)(s-2) s-2 (s-2 s-1

Multiplicamos os dois lados da equacdo anterior por
(s-2)(s-1)(s-2):

3s? +5s—14=A(s-2)(s—1)+B(s=1)+C(s-2)
Fazendos =1 C=-6. Fazendos=2: B=8

Igualando os termos quadraticos: 3=A-6=>A=9. Entdo:
X(s)= S ,_8 5 6
s-2 (3_2) s—1

S—a

1 a 1 a
Lembrando que El{ }:e"ffl{ }:tet,temos

Dl{ > }:9&’,51 LZ =8e” eﬁ‘{i}=6e’,ou
§— (3_2) s—1

seja, a solucao fica: X(t) — 062 1 8te? _ge!-
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Equacdes diferenciais ndo homogéneas com forca externa
descontinua

Considere o problema de valor inicial ax"+bx'+cx=f(t),
x(0)=xo. X'(0) = X", emque f(t) éuma funcdo seccionalmente
continua. Para resolver

este  problema vamos usar a funcao degrau unitario:
0, t<a

u(t—a)={1’ t>a

Suponha que tenhamos uma fungdo F(t) definida por vérias
sentengas. Por

exemplo: f(t) = {ﬁ (t)

f(t), t>a

O<t<a

Utilizando a funcao degrau unitario, podemos escrever f(t) da
sequinte forma: f(t)=f,(t)—u(t—a)f,(t)+u(t-a)h (t)
Se a funcao f(t) fosse definida por trés sentencas:
f(t), O<t<a
f(t)=1f(t), a<t<b
fy(t), t=b

Entao teriamos:
f(t)=f(t)-u(t-a)fi(t)+u(t-a)h (t)-u(t-b)f(t)+u(t-b)h(t)

c@ Reflita

Caro aluno, para refletir: como seria a escrita de uma funcdo com
quatro sentencas? E com cinco sentencas? E com n sentencas?

Se E{f(t)}zF(s), aplicando o segundo teorema de
translacdao temos:

—as

ci{f(t-a)u(t-a)}=e*F(s). Lembramos ainda que Liu(t-a)}=2

S
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Para entender como aplicar esses conceitos, considere o
seguinte problema de valor inicial: X"-3x'+2x=f(t), x(0)=0.

x'(0)=0

3, 0<t<4
Em que f(t)= 2, 4<t<6 . Escrevemos fcomo
5,

t>6

F(t)=3-3u(t-4)+2u(t-4)-2u(t-6)+5u(t-6) A Transformada de
Laplace de f é:
ci{f(t)y=c{3}-3c{u(t-4)}+2c{u(t-4)}-2L{u(t-6)} +5L{u(t-6)} =

3 3¢ . 2e7% 270 . 567% 337 127 27 1570
S S N S S S

Aplicamos a Transformada de Laplace aos dois lados da
equacao:

L{x"-3x"+2x} = L{f(t)} = s*X(s) - sx(0) - x'(0) - 35X () - 3x(0) + 2X (s) =

3-3e™4 1207 _27% 1 5g0S
s

Substituimos as condicdes iniciais e separamos a funcao X(s),
preparando ‘o terreno” para efetuar a Transformada Inversa de Laplace:

s =3—e’4$+3e’6s _ 3 B e4s N 3768
X() s(s-3s+2) s(s-2)(s-1) s(s-2)(s-1) s(s-2)(s-1)

Para que o segundo teorema do deslocamento possa ser
utilizado, definimos

Yi\e1  Entio x :M::;, s | 3565y
(S) S(S—2)(S—1) ntac (S) 8(82—38+2) ( e " +oe ) (S)

Pelo segundo teorema do deslocamento, a solugdo X(t) sera
dada por:

x(t)=3y(t)-u(t-4)y(t-4)+u(t-6)y(t-6),

U4 - Transformada de Laplace



em que a fungéo y(t) é a Transformada Inversa de Laplace de
Y(s).

Para determinar Y (), usamos fracdes parciais:

1 _A, B C _(A+B+C)s?—(3A+B+2C)s +2A
s(s-2)(s-1) s s-2 s-1 s(s-2)(s-1)
A+B+C=0
Temos o sistema: <3A+B+2C =0
2A =1
Ao resolver o sistema, obtermos: Azl, B :%, C =-1. Entéo:
2
1 1 1 1 . 1 1
Y — - __ ' Logo: _ ot ot
(s) s(s-2)(s-1) 23+2(s—2) s-1 90 y(t) 2+26 ©

Por fim, a solucao da equacdao diferencial escreve-se como:
x(t)=3y(t)-u(t-4)y(t-4)+u(t-6)y(t-6)=

3[1+ Yoot _ etj —u(t- 4)(1 I ) —e(H)j +u(t- 6)(1+ Teat-0) —e(t’e)J
2 2 2 2 2 2

~J
4 Facavocé mesmo

e, 0<t<Z
2
Considere f(t) =4 3cos(t), %s t< 3?”
-sen(t), t23—7r
2

Escreva f(t) usando a fungao degrau u(t)

Equacdes diferenciais ndo homogéneas com forga externa do
tipo impulso

Funcdes impulso surgem em problemas em que uma forca de
elevada intensidade atua durante um intervalo de tempo muito
pequeno.
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Considere a equacgéao diferencial: 3x"—x‘—4x:6[t—%jsen(t),
\ 1
X(0)=O X (O)Z%

Aplica-se a Transformada de Laplace:

362X (s) - 3sx(0) ~ 3x'(0) — X (s) - x(0) — 4X(s) :sen(%)e 2

(332 -s —4)X(s) —% =sen (%) e 2
X(s)= e*zn% - 33 % —e 2y (s)+ = (s)
(332_3_4) 3(3— )(s+1) 3[s—ij(s+1) 50
Y (s)=——

Aplicacdes a mecanica

Considere um sistema massa-mola com uma massa m fixada
a uma mola de constante elastica k. Em funcdo da restauracao da
mola, temos a forga de restauracdo F =-kx(t). A massa esta sujeita
a acdo de uma forga (associada ao amortecimento) £ =-cx'(t). A
constante de amortecimento ¢>0 esta associada as condicdes do
sistema ou a resisténcia da mola. Também atua sobre a massa uma
forca externa F_ (t). A posicao da massa € modelada pela equacdo

ext

diferencial mx"+ cx'+ kx = Fyy (t)-
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Figura 4.16 | Sisterna mecanico modelado pela equacdo diferencial
mx"+ X'+ kx = Foy (t)

i Posicao de L_\
' equilibrio |\ F,=-cx'(t)

Fonte: elaborada pelo autor.

Consideremos as condicdes iniciais: x(0)=0. x'(0)=0.
Suponha que F (t) = Rysen(wt). Aplicando a Transformada de
Laplace a equacdo diferencial

o
temos: L{mx"+ CX'+kX}=£{FOCOS(a)t)}:X(s)=_( 822+602 k)‘
ms? +cs +

Vamos analisar um caso particular: suponha que o termo de
amortecimento seja nulo (ou seja, ¢ = 0), e que o coeficiente de
restauracao seja escrito na forma: k = 0)2. Inicialmente, suponha
Wy # Mo. A Transformada de Laplace fica:

2F0w2 .
__ S+ _ .
X(S)_(msz +ww§)_( 2+a)2)(():132+a)§)

Aplicando fracd ai Foo
icando frac®es parciais: =
P & P (32 + coz)(ms2 + a)g)
2 2 2 ) mA+B=0
A _, B _(mA+B)s"+Aw05+Bo” o o sistena: ) )
s?+0® ms®+wd (sz+m2)(msz+mg) Awy + Bo® = Ryo
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Foo mFRyo» _

SolugéOZ A:a)g—mw2 eB:_wg—ma)z
N ) Fyo 1 MR 1 _
ASSIm'X(S)_(a)g—mwz)(Sz +a,2) (a)g—ma)z)(msz+a)§)

Fo 1 1
Portanto: x(t)=—2—| —sen(wyt) — —sen(wt) |
() (a)g—ma)z){wo ( 0) mo ( )}

Apenas para facilitar a escrita da solu¢gdo, suponha que m =
0%

2

7 Neste
2
(S +CDO

1. Entdo, a Transformada de Laplace fica: X(s) =
caso, a solucao fica

x(t)= 2%)g[sen (et ) — gt cos (wpt) |

Observe gque esta ultima solucao € a solucao de ressonancia.

E[9 Pesquise mais

Como sugestao de leitura complementar, apresentamos: Andrade,
Doherty. Transformada de Laplace. Maringa: Universidade Estadual de
Maringd — Departamento de Matematica. Disponivel em: <http://www.
dma.uem.br/kit/arquivos/arquivos_pdf/transforlaplace.pdf>.  Acesso
em: 2 ago. 2016.

Sem medo de errar

Como vimos no inicio desta secado, o sistema sobre o qual vocé
deverd se debrucar para explicar para seus colegas de trabalho
como utilizar Transformada de Laplace na resolucao de equacdes

232 U4 - Transformada de Laplace



diferenciais tem as condi¢des a sequir: € um circuito elétrico em
série em que temos um resistor com resisténcia 16 ohms, um
capacitor de 0,01 farads e um indutor de 1 henry. O gerador, com
E (t)=60sen(5t)volts, ¢ ligado em série e no instante inicial (t = 0),
a carga no capacitor e a corrente no circuito sao nulas.

@ Lembre-se
. k
A Transformada de Laplace para f(t)=sen(kt) ¢ L1f(t)! = .
(t)=sen(kt)e £{F (1)} = 5
Resolucao: a equacdao diferencial é:
2 2
LdQ RIQ,Q_p(1= 99,1699, Q _gosen(st)=

dt2 gt C dt2 dt 0,01

ApOs substituirmos os valores numericos do enunciado temos:

2 2
LaQ +—= RdQ Q =E(t)=>—- d Q +16— dQ Q _ =60sen(5t) =
a2 dt C dt 0 01

Aplicamos a Transformada de Laplace utilizando a propriedade

de linearidade da Transformada de Laplace:
X(s) 300

= %X (s)-sx(0) - x'(0) + 165X (s) ~16x(0) + 501 2128

dt T s2+25

2
£]9Q, 1692, Q 1_ 605
a? " dt 0,01

Agora, isolamos X(s):

300 —  X(s)= 300

(s +1GS+1OO)X( )= s2 4+ 25 (s2+25)(32+163+100)

Entao, utilizamos a técnica de fracdes parciais:

300 _As+B __ Cs+D 300 _
(32+25)(32+1es+1oo) s2+25 s?+16s+100 (sz+25)(32+163+100)

(As +B)(s +165+100) + (Cs + D) (s +25)
(s +25)(s” +165+100)
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(A+C)s® +(16A+B+D)s* +(100A+16B +25C)s +100b + 25D
(s? +25)(s* +16s +100)

A+C=0
. _ 16A+D+B=0
Resolvendo o sistema linear 1400a+168+25C =0 (E€MOS que:
- 192, 1008 + 25D = 300
481

900 192 2172
B=——,0C=—"—, D=———".

481 481 481

Substituimos os valores numéricos para A, B, C e D na
Transformada de Laplace X(s):

768 s 900 1 768 S 2172 1
(s)=- 3 o + > + 5
1924 s +25 481s°+25 1924(S+8) +36 481 (s+8) +36

Vamos somar e subtrair 8 para podermos usar os resultados da
tabela de Transformadas Inversas de Laplace.

X(s):_768 s ,90 1 768 s+8-8 2172 1
1924 52 125 48157425 1924(s48) 136 481 (s18)2+36

Separamos as parcelas:

x(s)=768 s 90 1 768 s+8 993 1
1924 ¢2 1 25 48152125 1924(s+8)2+36 481(s+8)2+36

Usamos Cl{ zikZ}:cos(kt)'[fl{ 5 lkz}:sen(kt)’

N ST+

s+a) +k* (s+a) +k*

L' {(H—a} =e " cos(kt) € L {;} =e “sen (kt)-

Finalmente:
x(t)= —Ecos(St) + @sen(&) 4 108 e %cos(6t) - %6’8’sen(6t) :
1924 481 1924 481
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Podemos interpretar este resultado de duas formas:

1. Observando que temos uma componente periddica da
solucao da equacdo diferencial dada pelas duas primeiras parcelas:

x(t)= —@cos(St) + @sen (5t)+ ge’“ cos(6t) - %e’s’sen (6t)-
481 481 481 481
Como as duas ultimas parcelas estao multiplicadas por uma funcao
exponencial com forte amortecimento, para t maior que algum
valor t,, a componente periddica predomina no comportamento

da solucao do circuito elétrico.

2.Podemostambéminterpretaresteresultandoplotandoografico

da solugao: x(t)=-192 cos (5t) + 180 sen(5t) + 192 65t cos (6t) - 222 6 #1sen(6t)
481 481 481 481

ao longo do tempo. Veja na figura a sequir:

Figura 4.17 | Grafico de x(t)
x(t)
1

OIZ / \ ‘ pa
0 / 0,5 \ / 15

Fonte: elaborada pelo autor.

Neste trecho, a solucao periddica ainda ndo esta predominando
no comportamento de x(t). Contudo, se plotarmos o mesmo grafico
para um tempo suficientemente longo, veremos que a solu¢do da
equacao diferencial assume um carater eminentemente periodico
(em outras palavras, a exponencial 'some” do comportamento de x(t).

Figura 4.18 | Gréfico de x(t)

Fonte: elaborada pelo autor
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@ Reflita

O que muda no comportamento da solugcdo da equacdo diferencial

se o sinal da componente exponencial fosse positivo? Por exemplo:
192 180 192 993
x(t)=——=cos(5t)+—sen(5t)+——e' cos(6t)———e'sen(6t)
() 481 ()481_ ()481 ()481 () ,
Qual pode ser a importancia deste comportamento para um engenheiro

que esteja projetando o circuito elétrico?

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucédo
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Transformada de Laplace para resolver EDO com forca externa E(t)= 60~

Conhecer e ser capaz de aplicar, na engenharia e area de
1. Competéncias | exatas, os calculos referentes a: integrais multiplas, equacgdes
diferenciais ordinarias e a teoria de transformada de Laplace.

2. Objetivos de Utilizar transformada de Laplace na determinacé&o de solucéo
aprendizagem de circuito elétrico com forca externa do tipo E(f) = 4e”.

3. Conteudos

. Transformada de Laplace
relacionados

Agora vocé tem em maos um novo problema para resolver.
Este problema € semelhante ao do circuito elétrico que vocé
ja resolveu no Sem medo de errar, mas a forga externa € da
forma E(t)=60e™" . A partir da solugéo obtida para o problema
de valor inicial, apresentar a previsdo para 0 comportamento
do circuito elétrico.

4. Descricao
da situagéo-
problema

Ao substituir a forca externaE(t):GOe’5’na equacao
Q@ ,.dQ. Q

diferencial obtemos: —— + 16— + =60~
dt? dt 0,01

Aplicando nessa equacdo a Transformada de Laplace,
5. Resolugédo chegamos a: 60 60
da situagéo- (32 +36$+100)X(s) =——= X(s)= 5
problema s-5 (s-5)(s® +36s+100)

Usando fragdes parciais na ultima equagao, temos:

X (s) _ 60 - 60 A . Bs+C

(s-5)(s? +365+100) | s=5 (s?+365+100)
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Da igualdade anterior, organizamos o seguinte sistema linear:
A+B=0
36A+C=0
100A-5B-5C =1
Este sisterna linear possul solugao unica igual a:
1 1 12
A=—' B=——_' C=--%
285 285 95
Substituindo as solugdes do sistema na equagéo para X(s),
obtermos a seguinte expressao:
1 1 s 12 1

3*57285(s+8)2+367£(s+8)2+36

X (s)=60

Agui somamos e subtraimos 8 para podermos utilizar a tabela
de Transformadas Inversas de Laplace.

1 1 s+8-8 12 1

X(8) =00 5 385 5 8 36 95 (s 1a)
(s+8)"+36 (s+8)"+36

1 1 s+8 532 1

X(s)=60| 5285 2 . 5415 2
S (s+8)"+36 (s+8)°+36

Portanto, a solugao procurada para a equacgdo diferencial

2
Q1692 Q _goget
a2 dt 001

x(t)=60] e - 1 g cos(6t) - 12 g-osen (6t)
285 95
Na figura a seguir inserimos o grafico de x(t):

Figura 4.19 | Gréfico de x(t)
x(t)
60

AN
e

0 T T T - |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
tempo

Fonte: elaborada pelo autor.
Observe como ficaria o grafico de x(t) se alterassemos os
parametros para

_ oL ou _E 011 )
x(t)féo[e T cos(6t) 95° sen(ét)]

Figura 4.20 | Grafico de x(t)
X(t)
80

60 A
o Av\'\'\l\,\A
2 TN A
0
0 10 20 30
tempo

Fonte: elaborada pelo autor.
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Faca valer a pena

1. Considere o seguinte problema de valor inicial:

x"+3x'-4x=3t. x(0)=0. x'(0)=2.

Marque a alternativa que contém a solucao do PVI:

o x(t)=-=-Z1t e
d) (t)=—§—§t+et +—e
16 4 16

e) x(t):—g+it+3te‘t _ T ot

cos(5t), Osts%
2. Considere f(t) = . e a equacdo diferencial

0, t>=

2

X"+16x = f(t), com as condicdes iniciais X(O) =0, X'(O) =0,
Determine a solug¢do da equacao diferencial nas condi¢cdes dadas e marque
a alternativa que contém a solugao correta.

ax(t)= —%cos(St)+%cos(4t)+%u(t —27r)cos(5(t—2n))—%u(t—2n)cos(4(t -2r))

b)x (t) :%cos(5t)—%cos(4t)—%u(t —m)cos(5(t —n))+%u(t —m)cos(4(t-r))

Q) x(t):—%cos(St)Jr%cos(4t)+%u(t—%)cos(S(t—%)]—%u(t—%jcos@[i—%j}

d)x(t)= —%cos(25t)+ %cos(16t)+%u(t—%]cos[25[f —%D—%u(f —%)cos[ﬂi(t —%j)
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E)X(t)=—%cos(St)+%cos(4t)+ %u(t +%]005(5(“%}]—%u(t+%jcos[4[t+ %J)

, . 0, t<4 ,
3. Considere a fungéo f (t) = . Determine a Transformada

5t-2, t>4

de Laplace desta funcado e assinale a alternativa que a contém.
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