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Palavras do autor

Caro aluno, seja bem-vindo!

Nesta unidade curricular sera explorado um dos conceitos mais
importantes da Matematica: o de func¢do. Utilizamos esse conceito
O tempo todo, mas nem sempre nos damos conta disso. Observe
um exemplo simples: no supermercado, ao levarmos os produtos ao
caixa, o atendente passa o codigo de barras pelo leitor e o computador
registra o preco do item. Nesse caso, o computador desempenha o
papel de uma funcdo, que recebe a informagao de um codigo de
barras e, como resposta, registra o preco do produto. Essa € a ideia
basica de qualquer funcdo, ou seja, dado certo elemento (que pode
ser um objeto, um ndmero, uma pessoa etc.), a funcao o relaciona a
outro, podendo este ser tdo diverso quanto o primeiro.

Exemplos como o anterior podem ser adaptados para mostrar a
aplicacdo das funcdes em qualquer relacdo de comércio, mas nao e
somente nesse contexto que as funcdes sao utilizadas. Ao andar de
carro vocé ja deve ter reparado a funcionalidade do velocimetro. A
acao desse mecanismo tambem pode ser associada a uma funcao,
pois ele recebe o sinal referente a frequéncia dos giros da roda do
carro, transformando essa informacao em registro de velocidade.

Esperamos que o fato de as funcdes estarem tdo presentes
em nosso dia a dia seja motivador para seus momentos de estudo
didrio, os quais devem leva-lo a conhecer e ser capaz de desenvolver
e interpretar funcdes e graficos do 1° e 2° graus, além de funcdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

Para que tudo ocorra de modo organizado, este material didatico
foi dividido em 4 unidades de ensino, cada qual subdividida em 4
secOes de autoestudo, totalizando 16 secdes. A primeira unidade
trata das funcdes afim e quadratica , enquanto a Unidade 2 aborda
as fungdes trigonomeétricas. Na Unidade 3 sdo trabalhadas as funcdes
exponenciais e, por fim, na Unidade 4 sao destacadas as logaritmicas.
Desejamos-lhe sucesso nesta empreitadal






Unidade 1

Funcao afim e funcao
quadratica

Convite ao estudo

Ola, aluno! Na Unidade 1 deste livro didatico trataremos das
funcdes afim e quadratica. Essas duas classes de funcdes sao
muito utilizadas ndo somente na Matematica, mas tambem na
Fisica, na Economia, na Engenharia, na Administracao etc. Na
Fisica, por exemplo, a trajetoria de um projetil pode ser descrita
por uma fungcao quadratica; funcao essa tambéem utilizada na
Engenharia para modelar a geometria de algumas estruturas, a
exemplo da ponte Juscelino Kubitschek (Figura 1.1), em Brasilia,
Cujos arcos lembram o grafico dessa funcao. A afim, por sua vez,
¢ utilizada, por exemplo, na modelagem de alguns problemas nas
areas econdmicas e de gestdo, em gque a utilizagao de outro tipo
de recurso tornaria o problema muito complexo para ser resolvido.

Para tornar o assunto desta unidade mais interessante, veja uma
situacao em que o emprego de funcdes pode facilitar a gestdo de
um Negocio.

Imagine que vocé seja o dono de uma empresa que fabrica
bones. Para melhor analisar os custos e lucros vocé decidiu
estudar esses numeros utilizando funcdes e graficos matematicos,
buscando uma melhor organizacao e maiores lucros, bem como
um planejamento de expansdo da empresa.

No decorrer desta unidade voce sera convidado a desempenhar
O papel de dono da empresa e resolver os desafios inerentes a
administracao dela, mas, para tanto, precisara relacionar diversas
grandezas presentes no dia a dia, berm como interpretar numeros
e graficos.

U1 - Funcéo afim e fungéo quadratice



Secao 1.1

Funcao

Dialogo aberto

Para gerir melhor sua empresa, vocé deve analisar 0os custos, as
receitas e o lucro, pois sem lucro a empresa Nao pode ser mantida.

O custo da producao dos bonés é contabilizado a partir de
diversos gastos, como matéria-prima, mao de obra, energia
elétrica, entre outros. Com isso, ha uma relacdo direta entre o
custo e a quantidade de bonés produzida, ou seja, quanto mMmais
bonés produzidos, maior o custo de producao.

Figura 1.1 | Ponte Juscelino Kubitschek, em Brasilia

Fonte:<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ponte_JK_-_Bras%C3%ADlia.jog>. Acesso em: 19 out. 2015.

Além do custo, outro item importante na gestao da empresa € a
receita, que € o valor recebido com a comercializacdo dos bonés.
Vamos imaginar que o preco de venda dos bonés seja de RS 30,00
por unidade. Qual a receita obtida com a venda de 10 unidades?
Com um calculo simples podemos notar que a receita € de RS
300,00 (10.R$ 30,00 = R$ 300,00). Mas, e se quiséssemos escrever
isso em uma planilha, de modo que em uma coluna tivessemos

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica



a quantidade vendida e, em outra, a receita correspondente,
como podemos agilizar esse calculo para diversas quantidades
comercializadas? Pense um pouco.

Por fim, o lucro € a diferenca entre a receita e o custo de producao.
Vamos supor que, a partir de balangos financeiros de anos anteriores,
chegou-se a conclusdo de que, mensalmente, o custo com a
producéo & composto por um custo fixo de RS 9000,00 mais um
custo variavel de RS 20,00 por boné. Nesse caso, com a producao
e venda de 750 bonés em um mes, tem-se lucro ou prejuizo? E se
forem produzidos e comercializados 1200 bonés?

Para responder a essas e outras perguntas, vocé deve empregar
conceitos de funcdes. Vamos a?

Nao pode faltar

Conjuntos

Para compreender a ideia de fun¢do, primeiramente € necessario
relembrar alguns conceitos, geralmente trabalhados no ensino medio,
entre eles, conjunto, elemento e pertinéncia. Para uma melhor
compreensao, observe 0s seguintes exemplos:

» Conjunto das vogais: A = {a,e,i,0,u};

» Conjunto dos planetas do sistema solar: B = {Mercurio, Vénus,
Terra, ..., Netuno};

» Conjunto dos meses do ano: C = {janeiro, fevereiro, ....dezembro}.
@ Lembre-se
e ~ 271828

T ~ 3,14159

No primeiro exemplo, , € o simbolo utilizado para representar
O conjunto das vogais; cada vogal € um elemento do conjunto.
Podemos dizer inclusive que a vogal , pertence ao conjunto
afirmacdo que pode ser expressa sinteticamente por u € A (lé-
se: , pertence a ,). A consoante = ndo pertence ao conjunto , e

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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escrevemos m & A (é-se: ., N3o pertence a A). Os exemplos mais
conhecidos de conjuntos sao:

* NUmeros naturais: N = {1,2,3,4,5,6,..,99,100,101,...};
« Numeros inteiros: Z ={...,-7,- 6,..,-1.0,1,2,...5,6,7,..};

. Numeros inteiros, sem o) Zero:
7 ={.,—-7—-6,.,—112..5867..}

* Numeros racionais: Q = {a—| ac Zebes (l&-se: Q €0
conjunto dos numeros _2_ tais que ,pertenceaze | pertencea z");

* NUmeros reais:

_[ _ A _ _1 1 10
R—{ 50, -0 g -9 .. 2021927r477f}

« NUumeros irracionais: | = {x|x € Re x € Q} (l&-se: | € o conjunto dos
numeros X tais que X pertence a R e x ndo pertence a QQ).

Em relacdo aos conjuntos numericos, temaos as sequintes inclusdes
(Figura 1.2): (lé-se: N esta contidoem Z°); Z'cZ; ZcQ; QcR; IcR.

Figura 1.2 | Conjuntos numéricos

R
Q

7.2,

Fonte: Os autores

Ainda sobre esses conjuntos numeéricos, nenhum elemento de
Q pertence a I, e nenhum elemento de | pertence a Q, ou seja, Na
intersecao desses dois conjuntos, ndo ha elementos, e indicamos
isso por QN1 =@, em que @ € o conjunto vazio. Por fim, ao reunir
os dois conjuntos, Q e I, obtemos o conjunto dos numeros reais, ou
seja, Q U I = R; ambos sdo subconjuntos de R.

U1 - Fungéo afim e fungdo quadratica



D9 Pesquise mais

Para mais detalhes sobre a teoria de conjuntos, acesse o link disponivel
em:<http://www.uel br/projetos/matessencial/medio/conjuntos/
conjunto.ntm>. Acesso em: 20 out. 2015. Elaborado pelo professor
Ulysses Sodré, da Universidade Estadual de Londrina, esse site possui
alguns dos fundamentos da teoria de conjuntos, notagcdes mais
utilizadas e exemplos numeéricos com linguagem bastante acessivel.
Vale a pena conferir!

Produto cartesiano

Outro conceito importante para o entendimento de uma
fungao ¢ o de produto cartesiano.

0"’ Assimile

Dados dois conjuntos A e B, o AxB={@ab)|a€ Aebe B}
produto cartesiano de A por B € o -~

conjunto dos pares ordenados (a,b)
taisquea € Aeb € B. Produto cartesiano de A por B.

Veja um exemplo numeérico de produto cartesiano:

vz| Exemplificando

Considerando os conjuntos A= {0,2,3} e B = {-2,0,3,7}, escreva o produto
cartesiano de A por B.

Resolucao:

AxB={lab)|ae Aebe B}

Para a = 0, temos: (0, -2); (0,0); (0,3); (0,7);
Paraa = 2, temos: (2, -2); (2,0); (2,3); (2,7);
Paraa = 3, temos: (3, -2); (3, 0); (3,3) (3,7).

L o g o ,
AxB={(0,-2),(0,0),(0,3),(0,7),(2,— 2),(2,0),(2,3),(2,7),(3,- 2),(3,0),(3,3),(3,7) }.

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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Relagcao

Qutro conceito muito importante para o entendimento de uma
funcao € o de relagdo.

‘tz" Assimile

Dados dois conjuntos A e B, uma relacao R de A em B € qualquer
subconjunto de A X B, ou seja, Rc (4 X B).

v=| Exemplificando

Considere os conjuntos A= {0,2,3} e B= {-2, 0, 3, 7} e escreva 0s
elementos da relagdo R descrita pela equagdo y=x>-2x, em que x € A
ey € B.

Resolucao:

Para facilitar os calculos dos elementos de R, vamos utilizar um
quadro, como a seguir:

Elementos de A Elementos de B Elementos de R
X y=X?-2X (x,y)
0 y=x? - 2x=07 - (0,0)
2:0=0
2 y=x%—2x=22-22=0 (2,0)
y=x?—2x=3%—-23=3 (3,3)

Portanto, R = {(0,0), (2,0), (3,3)}. Compare os elementos de R com os
de AX B evejaque Rc(4xB).

Na relacédo R= {(0,0) (2,0), (3,3)} dizemos que o valor: O €A esta
associado ao valor O €B; 2 €A esta associado ao valor 2 €B; 3 €A
esta associado ao valor 3 €B.

Plano cartesiano

Uma relagdo R pode ser visualizada graficamente em um
diagrama denominado plano cartesiano. Veja, por exemplo, a
representacao grafica da relacdo R = {(0,0) (2,0), (3,3)} no plano
cartesiano da Figura 1.3.

U1 - Fungéo afim e fungdo quadratica



Figura 1.3 | Representacdo grafica

y
3 °
Q=(3,3)

2

1

0/0=(0,00 P=(20) X

B 0o 1 2 3 4 5

-1

Fonte: Os autores

Observe que a representacdo de R corresponde a trés
pontos no plano. Em relacdo ao ponto p = (2,0), o par ordenado
(2,0) corresponde a suas coordenadas. O primeiro valor, 2, é
denominado abscissa de P e o segundo, 0, a ordenada. O valor x
= 2 corresponde a distancia a que o ponto P se encontra do eixo
vertical, eixo y (ou eixo das ordenadas), e o valory = O a distancia
a que o ponto se encontra do eixo horizontal, eixo x (ou eixo das
abscissas). O ponto de coordenadas (0,0) € denominado origem.

Em um plano cartesiano, as:

e abscissas sao: positivas se estiverem a direita da origem;
negativas se estiverem a esquerda da origem;

e ordenadas sdo: positivas se estiverem acima da origem,;
negativas se estiverem abaixo da origem.

EL(I)' Pesquise mais

Veja mais detalhes sobre a constru¢cdo de um plano cartesiano e a
localizacdo de pontos a partir de suas coordenadas no link disponivel em:
<https://pt.khanacademy.org/math/algebra/introduction-to-algebra/
overview_hist_alg/v/descartes-and-cartesian-coordinates>. Acesso em:
22 out. 2015.

Funcgao

A partir dos conceitos aprendidos até agora, podemos definir
fungao.

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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&g& Assimile
Dados dois conjuntos A e B, uma fungdo f de A em B, denotada f:A—B

, @ uma relacdo fC (4 xB) tal que para cada ¢ € A estad associado um
unico b € B.

O conjunto A é o dominio de f (denotado por D(f)) e o conjunto
B é o contradominio de f (denotado por CD(f)). Convenciona-se
utilizar o simbolo x para representar um elemento qualquer de A
ey para representar um elemento qualquer de B. Além disso, se x
esta relacionado a y por meio da funcao f, escrevemos y=f(x) para
simbolizar essa associacao, e o par ordenado correspondente sera
(x,y) ou (x,f(x)).

Im(f) = {y€B|y=f(x) e x€EA} é denominado conjunto imagem de f.
Além disso, se y=f(x), entdo y é a imagem de x obtida por meio de f.

Para compreender melhor, considere as relacdes R = {(0,0) (2,0),
(3,3)} e S = {(0,0), (2,0), (3,3), (2,3)} de A= {0,2,3} em B={-2,0,3,7}.
Temos que R é uma funcao e S ndo € uma funcdo, pois o valor 2€A
estd associado por meio de S a dois elementos de B, a saber, 0 e
3. Essa constatacao pode ser feita mais facilmente por meio de um
diagrama de Venn, como os apresentados na Figura 1.4.

Figura 1.4 | Diagrama de Venn: (a) da relacéo R; (b) da relagdo S

A

Fonte: Os autores

Observe que no caso da relacdo S ha duas setas partindo do
numero 2€A, uma relacionando-o a O e outra relacionando-o a 3,
e isso ndo se encaixa na definicdo de funcao.

U1 - Fungéo afim e fungdo quadratica



v=| Exemplificando

Considerando os conjuntos A={-2, -1, 0, 1, 3} e B= {0,1,24,39} e e
a funcdo f: A—»B, de modo que y = f (x) = x? identifique o dominio,
contradominio e aimagem de f.

Resolucao:

Como visto anteriormente, A é o dominiode f e B é o contradominio,
logo:
D(f) = A=1{-2-1013}; CD(f) =B = {0,1,2,4,3,9};

Para escrevermos o conjunto imagem precisamos determinar os
elementos (xy) pertencentes a relagdao (vide quadro ao lado). Logo,

Im(f) = {0,1,4.9}.
X VERG (x,y)
-2 |y=(2¢=4](-24)
-1 |y=(D2=1 | (11
0 y=0?=0 (0,0)
1 y=1=1 (1,1)
3 y=23%=9 (3.9)

o
4 Facavocé mesmo

Represente graficamente e elabore um diagrama de Venn para a relacdo
fid—BcomA={-2-1013},B={012439% ey ="f(x) =x%

Lei de formacao e grafico de uma fungdo

No exemplo anterior, y = f (x) = x> €& o que denominamos
lei de formagdo (ou regra de associacao) da funcao f: A—>B. Em
alguns problemas conhecemos a lei de formacdo da funcdo e
em outros ndgo. Quando ndo a conhecemos, em alguns casos, €
possivel determina-la a partir de informacdes do problema. Veja um
exemplo: considere que em determinado posto de combustiveis o
preco do etanol seja de RS 2,40 o litro. Qual € a lei de formacéo
da funcao que relaciona a quantidade de etanol abastecida (x) e 0
valor a pagar (v(x))?

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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Figura 1.5 | Representacdo grafica de v = 2,40.x

16.81V(x) (R$) 16.8{V(x) (R$)
14741 TP ° 147 ]| TP
12 e ° 12 |
96t --—--—--—- ® : I 96t ---—---- : I
72 ISR o | 1 72 T Co
48{---@ | 1 ! Iy p— S |
4]-¢ ' 0 241- N
ol o+ v U ix(litros) o0 ' U ix(litros)
01 2 3 4 5 6 1 8 01 2 3 4 5 6 1 8

Fonte: Os autores

A primeira investigagdo da lei de formagao pode ser feita por meio
da Tabela 1.1. Observe que, para encontrarmos o valor a ser pago
por determinada quantidade de combustivel, multiplicamos essa
gquantidade pelo preco de um litro. Logo, ao adquirirmos x litros de
etanol, devemos pagar 2,40.x reais. Portanto, a funcao v: A—B, em
gue A é o conjunto das quantidades de etanol e B € o conjunto dos
possiveis precos, possui lei de formacdo v(x) = 2,40.x.

Tabela 1.1 | Preco do etanol

Quantidade | Valor a pagar
de litros (RS)
0 0,00
1 2,40
2 4,80
3 7,20
X 2,40 . x

Os dados apresentados na Tabela 1.1, com o acréscimo de alguns
valores, podem ser representados de forma grafica, como na Figura 1.5
(a). Observe que todos os pontos estdo alinhados e, se utilizassemos
inumeros valores intermediarios para x ou ainda, se considerassemos
X € R, teriamos uma linha reta, como na Figura 1.5 (b). Para fazer essa
constatagdo de forma mais dinamica, acesse o link disponivel em:
<http://tube.geogebra.org/m/1886475> acesso em: 23 out. 2015. A
linha reta da Figura 1.5 (b) € o que denominamos grafico da funcdo v.
Mais formalmente, o grafico de uma funcao f: A»B € o conjunto Gf)
={(xy)|[x€AyeBey="f(Kx}.

U1 - Fungéo afim e fungdo quadratica



vz| Exemplificando

Uma empresa de taxi cobra pela corrida um valor fixo de RS 4,85
(bandeirada) mais um valor variavel de RS 2,90 por quildmetro rodado.
Construa a lei de formacao da funcdo que retorna o preco f(x) para
uma distancia x percorrida. Além disso, escreva o dominio, a imagem
e esboce o grafico de f . Calcule também o valor a ser pago por uma
corrida de 6 km.

Resolucdo:

A corrida € composta por um valor fixo de RS 4,85 e um valor
variavel de RS 2,90 por quildmetro rodado; matematicamente, essas
informacdes podem ser traduzidas da seguinte forma: f(x) = 4,85 +
2,90 . x, em que x é a distancia percorrida e f(x) € o preco. Essa € a lei
de formacdo.

A fungdo f: A—»B é tal que A (dominio) € o conjunto com todos os
valores possiveis e adequados ao problema, que pode ser qualquer
quantidade maior ou igual a zero, ou seja, x>0 . Logo, A= {x € R| x>
0}. Aimagem de f € o conjunto Im(f) = B que possui todos os possiveis
precos a serem pagos, cujo minimo € RS 4,85; ndo ha valor maximo.
Logo, Im(f) = {x e R | x > 4,85}.

Para esbocar o grafico de f, montamos uma tabela com alguns
valores de (x, f(x)) e esbocamos os pares ordenados em um plano
cartesiano (Figura 1.6).

Figura 1.6 | Grafico de f

Distancia Preco (RS)

(BISS e :
0 f(0)=4,85+2,90.0=4,85 1065 - - — - - I :
1 f(1)=4,85+2,90.1=7,75 7,75 | : :

4.85-¢ | | |
2 f(2)=4,854+2,90.2=10,65 : : :

I | | X
3 f(3)=4,85+2,90.3=13,55 -1 0o 1 2 3 4
Fonte: Os autores

Por fim, o valor a ser pago por uma corrida de 6 km € f (6) = 4,85 + 2,90.
6 = 22,25 RS 22,25

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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D_?' Pesquise mais

Para esclarecer possiveis duvidas, leia mais sobre relacdes, funcdes e
seus graficos em : <http://www.uel.br/projetos/matessencial/medio/
funcoes/funcoes.ntm>. Acesso em: 23 out. 2015.

Sem medo de errar

Vamos retomar o problema proposto no inicio desta secdo.
Um dos gquestionamentos feitos foi: como agilizar os calculos das
receitas para diversas quantidades de bonés comercializados?
Como fazer isso em uma planilha, por exemplo?

Lembre-se de que o preco de venda de cada boné € RS 30,00.

- Se nenhum boné for vendido, ndo ha receita
0 - R$30,00=R$00,00

( b el s
Quantidade  Preco por Receita '
debonés boné

- Se 1 boné for vendido, a receita ¢ RS 30,00
£ - R$ 30,00 =R$ 30,00

. e i el et e NN
(Q“aﬂtldade Preco por Receita ,
de bonés boné

- Se 2 bonés forem vendidos, a receita ¢ RS 60,00 (
2 - R$30,00 =R$ 60,00

& Ef aeiehe. i
Quantidade  Preco por Receita ) ,
de bonés boné

- Se x bonés forem vendidos, a receita € x . R$30,00 = R$30,00 . x.
Portanto, a funcao receita € R(x) = 30.x. Esse calculo pode ser agilizado
em uma planilha, como na Figura 1.7.

Figura 1.7 | Planilha de célculo da receita de bonés vendidos a RS 30,00 por unidade

@HOS ¢ - @HS ¢ - mH S o

PAGINAINICIAL | INSERR  LAYOUTDAP/ PAGINAINICIAL | INSERR ~ LAYOUT DA P/ PAGINAINICIAL |~ INSERR  LAYOUT DAPZ
x. ERETI N P TR P S (5 P T TN
Colar NIS B Mo A-| = Cc:lar 5 NIs-B- &-A-= Cc:lar & NTS-H-|&-aA-=
irea de Transt... Fonte firea de Transt... = Fonte 5 frea de Transt... Fonte I
a2 -l X | o2 B2 -] e B2 M e
A B A B A B
1 | Quantidade de bonés |Receita| 1 Quantidade de bonés |Receita| 1 | Quantidade de bonés | Receita
2 0 =30A7] |2 0 0 2 0 0
3 1 3 1 3 1 30
4 2 4 2 4 2 60
5 3 5 3 5 3 Q0
6 6 6
(@ (b) (@]

Fonte: Os autores
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Observe que na Figura 1.7 os valores de x estao inseridos na coluna
A; os valores de y=R(x) sdo calculados na coluna B, sendo cada um
calculado pela funcao R . A sequéncia (a), (b) e (c) da Figura 1.7 apenas
ilustra como agilizar os calculos.

Outro guestionamento feito foiem relacdo ao lucro, mas, para isso,
precisamos determinar a funcdo custo, traduzindo matematicamente
a informacao: “o custo com a producdo € composto por um custo
fixo de RS 9000,00 mais um custo variavel de RS 20,00 por bong”.
Observe que esse problema é semelhante ao exemplo da corrida
de taxi (trabalhado nesta secao). Por analogia, podemos escrever
a funcdo custo da seguinte forma: C(x) = 9000 + 20 . x, em que
X € a quantidade de bonés produzida. Como o lucro/prejuizo € a
diferenca entre a receita e o custo, podemos analisar o lucro/prejuizo
na producao e venda de 750 ou 1200 bonés em um més:

. 750 bonés: R(z) =30 -z — R(750) =30 - 750 = 22500
(receita); C(x) = 9000 + 20 -z — C(750) = 9000 + 20 - 750 = 24000
(custo); lucro = receita — custo = 22500 - 24000 = -1500.

. 1200 bonés: R(x) = 30 . x —» R(1200) = 30 . 1200 = 36000
(receita); C(x) = 9000 + 20 . x — C (1200) = 9000+20 . 1200 = 33000
(custo); lucro = receita — custo = 36000 — 33000 = 3000.

Portanto, ao produzir e vender 750 bonés, o prejuizo € de RS
1500,00; no caso de 1200 bonés, o lucro € de RS 3000,00.

D9 Pesquise mais

Veja mais detalhes de como utilizar fun¢des e agilizar calculos no Excel
nos links a sequir:

« Visdo geral de formulas no Excel. Disponivel em: <https://support.office.
com/pt-br/article/Vis%C3%A30-geral-de-f%C3%B3rmulas-no-Excel-
ecfdc708-9162-49e8-b993-c311f47cal/3?ui=pt-BR&rs=pt-BRGad=BR>.
Acesso em: 26 out. 2015.

» Preencher dados automaticamente nas células da planilha.
Disponivel em: <https://support.office.com/pt-br/article/Preencher-
dados-automaticamente-nas-c%C3%A9lulas-da-planilha-74e31bdd-
d993-45da-aa82-35a236c5b5db?omkt=pt-BRGuUi=pt-BR&rs=pt-
BR&ad=BR>. Acesso em: 26 out. 2015.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as ativi-
dades e depois as compare com as de seus colegas.

Atualizando precos

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, alem de fungdes
exponenciais, logaritmicas e trigonomeétricas.

1. Competéncias de
Fundamentos de Area

2. Objetivos de

aprendizagem Aplicar o conceito de funcdo na atualizacao de precos.

3. Conteudos relacio-

nados Funcao; Lei de formacao de uma fungao.

Em determinado supermercado sera realizada uma
remarcagao de pregos para embutir 0 aumento da
energia elétrica no preco de venda. Apos alguns
célculos, fol decidido que cada produto deveria
sofrer um aumento de 2% e, para agilizar o trabalho,
0S Novos precos seriam calculados com a ajuda de
uma planilha. Veja na Figura 1.8 alguns precos a serem
ajustados.

Figura 1.8 | Tabela de precos

H - &
LUV} PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA F
*

Arial -m

i %

- I
4. Descrigéo da SP e L ML
Area de Transf... & Fonte r]
K14 - f\

A B C
1 |ltem Preco atual |Preco ajustado
2 |Produto 1| R$ 20,00
3 Produto 2| R$ 22,00
4 Produto 3| R$ 16,00
5
6

Produto 4| R$ 18,00
Produto 5| R$ 25,00

Fonte: Os autores

Qual fungéo deve ser inserida na célula C2 para que
o prego da célula B2 seja reajustado em 2%? Qual o
preco ajustado de cada produto?

ul-
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Suponha que o prego atual de um produto seja
X € que o preco ajustado seja P(x) . O prego atual
corresponde a 100%; ja o preco ajustado (+2%)
corresponde a 102%. Logo, por regra de trés:

zr _ 100 =102 -2=100-P(z) = P(z) =

P(z) 102
102 -z _
100 =1,02z

Ao calcular a fungéo P(x) para determinado prego, ela
o reajusta em 2%. Adaptando a fungéo para a planilha,
temos que, na célula C2, devemos inserir a fungao
=1,02*B2. Para os precos apresentados na Figura 1.8,
temos:

5. Resolugédo da SP

Item Preco atual | Preco ajustado
Produto | R$ 20,00 P(20,00) = 1,02 . 2000 =

1 2040—-RS$ 2040
Produto | RS 22,00 P(22,00) = 102 . 2200 =

2 22,44—RS 22,44
Produto | RS 16,00 P(1600) = 102 . 1600 =

3 16,32—RS 16,32
Produto | RS 18,00 P(1800) = 102 . 1800 =

4 1836—RS 18,36
Produto | RS 25,00 P@2500) = 102 . 2500 =

5 25,50—RS 25,50

@ Lembre-se

Uma regra de trés pode ser utilizada quando temos duas grandezas
proporcionais, sendo que de uma delas conhecemos dois valores e, da
outra, um valor. A regra de trés e utilizada para determinar o quarto valor.
Veja um breve resumo sobre esse assunto em: <http://educacao.globo.
com/matematica/assunto/matematica-basica/regra-de-tres.html>.
Acesso em: 27 out. 2015.

Faca valer a pena

1. Os conjuntos numéricos sao de grande importancia para a matematica,
principalmente no estudo das fungdes. Os tipos mais utilizados sdo:
numeros naturais (N); numero inteiros (Z); numeros inteiros, exceto o zero
(Z*); numeros racionais (Q); numeros irracionais (I); numeros reais (R).
Sobre os conjuntos numeéricos e seus elementos, € correto afirmar que:

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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2. Areunido do conjunto A com o conjunto B é definida como o conjunto
C={|x € Aoux € B} easimbolizamos por C =AU B.

Sendo A ={1,2,3,4,6} e B ={0,2,4,5,8}, assinale a alternativa que contém
o conjunto AU B:

a) {0,1,2,3,4,5,6,8}.
b) {1,2,3,4,6}.

c) {0,2,4,5,8}.

d) {0,1,3,4,5,8}.

e) {2,4}.

3) O produto cartesiano de A por B € o conjunto dos pares ordenados
(a,b) taisquea € Aeb €B.

De acordo com o trecho anterior, assinale a alternativa que contém o
produto cartesiano de A = {1,2,5} por B = {3,4,6}:

a) {(3,1),(4,1),(6,1),(3,2),(4,2),(6,2).(3,5),(4,5),(6,5)}.

b) {(1,3).(1,4).(1,6)}.
) {(1,3).(1,4).(1,6).(2,3),(2,4),(2,6),(5,3),(5,4),(5,6)}.
d) {(2,3).(2,4).(2,6)}.
e) {(5,3).(5,4).(5,6)}.
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Secaonl?2

Funcao afim

Dialogo aberto

Vocé se lembra de que na secdo anterior estudou o lucro e a
receita da sua fabrica de bonés? E que para fazer isso foi necessario
relembrar alguns conjuntos numericos, compreender a ideia de
produto cartesiano, estudar as relagcdes (que sao subconjuntos dos
produtos cartesianos) e as funcdes (que sao casos especificos de
relacdes), aléem de representar esses conjuntos graficamente no
plano cartesiano e no diagrama de Venn?

Pois bem, tudo isso abriu caminho para outras possibilidades.
Imagine que vocé precise construir uma apresentacdo contendo um
estudo sobre as financas da empresa, que sera usada para convencer
seu sOCio a aumentar o investimento na fabrica e expandir © negocio.
Um grafico mostrando os possiveis lucros com o aumento da
producdo poderia ser interessante e deixa-lo empolgado. Além
disso, vocé poderia incrementar a apresentacao com informacoes
detalhadas sobre os lucros (ou prejuizos) e mostrar a ele que vocé
entende do assunto. Quanto mais informacao, maior o poder de
convencimento, concorda?

Pense um pouco: Sera possivel determinar uma fungcao que
relacione a quantidade produzida e comercializada com o lucro? Sera
gue independentemente da quantidade produzida e comercializada
ha lucro ou para determinadas quantidades ha prejuizo? A partir de
que quantidade ha lucro? Se aumentarmos a producao em 200 boneés
a0 MEés nos proximos trés meses, indo dos atuais 600 para 1200,
guanto lucro teremos no trimestre? Essas sao algumas das perguntas
cujas respostas poderiam estar em sua apresentacao. Entretanto, para
realizar tudo isso, temos que estudar mais a fundo as funcdes e, mais
especificamente, a funcdo afim e suas propriedades. Vamos 1&?

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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Nao pode faltar

A funcdo afim € um tipo especifico de funcdo polinomial e, por
este motivo, é também denominada fun¢do do 1° grau ou, ainda,
funcao polinomial de grau 1. Mais rigorosamente definimos:

0"’ Assimile

Uma funcao afim € uma fungéo f:R—R cuja lei de formacao e f(x) = ax +
b, em que a € R, ndo nulo, € denominado coeficiente angulare b € R
€ denominado coeficiente linear.

O dominio e contradominio de uma funcao afim podem ser
intervalos de numeros reais.

|'_‘[_(|1 Pesquise mais

Saiba mais sobre intervalos de nUmeros reais acessando o site disponivel
em: <http://www.casadasciencias.org/dmdocuments/intervalo10-11.
pdf>. Acesso em: 2 nov. 2015.

Uma caracteristica interessante da funcao afim € a forma do seu
grafico, que € uma reta (IEZZl et al,, 1977, p. 96-A). Veja um exemplo.
v=| Exemplificando

Dada a fungao afim f(x) = 2x + 1, escreva os pares ordenados (x,y) tais que
x € A= {-2,-1,0,1,2}C DIf) e y = f(x). Em seguida, esboce o grafico de f.
Figura 1.9 | Grafico de f(x) = 2x + 1

5/Y

Fonte: Os autores
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Resolucao: Para escrever os pares ordenados solicitados podemos fazer
uso do quadro a sequir:

X y=f(x) = 2x + 1 (x,y)
-2 y=f2=2(2)+1=-3 (-2, -3)
-1 y=f1)=2-)+1=-1 (-1, 1)
0 y=f0)=20+1= (0,1)
1 y=f)=21+1=3 (1,3)
2 y=f2)=2.2+1=5 2.,5)

Para esbocar o grafico da funcdo, primeiramente marcamos os pontos
determinados no quadro e depois tracamos uma reta passando por eles,
como mostra a Figura 1.9.

Para uma visualizagao mais dinamica da constru¢cao do grafico dessa
funcdo, acesse: <http://tube.geogebra.org/m/1980917>. Acesso em: 4
nov. 2015.

Da geometria, sabe-se que para determinar uma reta bastam dois
pontos. Logo, para esbocar o grafico do exemplo anterior (e o de
qualquer fungdo afim) basta determinarmos dois pares ordenados, e
Nao mMais que isso.

o
4 Facavocé mesmo

1) Esboce o grafico da fungdo f(x) = 3x -2 .

Assim como podemos esbocar o grafico de uma funcao afim
a partir de sua lei de formacao, tambem € possivel determinar sua
lei de formacao a partir de seu grafico. Para executar essa tarefa ¢
necessario determinar a e b, de modo que a funcgao f(x) = ax + b
possua o grafico desejado. Veja um exemplo:

vz| Exemplificando

Com base no grafico da funcao afim f representado na Figura 1.10,
determine sua lei de formacdo.

>
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Resolucéo:

O primeiro detalhe importante a ser observado € que a funcao € afim,
ou seja, seu grafico é uma reta e sua lei de formacgdo é f(x) = ax + b. Para
determinar os valores de a e b, em que o grafico dessa funcao passe
pelos pontos destacados na Figura 1.10, podemos escolher dois pontos
quaisquer (escolneremos os pontos de coordenadas (1,-1) e (-1,3)).
Lembre-se de que o grafico de uma funcdo é formado pelos pontos
(xy), em quey = f(x) e x € DIf). Para o ponto de coordenadas:

e (1-1), temos: f(x) = ax + b— f(1) = a.l+ b—>-1=a+ b;
e (-1,3), temos: f(x) = ax + b—f(-1) = a.(- 1) + b— 3=-a+ b.

Observe que temos duas equacdes lineares, com duas incognitas,
ou seja, um sistema linear. Neste caso, podemos simplificar o sistema
somando as duas equagdes, Como segue:

{a+b=—
—a+b=3
a+(—a)+b+b=—1+3=20+20=2=2b=2=b=1

Figura 1.10 | Grafico de f

Fonte: Os autores

Comob=1temos:a+b=-1->a+1=-1->a=-1-1=-2 Portanto, a
funcao procurada é f(x) = -2x + L.
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8
4 Facavocé mesmo

2) Determine a lei de formacgdo da fungdo afim cujo grafico passa pelos
pontos (-2,8) e (2,-4).

Funcao afim crescente e fungdo afim decrescente

Uma caracteristicainteressante de ser observada em uma funcao
afim é se ela é crescente ou decrescente. Como essa caracteristica
€ estudada para qualquer funcdo, podemos compreendé-la de
modo geral e, depois, ver como ela se aplica a fungao afim. De
acordo com Thomas, Weir e Hass (2012, p. 6):

6&9 Assimile
Seja f uma fungao definida em um intervalo | e sejam x, e x, dois pontos
em |,

1) Se f(x,) > f(x ) sempre que x,<x,, entdo f € crescente em |.

2) Se f(x,) < f(x) sempre que x <x,, entdo f & decrescente em .

Essa definicdo pode ser facilmente visualizada na Figura 1.11.
No caso, f(x) é crescente e g(x) é decrescente em |. Decorre da
definicdo anterior que, dado x,<x,, a fungao:

f(l"2) _f(xl)

T2 — I

« f(x) é crescente, pois >0

« g(x) é decrescente, pois 2z —gle) .

A
x2— !

Figura 1.11 | Fung&o crescente e funcdo decrescente

g(x1)
f(z2)
f(x1)

!J(ZU2)

Fonte: Os autores
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Simplificadamente, f(x) é crescente porque seus valores aumentam
com o aumento dos valores de x; e g(x) € decrescente porgue seus
valores diminuem conforme os valores de x aumentam. Observe as
inclinacdes das funcdes f(x) e g(x).

Podemos denotar Ay= f (x,) = f(x) (ou Ay= glx,) — g(x ), variagdo
dey) e Ax= (x,) - (x,) (variagcdo de x) e utilizar a razdo Ay / Ax para
avaliar se a funcado é crescente ou decrescente.

Uma grande vantagem de utilizar a razdo Ay / Ax é que ela estd
diretamente relacionada a lei de formacao da funcao afim, sendo
inclusive muito utilizada para determinar a lei de formacao a partir do
grafico. Mais precisamente, dada uma funcdo afim f(x) = ax + b, em
relacao aos seus coeficientes, temaos:

‘tz" Assimile
a=Ay/Ax
se a> 0 afungdo é crescente e se a < 0 a fungdo € decrescente;

f(0O)=a.0+b=h.

Vocé pode encontrar a demonstracao da igualdade a =
3y/3x disponivel em: <http://www.professores.uff.br/hjbortol/
disciplinas/2010.1/gma00116/aulas/gma00116-aula-12-4-up-color.
pdf>. Acesso em: 6 nov. 2015.

vz| Exemplificando

Sabendo que os pontos de coordenadas (1,3) e (2,5) pertencem ao
grafico de uma funcdo afim, qual € a lei de formacao dessa funcao?

Resolucéo:

Primeiramente calculamos as diferencas Ay e Ax e o coeficiente a =
Ay/AX:

Ay = flx,) - f(x) =5-3=2;
Ax=x,-x=2-1=1

a=Ay/Ax=2/1=2.
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Substituindo, f(x) = 2x + b e, além disso, f (1) =3 —>2 . 1+ b=3—>2 + b=
3 — b= 1. Portanto, a lei de formacado da funcao é f (x) = 2x + 1

S
4 Facavocé mesmo

3) Volte ao exemplo da Figura 1.10 e determine a lei de formacdo da
fungdo f utilizando as igualdades a = Ay / Ax e b = f(0).

Figura 1.12 | Angulo relacionado a uma
fungdo afim
Angulo associado a uma
funcado afim

f(z)

Atoda funcado afim podemos
associar um angulo 6 que
esta diretamenterelacionado
ao seu grafico. Esse angulo
pode ser medido a partir
da horizontal, no sentido
anti-horario, como ilustra a
Figura 1.12.

Fonte: Os autores

®: Dica
Para visualizar a localizacao desse angulo de forma mais dinamica,

acesse: <Nhttp://tube.geogebra.org/m/1995699>. Acesso em: 06
nov. 2015.

Quando o grafico é de uma funcao afim, ha apenas duas possibilidades
para o angulo 6 formado com a horizontal: 0°< 6 < 90° (a exemplo
do angulo a da Figura 1.12); ou 90°< 6 < 180° (a exemplo do angulo B
da Figura 1.12). Se 6 = 0°, ou seja, se o grafico for horizontal, a funcao
é denominada constante e sua lei de formacao ¢ f(x) = b, em que b
pertence a R (R conjunto dos numeros reais). Se 6 = 90°, ou seja, se 0
grafico for vertical, ndo se trata de uma fungdo, mas de uma relacao.

Zero e sinal da funcdo afim

Observe na Figura 1.13 que o grafico de f(x) = ax + b cruza o eixo
horizontal (eixo x) no ponto P. E perceptivel que a ordenada de P &
igual a 0, ou seja, y = 0. Mas e a abscissa de P, qual € seu valor? A
abscissa de P é o que denominamos zero da fungao.

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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&z” Assimile

O zero de uma funcdo f(x) € o valor x, tal que f(x°) = 0.

! Atencao

Alguns livros utilizam a denominacgao raiz no lugar de zero. Contudo,
O mais comum € dizer que funcdes possuem zeros e equacdes
possuem raizes.

Figura 1.13 | Ponto de intersecdo com o eixo x

y
N

Fonte: Os autores

Para uma fungao afim, se x, € o seu zero, temos:

Na linguagem matematica, para f(x) crescente, temos:

fl@) —f(z0)

el 0 quando x, < x ou, ainda, f(x) - f(x,) > 0 — f(x) >

(a)
f(x.) =

0

f(ao) —f (@)

(b) sz >0 quando x < x, ou, ainda, f (x,) - f(x) >0 - f (x) <
f(x,) = 0. Simplificadamente, se f(x) € crescente e f(x ) = O, f(x) > O para
x> X, e f(x) < 0 para x < x,. A mesma analise pode ser feita para o caso
de f(x) decrescente e ambos 0s casos estao ilustrados na Figura 1.14.

De modo mais simples, para a regido do plano cartesiano em que
o grafico de f(x) esta acima do eixo das abscissas, isto &, f(x) tem
valores maiores que zero, diz-se que o sinal da funcdo € positivo. E
para regi®es em que f(x) < 0, diz-se que a funcado tem sinal negativo.
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Figura 1.14 | Sinal da funcao afim: (a) f(x) crescente; (b) f(x) decrescente

Y. Y

—+

+
/(x) >0 « fl@) >0\m) %
f(z) <O/JT(J ‘ \f(z) =)

Fonte: Os autores
v=| Exemplificando
Dada a fungao f(x) = 5x — 10, determine:
a) o zero;
b) os valores de x para os quais f(x) > O;
c) os valores de x para os quais f(x) < 0.
Resolucéo:

Lembre-se de que o zero da fungado € um valor x, tal que fx,) = 0. Alem
disso, se a funcdo € crescente, f(x) > 0 para x > x° e f(x) < O para x < X,
Aplicando estes conceitos, temos:

a) f(x) = 0—5x,-10 = 0 - 5x, = 10 = x, = 10/5 = 2. Logo, 2 ¢ o zero

0

de f(x).

b) Como a fungdo é crescente (pois a = 5 > 0), f(x) > O para todos os
valores x > x, = 2.

¢) f(x) < O para todos os valores x < x; = 2.

Q Dica

Esboce o grafico da funcao e verifique as respostas graficamente.

U9 Pesquise mais

Veja mais sobre funcdes e, em especial, fungdes afim em:<http://
cejarj.cecierj.edu.br/material_Limpresso/matematica/ceja_matematica_
unidade_6.pdf>. Acesso em: 10 nov. 2015. E acesse também este
link:  <http://cejarj.cecierj.edu.br/material_Limpresso/matematica/ceja_
matematica_unidade_9.pdf>. Acesso em: 10 nov. 2015.
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Sem medo de errar

Vamos retomar o problema proposto no inicio desta secao:
imagine-se como o dono da fabrica de bonés e suponha que vocé
deva convencer seu socio a expandir o negocio. Para isso, vocé deve
fazer uma apresentacao contendo:

a) Um grafico com os lucros/prejuizos para cada quantidade
produzida;

b) Determinar intervalos de produgao para os quais ha lucro
OU prejuizo;

c) O lucro do trimestre com o aumento da producdo dos atuais
600 bonés para 1200 bonés ao més, com acréscimo de producdo de
200 bonés mensais.

Primeiramente, para esbocar um grafico com o lucro/prejuizo,
€ necessario construir a funcao lucro L(x) = R(x) — C(x), ou seja, a
diferenca entre a receita e o custo de producao.

E% Lembre-se

Na secao anterior (Secdo 1.1) vocé estudou que a funcéo receita era R(x)
=30 . xeafuncdo custo C(x) = 9000 + 20 . x, em que x € a quantidade
de boneés.

Logo, dado R(x) = 30 . x e C(x) = 9000 + 20.x, a funcao lucro é
L(x) = 30 . x- (9000 + 20 . x) = 10x - 9000. Podemos construir uma
tabela com alguns valores de x e 0s respectivos lucros/prejuizos
para esbocar o grafico, como na Figura 1.15. Com isso resolvemos
o item (a).

Figura 1.15 | Gréafico de L(x) = 10x - 9000

5000 X L(x)
4000 400 5000
3000 a
2000 600 | -3000
1000
0 800 | -1000
~1000 1000 | 1000
-2000
-3000 1200 | 3000
-4000
-5000 1400 | 5000

Fonte: Os autores
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Foi tracada uma linha junto ao grafico de L(x) para melhorar a
visualizacdo. Entretanto, o correto, nesse caso, seriam somente
pontos isolados, pois sO faz sentido para essa funcao a atribuicao de
valores inteiros para x, pois se trata da quantidade de bonés produzida.

Observe que o grafico de L(x) cruza o eixo x no ponto de
coordenadas (x,,0), em que x, € o zero da fungéo. Para este problema
o zero da funcado indica a quantidade produzida para a qual nao ha
lucro nem prejuizo. Para quantidades maiores que x, ha lucro e para
quantidades menores, prejuizo. Para determinar x, resolvemos a
equagao L(x,) = 0, como segue: L(x,) = 0— 10x, - 9000 = 0 — 10x,
= 9000 — x, = 9000/10 = 900. Portanto, ao produzir 900 bones o
lucro é zero, ao produzir menos de 900 ha prejuizo e, ao produzir
mais, ha lucro, ficando resolvido o item (b).

Para chegar a 1200 bonés ao més, a producao deve aumentar 200
bonés por més nos proximaos trés meses, sendo produzidos um total
de: 800 bonés no primeiro més; 1000 bonés no segundo més; 1200
bonés no terceiro més. Logo, o lucro no trimestre sera dado pela
expressao L(800) + L(1000) + L(1200). Temos:

L(80O) + L(1000) + L(1200) = 10 . 800 - 9000 + 10 . 1000 - 9000
+10.1200 - 9000 = - 1000 + 1000 + 3000 = 3000

Portanto, respondendo o item (c), havera um lucro de RS 3000,00
no trimestre.

®: Dica
Pense no fato de um dia vocé estar em uma empresa e ter de convencer
alguém a concordar com suas ideias. Uma demonstracdgo com
embasamento matematico, como a apresentada, Ndo seria muito mais
convincente? Pense em como mostrar suas ideias na forma de uma
apresentacdo com dados, tabelas e graficos!

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.
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Melhor Negocio

1. Competéncias de
fundamentos de
Area

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar funcdes
e graficos do 12 e 22 grauy, além de fungdes exponenciais,
logaritmicas e trigonometricas.

2. Objetivos de
aprendizagem

Determinar uma funcgdo cuja analise de sinal resolva o
problema proposto.

3. Conteudos rela-
cionados

Sinal da fungdo afim.

4. Descricao da SP

Uma empresa de aluguel de veiculos possui duas opcdes
de locagao:

12) R$ 90,00 a diaria livre de quilometragem.

228) RS 40,00 a diaria mais RS 0,50 por quildmetro rodado.
Um cliente vai até essa empresa para saber as seguintes
informacdes:

a) Para quais distancias ¢ mais vantajosa a 12 opcéo? E a
28 opgao?

b) Para qual distancia percorrida no dia ambas as opcdes
geram o mesmo custo?

Imagine que voce seja o funcionario dessa empresa.
Como orientar o cliente?

5. Resolugédo da SP

Perceba que ha uma semelhanga entre esse problema e o
da fabrica de bonés. A primeira pergunta que voceé deve se
fazer €: quais fungdes relacionam a distancia percorrida e
O preco a pagar para ambas as opgdes de locagdo?
Vamos denotar por f e g as fungdes para a 12 e 22 opcdes,
respectivamente, e por x a distancia percorrida. Temos:
flx) = 9000 (fungdo constante, pois independe da
quilometragem);

g(x) = 40,00 + 0,50x (custo fixo de RS 40,00 mais custo
variavel de RS 0,50).

Agora considere a funcdo diferenca d(x) = f(x) - g(x) =
90,00- (40,00+ 0,50x) =- 0,50x + 50,00. Se para dado x a
diferenca for:

- negativa, € mais vantajosa a 12 opgéo, pois d(x) < 0 —»
f(x) = g(x) < 0 — f(x) < g(x);

- positiva, € mais vantajosa a 22 opcdo, pois dx) > 0 —
f(x) = gx) > 0 — f(x) > g(x);

- nula, ou seja, igual a zero, ambas as opgdes geram O
mesmo custo, pois d(x) = 0 — f(x) — g(x) = 0 - f(x) = g(x).
Sendo x,, o zero de d(x), temos: d(x,) = 0 — -0,50x, + 50,00
= 0 - 050x, = 50,00-z= 45 =100 Portanto, para 100
quildmetros percorridos no dia, O custo € 0 mesmo em
ambas as opg¢des (ficando respondido o item (b)).
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Como o coeficiente angular de d(x) ¢ a = -050 < O, a
funcéo € decrescente e, como consequéncia, positiva a
esquerda de x, = 100 e negativa a direita desse mesmo
valor. Podemos concluir a partir disso que para distancias
menores que 100 quildometros (x<x, = 100) € mais vantajosa
a 2% opcéo, e para distancias maiores (x>x, = 100) € mais
vantajosa a 12 opcao (ficando respondido o item (a)). Essa
conclusdo pode ser observada na Figura 1.16.

Figura 1.16 | Gréfico de d(x) = -0,50x + 50,00
40

20
0

-20

-40

Fonte: Os autores

Faca valer a pena

1. Estimou-se que em 22 dias foram desperdicados 57,2 litros de agua por
uma torneira pingando. A partir dessa estimativa pode ser desejado saber o
quanto é desperdicado em 4 dias, em 37 dias ou em x dias. Pensando nisso,
assinale a alternativa que relaciona a quantidade de dias (x) e o volume de
agua (V(x)) desperdicado por essa torneira:

a) V(x) = 4x. d) V(x) = 3,4x.
b) V(x) = 22x. e) V(x) = 37x.
c) V(x) = 2,6x.

2. Lembre-se de que funcdo afim é aquela cuja lei de formacao é f(x) = ax
+ b, em que a e b sdo os coeficientes. Sendo o coeficiente linear iguala 2, o
coeficiente angular igual a -1 e dado x = 4, assinale a alternativa que contém
as coordenadas de um ponto pertencente ao grafico de f:

a) (4.3). d) (4,-2).
b) (4,-3). e) (4,0).
c) (4.1).

3. O preco de uma corrida de taxi € composto pelo valor da bandeirada (RS
5,00) mais um valor variavel que depende da distancia percorrida (RS 3,00/
km). Considerando essas informacdes e que por determinada corrida foram
pagos RS 29,00, qual foi a distancia percorrida?

a) 5 km. c) 9 km. e) 12 km.

b) 8 km. d) 10 km.
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Secao 1.3

Funcao quadratica

Dialogo aberto

Lembra-se que na aula anterior vocé precisava convencer seu
socio a aumentar o investimento na fabrica de bonés e ampliar os
negocios? Pois ¢, o resultado foi melhor que o esperado. Vocés
sairam do prejuizo de quando produziam 600 bonés ao més e
comecaram a ganhar dinheiro ao produzir 1200. Seu socio ficou
tao feliz que vocés aumentaram ainda mais a producado, chegando
a 2400 bonés por més.

Com uma boa margem de lucro, agora € seu sdcio quem quer
convencé-lo a ampliar 0 negocio ainda mais aumentando © espaco
fisico, indo dos atuais 300 m? (como mostra a Figura 1.17) para 750
m? futuramente. Devido aos equipamentos que estdo instalados e
O terreno onde o galpao se encontra, o plano € aumentar tanto o
comprimento quanto a largura em um valor x ainda desconhecido,
conforme Figura 1.18. Como seu socio ndo entende tanto do assunto,
pediu para que vocé determinasse a medida x que deve ser acrescida
e o custo desse investimento, uma vez que se estima o valor de RS
725,85 por metro quadrado a ser construido.

Figura 1.17 | Galpéo Figura 1.18 | Esboco do projeto

15m

Fonte: O autor Fonte: O autor

Aqui vao algumas dicas: para resolver este problema vocé
precisa estudar um novo tipo de funcdo, a quadratica. Além disso,
para facilitar todo o processo, vocé pode se focar em responder as
seqguintes perguntas:
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a) Que funcdo relaciona a medida x e a area total do galpdo,
incluindo a atual? E qual funcao relaciona x com o valor do
investimento? Quais os graficos dessas funcdes?

b) Qual medida x proporcionara uma area total de 750 m??
Bons estudos e sucesso neste planejamento!

Nao pode faltar!

As funcdes quadraticas sdo uma classe de funcdes muito utilizadas
em problemas de calculo de area, em calculos de erro, no estudo
do movimento de projéteis, entre outros. Assim como a funcao afim,
essa tambéem é uma funcado polinomial, mas de grau 2, motivo pelo
qual é conhecida popularmente como de 2° grau. Segundo lezzi et
al. (1977, p. 123):

6&9 Assimile
Uma aplicacdo (ou relacéo) f de R em R recebe o nome de funcao

quadratica ou do 22 grau quando associa a cada z € R o elemento (ax?
+bx+c)dR emquea=0.

Alternativamente, podemos dizer que uma funcao quadratica
£R-R ¢é aquela cuja lei de formacdo é f(z) =az’+br+c CcOm a
# 0. Os valores a, b e ¢ sdo denominados coeficientes e ax? é o

termo dominante.
& Reflita
[e)

Por que para definir a funcao quadratica € especificado que a = 07

Uma caracteristica importante das funcdes quadraticas € seu
grafico, que apresenta uma curva plana denominada parabola
(SODRE, 2010, p. 1). Para definir uma pardbola sdo necessarios
dois objetos, uma reta diretriz e um ponto que chamamos de
foco, conforme Figura 1.19. Nao abordaremos aspectos formais da
construcao de uma parabola, mas vocé pode se aprofundar neste
assunto acessando: <http://mathworld.wolfram.com/Parabola.html>.
Acesso em: 14 nov. 2015.
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Para compreender melhor o grafico de uma funcdo quadratica, veja
0 exemplo a sequir.
Figura 1.19 | Parabola

Eixo de simetria

Diretriz

Fonte: Os autores
v=| Exemplificando
Esboce o gréfico da funcdo f(x) = x° - 4x + 5. Resolugdo:

Primeiramente construimos um quadro com alguns valores de X, 0s
respectivos y = f(x) e as coordenadas (x,y). Observe:

X |y="fx=x-4x+5 |(xy X |y=fx)=x-4x+5 |[((xy

124D +5=10 |(-L,10) [ |3 [3?-43+5=2 (3,2)

0 [0°-40+5=5 (0,5) 4 |4-44+5=5 (4,5)

1 [1?-41+5=2 (1,2) 5 (5-45+5=10 (5,10)
2 [22-42+5=1 2.1)

Com base nas coordenadas calculadas, marcamaos 0s pontos e tracamaos
a parabola, conforme Figura 1.20.

Figura 1.20 | Grafico de f(x) = x> - 4x + 5

y (5, 10)
1,10 1° ¢ “ 101"
9
8 8
7
®0.5) A
50
4 “.9) 4
3 3
(1,2)
2
f .(3' 2 1
o (2, 1) X 0 X
-2 -1 o 1 2 3 4 5 -2 - 0 1 2 3 4 5

Fonte: Os autores
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Observando a Figura 1.20, ha alguns elementos importantes: o ponto de
coordenadas (2,1) € o vértice e a linha vertical x = 2 € o eixo de simetria

da parabola.

No caso do exemplo anterior, dizemos que a parabola tem
concavidade para cima, e isso é controlado pelo coeficiente
do termo dominante, ou seja, o valor de a. Veja a seguir alguns
graficos de fungdes quadraticas da forma f(z) =az’— 4z +5 para
a >0 (Figura 1.21 (a)) e para a<0 (Figura 1.21 (b)).

Figura 1.21 | Gréficos de f(x) = ax? - 4x + 5 para varios valores de a: (a) a>0 (b) a<0
y o~

I~
/] I
SAES] S

0 X 0
0 5 10 -10 5
\/ % ©
S S ~[ o
! I ! o
. ] ] uloonlon
c s of o ol S
Fonte: Os autores

Perceba na Figura 1.21 que, quanto mais proximo de zero esta o
valor de a, mais “aberta” € a parabola e, quanto mais distante, mais

‘fechada”. Alem disso:
& Assimile
L4
Se ovalorde a é:
« Positivo, a > O, a concavidade da parabola é voltada para cima;
» Negativo, a < 0, a concavidade da parabola € voltada para baixo.
Observe ainda na Figura 1.21 que, em todos 0s casos, o ponto
de coordenadas (0,5) pertence ao grafico de f(x) = ax?-4x +5 e

que isso se deve ao fato de o coeficiente c seriguala 5. Veja: se x =
0, temos f(0) = a.0°-4.0 + 5 = 5, ndo importando o valor de a ou b.

& Assimile
4
O coeficiente ¢ é igual a ordenada do ponto de intersecdo do grafico de

f(x) = ax? + bx +c com o eixo y.
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Assim como podemos determinar a lei de formag¢do de uma
funcdo afim observando seu grafico, tambem €& possivel fazer o
mesmo com uma funcdo quadratica. Veja um exemplo.

vz| Exemplificando

Determine a lei de formacao da fun¢do quadratica cujo grafico €
apresentado na Figura 1.22.

Figura 1.22 | Grafico de f(x)

Fonte: Os autores

Resolucao:

Observe que o ponto de intersecdo do grafico de f(x) = ax? + bx +c
com o eixo y possui coordenadas (0,-3). Logo, ¢ = -3 e f(x) = ax® + bx -3.
Além disso, como os pontos de coordenadas (1,0) e (-1,-2) pertencem
ao grafico de f(x), temos:

f(1)=0—a.1° + b.1-3=0—a + b-3=0—a+b=3;

f(-1)=-2—a.(-1)*+b.(-1)-3=-2—a-b-3=-2—a-b-3=—2—a-b=3-2=1.
atb=3

=== 1

Adicionando as equacdes, temos: @+ b) + (@a-b)=3+1>2a=4—>a
=4/2=2 Coma=2obtemos:a+b=3-2+b=3->b=1L

Segue que a e b sdo tais que {

Por fim, concluimos que f(x) = 2x? +x -3.

Para compreender melhor a relacdo entre os coeficientes da funcdo
quadratica e seu grafico, acesse o objeto disponivel no link: <http://
tube.geogebra.org/m/2078515>. Acesso em: 16 nov. 2015.
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Zeros da funcao quadratica

@ Lembre-se

Na secdo anterior vocé aprendeu que denominamos zero da funcao o
valor da abscissa do ponto de intersecdo do grafico com o eixo x. No
caso, x, sera um zero de f(x) se f(x) = 0. Alem disso, para uma fungao
afim f(x) = ax + b, o Unico zero era x,= -b/a.

Observe agora na Figura 1.22 que o grafico de f(x) = 2x? +x -3 corta
O eixo em dois pontos, € nao somente em um, como na funcao
afim. Entretanto, nem sempre isso ocorre. O grafico de uma funcao
quadratica pode tocar o eixo das abscissas em dois, em um ponto ou
até ndo o tocar, como mostra a Figura 1.23.

Figura 1.23 | Zeros de uma funcdo quadratica: (a) dois zeros; (b) um zero; (c)

nenhum zero

Y, y
a <0 a>0

~<

a > ()

6>0 a<0 / a<0

Fonte: Os autores

Para obter os zeros de uma funcao quadratica, quando existem,
utilizamos a férmula do discriminante, popularmente conhecida
como Formula de Bhaskara:

&z” Assimile

Dada uma funcédo quadratica f(z) = az’ + bz + ¢, os valores de x para

os quais f(x) = 0 sdo:
_ b b"—4ac ,

. 2a >
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ou ainda:

_ —b+yb’ —4ac exzz-b-ﬂ)z—élac

2a 2a

Tt

O valor A = b? -4ac é denominado discriminante ou “delta”.

Veja um exemplo de como utilizar a formula do discriminante:
v=| Exemplificando
Dada as funcdes a sequir, determine seus zeros, caso existam:
a)f(x) =x>—6x+5 b) g(x) = 2x° + 12x +18 chix)=x2-2x+3
Resolugdo:

a) Para esta funcdo, os coeficientes séoa =1 b =-6ec =5 Logo o
discriminante serd A = b>-4ac = (-6)°-4 . 1.5 = 36 -20 = 16. Substituindo
o valor A = 16, temos:

Il:w’.:S
_—btyA _—(—=6) /16 _g+4 2
2a 21 2 p:ﬁggzl

Portanto, os zeros de fsdox, =5ex, = 1.

b) No caso da fungéo g, os coeficientes séoa = 2, b = 12 e c = 18. Assim, o
discriminante seréd A = b* — 4ac=12"—4-2-18 =144 — 144=0 €

o 2a 22 1

Portanto, g possui um unico zero e este é x=-3.

c) Para a funcdo h, os coeficientes sdoa =1, b = -2 e c = 3. Com isso,
segueque A=b’-4ac=(-20°-4.1.3=4-12=-8e:

_—bxJA _ —(=2)£/-8
=" T 21

Como V=8 € R, -8€R, isto € ndo ¢ um numero real, a expressdo
anterior nao faz sentido para 0S NUMeros reais e, em consequéncia, a
funcdo h Nnao possui zeros reais.
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! Atencao

No exemplo anterior a fungdo f(x) = x* — 6x + 5 possui discriminante
positivo, A =16 > 0, e dois zeros. Ja a fungdo g(x) = 2x? + 12x + 18 possui
discriminante nulo, A = 0, e um Unico zero. Por fim, o discriminante
da funcdo h(x) = x> — 2x + 3 & negativo, A = -8 < 0, e esta ndo possui
zeros reais.

Esta observacdo € valida para toda funcdo quadratica e pode ser
compreendida geometricamente com a Figura 1.23. Em: (a) o
discriminante € positivo; (b) o discriminante € nulo; (c) o discriminante
€ negativo.

&
4 Facavocé mesmo

1) Determine os zeros e esboce o grafico das funcdes a seguir:

a) f(x) = x> - 8x + 12 b) g(x) = x> + 6x -12

EL(I)' Pesquise mais

Para saber mais sobre as funcdes quadraticas, acesse o material
disponivel no link:  <http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/bitstream/
handle/123456789/465/2011_00355_FABIO_ANTONIO_LEAO_
SOUSA pdf?sequence=1>. Acesso em: 17 nov. 2015.

Alem disso, vocé pode encontrar uma demonstragdo simples da formula
do discriminante em: <http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/funcoes_
modelagem/modulo_IV/fundamentos4f.ntm>. Acesso em: 17 nov. 2015.

Sem medo de errar

Agora que ja tratamos de varios detalhes acerca da funcgdo
quadratica, vamos retomar o problema proposto no inicio desta
secao?

Uma das perguntas que vocé deveria responder era: qual funcao
relaciona a medida x e a area total do galpao, incluindo a atual? Para
comecar, a area de um retangulo € obtida multiplicando as medidas
de dois lados consecutivos. No caso da area atual, a medida 300 m?
€ obtida multiplicando 20 m por 15 m. Para calcular a area futura,
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multiplicamos (20 + x) m por (15 + x) m. Logo, a funcao que relaciona
a medida x, em metros, € a area futura, em metros quadrados, é:

AX) =20+ Xx)(15+x) =R0+x) 15+ (20 +x)x=20.15+x .15+
20 . X + x .x = x% + 35x + 300.

Vocé também deveria obter a funcdo que relaciona a medida
x com o valor do investimento. Para construir determinada area, o
investimento realizado pode ser calculado multiplicando a area
correspondente pelo valor do metro quadrado, que € RS 725,85.
Logo, a fungdo investimento I(x) & obtida multiplicando 725,85 (valor
do metro quadrado) pela area que sera acrescida. Veja:

Area  Valor do metro
acrescida quadrado
! I i -
I(x) = (A(z) — 300) ~‘725,85‘= (z*+ 35z + 300 — 300) - 725,85 = 725,85z + 25404, 75z
= =y /
Area  Area
futura  atual

Para esbocar os graficos de A(x) e I(x), calculamos alguns pares
ordenados, 0s marcamos no plano cartesiano e tracamos a parabola,
como na Figura 1.24.

Figura 1.24 | Area acrescida e investimento: (a) quadro de valores; (b) funcdo A(x); (c)
funcao I(x)

a)
Alx) I(x)
300 |0,00
336 | 26130,60
374 53712,90
414 | 82746,90
456 11323260
500 |145170,00

y
145170,00—- - === === === - ===~

113232,60—+-------------~-

82746,90—---------~

53712,90—---- -~

26130,60—+ - -

[Ga NN RONE NN el Rl I8

| YAV

Fonte: Os autores

Por fim, a ultima informacao que vocé deveria obter € a medida x
que proporcionarad uma area total de 750 m%. Como temos a funcido
area A(x), basta igualar:

A(z) =750 = 2°+ 352 + 300 = 750 = 2° + 350+ 300 — 750 = 0 = ° + 357 — 450 = 0"
flz)

Se definirmos f(x) x? + 35x -450, determinar x para o qual A(x) =
450 ¢ equivalente a calcular o zero de f. Logo:

=l +0’—dac _ —35+35°—4-1-(—450) _ —35+,1225+ 1800 _ -
T _ 5

2a 2 1
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Observe que f possui dois zeros e, portanto, ha também dois
valores de x para os quais Alx) = 450. Contudo, para o problema
pratico, so faz sentido utilizarmos valores positivos, pois x € uma
medida de comprimento.

Concluimos deste modo que, para a area futura do galpdo ser de
750 m?, tanto a largura quanto o comprimento devem ser acrescidos
em 10 m.

J
4 Facavocé mesmo

2) Para x = 10 m, qual € o valor do investimento na reforma do galpao?

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucédo

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Movimento de projéteis

1. Competéncias de | Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar

fundamentos de funcdes e graficos do 12 e 22 grau, além de fungdes
Area exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

2. Objetivos de Aplicar os conhecimentos sobre fungédo quadratica no
aprendizagem estudo do movimento de projéteis.

3. Conteudos

. Fungé&o quadratica; zero.
relacionados

Determinado projétil € langado para o alto e para frente,
descrevendo uma trajetoria parabolica. A equacdo que
fornece a altura do projéetil em fungdo da distancia hori-
4. Descrigdo da SP zontal x a gue ele se encontra do ponto de langamen-
to é flz) 2711—51# 22. Com base nessas informacoes, que
distéancia horizontal o projétil percorrera até que toque
o solo?

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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Vamos primeiramente observar o grafico dessa funcdo na
Figura 1.25.

Figura 1.25 | Grafico de f(x)
20 y
10

0 X

Fonte: Os autores

5. Resolugédo da SP

Note que, apos o langamento, o objeto sobe até certa
altura e cal novamente até atingir o solo num ponto
P sendo a abscissa desse ponto o zero da funcgao.
Calculando o zero, temos:

_ 2274 (—1/15) 0 _ =21 _ _2+2/ —2/15 =0
2-(—1/15) -2/15 —2/10\ —=2=2_ gy
—2/15
O valor de x, corresponde ao ponto de partida e o valor de
X, € a abscissa do ponto P. Portanto, o projétil percorrera
30 m até atingir o solo.

Faca valer a pena

1. Um bloco retangular de concreto tem dimensdes x + 3, x - 2 e x, conforme
Figura 1.26. A funcdo A(x) que fornece a area total da superficie do bloco é:

Figura 1.26 | Bloco
a) Alx) = 4x2 + 4x - 12.

b) A(x) = 6x2 + 4x - 12.
c) Alx) = 6x2 + 4x + 12.
d) A(x) = 4x%+ 4x + 12. 43
e) A(x) = 8x% + 4x - 12.
x
T —2

Fonte: Os autores
2. Uma caixa de papeldo tem suas dimensdes representadas na Figura 1.27.
A funcdo V(x) que relaciona x com o volume da caixa e o respectivo volume
para x = 20 cm s3o: Figura 1.27 | Caixa de papeldo

a) V(x) = 30x% + 180x - 1200 e 12400 cm?.

b) V(x) = 30x% + 160x - 1200 e 14400 cm?.

c) V(x) = 30x% + 180x - 1200 e 14400 cm?.

d) V(x) = 30x2 + 160x - 1200 e 12400 cm?. <,
e) V(x) = 30x% + 180x + 1200 e 14400 cm?. rH10

Fonte: adaptada de <https://pixabay.
com/p-152428>. Acesso em: 17 nov. 2015.
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3. Uma revendedora de cosméticos estima que para um preco de x reais
sao vendidas 5000 — 2x unidades de certo produto mensalmente. Para
este produto ha um custo de RS 10,00 por unidade. Nestas condicdes,
qual € o lucro obtido em um més em que o preco de venda deste produto

era RS 16,007
a) RS 28618,00.
b) RS 16168,00.

)

¢) R$ 50000,00.

d) R$ 29808,00.
)

e) RS 48861,00.

U1 - Funcdo afim e fungdo quadratica
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Secaol4

Sinal, minimo e maximo da funcao
quadratica

Dialogo aberto

Na secdo anterior vocé estudou a func¢ao quadratica, cuja aplicagao
proporcionou uma solucao para o problema da ampliacao do galpao
da empresa. Dos 300 m? que havia de espaco fisico, passou-se
para 750 m? com a ampliacdo, sendo acrescidos 10 m tanto no
comprimento quanto na largura. O galpao atualmente possui 30 m
de comprimento por 25 m de largura.

Vocé ainda pdde calcular o investimento com a reforma por meio
dafuncao | (x) = 725,85 x? + 25404,75 . x. Para o valor x acrescido nas
dimensdes do galpdo, temos: 1(10) = 725,85 . 102 + 25404,75 . 10 =
72585 + 2540475 = 326632,5 RS = 326632,50, isto &, o investimento
com a reforma foi de RS 326632,50.

Apds todos esses gastos, seu socio guer agora recuperar parte do
investimento aumentando o preco de venda dos bones. Atualmente
sao produzidos e comercializados 2400 boneés por més, vendidos
por RS 30,00 cada. Para que tudo ocorra de modo planejado, ele se
adiantou e fez uma pesquisa junto aos consumidores estimando que
para cada x reais acrescidos no preco de cada boné sdo vendidas
(2400 - 60x) unidades por més.

Considerando as informacdes anteriores, qual deve ser o preco de
cada boné para que a receita seja a maior possivel?

Nao pode faltar!

Maximos e minimos

Voceé viu na secao anterior alguns elementos da parabola, entre
eles o vértice, como ilustrado na Figura 1.28. O ponto A € o vértice do
grafico de f(x) = -075x° + 4,5x -3,75 e 0 ponto B é o vértice do grafico
de g(x) = 3x? — 42x + 145. Ambos os graficos possuem eixo de simetria
(linha tracejada) que passa pelo vértice.
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Figura 1.28 | Graficos de fe g
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O fato de uma pardbola ter eixo de simetria significa que o
lado direito da curva € o reflexo do lado esquerdo, ou seja, se
desenhassemos uma parabola em um papel e o dobrassemos sobre
O eixo de simetria, 0os lados da curva se sobreporiam. Observe que
o coeficiente do termo dominante de f(x) = -075x* + 4,5x -3,75 &
negativo e que o coeficiente do termo dominante de g(x) = 3x* —42x +
145 ¢é positivo. Como ja abordado na secao anterior, isso influencia na
concavidade da parabola: o grafico de f tem concavidade para baixo
e o grafico de g tem concavidade para cima. Em decorréncia disso,
ha algo interessante em relacdo ao vértice: no caso do graficode f, o
vértice A é o ponto mais alto da parabola e, no caso do grafico de g,
o vertice B e o ponto mais baixo da parabola. Isso pode ser observado
para toda func¢do quadratica e esta de acordo com 0 exposto a sequir:

X
8

=)

Fonte: Os autores

(tz” Assimile
Seja f(x) = ax® + bx + ¢ uma fungdo quadratica. Se:

*a >0, o grafico tem concavidade voltada para cima, e o vértice € seu
ponto mais baixo;

» a < 0, o grafico tem concavidade voltada para baixo, e o vértice € seu
ponto mais alto.

Essa percepcdo grafica em relacdo a funcao quadratica auxilia
no entendimento de um conceito estudado para qualquer funcao:

“3” Assimile

Uma fungdo flx) possui um maximo em x pertencente a um intervalo |,
se f(x ) > f(x) para todo x € |. Nesse caso, f(x ) serd o maior valor alcangado
(valor maximo) pela fungdo nesse intervalo.
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De modo semelhante, uma fungdo f(x) possui um minimo em x
pertencente a um intervalo |, se f(x ) < f(x) para todo x € I. Nesse caso, f(x )
serd o menor valor alcancado (valor minimo) pela fun¢do nesse intervalo.

Em ambos os casos, dizemos que os valores sao extremos da funcao.
No exemplo da Figura 1.28, A € um ponto de maximo e B € um ponto

de minimo. Para uma func¢do quadratica, as coordenadas do vértice
sdo (x,y ) emquex €o xdovertice" ey, 0"y do vértice".

Como a pardbola é simétrica em relacdo ao seu vértice, seqgue
que f(x -1) = f(x +1), como mostra a Figura 1.29. Com base nessa
igualdade, temos:

Figura 1.29 | Simetria da parabola

flzo—1) = flz, +1)

Yv

Fonte: Os autores
a(z-—1)*+blz:—1)+c=alz-+1)°+b(z-+1) +¢
g’ —2ax-+ A+ bt — b+ =g’ + 2axe + £+ Pt + b+ f

— 2ax-—b=2ax-+b
—b—b=2az+ 2az-
— 2b = 4ax-

Daultimaigualdade, seque que z+ =*%=~%. Comessapropriedade

e as observacdes anteriores, podemos enunciar © seguinte:
(tz" Assimile

Dada uma fungdo quadrética f(x) = ax? + bx + ¢, o vértice de seu grafico
tem coordenadas (- b/ 2a, f (- b/ 2a).
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Ndo entraremos em detalhes, mas pode ser demonstrado que X,

=-b/2aey, =-A/4a.
D Reflita
o

Como podemos deduziry, = -A/ 4a a partir de x, = -b/2a e f(x) = ax? +
bx +c?

v=| Exemplificando

Dada a funcéo quadratica f(x) = 2x? - 4x +8, determine as coordenadas
do vértice de seu grafico e se este € um ponto de maximo ou de minimo.

Resolucdo:

Para esta funcdo temosa =2, b =-4ec = 8. Logo:

A A T R
oo A b —dac_ (C4)'-4:2°8_ 16-64 16-64_ (=48 .
¥ " 4a 1a 12 3 3 ]

Portanto, as coordenadas do vértice sdo (1,6).

Como a = 2> 0 o grafico de f possui concavidade voltada para cima,
o que implica que seu vértice é um ponto de minimo. Nesse caso, f(1)
= 6 € o menor valor (minimo) assumido pela fungdo.

Sinal da funcao quadratica

Observe na Figura 1.30 as funcdes f, g, h, p, g, r. A partir do
exposto Nna se¢ao anterior e analisando os graficos, segue que as
funcdes f e p possuem dois zeros reais cada (A > 0), as funcdes
g € g possuem um unico zero cada (A = 0) e as fungbes h e r
ndo possuem zeros reais (A < 0). A partir de uma analise grafica,
podemos ainda afirmar que:

h(x) >0 (é positiva) no intervalo (-o0,+00) = R, pois seu grafico esta
totalmente acima do eixo x;

r(x) <0 (é negativa) no intervalo (-o0,+00) = R, pois seu grafico esta
totalmente abaixo do eixo x;

g(x) > O nos intervalos (-o0,x,) € (x,, +oo), em que g(x) = 0 (na
Figura 1.30, x, = 7);

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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g(x) < 0 nos intervalos (-e0,x,) € (x,, +oo), em que g(x,) = 0 (na
Figura 1.30, x, = 7);

f(x) >0 em (-o0,x)) € (X,, +o0), f(x) <O em (x,, x,) e f(x) = f(x,) = 0 (na
Figura 1.30, x,= 1 e x,= 3);

p(x) >0 em (-o0,x,) € (x,, +00), p(x) <0 em (x,, x,) € p(x)) = p(x,) = 0
(na Figura 1.30, x,= 1 e x,= 3).

Figura 1.30 | Func®es quadraticas

y

9 10 11 12 13 14 15 16

Fonte: Os autores

v=| Exemplificando

Dada a funcéo f(x) = -x> +2x + 3, faga o estudo dos sinais e determine se
f possui um valor maximo ou um minimo e especifique esse valor.

Resolucao:

Como para esta fungdo a = -1 < 0, a concavidade de seu grafico &
voltada para baixo. Em consequéncia, o vertice € o ponto mais alto do
grafico, tornando-o um ponto de maximo. Além disso, comob =2 ec
= 3, temos:

A=b’-4ac=2?-4 (-1) . 3=4-(-12) =16 >A=16>0.
Figura 1.51 | Esboco Como o discriminante € positivo, a fungao
Y ov possui dois zeros reais, além de seu grafico
interceptar o eixo da ordenadas no ponto
de coordenadas (0,3), pois ¢ = 3. Com essas
informacdes, podemos inferir que o grafico
da fungdo é semelhante ao esboco da Figura
xl[ 0 \mQ X, 131 Calculando os zeros de f, temos:
f

Fonte: Os autores
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_=b+yA _ —2+\/_ 244_2 __;;

2a 2-(—1) -2 =2

o b=yA -2 J_ —9-4._
2a 2-(— —2

Logo, f(x) > 0 em (-oo, - ) e (3, +o0), f(x) <0 em (-1, 3) e f(-1) = f(3) = O.

ki 25 |

=—6_g.
—5 =3

Para determinar o maximo de f, precisamos primeiramente do valor de x ;

Com isso, o valor maximo de fsera f(x ) = f(1) = 12+ 2 1+ 3 =-1+2 +
3=4

)
4 Facavocé mesmo

1) Dada a fungéo f(x) = x* + 6x + 5, fagca o estudo dos sinais e determine
se f possui um valor maximo ou um minimo e especifique esse valor.

E[9 Pesquise mais

Vocé pode investigar de forma mais dinamica a relagdo entre os
coeficientes da fungdo quadratica e seu sinal com o objeto disponivel no
link: <https://www.geogebra.org/m/171465>. Acesso em: 24 nov. 2015.

Além disso, para ver mais sobre as funcdes quadraticas, principalmente
quanto a maximos e minimos e ao sinal, acesse: <http://www.fund198.
ufba.br/apos_cnf/funcaoc4.pdf>. Acesso em: 24 nov. 2015.

Sem medo de errar!

Vamos retomar o problema proposto no inicio da secao:
atualmente sao produzidos e comercializados 2400 bonés por
més e estes sdo vendidos por RS 30,00 cada. Além disso, seu socio
estimou que para cada x reais acrescidos no preco de cada bonée
séo vendidas (2400 — 60x) unidades por més. Com todas essas
informacdes, como calcular o preco de cada boné para que a
receita seja a maior possivel?

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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Vamos interpretar o problema: obter a maior receita possivel € o
mesmo que obter a receita maxima. Desse modo, se conseguirmos
construir uma funcao receita gue modele toda essa dinamica,
obter a receita maxima € o mesmo que calcular o valor maximo
da funcdo. Considere que o preco do boné, que atualmente é de
RS 30,00, seja acrescido em x reais. O novo prego sera:

30,00 + T
Preco atual Acréscimo

Com o boné nessa faixa de preco, sao vendidas (2400 - 60x)
unidades. Lembre-se de que a funcdo receita € obtida multiplicando
a quantidade vendida pelo preco, logo:

R(z) = (2400 — 602! ' (30 + )
Receita Quantidade Preco

Desenvolvendo os calculos, temos:

R(x) = (2400 - 60x) (30 + x) = (2400 - 60x) 30 + (2400 - 60x) x
= 72000 - 1800x + 2400x - 60x?

Portanto, R(x) = -60x? + 600x + 72000.

Depois de interpretar o problema, podemos resolvé-lo com o
auxilio da funcao receita: para essa funcado, temos a = -60 < 0 e,
conseguentemente, essa funcao possui um valor maximo atingido
em x, = b/2a = 600 / (2 (- 60)) = -600/(-120) = 5. Esse ¢ o valor
que pode ser acrescido no preco atual do boné para alcancar a
receita maxima. Como o preco atual € RS 30,00, o novo valor sera
RS 35,00, ficando resolvido o problema.

&
4 Facavocé mesmo

2) Qual serd a receita maxima?
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as ativi-
dades e depois as compare com as de seus colegas.

Area maxima

1. Competéncias de
fyndamentos de
Area

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar funcdes
e graficos do 12 e 22 grau, além de fungdes exponenciais,
logaritmicas e trigonometricas.

2. Objetivos de
aprendizagem

Utilizar o conceito de maximo e minimo de uma fung¢édo na
resolucdo de problemas de otimizagao.

3. Conteudos
relacionados

Maximos e minimos.

4. Descricao da SP

Uma area retangular sera cercada com tela em trés lados,
sendo que no quarto lado sera utilizado um muro ja ex-
Istente, conforme Figura 1.32.

Figura 1.32 | Area a ser cercada

T Cercado T

Fonte: Os autores

Se ha 40 metros de tela disponivel, quais serao as di-
mensdes do cercado que possui area maxima?

5. Resolugédo da SP

Observe que este problema possul uma restricdo: a quan-
tidade de tela disponivel, 40 m. Considerando um cercado
retangular de x de largura e y metros de comprimento, sua
area sera A = xy. Utilizando a restricdo do problema, x + vy
+x=40 > 2x+y =40 > y =40 - 2x, temos que a fungao
area sera:

A=xy = AlX) =x(40 - 2x) = -2x* + 40x.

Determinar a area maxima € o mesmo que determinar o
maximo da funcéo A(x), que ¢ atingido em x, = -b/22 = -40
/(2.(-2))=-40/(-4) =10.Se x = 10, temos y =40 - 2 .10 =
40 - 20 = 20. Por fim, concluimos que o cercado com area
maxima tera 20 m de comprimento por 10 m de largura.

U1 - Fungdo afim e fungdo quadratica
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Faca valer a pena

1. Um aspecto muito interessante em relacdo as funcdes consiste em seus
valores extremos, que podem ser minimos ou maximos. Para as funcdes
quadraticas, sabemos se um valor extremo sera um minimo ou um Mmaximo
apenas observando seus coeficientes.

Em rglacéo aos ;/alores extremos, as funcdes
fle) =2"+ 2z, g(a) =—22"+3 ¢ p(z)=42’—52—8 possuem,
respectivamente:

a) maximo, minimo e maximo.
b) minimo, maximo e minimo.
C) maximo, maximo e minimo.
d) minimo, minimo e maximo.
€) minimo, Maximo e maximo.

2. Os gréficos das funcdes Figura 1.33 | Funcdes fe g

f(z)=*§IQ+4z+c e g(z)=2"—6x+11 \{y
D
7

possuem O mesmo Vértice, conforme
Figura 1.33. Nesse caso, qual € o valor do
coeficiente ¢ da funcao f? 0 x

— _ 0
a) -4. c) -1 e) -5. )/ \

b) -2. d) -3.

Fonte: Os autores

3. Determinado trecho de uma montanha-russa tem seu trilho a uma altura
f(x) = 0,1x> — 2x + 14, com x pertencente ao intervalo (0,20), em metros.
Nesse trecho, qual é a altura do trilho no seu ponto mais baixo, considerando
0 eixo das abscissas como sendo o solo?
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Unidade 2

Funcoes trigonomeétricas

Convite ao estudo

Qual € a importancia da trigonometria?

Caro aluno, uma questao que sempre deve instigar reflexdao
€: para que serve o que estou estudando? E a trigonometria €
um caso classico de conhecimento que nasceu da necessidade
do ser humano de resolver problemas do seu cotidiano, sendo
uma das areas de estudo mais antigas da Matematica. Ha mais de
2.500 anos 0 homem vem desenvolvendo maneiras de calcular
O movimento dos corpos celestes, mapear 0s mares e projetar
construcdes, e tudo isso necessita do estudo de trigonometria.

De maneira mais abrangente, pode-se dizer que a forma de
um objeto € tdo importante na determinagao de sua resisténcia
e funcionalidade quanto o material que o constitui.

Na natureza, s3o inumeros os exemplos de formas geometricas
interessantes, como a do ovo, Capaz de suportar o peso de dezenas
de quilos, mas ¢é perfurado de dentro para fora pelo delicado bico
do pintinho, ou as teias de aranha (Figura 2.1), que sdo construidas
com fios de espessura e distanciamento relativos a escolha feita
pela aranha do tamanho de suas vitimas.

Muitas destas formas geomeétricas nos passam despercebidas,
e a beleza ndo esta s6 em nossa compreensao, mas tambem
No uso que podemos fazer delas.

De todas as formas da natureza, o triangulo retangulo € uma
das mais interessantes, pois pode redesenhar muitas outras. Por
este motivo, ele € nosso objeto de estudo nesta secao.
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Figura 2.1 | Aranha e sua teia

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spinnennetzpd.jpg>. Acesso em: 23 out. 2015

Competéncia a ser Objetivos
desenvolvida

» Conhecer o triangulo retangulo e suas
relagdes.

« Aplicar as relagdes trigonometricas a
estruturas e situagdes-problema.

« Compreender a descri¢do de
fendmenos pela associagao destes com
as funcdes trigonometricas.

Conhecer e ser capaz de
desenvolver e interpretar
fungdes e graficos do 12 e
2° grau, alem de fungdes
exponenciais, logaritmicas e
trigonometricas

Com o intuito de aproximar o conteldo que sera abordado
nesta secao com o cotidiano das pessoas, sera apresentada uma
situacdo muito proxima a realidade, na qual muitos elementos
podem, inclusive, ser aproveitados numa busca pessoal pela
estabilidade financeira.

Seno, Cosseno e Tangente sao amigos ha muito tempo.
Aléem dos nomes estranhos, possuem algumas outras coisas
em comum, sem contar as diferencas que se complementam.
Estes trés amigos moram numa cidade de meédio porte, na
Regido Sudeste do Brasil, e, buscando um novo nicho de
mercado, resolveram abrir uma empresa com o nome SABC
(Solucdes Ambientais de Baixo Custo), propondo a instalacao
de painéis solares, sistemas de arrefecimento, otimizacdo do
sistema hidraulico das construcdes e outras inovacdes, tudo
pela metade dos precos normalmente cobrados pelas empresas
ja estabelecidas no mercado. Entretanto, depararam-se com
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algumas situacdes cujas solugdes exigem conhecimentos de
trigonometria, como estimar o tamanho das placas solares,
conforme a inclinacdo dos telhados das casas, € a altura das
caixas d'agua, bem como estruturas baseadas no tamanho
e na posicdo das janelas e portas das casas, a fim de sugerir
uma maneira de bloguear eficientemente os raios solares
gue sobreagquecem o interior das casas no verdo. Esses
conhecimentos também sao importantes para descobrir como
economizar materiais na construcdo do sistema hidraulico,
buscando o menor caminho entre a alimentacdo e os pontos
de consumo de agua.
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Secao 2.1

Trigonometria e aplicacoes

Dialogo aberto
Prezado aluno, seja bem-vindo!

Na primeira unidade deste livro, vimos que funcao € uma relacao
matematica que permite associar um dado com outro, como a
funcdo de primeiro grau, que, entre outros exemplos, foi usada
para relacionar os bonés produzidos e vendidos com lucro, ou as
quadraticas, muito usadas na descricao de estruturas de pontes, de
fendmenos de balistica e ddo forma as antenas ditas parabolicas, para
melhor receber um sinal.

Nesta segunda unidade, também estudaremos func¢des, mas
as que se aplicam, principalmente, a fendmenos ciclicos, ou seja,
repetitivos, como: ondas, péndulos e movimento rotacional. Antes
disso, relembraremos os fundamentos da trigonometria, que incluem
a descricao de um triangulo e as relacdes entre suas partes, conceitos
necessarios na resolucao de problemas envolvendo estruturas e
forcas nas Engenharias, Fisica e Quimica.

Para iniciar, como a trigonometria poder ajudar na elaboracao de
uma solucao para o seguinte problema encontrado pelos trés socios
na empresa SABC?

A luz solar que entra pela janela das casas aquece seu interior, O
gue pode ser bom no inverno. Entretanto, no verao, o aguecimento
do interior das casas pode ser excessivo e incobmodo. Como fazer
para que, de maneira simples e barata, s entre luz direta no interior
das casas no inverno, sem que tenhamos de fechar as janelas, ou
mesmo as cortinas, no verdo? Como esta solucao pode ser aplicada
a outras aberturas da casa?

Uma importante observacao feita pelos socios foi que nos meses
mais quentes do ano o Sol cruza © céu Nnuma posicao mais alta, ou
seja, seus raios estao na vertical, ou proximos dela, e experimentos
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feitos mostraram que os raios solares com alta intensidade, e que
devem ser blogueados, ocorrem quando o Sol deixa uma sombra
com proporcao de 5 para 12 para com um objeto colocado na
vertical (Figura 2.2).

Figura 2.2 | Figura representativa mostrando a sombra de um objeto causada pelo Sol
no momento em que sua radiagdo passa a ser mais intensa

12 cm

5cm

Fonte: Os autores

Lembre-se: como dito no Convite ao Estudo, formas da
natureza podem ser redesenhadas usando triangulos retangulos, e
tudo, mesmo aquilo que é construido pelo ser humano, faz parte
da natureza.

Nao pode faltar

Triangulos sao figuras com trés lados. Mas quantos tipos existem?
Basicamente, podemos classifica-los com relacdo aos angulos
internos ou a medida de seus lados, como na Figura 2.3 e Figura 2.4.

Figura 2.3 | Nomenclatura do tridangulo segundo seus angulos internos

A A\ _a

Acutangulo: possui 3 Retangulo: Possui um Obtusangulo: possui um
angulos menores que 90° angulo igual a 90° angulo maior que 90°
Fonte: Os autores

Figura 2.4 | Nomenclatura do tridangulo segundo as medidas dos lados

AA‘

Equilatero: Isosceles: Escaleno:
3 lados iguais 2 lados iguais lados diferentes

Fonte: Os autores

U2 - Fungdes trigonométricas

63



64

Tomando o tridngulo retangulo como exemplo, como
denominamos seus angulos, lados e arestas? Além de nomes
especificos a algumas situacdes, para os lados (ou arestas) usam-
se letras minusculas; para os vértices, letras maidsculas; e, para os
angulos, letras gregas, como a (alfa), B (beta) e y (gama), como na
Figura 2.5:

Figura 2.5 | Nomenclaturas usadas para as partes que compdem o tridngulo retangulo

B
cateto
oposto
ao

deslocamento

hipotenusa

altura

afastamento cateto adjacente a o

Fonte: Os autores

ﬂ9 Pesquise mais

o Cateto é aquele que cai e, quando estiver oposto ao angulo de
referéncia, recebe o nome de cateto oposto. O cateto adjacente recebe
este nome quando estiver jJunto ao angulo de referéncia.

« Hipotenusa vem do grego hypotenousa, que significa "o que se estende
debaixo”, no caso, do angulo reto, ou seja, aquele que tem 90° e da
nome ao triangulo retangulo.

» Pesquise mais: <http://origemdapalavra.com.br/site/palavras/cateto/>.
Acesso em: 11 jan. 2016.

Ao tentar descrever a natureza com figuras geomeétricas, € possivel
perceber que muitas figuras podem ser descritas pelo aglomerado
de tridngulos retangulos, independentemente se sdo quadradas,
trapezoidais, outros tipos de triangulos ou mesmo esféricas (Figura
2.6), ou seja, este tipo de triangulo seria a unidade formadora das
outras formas planas.

Figura 2.6 | Formas geométricas e seus cortes em triangulos retangulos

L AL AN AT

Fonte: Os autores
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Utilizamos esse principio para resolver problemas de forcas em
estruturas e cabos nas engenharias, acdo conjunta de varias forcas
em Fisica e Quimica, otimizacao de cortes em chapas e tecidos e
para obter as chamadas medidas inacessiveis, feitas a distancia, como
a largura de rios, a altura de montanhas e distancias interestelares.

Iniciaremos nosso  estudo dos triangulos pelas regras de
proporcionalidade e pelo Teorema de Pitagoras, sendo que a
proporcionalidade pode ser aplicada a qualquer triangulo, ja o
Teorema de Pitagoras somente aos triangulos retdngulos.

Proporcionalidade

6&9 Assimile
‘Dois triangulos sdo semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca (Um a um) entre seus vértices de modo que

0s angulos correspondentes sejam iguais € 0s lados correspondentes
sejam proporcionais.” (BARBOSA, 1995, p. 92)

Simplificadamente, se dois triangulos sao semelhantes, ou eles
s30 iguais ou um € uma ampliagao (reducao) do outro. O fato de
dois triangulos serem semelhantes implica que, se dividirmos as
medidas de dois elementos de um dos triangulos e efetuarmos a
divisdo correspondente para os elementos do outro triangulo, os
valores serdo iguais, isto €, se tomarmos um dos triangulos como
referéncia e dividirmos sua altura pela medida da base, o valor obtido
sera exatamente igual ao da divisdo da altura pela medida da base
do outro triangulo (Figura 2.7), ou seja, suas propor¢des ou medidas
relativas s8o as mesmas.

Figura 2.7 | Proporcionalidade entre altura e base de tridangulos semelhantes

6 cm

Fonte: Os autores
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O mesmo ocorre com as divisdes entre as medidas dos lados
correspondentes, ambas tém o mesmo resultado: %=21§

vz| Exemplificando
O caso da escada

Com base no principio de proporcionalidade, € possivel fazer uma
rapida estimativa do tamanho de uma escada em uma casa. Para isso,
€ necessario seguir as recomendagdes de seguranca dos bombeiros e
também a Formula de Blondel. Uma boa propor¢do entre o espelho e
o piso dos degraus desta escada (altura e base) é de 18 cm por 28 cm.
Qual seria, entdo, o afastamento de uma escada que interliga dois pisos
de andares separados por 2,8 m (Figura 2.8)?

Figura 2.8 | Semelhanca de triangulos aplicada para estimar a base de uma escada

28 cm
Lo cm

W I

I . 2,8m

Fonte: Os autores

Pelas regras de propor¢ao, a altura do degrau dividida pela largura
tem valor igual a divisdo da altura da escada pela medida do
afastamento (x), ou seja:

@ _a_18_28_ . . . _28:28
b, b, 28 x = eTxE=

=>x=44m

|:|9 Pesquise mais

Para ver mais detalhes sobre a Formula de Blondel, acesse o link:
<http://www.corpodebombeiros.sp.gov.br/rev_it/IT11.pdf>. Acesso ’
em: 18 nov. 2015.
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Existem outrasrela¢cdes de proporcdo que podem ser correlacionadas?
Sim, qualquer razdo entre comprimentos em um triangulo € igual a
razao correspondente em outro triangulo semelhante. Veja algumas
na Figura 2.9.

Figura 2.9 | Outras relacdes de proporcéo para o triangulo retdngulo

h, h,
a a,
b1
bz
Fonte: Os autores
a, az ai az by b,

by b, hy hy o hy Ry

Teorema de Pitagoras

Na segunda metade do seculo VI a.C., Pitagoras fundou em
Crotona uma confraria cientifico-religiosa com a finalidade de estudar
a harmonia do cosmo e libertar a alma humana pelo seu esforco
em estudar a estrutura numérica das coisas (OS PRE-SOCRATICOS,
2000). Nesta sociedade, Pitagoras se estabeleceu professor, fundando
a primeira universidade do mundo, foi o primeiro a usar as palavras
mathematike, e philosophia, além de ter sido o primeiro a realizar um
experimento cientifico (SIMMONS, 1987).

Na visdo dos pitagoricos, sendo a harmonia do cosmo dada
pela presenca do divino e explicada pelas relacdes geometricas
e numeéricas, o0 menor triangulo retangulo com lados de medidas
inteiras possivel deveria ser perfeito. Entretanto, os comprimentos dos
lados desse triangulo pareciam gerar uma distribuicdo injusta, pois
3+4 > 5, mas a soma de seus quadrados Ndo, como ja era conhecido
antes de 1600 a.C. pelos babilénios (<http://global britannica.com/
topic/Pythagorean-theorem>. Acesso em: 27 nov. 2015). O grande
feito dos pitagoricos foi serem 0s primeiros a provar essa expressao,
32 4+ 42 = 52 de forma geométrica.
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Figura 2.10 | Demonstracdo geométrica do Teorema de Pitagoras

a=3cm

9 quadrados
unitarios

Fonte: Os autores

E facil perceber esta igualdade ao observarmos a Figura 2.10, em
gue a soma das areas dos quadrados posicionados sobre os lados
denominados catetos € igual a area do quadrado posicionado sobre
0 maior lado, denominado hipotenusa.

Como cateto é aquele que cai, o lado de valor 3 é cateto
quando 4 for a base, e 4 sera cateto quando 3 for base, sendo
ambos catetos. Mais rigorosamente, o Teorema de Pitagoras é
enunciado como:

(tz” Assimile
Em um tridangulo retangulo, a soma dos quadrados dos catetos € igual ao

quadrado da hipotenusa: a2 + b? = h%

Esse teorema € muito util nos casos em que se deseja calcular
a medida de um lado do triangulo retangulo conhecendo o0s
outros dois.

EL(II Pesquise mais

Para saber um pouco mais da historia das descobertas de Pitdgoras e
aplicacdes de seu teorema, sugerimos as seguintes referéncias:

e SIMMONS, George F. Calculo com geometria analitica. Sado Paulo:
McGraw-Hill, 1987.

 Pitdgoras de Samos. Disponivel em: <https://www.ime.usp.br/~leo/
imatica/historia/pitagoras.ntml>. Acesso em: 23 nov. 2015.

U2 - Fungdes trigonométricas



vz| Exemplificando
Torre estabilizada por cabos

Na constru¢do de algumas torres transmissoras de radio, sdo usados
cabos ligando seu centro e topo ao chao, numa diagonal, para estabiliza-
la da a¢do do vento. A altura da torre € predefinida e o local onde sdo
presos 0s cabos no chao pode ser medido, mas qual € o comprimento
de um destes cabos? Se uma torre tiver uma altura de 20 m, qual deve
ser o comprimento do cabo ligado ao seu topo se ele estiver preso a 15
m do pe da torre, conforme Figura 2.117?

Figura 2.11 | Desenho esquematico de uma torre de transmiss&o de radio

20 m

Fonte: Os autores

Resolugdo:

Observe, na Figura 2.11, que temos um triangulo retangulo e, portanto,
vale o Teorema de Pitagoras. Considerando a altura da torre e a distancia
desta do local onde o cabo esta preso como catetos, © comprimento do
cabo serd a hipotenusa. Consequentemente:

a? 4+ b% = h? = 20% + 152 = h? = 400 + 225 = h?

625 = h? > v625 =/hz2 > h = 25m

Logo, o comprimento do cabo sera 25 m.
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8
4 Facavocé mesmo

Pitagoras e a bicicleta

Ao observar uma bicicleta, € intrigante que 0 comprimento da corrente
deva se ajustar aos diferentes tamanhos das engrenagens. Qual é a
variacdo no comprimento da parte reta superior da corrente de uma
bicicleta quando trocamos sua marcha da mais leve para a mais pesada,
acionando apenas o cambio dianteiro (coroa)?

Dados: o diametro da maior engrenagem da catraca € 9 cm, valor
igual ao da menor engrenagem da coroa. Ja a maior engrenagem
da coroa tem seu diametro igual a 19 cm, sendo a distancia entre
0s eixos destas engrenagens igual a 45 cm, conforme esquema
simplificado da Figura 2.12.

Figura 2.12 | Esquema simplificado mostrando o tamanho e posicdes da catraca
e coroa de uma bicicleta com marchas

Fonte: Os autores

Sem medo de errar

Como aplicar os conhecimentos aprendidos ao problema proposto
No inicio desta secado e eliminar a entrada direta da luz solar pelas janelas
e portas das casas, evitando seu sobreaquecimento no verao, mas sem
impedir que esta mesma luz entre no inverno?

Conforme experimentos feitos pelos socios, a proporcdo entre
a medida da sombra e a altura de um objeto colocado ao Sol no
inicio do periodo de irradiagao mais intensa € 5/12, e esta proporc¢ado
pode ser utilizada na construcdo de toldos ou outros anteparos para
bloguear este tipo de irradiacdo, conforme Figura 2.13.
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Figura 2.13 | Figura representativa de iluminacdo causada pelo Sol na parede de uma
casa conforme muda a inclinacdo de seus raios luminosos

A
v.«
vAy <'v:
<@
AP 5
12 a =5
b1 12

Fonte: Os autores
Porexemplo, para uma veneziana com 1 m de altura, qual tamanho
deve ter um toldo se ele for fixado 30 cm acima dela (ver Figura 2.14)?

Convertendo 30 cm em metros, e somando este valor a altura da
veneziana, tem-se:

a1_a2=> 5 x N
by by 127 1403

12 5-1,3 65

. = -1, = =—

x X 12
x=054m ou 54cm

Portanto, para esta veneziana, basta um toldo com 54 cm de
comprimento para bloguear os raios solares mais fortes.

Figura 2.14 | Representagéo do triangulo retangulo formado pela sombra de um toldo
com medida x, colocado 30 cm acima de uma veneziana de 1 m

—X

30 cm

Fonte: Os autores

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucédo
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as

atividades e depois as compare com as de seus colegas.
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Fotografando melhor com triangulos

1. Competéncias de
fundamentos de area

Conhecer e ser capaz de desenvolver e
interpretar fungdes e graficos do 12 e 22 grau,
aléem de funcdes exponenciais, logaritmicas e
trigonometricas.

2. Objetivos de aprendizagem

Aplicar as regras de proporcéo entre figuras
semelhantes a situa¢des do cotidiano.

3. Conteudos relacionados

Proporcionalidade entre as medidas dos lados
dos triangulos.

4. Descricdo da SP

O efeito da luz projetada através de um orificio
em uma parede no fundo de um cémodo,
ou camara, € similar a0 que ocorre no olho,
nas céameras fotogréficas e filmadoras. Nas
cameras fotograficas profissionais, usa-se uma
numeragao correspondente ao zoom, oOu
efeito de aproximacédo da imagem, que, para
lentes normais, varia entre 28 e 80, dados em
milimetros. Este numero representa a distancia
entre o orificio da camera (frente da lente) e o
filme, ou receptor eletrénico, para © caso de
cameras digitais. O ajuste em 52 mm equivale
a visdo humana, indicado para dar realismo
as paisagens. Valores menores distanciam e
arredondam a imagem, deixando as pessoas
com aparéncia mais gorda, e valores maiores
aproximam a imagem, indicados para fotografar
detalhes.

Considerando um filme fotografico de 19 mm
de altura, a distancia entre a camera fotografica
e uma pessoa de 1,75 m de altura para que esta
apareca ocupando praticamente toda a foto,
quando o ajuste do zoom for de 52 mm, é
calculada com base na Figura 2.15.

Figura 2.15 | Representacdo de uma camera
fotografica e a pessoa a ser fotografada

Fonte: Os autores

U2 - Fungdes trigonométricas




Podemos observar a presenca de dois tridangulos
semelhantes nessa figura, ilustrados de modo
mais simples na Figura 2.16.

Figura 2.16 | Triangulos semelhantes

19 mm| , 1,75 m

Fonte: Os autores

Quial ¢ a distancia d indicada?

5. Resolugédo da SP

Pelo fato de os triangulos serem semelhantes,
as razdes correspondentes sdo iguais, ou seja:

19 1,75 52-1,75
—=—>19-d=52:1752d=—— >

- d=48
527 d 19 m

Q Dica

Na pratica, afaste-se sempre cinco passos da pessoa a ser fotografada,
aproximando pelo zoom partes ou detalhes do corpo da pessoa, Caso
queira, por exemplo, fotografar tronco e rosto. Se ndo houver espaco
suficiente para isso, afaste-se trés passos para tirar foto de meio corpo,
ou dois passos para enquadramento 3x4.

Faca valer a pena

Texto para as questées 1,2 e 3

Para embarcar cavalos em um caminhao, usa-se uma rampa que
toca o solo 3,2 m atras do caminhao, cuja carroceria tem 90 cm de

altura, conforme Figura 2.17.

Figura 2.17 | Rampa para embarque de equinos num caminhéo

Fonte: <https://pixabay.com/p-39103>. Acesso em: 23 nov. 2015.
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Para o posicionamento dessa rampa, € importante observar o indice
de subida, dado pela razao entre a altura e o afastamento, valor que
pode ser calculado de forma percentual como indicado a seguir:

indice de subida =——altura__ 1000,
afastamento

1. Qual € o valor em porcentagem do indice de subida da rampa usada para
levar os cavalos a carroceria do caminhao?

a) 15%

b) 90%
c) 32%
d) 28%
e) 41%
2. Qual é o comprimento dessa rampa?

a)4,1lm

b) 3,3 m

c)37m

d)2,3m

e)50m

3. Sabendo que o cavalo escorregara se a rampa tiver indice de subida maior
que 0,3, qual € o comprimento minimo que esta rampa pode ter?

a)31lm

b) 3,3 m
c)37m
d41im
e)23m
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Secao 2.2

Seno e cosseno

Dialogo aberto

Na primeira secao desta segunda unidade do livro didatico,
VIMos um pouco sobre trigonometria, que tem como figura-chave
o triangulo retangulo. Conhecer a fundo esta figura nos permite
resolver problemas em muitas areas do conhecimento e atuagao
humana. Até 0 momento, vimos relacdes entre as partes externas do
triangulo retangulo, ou seja, seus lados, como as regras de propor¢ao
entre duas figuras semelhantes e o Teorema de Pitagoras. Mas, e as
partes internas, os angulos? Existem relacdes entre as partes externas
e internas?

A partir deste momento, iremos entender o que 0s amigos Seno,
Cosseno e Tangente possuem em comum, ja que foram batizados
com 0s mesmos nomes dados as relacdes existentes no triangulo
retdangulo. Cada amigo, e socio da empresa SABC, foi responsavel
pela apresentagdo de uma solugdo ambiental, cabendo ao Seno
resolver o seguinte problema:

Painéis solares de baixo custo para aguecimento de agua de banho
podem ser feitos com forro de PVC, custando menos de 10% do valor
de um painel metalico padrao. Devido a variacdo do posicionamento
do Sol no céu em relagao a superficie do chdo na Regiao Sudeste do
Brasil aoc longo do ano, estes painéis precisam estar inclinados entre
15 e 25 graus, pois devem ter inclinacao similar a latitude local, além
do fato de que devem estar voltados para o Norte geografico. Qual é
o comprimento de um painel solar instalado no telhado de uma casa
na Regido Sudeste se sua inclinacao acompanha a do telhado da casa
e sua parte mais alta deve estar no maximo 20 cm acima do piso da
caixa d'agua? Para a resolucdo deste problema, pode-se considerar
um telhado com inclinacao padrao de 35% (=20°), em que a caixa
d'dgua fica 20 cm acima do piso da laje, o painel solar tem sua parte
mais baixa na altura da laje e sua parte mais alta a meia altura da caixa
d'agua que tem 40 cm de altura.
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Nao pode faltar

@ Lembre-se

Na Secdo 2.1 desta unidade vimos como aplicar as regras de proporgao
e 0 Teorema de Pitagoras para calcular o comprimento desconhecido
de um dos lados de um triangulo.

Nestes casos, 0s valores usados referem-se aos lados, ou
seja, valores externos do triangulo. Nesta segunda secao, iremaos
ampliar nossas ferramentas de trabalho com o triangulo retangulo,
considerando, também, suas partes internas, ou seja, seus angulos
internos.

Com relacao aos valores dos angulos, o proprio Pitagoras ja havia
demonstrado, 400 anos a.C., que a soma dos angulos internos de um
triangulo € 180°, independentemente de seu formato (Figura 2.18).

Figura 2.18 | Alguns exemplos de tridangulos, mostrando que a soma de seus angulos
internos é 180¢, independentemente de sua forma

o 100°
60 600

60° 60% 50° BOg [ 30°

Fonte: Os autores

Algumas denominag¢des para os angulos, entre 0° e 180°, que
podem ser Uteis sao:

. o= 90° angulo reto. Simbolo: IE‘;
. a< 90° angulo agudo;
. o> 90° angulo obtuso.

Ja que em um triangulo retangulo a soma dos dois angulos agudos
€ sempre 90°, pois os outros 90° provém do angulo reto, o valor de
um dos angulos agudos é sempre 90° menos o valor do outro angulo
agudo, ou seja, em um triangulo retangulo, cujos angulos agudos
sejam a e B, temos:

a+P=90°= p=90"-0a
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«z” Assimile

Diz-se que B € o angulo complementar de a, pois € o que falta para 90°.

vz| Exemplificando

Qual é o valor do angulo a na Figura 2.197
Figura 2.19 | Triangulo retangulo

>

Fonte: Os autores

Resolucao:

Uma das maneiras de resolver esta questao e visualizar que 0 segmento
de reta vertical mostrado ¢ um dos componentes geradores de a e
forma um tridngulo retangulo menor com um angulo de 30°. Portanto,
pela regra que envolve a soma dos angulos agudos de um triangulo
retangulo aplicada ao triangulo menor: B = 90° - 30°, tem-se, B = 60°
(ver Figura 2.20).

Figura 2.20 | Triangulo retangulo com destaque para o angulo 3

30° °

Fonte: Os autores

Sendo a hipotenusa uma reta, p + o + 90° = 180°. Como B = 60°, segue
que 60° + a + 90° = 180° ou a = 30°.

Podemos, agora, definir os nomes usados para as proporcodes
altura/deslocamento e base/deslocamento (ou afastamento/
deslocamento) no triangulo retangulo, ou seja, ge g, para as quais a
€ a altura, b é a base e ¢ € o comprimento (hipotenusa). Mas, antes
disso, lembremo-nos do que ja foi descrito na Secdo 2.1:
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@ Lembre-se

Se tomarmos o angulo para com o horizonte como referéncia, angulo
a, a altura é o cateto oposto a ele e a base € o cateto que esta junto,
denominados, portanto, cateto oposto e cateto adjacente ao angulo a.

Como estas proporgdes possuem valores constantes para um
mesmo angulo o, independentemente do tamanho do triangulo
(faca essa verificacao por meio do link disponivel em: <http://tube.
geogebra.org/m/2292809>. Acesso em: 14 dez. 2015), da-se o nome
de seno (denota-se sen) para a proporcio 2 e de cosseno (denota-se
Cos) para g, como mostra a Figura 2.21. ¢
Figura 2.21 | Tridngulo retdngulo e as relacdes seno e cosseno tomando o como
referéncia

Cateto oposto (a)

sena= Hipotenusa (c)

2
Cateto adjacente (b) )
W

Hipotenusa (c)

Cos o

(e) o)sodo oja1e)

Cateto adjacente (b)

Fonte: Os autores

‘tz” Assimile

Emum triangulo retangulo de lados a, b e ¢, em que a e b sao adjacentes
ao angulo de 90°, ¢ é a hipotenusa e a ¢ o angulo adjacente ao lado
b, temos:
a b
sena =—-e€ecosa=-.
c c

! Atencao

O nome cosseno vem de co-seno, ou complementar de seno, pois 0s
valores de sen a sdo iguais aos valores de cos B, para 0s quais f = 90° - a..

U2 - Fungdes trigonométricas



D_?' Pesquise mais

Para se aprofundar no assunto, consulte o link: <http://ecalculo.if usp.br/
historia/historia_trigonometria.ntm>. Acesso em: 16 dez. 2015.

Para conhecer um pouco da histéria da nomenclatura “seno’, consulte o
link: <http://www.matematiques.com.br/conteudo.php?id=32>. Acesso
em: 14 dez. 2015.

Costuma-se construir tabelas com valores de seno e cosseno para
varios valores de a entre 0° e 90°, sendo os principais denominados
angulos notaveis. Veja alguns deles na Tabela 2.1:

Tabela 2.1 | Valores de seno e cosseno para os angulos notaveis

o 0° 30° 45° 60° 90°
1 V2 \3
sen a 0 —_— —_— 1
2 2 2
\3 2 1
Ccos a 1 —_— —_— 0
2 2 2

Fonte: Os autores

Observacao: ao analisar os valores da Tabela 2.1, note que sen a. =
cos B, emque p =90°-a.

@ Lembre-se

Em resumo:
A somatoria dos angulos internos de um triangulo qualquer € 180°.

« O tridangulo ABH (Figura 2.22) € retangulo, pois H € reto (90°), tendo a e
b como catetos e h como hipotenusa. Assim:

sena =
h2=a2+b? e
cos a =

Sl sla

Para sen a e cos a, |é-se: "seno de alfa” e “‘cosseno de alfa”.
Figura 2.22 | Triangulo retangulo e seus elementos

B

/7/;%[‘
h e”‘/s
S

cateto oposto

b
cateto adjacente

Fonte: Os autores
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! Atencao

a, B... (letras gregas), H, A (letras maiusculas com acento circunflexo) ou
formas como BHA indicam angulos. Neste Ultimo caso, o angulo H entre
0s segmentos de reta HA e HB.

Da mesma forma que se pode associar um valor de seno e
Cosseno a um angulo, pode-se, também, fazer o contrario e descobrir
gue angulo gerou determinado valor de seno ou cosseno. Para isso,
podem ser consultadas tabelas matematicas ou, por meio de uma
calculadora cientifica, pode-se usar as funcdes sin ou asin (arcsen)
para seno e Cos® ou acos (arccos) para Cosseno.

! Atencao

As calculadoras seguem a notacao em latim, por isso sin, e ndo sen, e 0
expoente -1 indica funcao inversa.

A abreviatura arcsen significa ‘o arco cujo seno vale..." e € a representacdo
mais precisa, mas a menos utilizada.

Numa calculadora cientifica, digita-se: HH@HE para
obter 0,5 como resultado, portanto, sint 0,5 = 30. Ou, ainda, digita-se

[sin '|-[0]—[.]—[5]—~[= | para obter 30 como resultado.

S1

Angulo Valor
30° 0,5

sin-1

Deve-se ter em mente que seno e Ccosseno sao valores
adimensionais, pois na razao entre as medidas as unidades sao
canceladas. Veja o exemplo a seguir.

v=| Exemplificando

Qual é o indice de inclinacao e 0 angulo de inclinagdo de um telhado que
possui comprimento de 6 m, afastamento de 5,7 m e cumeeira de 1,8 m? ’
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Resolucao:
Primeiramente, esbocamos o telhado, como na Figura 2.23.

Figura 2.23 | Esboco do telhado

A
57m

Fonte: Os autores

Oindice deinclinagdo corresponde a razao entre a altura e o afastamento
do telhado, logo:

indice de inclinacio = altura/afastamento = 1,8 m/5,7 m = 0,3158 = 32%.

Para o calculo do angulo de inclinacao (o) se faz necessaria a utilizacao
do seno desse angulo, como segue:

Utilizando uma calculadora cientifica, digitamos:

sin![-[0]-[]-[3]-[0]-[=]

Para obter a= sin* 0,30 = 17,5°.

@ Reflita

Se por definicdo 0 seno € a razdo entre o cateto oposto e a hipotenusa,
€ COsSeno € razao entre o cateto adjacente e a hipotenusa, quais seriam
0s valores de seno e cosseno do angulo B na Figura 2.217 Pense na
observagdo feita logo apos a Tabela 2.1!

|:|9|~ Pesquise mais

O arquivo indicado a seguir mostra detalhadamente as relagdes entre
angulos, seus nomes e simbologias, além das relagdes trigonometricas e
complementos: Disponivel em:

<http://www.culturaacademica.com.br/_img/arquivos/Trigonometria.
pdf>. Acesso em: 16 dez. 2105.

U2 - Fungdes trigonométricas

81



82

Sem medo de errar

Vamos retomar um dos problemas encontrados pelos socios da
SABC: qual € o comprimento de um painel solar instalado em um
telhado de uma casa na Regido Sudeste se sua inclinagdo acompanha
a do telhado da casa e sua parte mais alta deve estar, no maximo, 20
cm acima do piso da caixa d'agua?

Para a resolucao deste problema, pode-se considerar um telhado
com inclinagdo padrao de 35% (quase 20°), no qual a caixa d'agua fica
20 cm acima do piso da laje, o painel solar tem sua parte mais baixa
na altura da laje e a parte mais alta a uma altura de 20 cm da base da
caixa d'agua, como na Figura 2.24.

Figura 2.24 | Perfil do telhado com destaque para o painel e para a caixa d'agua

Fonte: Os autores

A distancia entre a parte mais baixa do painel solar e sua parte alta
¢ de 40 cm, dados os 20 cm da laje até a base da caixa mais 20 cm
até o ponto de retorno da agua quente, que ndo pode estar abaixo
do painel. Redesenhando o sistema com foco no painel, tem-se a
Figura 2.25.

Figura 2.25 | Esquema simplificado do painel solar

L=?

40 cm
200

Fonte: Os autores

Desta forma fica facil perceber que o valor desejado € a hipotenusa
do triangulo retangulo, que tem altura de 40 cm e angulo agudo com
a horizontal de 202. Portanto, basta aplicar a proporgao seno, ficando:

cateto oposto 40 40

=2 20=—=034=—>h=2—>h=118cm.
sena hipotenusa sen h h 0,34 amn

Portanto, o comprimento maximo para um painel solar a ser
instalado neste telhado € de 1 metro e 18 centimetros.

U2 - Fungdes trigonométricas



Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Desvendando o app de smartphone que mede distancia

1. Competéncias de
fundamentos de area

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, além de funcdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

2. Objetivos de
aprendizagem

Aplicar as relagdes trigonometricas para obtencéo
indireta de medidas.

3. Conteudos relacio-
nados

Relagdes trigonomeétricas.

4. Descricédo da SP

Aplicativos gratuitos permitem que um aparelho de
telefone moderno (smartphone) meca a distancia
entre o usuario e um ponto a alguns metros a sua
frente sem uso de GPS, ou seja, a pessoa fica parada.
Para isso, 0 aparelho usa apenas recursos geometricos
e sensores de inclinagdo. Mas como estas informacoes
sdo usadas para determinacdo de distancias? Ao usar
pela primeira vez o app, ele pede para inserirmos
nossa altura e, a partir dai, basta aponta-lo para o pé
de qualquer objeto que sua distancia € mostrada na
tela. Com base nessas informacoes, como o aplicativo
faz isso? Exemplifique.

5. Resolugédo da SP

A resolucéo de problemas geometricos inicia-se pela
Imaginacao e pelo desenho simplificado do fendmeno
ou da estrutura, seguido pela associacdo do todo ou
partes com triangulos retangulos.

Amedida da distancia entre o smartphone e um objeto
a alguns metros é feita de maneira indireta, ou seja,
nada, nem luz, som ou outra coisa qualquer, precisa
ser enviado até o objeto. Um sensor de inclinacdo
do aparelho mede seu angulo em relagéo a vertical,
e, conhecendo a altura do individuo, é possivel fazer
o célculo da hipotenusa do tridngulo da figura, que
sera usada para o célculo da distancia. Considerando
uma pessoa de 1,7 metros, que em um teste com o
aplicativo constatou um angulo de 65°, tem-se:
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Figura 2.26 - Esquema de calculo

ca: cateto adjacente
co: cateto oposto

1,7

co

Fonte: Os autores

_ca S AU AN
COS(X—IﬂCOS _T: _C0565°: :—0'423: )

O valor desejado e do cateto oposto mostrado, que
pode ser calculado em fung¢do da hipotenusa de 4,0
m obtida por uso do cosseno. Assim, basta aplicar a
Proporgao seno.

= 2o sen65° = —= co = 4,0 - sen 65°
sena = T sen = 10 co =4,U0-5sen

=>co=40-0906= 3,6

Portanto, a distancia da pessoa até o pé do objeto
visualizado com o uso do aparelho é de 3,6 m.
Observacéo: O aparelho nado faz dois calculos, mas um
SO, considerando a propor¢do entre seno e Cosseno,
que veremos na proxima secao; e que muitas vezes
pode facilitar os calculos.

J
4 Facavocé mesmo

Um esquadro escolar bastante comum € aquele que tem dois angulos
agudos diferentes, e poucos sabem que estes angulos sao de 30° e 60°.
Ao observar o esquadro, um aluno notou que sua marcacao indicava que
o cateto maior tinha 20,0 cm. Quiais seriam, entdo, os comprimentos do
cateto menor e da hipotenusa deste esquadro?

! Atencao

Para todos os exercicios propostos, se necessario, faca o arredondamento
do valor calculado conforme numero de algarismos significativos dos
dados fornecidos.
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Faca valer a pena
1. Considerando a Figura 2.27, qual € o valor de seno e cosseno do angulo o.?

Figura 2.27 | Triangulo retangulo de lados 6,0 cm, 3,0 cm e 5,2 cm

6,0 cm
3,0 cm

5,2cm

Fonte: Os autores

a)sena = 0,50 e cos a = 0,87
b) sen o = 0,87 e cos a = 0,50
c)sena =0,60ecosa=0,86
d)sena =0,52ecosa=0,30
e)sena =0,57ecosa=0,58

2. Qual é o angulo formado com a horizontal no telhado mostrado na
Figura 2.28?

Figura 2.28 | Esboco de um telhado de duas dguas

Fonte: Os autores

a) 15,0°
b) 14,5°
c) 15,5°
d) 16,0°
e) 20,0°

3. Um projetista fez os calculos para descobrir qual € o comprimento de
uma esteira rolante que sera usada para levar caixas de um piso ao outro
em uma empresa. Considerando que a elevagao total deve ser de 4,0 m e
o angulo de inclinagdo da esteira de 25°, qual € o comprimento calculado?
a)54m

b) 6,5m
c)95m
d) 10,2 m
e)12,4m
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Secao 2.3

Tangente e relacdes trigonométricas

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a mais uma etapa desta nossa visita ao
mundo da trigonometria. Até aqui aprendemos a identificar algumas
figuras geometricas, focando a elementar entre todas, o triangulo
retangulo. Estudando suas propriedades, vimos como usa-las como
ferramentas para resolver diferentes problemas envolvendo estruturas
ou situacdes descritas por figuras, desde que possamos associa-las ao
triangulo retangulo.

Nesta secdo, estudaremos a ultima relacao trigonometrica, a
tangente, e as associacdes possiveis entre todas elas, bem como
suas variantes.

Veremos como o uso da tangente sera util aos socios da empresa
SABC para determinar as pecas que serdo utilizadas no projeto
hidraulico de uma residéncia, permitindo economizar material e, com
isso, diminuir o custo da obra e o impacto ambiental das construcdes.

Alguns conceitos matematicos sao tdo comuns que parecem
ditados populares, como: “a menor distancia entre dois pontos € uma
reta”. E a economia de materiais € uma importante maneira de diminuir
custos e o impacto ambiental das acdes humanas, resumida numa
frase hoje bastante divulgada: "menos € mais”. Pois bem, qual seria,
entdo, a economia causada em sistemas hidraulicos na construgcao
civil se existisserm no mercado mais opgdes de juntas de tubulacdes?
Por qué? Hoje, so se encontram nas lojas cotovelos (Figura 2.29) de
45° e 90° mas e se fossem também comercializados cotovelos de
15°, 30°, 60° e 75° graus, qual seria a economia total em um projeto
hidraulico residencial ao considerarmos que a tubulacdo poderia
ligar dois pontos pelo menor caminho, sem ter de fazer ziguezague?
Como definir qual cotovelo utilizar?
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Figura 2.29 | Conexdes tipo joelho ou cotovelo de cobre

Fonte: <https://pixabay.com/pt/cobre-acess%C3%B3rios-encanamento-metal-1039483/>. Acesso em: 30 nov. 2015.

Nao pode faltar

Até aqui estudamos as relacdes entre as partes internas, externas
e duas entre as internas e as externas de um tridngulo retangulo, mas
Mais que isso, POis, para quaisquer triangulos:

@ Lembre-se
» A somatoria de seus angulos internos € sempre 180°.

* As relacdes de proporcdo entre os lados de um triangulo sao iguais,
numericamente, a relacdo de proporcao entre os mesmos lados de um
triangulo semelhante (maior ou menor).

Para o tridngulo reténgulo, e tomando um angulo agudo como
referéncia:

@ Lembre-se

» A razdo entre o cateto oposto e a hipotenusa denomina-se seno.

* Arazao entre o cateto adjacente e a hipotenusa denomina-se cosseno.
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Tangente

Agora, estudaremos a ultima relacao de propor¢ao para o triangulo
retdngulo, a tangente, que envolve a razdo que faltava entre os lados
do tridngulo retdngulo: cateto oposto/cateto adjacente. Para melhor
visualizar esta nova relacao de proporcao, vejamos a Figura 2.30:

A tangente ¢ definida, quando se toma o angulo o como
referéncia, como a divisdo entre as medidas do cateto oposto e do
cateto adjacente a este angulo, e possui valor unico para cada angulo,
assim como O seno e O cosseno. kE, da mesma forma, também se
encontram em calculadoras cientificas funcdes que transformam
angulos nesta proporcao, denotadas tan ou tg, e fungdes que fazem
o inverso, transformando as proporgdes em angulos, denotadas tan?,
atan ou arctg.

Figura 2.30 | Triangulo retangulo com lados nomeados, tomando o como referéncia

(9]
2
@
B |8
=}
°
I}
w
o g
©
Cateto adjacente a a S
Fonte: Os autores
& Assimite
tana = = ou tga = 2 a= arctgg ou a= atan%

ca

|:|_(|1 Pesquise mais

A funcdo denotada nas calculadoras mais vendidas é tan™ e executa
a funcao inversa da funcao tangente. Entretanto, esta notacdo pode
gerar confusdo por permitir que se pense que basta inverter o valor do

angulo, ou mesmo de tgla). Assim, fg’1a¢tgim Para saber mais sobre
fungdes inversas, acesse: <http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/ama/Supl-

1a200411312723.pdf>. Acesso em: 11 jan. 2016.
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vz| Exemplificando

Ao analisar uma ilustracao que representa a piramide de Quéops
(Figura 2.31), e medindo seus lados com uma régua, um estudante se
questionou: como determinar o0 angulo a junto a base da piramide?

Figura 2.31 | llustracdo representativa da piramide de Quéops

4,5 cm

2,9 cm

Fonte: Os autores

Resolucao:

Para determinar o angulo, primeiro se faz o calculo da tangente:

t © St il 0,644

a= — a=-—=0,

5 ca & 4,5

A partir deste dado, e com uma calculadora cientifica popular,
determina-se o angulo de inclinagdo das laterais da piramide, utilizando-
se a fungdo tan™

a= tan~1 0,644 ..=32,79..° =33°

vz| Exemplificando

Usando um teodolito, um técnico em construcao civil mediu o angulo
de sua posicdo a 30 m de um préedio até o topo, apresentando um valor
de 65°. Qual é a altura do predio da Figura 2.32?

Figura 2.32 | Figura representativa do prédio e das medidas feitas por um técnico
em construgao civil

Fonte: Os autores >
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Resolucéo:

Aplicando-se a definicdo de tangente:

tg 65° = ~—

95 =3
Utilizando uma calculadora cientifica, pode-se obter a tangente de 65°,
que €igual a 2,1445...

Ao substituir este valor na equacao anterior, tem-se:

a
2,1445 .. = %:: a=643.. 264m

Logo, a altura do predio € de, aproximadamente, 64 m.

)
4 Facavocé mesmo

1) Qual € a altura de um prédio considerando que, ac nos afastarmos 40
m dele, vemos seu topo num angulo de 30° em relacdo a horizontal?
Despreze a altura da pessoa.

2) Calcule a profundidade de um pogo sabendo que sua boca circular
possui 1,2 m de diametro e que, quando a luz solar ultrapassa um angulo
de 5° com a vertical, seu fundo fica tomado pela sombra.

o@,s Reflita

Se seno e cosseno sao relacdes de proporcdo entre os catetos e a
hipotenusa, e que © Mmaior tamanho possivel de qualquer cateto € o da
propria hipotenusa, num limite em que a altura do triangulo € minima, ou
seja, tende a zero, ou noutro em que sua largura € minima, quais sdo 0s
maiores e 0s menores valores possiveis para seno e cosseno?

Figura 2.33 | Triangulos retangulos com: (a) altura minima e medida de base
tendendo a medida da hipotenusa; (b) base com medida minima e medida de
altura tendendo a medida da hipotenusa.

(2 (b)

a—+0eb—h b0 e a—h

—

Fonte: os autores

U2 - Fungdes trigonométricas



Os valores exatos para 0s angulos notaveis para seno, cosseno e
tangente podem ser vistos na Tabela 2.2:

Tabela 2.2 | Valores de seno, cosseno e tangente para os angulos notaveis

o 0° 30° 45° 60° 90°

1 V2 V3

sen o 0 —_— —_— 1
2 2 2
V3 V2 1

COS o 1 —_— —_— 0
2 2 2

tg o 0 \/3;3 1 \3 Inexistente

Fonte: Os autores

Rela¢des trigonométricas

Muitas sdoasvariantese asrelacdes entre asrazdes trigonometricas,
sendo duas relacOes dadas por:

“3” Assimile

Sena
tga = e sen®a + cosla =1
cos

A primeira € facilmente demonstrada isolando-se os catetos nas
definicbes de seno e cosseno, e substituindo-os na definicdo de
tangente:

co
sena:Izcozh-sena

h-sena sena

co
tga=—>tga=
9 ca 9 h-cosa cos a

ca
costz:T:ca=h-cosa

A segunda, conhecida como relacdao fundamental da
trigonometria, também ¢é facilmente demonstrada isolando-se
0s catetos nas funcdes seno e cosseno, mas substituindo-os no
Teorema de Pitagoras, considerando co=a e ca=b:

sena:%":)co:h-senu
h? =co? + ca®? = h? = (h - sen a)? + (h - cos a)?

ca
cosa:T:ca:h»cosa
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Expandindo os quadrados:

h? = (h-sena)? + (h- cos @)> > h? = h? - sen?a + h? - cos?a

Dividindo ambos os lados da igualdade por h*:

1= sen’a + cos’a

Quanto as variantes, temos os inversos das proporcdes seno,
cosseno e tangente, que sdo denominados cossecante, secante e
cotangente, respectivamente:

1 1 1
seca = cotga = —
sena cosa tga

cosseca =

D9 Pesquise mais

Todas as expressdes mostradas e muitas outras, com suas deducdes
e aplicagbes, podem ser aprofundadas no link: <http://coral.ufsm.br/
gpscom/professores/andrei/Teoria/trigonometria.pdf>. Acesso em: 30
nov. 2015.

8
4 Facavocé mesmo

3) Tente demonstrar os valores da tangente para os angulos notaveis
mostrados na Tabela 2.2 aplicando a relacdo:

sena
tga = ——
g cos

Sem medo de errar

Como utilizar os conceitos de trigonometria discutidos até aqui
para reduzir o uso de materiais na instalacdo hidraulica de uma
residéncia? O comum ¢é o uso de tubulacdes retilineas e de cotovelos
de 45° e 90° para fazer as curvas. Mas a ideia dos socios da SABC e
evitar os ziguezagues fazendo a interligacao de um ponto mais alto
com um mais baixo em linha reta, numa diagonal. Para isso, devem
utilizar cotovelos com angulos de 15°, 30°, 60° ou 90°. Mas como
definir qual cotovelo utilizar? Qual € a economia na metragem de
encanamento neste caso?

U2 - Fungdes trigonométricas



Para definir o angulo € preciso conhecer o deslocamento vertical
e longitudinal entre 0 ponto mais alto e mais baixo de cada ligagcao
a ser feita, utilizando estes valores para calcular a tangente, e o
valor da tangente para obter o angulo aplicando arctg. Vejamos um
exemplo, considerando a parede lateral de um banheiro mostrada
na Figura 2.34:
Figura 2.34 | Representacdo de uma parede lateral de um banheiro mostrando duas
possibilidades de ligacdo hidraulica entre a saida da caixa d'agua e a torneira da pia.

Em azul a ligagcdo proposta pela SABC em diagonal e, em preto pontilhado, a ligagdo
padrdao em ziguezague

Saida da
caixa
d'agua

Torneira
da pia

Fonte: Os autores

A tangente do angulo agudo (a) na base do triangulo retangulo da
Figura 2.34 ¢:

1,5
tga = 55 = 0,60 > a = arctg 0,60 =309 ..° = 31°

’

@ Lembre-se

Na sec¢do anterior, vimos que a somatoria dos angulos internos de um
triangulo € 180°. No caso de um triangulo retangulo, um angulo agudo &
complementar ao outro, ou seja: = 90 - a..

Portanto, o angulo com a vertical é:
B =90°—-31°= 59°

Como a tubulagao aceita pequenas flexdes, os cotovelos a
serem usados sdo 0s que mais se aproximam de 31° e 59°, neste
caso, os de 30° e 60°, respectivamente.

Para o calculo da economia em tubulacao, basta aplicar o
Teorema de Pitagoras para descobrir o comprimento do tubo na
diagonal, da seguinte forma:
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h2=a?+b?=>h=va2+b2=>h=y152+252=>h=,/85=2>h=2915..

Conclui-se que a diagonal possui aproximadamente 2,92 m.
Desta forma, a economia em tubulacdo neste trecho é calculada
considerando a tubulacdo que seria gasta fazendo ziguezague
menos a na diagonal: (1,5 + 2,5) - 2,92 = 1,08, ou seja, sO neste
trecho a economia ¢ de, aproximadamente, 1,0 m de tubulagao,
uma economia de quase 25% de material (25% = —>=_ 100%).

1,5+2,5°

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as ativi-
dades e depois as compare com as de seus colegas.

Medindo distancias inacessiveis

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcgdes e graficos do 12 e 22 grau, aléem de funcdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

1. Competéncias de
fundamentos de area

2. Objetivos de Aplicacéo das relagdes trigonometricas para obtencéo
aprendizagem indireta de medidas.

3. Conteudos

relacionados Tangente, medidas de angulos.

Em astronomia, distancias séo medidas em milhoes,
bilhdes e trilndes... de quildmetros. Por isso € comum o
uso de medidas como ano-luz e parsec.

O parsec é a distancia referente a base de um triangulo
retangulo cuja altura € a distancia entre o Sol e a Terra,
e 0 angulo agudo com a base € de 1 seqgundo de grau,
ou seja, 12 dividido por 3600. Quanto vale o parsec em
quildbmetros? Dado: a distancia da Terra ao Sol tem valor
meédio de 150 milhdes de quildmetros.

4. Descrigdo da SP ' o
s Atencao

Quando se trabalha com medidas de angulos em
graus, € comum utilizar subdivisdes do grau, que sdo
O mMinuto e o segundo:

« 1 grau possui 60 minutos, ou 1° = 60".

» 1 minuto possui 60 segundos, ou 1" = 60".
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5. Resolugdo da SP

Primeiramente, devemos fazer um  desenho
representativo:
Figura 2.35 — Representacdo de 1 parsec

150
milhGes

de km

parsec

Fonte: Os autores

Utilizando uma calculadora cientifica, pode-se realizar a
sequéncia:

. 1° 150000000 P 150000000
93600~ " parsec v WS ~ parsec
_ 10000000 _ . o
parsec = g5 = 309

Como a simbologia E é equivalente a x10", podemos
reescrever o resultado andando com a virgula para a
direita 13 vezes. Entao, temos aproximadamente:

3,09...E13 = 30900000000000,0 — 30.900.000.000.000 km

Portanto, 1 parsec equivale a, aproximadamente, 31
triln®es de quildbmetros.

! Atencdo

Para ficar mais claro, a notagdo 2E— 3 indica 2 - 107, cujo resultado &
0,002. J3, ao escrevermos 5E2, estamos indicando 5102, cujo resultado
€ 500. Essa notagdo € muito utilizada em calculadoras cientificas.

o
4 Facavocé mesmo

4) Namargem de um rio tem uma arvore e ha um observador posicionado
na margem oposta em frente a arvore, como na Figura 2.36. Caminha 10
m para o lado e mede a inclinacdo entre a arvore e a margem do rio, que
foi de 65°. Qual € a largura do rio?

Figura 2.36 | Triangulo retangulo associado as medidas feitas para calcular a

largura de um rio

Fonte: Os autores

observador
(posicao 2)

10m arvore

observador
(posigéo 1) largura do rio
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Faca valer a pena

Considere o triangulo retangulo da Figura 2.37 para a resolucdo
das Questdes 1 e 2. Para as questdes que nao apresentam figuras
representativas, deve-se fazer um desenho que represente a descricao
do respectivo enunciado.

Figura 2.37 | Triangulo retdngulo com altura 5 e dngulo com a base de 30°

Fonte: Os autores

1. Qual é o valor da medida b? Dica: utilize valores da Tabela 2.2.
a) 5,3 c) 15 e) 8,7
b) 3,5 d) 7.8

2. Que angulo gera a tangente \3?
a) 20° c) 30° e) 60°
b) 45° d) 15°

3. Na Figura 2.38, vé-se um piano suspenso por um munk, sendo puxado para
cima de uma plataforma. Qual € a forca minima que os responsaveis pela tarefa
precisam fazer? Considere que o angulo do cabo que liga o piano ao brago do
munk, ao ser puxado, seja de 30° com a vertical, e que o piano possua um peso
de 200 kgf. Dado: tg 30°= 0,577.

Figura 2.38 | Caminhao munk usado para elevar um piano até o alto de uma plataforma,
onde é deslocado para o lado por uma forca

Fonte: Os autores

a) 100,5 kgf
b) 115,4 kgf
c) 105,5 kgf
d) 125,4 kgf
e) 95,5 kgf
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Secao 2.4

Funcées trigonomeétricas

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a ultima secdo da Unidade 2. Nesta
Secao, veremos como as razoes trigonometricas podem atuar como
funcao, fazendo a associacao entre valores de angulos e coordenadas
cartesianas. Assim, passaremos a denominar estas razdes funcoes
trigonomeétricas, que na forma de graficos possuem valores que se
repetem e sao, por isso, funcdes periddicas utilizadas para descrever
0 movimento de péndulos e sistemas vibratorios, como o sistema de
amortecimento automotivo, vibracdes em mancais de eixos rotativos
e ondas sonoras ou eletromagnéticas (luz).

Por descreverem fendmenos periodicos, as  funcdes
trigonomeétricas ajudardo os socios da SABC a resolver mais um
problema. Para isso precisamos considerar duas coisas: 12 — E natural
para todos nos observarmos os periodos correspondentes ao dia e
noite, mas pouco nos atentamaos ao fato de os dias serem mais curtos
Nno inverno e mais longos No verado. Isto se deve a inclinacdo do arco
descrito pelo deslocamento do Sol no céu, que tem comprimentos
diferentes em cada uma destas épocas; e 22 — Uma invencao
brasileira bastante interessante é a lampada de Moser (disponivel
em: <https://www.youtube.com/watch?v=XMu7ykPQlwY>. Acesso
em: 29 dez. 2015), que usa uma garrafa PET de 2 litros cheia de dgua
e ilumina o mesmo que uma lampada incandescente de 40 W, mas
sem gastar nada de energia elétrica.

Vocabulario

PET: Polyethylene terephthalate ou tereftalato de polietileno € o nome
do polimero usado para fabricar garrafas de refrigerante.

Considerando estes dois fatos, qual € a economia de energia
elétrica na iluminacao de um galpao onde sdo usadas 10 lampadas
de mercurio de 200 W cada, se durante o dia usassemos lampadas
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de Moser em numero que gere iluminacao equivalente a estas
l@ampadas incandescentes? Para isso, precisamos calcular o gasto
energético em kWh correspondente ao periodo iluminado do dia,
sabendo que a duracao do dia (valor periodico) pode ser calculada
com o uso das equacdes a sequir (ANEEL, 2005):

D= %, onde H =arccos(tgf@-tg ) e f= 23,455en(360 28:6_;‘]].

Em que:

e D ¢ aduracdo do dia em horas;

0 € a latitude local (Para a Regido Sudeste adotaremos 6 = 23°);
« J é o dia juliano contado a partir de 12 de janeiro;

» 0s valores dos angulos séo calculados em graus.

Nao pode faltar

Antes de falar sobre as funcdes trigonometricas, vamaos relembrar
alguns conceitos que envolvem medidas de angulos, que podem ser
feitas em graus, grados, rotacao e radianos.

No nosso cotidiano, adotamos a unidade criada pelos babildnios
ha milhares de anos, quando eles achavam que O ano era
constituido por 360 dias e subdividiram a circunferéncia em 360
unidades denominadas graus. Assim, uma volta completa possui
360°, meia volta 180° e assim por diante. Como o sistema numerico
dos babildnios era sexagesimal, dividiram cada unidade de grau em
60 minutos, e cada arco de minuto em 60 segundos. Deste modo,
30,5° ¢ igual a 30° e 30 minutos, denotado como: 30°30" (30° 4+ 0,5
-60" = 30°30).

Como exemplo de medidas em graus, os iniciantes em astronomia
utilizam medidas de angulos para localizacdo e dimensionamento
aparente de objetos celestes. A Lua, observada a olho nu, tem
diametro proximo a 0,5° ou 30" de arco (INPE), sendo 1° a largura
de um dedo visto com o braco esticado (ver Figura 2.39). Sabe-se
gue a capacidade maxima de distincdo de pontos pelo olho humano
estad entre 1" e 2" de arco (STOLFI, 2008), ou seja, proximo a 0,033°
(=2°/60).
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Figura 2.39 | Medida angular da Lua feita por um observador na superficie da Terra: (a)
Regra pratica para medir angulos visualizando a mdo com o brago estendido; (b) Esboco
do angulo de 0,5°

1°/2=0,5°=30

Fonte: <http://www.if.ufrgs.br/fis02001/aulas/Aula2-122.pdf>. Acesso em: 3 dez. 2015

No meio cientifico, usa-se o radiano (rad) como unidade de
medida de angulos.

Q:” Assimile

Radiano: razdo geométrica do comprimento de um arco de
circunferéncia pelo seu raio. Na Figura 2.40, por exemplo, podemos ver

a representacao de um angulo de medida 0,96 rad, pois 22’248:0,95

Figura 2.40 | Arco e raio definindo o valor do radiano

arco = 2,28

0,95 rad

r=24 ]

Fonte: Os autores

@ Reflita

A proposta de radiano, como nos € apresentada hoje, € a de usar o
raio como unidade de medida comum para o arco (QUINTANEIRO;
GIRALDO; PINTO, 2010).

J2 - Fungdes trigonométricas
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Segundo Souza (2013, p. 19):

Ao contrério do grau, o radiano é o resultado de estudos,
principalmente, do matematico Thomas Muir e do
fisico James T. Thomson que consideraram essencial a
criagdo de uma nova unidade de medida para angulos.
Provavelmente, sua criacdo esta ligada a simplificacdo de
certas formulas matematicas e fisicas.

Como uma volta completa gera uma circunferéncia com arco 2znr
(perimetro), meia-volta tem comprimento mr. Atribuindo r = 1, 0 arco
desta meia-volta tem comprimento ©. Note que a medida do arco
coincide com a medida do angulo em radianos.

&z” Assimile

A conversdo entre graus e radiano € simples, basta verificar que 180° ¢ a
mesma medida de &t rad.

Q Exemplificando
Qual € o valor em:
a) radianos para o angulo de 45°?
b) graus para o angulo de 37” rad?
Resolucao:

a) Seja a esse valor. Por regra de trés:
1800§< Iy P . AN N
45° &«—__ o 180 4 4

b) Seja B esse valor. Por regra de trés:
180°¢ — _ =

‘><:37r —>ﬁﬁ:18037”i>ﬁ: 1803”:%:270»2700

___ a7 2z
b 2
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8
4 Facavocé mesmo

1) Faca a conversdo de 30° para radianos e de 1,25 rad para graus.

Definindor = 1 para uma circunferéncia inscrita no plano cartesiano
com centro posicionado na origem (0, 0), pode-se associar um
triangulo retangulo ao ponto que delimita um arco (ver Figura 2.41). A
altura deste triangulo corresponde ao valor y, e sua base corresponde
aovalorx, e, comor=h=1sena =yecosa = X

o(b Reflita

Assim, toda trigonometria feita em triangulos retangulos relacionando
anqgulos a razdes de segmentos equivale a relagcdes entre arcos e cordas
feitas na circunferéncia (QUINTANEIRO; GIRALDO; PINTO, 2010).

Figura 2.41 | Circunferéncia trigonométrica

Como a hipotenusa é o raio da circunferéncia,

Equivalente ao y e este tem valor 1, =1, assim:

cateto oposto
co y

h sen@=-——===

y no1

ca X
cCosx=—"=—"=X
Cateto ho1

adjacente —
¥ coso =X

Fonte: Os autores

Como bem exposto por Souza (2013, p. 32), © matematico Euler
(1707-1783) "deu grandes contribuicdes para a trigonometria” quando
definiu "funcdes associando numeros e nao angulos’ as razdes
trigonomeétricas. E continua: “Uma grande ideia sua foi criar a fun¢ao
E [..]. Esta fungdo associa a cada numero um ponto na circunferéncia
unitaria [...] C" (SOUZA, 2013, p. 32). Esta circunferéncia € dividida
em quatro partes pelos eixos cartesianos, chamados quadrantes
e contados a partir da origem dos arcos no sentido anti-horario,
convenientemente definido como sentido positivo. Deste modo:
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A funcdo de Euler E:R—C faz corresponder a cada numero
teR o ponto E(t) = (x, y) da circunferéncia unitaria, de modo
que:

«£(0) = (1 0).

eset>0, percorremos sobre a circunferéncia, a partir da origem
dos arcos, um caminho de comprimento t no sentido positivo
(anti-horario). O ponto final do caminho sera denominado E(t).

e se t <0, E() sera a extremidade final de um caminho sobre C,
de comprimento [t|, que parte da origem dos arcos e percorre
C no sentido negativo (horario) (SOUZA, 2013, p. 32).

! Atencdo

O simbolo |t| indica 0 modulo, ou valor absoluto, do numero t. O modulo
de t ¢ definido da sequinte forma: |t| = V2.

@ Reflita

Com o uso da funcado de Euler, as funcgdes trigonomeétricas ndo
flcam restritas ao primeiro quadrante. Note que o resultado para
sen 1110° = 0,5 é impossivel de ser obtido pensando no seno como
razdo trigonométrica fora da circunferéncia, pois nao existe triangulo
retangulo com este angulo interno. Mas por que seno de 1110° € igual
a seno de 30°?

Para compreender melhor essa pergunta e sua resposta, perceba
que, apos percorrermos 360° (2w rad), reiniciamos o trajeto em torno
da circunferéncia. Assim, ocorre a equivaléncia das posicdes 0° =
360°, 30° =390°, 45° = 405° e assim por diante, conforme Figura
2.42.

Figura 2.42 | Angulos equivalentes (ou congruentes)

o 45°
o 30

360° 390° 405°
Fonte: Os autores

102 U2 - Fungdes trigonométricas



Considerando seno como a altura do triangulo retangulo inscrito
na circunferéncia trigonometrica, € possivel associar um grafico para
a funcdo sen a (ver Figura 2.43).

Figura 2.43 | Grafico da funcdo sen a a partir dos segmentos de reta do eixo y
associados a angulos em radianos na circunferéncia trigonométrica. Em destaque, os
pontos correspondentes a seno de 0,6 rad e 2,1 rad

27 [

sen 0, ; 0,5

O i H H H
cos 21| cos 0,6 |2r 0 06 n2 21 n 3n2 T

3n/2

Fonte: Os autores

Como seno tem o valor da altura (y) do triangulo retangulo inscrito
na circunferéncia trigonomeétrica, a funcao seno apresentara valores
positivos para angulos compreendidos no 12 e 22 quadrantes, e valores
negativos para o 32 e 42 quadrantes. Analogamente, como cosseno
tem o valor da base (x) do triangulo citado, a fungcao cosseno tera
valores positivos para os quadrantes 1 e 4, e valores negativos para
0 292 e 32 quadrantes. Para visualizar melhor o comportamento das
fungdes seno e cosseno, assista aos videos <https://www.youtube.
com/watch?v=0_eSUjsfb-M&spfreload=10> e <https://www.
youtube.com/watch?v=NvVDjblLEJJO>. Acesso em: 30 dez. 2015.

Os valores da funcao tangente sao dados pela altura onde ocorre
O cruzamento entre o prolongamento do raio que define o arco na
circunferéncia trigonomeétrica e uma reta que tangencia a origem dos
arcos (ver Figura 2.44), possuindo valores positivos para os quadrantes
1 e 3, e negativos para 22 e 42 quadrantes.

Figura 2.44 | Representacdo geométrica dos valores tan 0,6 e tan -0,55

Y

tan 0,6 = 0,684

0,6 rad M
-0,55 rad 2
tan -0,55 = -0,613

Fonte: Os autores
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O comportamento das funcdes seno, cosseno e tangente pode
servisto na Figura 2.45, na qual € possivel observar: 12 - a repetitividade
das funcdes trigonométricas; 22 - que os valores extremos de seno
e cosseno sao 1 e -1; 32 - que a funcdo seno inicia-se em zero, e
cosseno em 1; 42 - que as funcdes seno e cosseno lembram uma
onda; e, 52 - que para valores de a proximos a O rad, 2n rad, 4w rad, ...,
n2r rad, sen a = tga .

Figura 2.45 | Valores para as funcdes seno, cosseno e tangente para um ciclo e 1/4 de
angulo em radianos

y / h(z) = tg I\J flz)=senz / / /

Fonte: Os autores

Pode-se observar o comportamento das funcdes trigonometricas
acessando o link: <http://www.geogebra.org/m/2420237>. Acesso
em: 11 jan. 2016.

&&& Assimile

Os valores maximo e minimo para seno e cosseno sao 1 e -1, pois o
maior valor para a altura (seno) ou para a base (cosseno) do triangulo
retangulo inscrito na circunferéncia trigonometrica € a do proprio raio
desta circunferéncia, que € 1.

Para a tangente, quando o angulo se aproxima de 90° (ou wt/2), seu valor
cresce rapidamente, tendendo ao infinito, e para valores proximos a-90°,
ou 270° (ou ainda 3n/2), seu valor tende ao infinito, mas negativamente.

Ha ainda trés propriedades interessantes:
* sen(-x) = - senx (o0 seno é uma fungao impar);
 CcOs(-x) = cosx (o0 cosseno é uma funcdo par);

« tg(-x) = - tgx (a tangente € uma fung¢ao impar).
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D_?' Pesquise mais

Veja mais detalnes sobre as funcdes trigonomeétricas em: <https://
repositorio.ufsc.br/bitstream/handle/123456789/105486/Thuysa%s20
Schlichting%20de%20Souza.pdf?’sequence=1&isAllowed=y>.  Acesso
em: 30 dez. 2015.

v=| Exemplificando
Qual é o seno, o cosseno e a tangente de 330°7?
Resolucao:

Como podemos ver na Figura 2.46, 330° corresponde a um arco que termina
no 42 quadrante: a altura do triangulo retangulo formado serd negativa,
logo sen 330° < O; a base deste triangulo sera positiva, logo cos 330° > O;
e o prolongamento do raio que forma sua hipotenusa cortara a reta que
tangencia a origem dos arcos abaixo do eixo x (eixo das abscissas), logo tg
330°<0.

Figura 2.46 | Triangulo retangulo formado pelo angulo de 330°

~0° ou 360° &

tangente

Fonte: Os autores

Os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis podem ser
obtidos na tabela de valores para as funcdes trigonomeétricas da secao
anterior deste livro. Para 60° séo: scn60°=£, 00560°=% e 1g60°=+3. Alterando
0s sinais para adequar os valores ao 42 quadrante, temos:

3

sen(330°) = sen(—60°) = —sen 60° = —7;

c0s(330°) = cos(—60°) = cos(60°) = % ;e

(g(330°) = tg(~60°) =~ 1g(60°) = 3 .

U2 - Fungdes trigonométricas
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8
4 Facavocé mesmo

2) Ache o seno, o cosseno e a tangente de 150°.

Sem medo de errar

Para calcularmos a economia de energia com o uso das lampadas
de Moser, precisamos saber por quantas horas elas atuarao, ou seja,
qual é o periodo iluminado do dia no qual as lampadas elétricas ficarao
apagadas. O numero de horas claras de um dia, o qual denotaremos
por D, pode ser calculado pela equacao (ANEEL, 2005):

2H . .
D= 75«2 qual o parametro H € obtido pelo arco cosseno, como

segue:

H = arccos (tg 6. tg B), que, por sua vez, usa as variaveis 6 e p. O
valor de 0 € o valor da latitude local, que na Regiao Sudeste do Brasil
€ de aproximadamente 23°. O valor B pode ser calculado usando a
seguinte fungao:

284+J

5123’4556“[3"’Ow) na qual J € o dia juliano (1 para 1 de janeiro até
365 para 31 de dezembro). Os angulos estdo mensurados em graus.

As estacdes do ano possuem inicio e fim em:

» Outono: de 21 de marco a 21 de junho.

« Inverno: de 21 de junho a 23 de setembro.

 Primavera: de 23 de setembro a 21 de dezembro.

« Verdo: de 21 de dezembro a 21 de marco.

O solsticio (quando o Sol parece se mover mais lentamente no
céu) define o maior dia do verao e o menor dia no inverno, ocorrendo
proximo ao inicio destas estacdes. Assim, J = 170 para o inverno e J
= 353 para o verao.

Com todos estes dados em maos, podemos calcular D iniciando
pelo calculo de B, como se segue:

U2 - Fungdes trigonométricas



Inverno:

£ =23,45 -sen(360 28? 170

j =23,45-sen(447,78...) = 23,45-0,99925... = 23,4324...

H =arccos(tg23-tg23,4324..) = arccos(0,42447...-0,43341...) = 79,398....

2-79,398...
15

D =10,58...= 10h35'

Verao:

£ =23,45 -sen(360 s *5353

] =23,45.5en(628,27...) = 23,45-(=0,99954...) = —23,4393...

H =arccos(tg23-tg (~23.4393...)) = arccos (0,42447...-(—0,43355...)) = 100,60...

7 2:100,60...
15

=13,41...=13h25'

Como neste galpdo sdo usadas 10 lampadas de 200 W cada (ou
0,2 kW), o consumo no horario iluminado, em kWh, e a economia em
reais, considerando RS 0,45 por 1 kWh, s&o:

Consumo e economia diaria no inverno:

E=n-P-£=10-0,2-10,58..=21,17..= 21 kWh. Note que n € o numero
de l@mpadas, P € a poténcia de cada lampada e t € o tempo gue elas
ficariam ligadas. Ao preco de RS 0,45 tem-se uma economia de RS
9,45 (= 0,45 - 21) por dia.

Consumo e economia diaria Nno verao:

E=n-P-1=10-0,2-13,41...=26,82...=27 kWh. Ao preco de RS
0,45 tem-se uma economia de RS 12,15 (= 0,45 - 27) por dia.

Note que a poténcia total consumida € 10 ldampadas vezes 200W
= 2000 W = 2 kW.

Em um més de 30 dias, a economia seria de, aproximadamente,
RS 284 (= 30 - 9,45) no inverno e RS 365 (= 30 - 12,15) no ver&o, com
uma economia média de RS 3.894 (:12%] por ano.

O grafico da funcdo que relaciona o dia juliano com a duracao
dos dias ao longo do ano nao e trivial, mas pode ser obtido usando-se
programas como o GeoGebra, que pode ser visualizado por meio do
link: <http://www.geogebra.org/m/2420333> (Acesso em: 4 jan. 2015).
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucéo

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Investigando um sistema de amortecedor automotivo

1. Competéncias de
fundamentos de area

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, além de funcdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

2. Objetivos de
aprendizagem

Compreender como as fungdes trigonomeétricas
descrevem fendmenos.

3. Conteudos
relacionados

Funcdes trigonometricas.

4. Descricao da SP

Um sistema de amortecimento veicular usa uma
mola e um amortecedor para compensar variagdes
na altura das vias. Em outras palavras, o sistema de
amortecimento compensa as irregularidades das ruas,
avenidas, estradas, rodovias etc. Se este sistema for
muito macio, o carro oscila e pode tombar ou trepidar
€ escorregar em uma curva, mas, se for muito rigido, os
ocupantes do carro terdo a impressdo de estarem numa
carroga. O meio termo é considerado o ideal, e este
caso é alcancado quando uma medida denominada
fator de amortecimento € igual ou proxima de 1. A
equacdo que descreve a acdo das forcas no sistema
resulta numa fungéo, que € a multiplicacdo de uma
funcéo exponencial e outra cossenoidal, e tem este
fator de amortecimento como uma de suas variaveis.
Um gréfico similar ao de um sistema desgastado (fator
de amortecimento ruim) pode ser obtido com a funcédo

puramente cossenoidal / (")1:2”5[2"] com angulos em
radianos, em que f(x) representa a variagéo de altura do
sisterna em cm e x 0 tempo em segundos. Parte da curva
desta fungéo cossenoidal esta mostrada na Figura 2.47.
Em gquais momentos o grafico desta fung¢do cruza com
0 eixo x? Qual € a amplitude da oscilagcdo do sistema
descrito por esta fungdo no instante x = 10s?

Figura 247 | Funcédo cossenoidal que representa as

oscilacdes de um sisterna de amortecimento automotivo
5y

4

3

2

1

o x
R E] 4W3W1121M5151M92021\?/

-1

2

Fonte: Os autores
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5. Resolugédo da SP

Os momentos em gque o grafico da fungdo cruza com
0 elxo x sdo os zeros da funcdo; portanto, basta fazer
f(x) = 0 e resolver a equagéo resultante. As raizes desta
equacao serao 0s momentos para os quais a fungao tem
valor zero.

fx)=0=

9 -cos(gx]:02a-b:0
2 2

X+
— = 7
. b

Como o produto de aeb éiguala0 oua=00oub=0.
9

Acontece que 133 jamais se anula, independentemente
do valor de x. Deste modo, podemos concentrar
nossa analise em (Zx] Como cosseno tem o valor da
base do tridngulo retangulo inscrito na circunferéncia
trigonometrica, e este € igual a zero para x = 90°, 270°,
450°,630°, 810°, .., ou, generalizando, x = 90° + n - 180° ou,

oz

em radianos, x = R temos:

°-£*zx:>l*lx2x*14>ls
e Para 90°: 3 75%=375

3 7w 3.1 23 6
o =y o=—x>>—=x=>x=-=3-3s
e Para 270% & =5%=5=5 2 2

e Para 90° + n - 180°:
1

V4 V4 1 2
—HnT=—x>—+n=—x>x=—+2n=142n
2 2 2 2 2

Interpretando o resultado: f(x) = O pela primeira vez em x
=1s. Apartir dai temos f(x) = 0acada2s (x=1 3, 5.. para
n=123.).

A amplitude parax =4s €:

2

f4)= icos(h] =2 cos(27)=1,5-1=1,5 > 15 cm
442 6

Lembre-se: 90° =

NN

@ Lembre-se

rad, 180° = wrad, 270° = 37” rad e 360° = 2z rad.

o
4 Facavocé mesmo

3) Uma peca metalica presa a uma mola apresenta um movimento
oscilatorio vertical descrito pela funcdo f(¢) =2sen(r -#) com angulos
em radianos, na qual f(t) € medido em metros e t em segundos. Qual € a
altura maxima do movimento? Em quais instantes a peca metalica atinge

a altura maxima?

U2 - Fungdes trigonométricas
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Faca valer a pena

1. O angulo 50° € equivalente a qual valor em radianos?
51

a) 18 rad

b) 2r rad
3

c) 7“ rad
T

d) > rad

e) n rad

2. Qual é o valor em graus para 3r rad?
a) 20°

b) 540°

c) 360°

d) 30°

e) 460°

3. Qual é a medida em radianos de um arco de 20 cm pertencente a uma
circunferéncia de 16 cm de diametro?

a)1,25rad

b) 1,6 rad
c)2,0rad
d) 2,5rad
e) 3,6 rad
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Unidade 3

Funcao exponencial

Convite ao estudo

Caro aluno, o assunto que iniciaremaos nesta unidade envolve
o célculo de valores que possuem uma variagcdo crescente (para
mais) ou decrescente (para menos). Estas variacdes podem ser
usadas para descrever fatos como ganhos de capital ou acumulo
de divida, proliferacdo de microrganismos e fendmenos
radioativos, e mais que isso, pois a notacao matematica
envolvida em sua representacao nos permite a escrita e calculos
usando NnUmeros Muito grandes e também muito pequenos.
Grandes como a memoaria e velocidade de processamento de
computadores, e pequenos como o intervalo de tempo de um
reldmpago, ou ainda muito menores, como o tamanho das
particulas que constituem a materia.

Este assunto tem como objetivo final o estudo da fungao
exponencial, mas antes abordaremos uma notacao presente
nesta funcao, denominada potenciacdo, bem como suas
propriedades e sua funcao inversa, a radiciacao.

Para compreendermos como este assunto pode ser aplicado
a0 Nosso cotidiano, tentemos imaginar Como sera nossa vida
daqui a 15 anos, 30 anos e, por que Nao, mais que isso. Como
podemos usar 0 conhecimento adquirido hoje para ter boas
condicdes de vida no futuro?

Para o IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica),
o Brasil sera um pais de idosos ja em 2030. Isto tem uma
implicacdo forte em todo o mercado, desde habitacao, saude,
mobilidade, turismo, seguranca e até, & claro, previdéncia. E
certo que a esperanga da maioria das pessoas € ser idoso, mas
nao velho, ou seja, estar saudavel e disposto para curtir com
liberdade, sabedoria e pouca preocupacao neste momento da
vida. E certo também que, para muitas pessoas, principalmente
0s jovens, este periodo da vida ainda esteja longe, mas o que
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muitos se esquecem € que este fato faz surgir muitos novos
nichos de mercado, voltados a produtos e servicos para idosos.
Nestes casos, a melhor opcao € sempre a informacao, de forma
a nos permitir abrir um nNovo negocio, sugerir um Nnovo produto
OU Servico e Nos prepararmaos para esta fase da vida da melhor
forma possivel. No sentido de manutencao de nossa saude
social, organica e financeira, Como a potenciagado Nos permite
compreender o crescimento de microrganismaos patogénicos
nos alimentos ou, até mesmo, nos tecidos de NOsso organismMmo?
Como equacdes exponenciais nos permitem escolher um bom
negocio ou empréstimo? Como funcdes exponenciais Nos
permitem compreender as dosagens e os periodos de atuacao
dos remedios tomados? E, como funcionam, e se sao mesmo
perigosos, os aparelhos que usam radioatividade e que varrem
NOSSO COrpo a procura de doencas?
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Secao 3.1

Potenciacao e radiciacao

Dialogo aberto

Como dito anteriormente, o assunto em questdo tem como
objetivo final o estudo da funcdo exponencial. No entanto, antes,
abordaremos notacdes e operacdes matematicas que envolvem
a multiplicacao sucessiva de um valor por si mesmo n vezes,
denominada potenciacdo, e como trabalhar esta operacdo em
expressdes matematicas. Também estudaremos a operagao inversa
da potenciacdo, que € a radiciacdo, sua definicao e propriedades.

Para comecar, imaginemos o caso da contaminagao do leite por
microrganismos, o que faz que ele fique com gosto azedo. Apos sofrer
pasteurizacao do tipo UHT (Ultra Hight Temperature — Temperatura
Muito Alta), processo de aquecimento controlado que mata ou inativa
0OS microrganismos naturalmente presentes no leite, este produto é
guardado em ambiente hermético para que ndo sofra contaminagdo
bioldgica ou quimica, ou seja, Nndo seja contaminado com Novos
microrganismos ou sofra degradacdo causada pela presenca de
oxigénio. Assim, o leite pode ser armazenado por longo periodo de
tempo, mesmo se nao estiver refrigerado. Entretanto, uma vez aberto
para consumo, sua contaminagao por Microrganismos € quase certa,
via instrumento usado para corte da embalagem ou mesmo pelo ar
gue entra no recipiente de armazenamento, pois este e carregado de
particulas contaminadas.

O gosto azedo do leite degradado se deve a presenca de acidos
liberados por alguns tipos de microrganismos, mas que so e percebido
quando a populagcdo microbiana alcanca uma concentracao elevada.
O crescimento da populacao microbiana depende de muitos fatores,
como temperatura, presenca de oxigénio, tipo de alimento, umidade
e outros. Vamos estabelecer um caso em que a contaminacao inicial
do leite tenha ocorrido com 1000 bactérias para 1 litro, e em que a
proliferacdo delas ocorra de tal forma que sua quantidade no leite
dobre em numero a cada hora que se passa. Quantas bactérias
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existirdo no leite apos 1 dia (24h)? Por quanto tempo este leite pode
ser armazenado, supondo que o sabor azedo seja percebido quando
a contaminacao ultrapassa 100 milhdes de bactérias por mililitro?

Nao pode faltar
Potenciagao e radiciagao

Para melhor compreensdo da potenciacdo e radiciacdo,
comecgaremos com exemplos simples, acrescentando novas
informacdes no decorrer do estudo.

Potenciacao

Sabemos que:

2.2=4 e que (-2)-(-2)=4, assim como: 2:2-2=4.2=8 e
(-2)-(2)(-2)=4-(-2)-

@ Lembre-se

A operacao matematica ‘multiplicagéo” tambem e conhecida como
‘oroduto” ou ‘vezes’, e pode ser simbolizada por varios caracteres, por
exemplo: * (asterisco); . (ponto); X (tracos cruzados); () (paréntesis); e por
uma sequéncia alternada entre numeros e letras, por exemplo: se x = 3,
2x vale 6.

Uma maneira mais simples de representar estas multiplicacdes e
usar um numero sobrescrito que representa a quantidade de vezes
que os valores sdo multiplicados. Veja:

l 2.2.2=2°=8;

I (-2)" =(-2)(-2)(-2)=-8.
. 2.2.2.2=2*=16;
v (2 =(-2)(-2)(-2)(-2)=16

Nos exemplos (1) e (Ill), o nimero 2 é denominado base, ja Nnos
exemplos (Il) e (IV) a base é o numero -2. A quantidade de vezes que
a base € multiplicada por simesma chama-se expoente, e o resultado
da operacdo € denominado poténcia. Alem disso, nomeamaos as
operacdes anteriores de potenciacdo ou exponenciacao.
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! Atencao

Note que, se 0 expoente de uma poténcia de base negativa for impar, o
resultado € negativo; se for par, o resultado € positivo.

&ﬁ*’ Assimile

~ n . .
Em uma expressdo b" =a, com a,b,n € R, o numero b é a base, o
B . n ~ .
numero n € o expoente e o valor a, resultado de b" ¢a poténcia.

Se b<O0 e
e nimpar, temos b" =a<0;

«npar, temos b" =a>0

Vejamos outros exemplos: 32 =9, 3* =81, 52 =25 ¢ 5° =125

Para bases fracionarias, a interpretacao € a mesma, veja:
0,5°=0,25 ¢ 0,5° =0,125.

@ Lembre-se

Fracdo é o nome dado a expressao que representa uma divisdo, e “divisdo”
também € conhecida como ‘quociente’. Para simbolizar uma divisdo
. . e a - - ,
também existem varios simbolos, como: 5 (fracdo); a/b (fragdo em linha);

a:b (dois-pontos); a + b (dois-pontos separados por um traco horizontal).

Para alguns casos envolvendo numeros com decimais, © mais
facil é resolver utilizando fracdes. Por exemplo, sabendo que 0,5 € o
mesmo que 5 dividido por 10, para obter o resultado de 0,52 e de
0,5% ¢ possivel fazer as seguintes sequéncias de operacdes:

2 2 3 3
2_(S)_5 _25_ e 053:(£j _5 125 6405
0.5 {10) _102_100_0’25 ’ 10) 10® 1000

Note que o expoente € aplicado a todos os numeros da fracdo, ou

seja, a0 numerador (nUmero que esta em cima) e ao denominador
(numero que esta embaixo).
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Multiplos e submultiplos de 10

Um caso muito comum de poténcia € quando a base é 10, muito
usada para escrever numeros Muito grandes ou Muito pequenaos.
Por exemplo, se dermos uma volta completa em torno do equador
do planeta Terra, deslocaremo-nos cerca de 40 mil quildmetros,
ou 40.000 km, ou 40 milhdes de metros, ou 40.000.000 m. Sé&o
todas formas diferentes de representar a mesma medida. Podemaos
representar, também, esta medida usando uma poténcia de 10:

40.000.000 m = 40.000x10-10-10 m = 40.000-10° m

Como 10% ¢ chamado de quilo, e representado pela letra k
(minusculo), podemos escrever 40.000x10%° m como 40.000
km, ou dizer 40 mil quilo metros, que acabou por gerar a palavra
quildmetros.

Outro caso muito comum é quando o0 NUmero é pequeno, CoOMo
O comprimento de uma formiga lava-pé ou o diametro medio de um
fio de cabelo. Estas formigas possuem em torno de 2 mm, mas por
que dizemos milimetros? 2 milimetros € o mesmo que 0,002 m, que

pode ser reescrito por meio da fragdo: —=-=-=2x1073.
1000 10°

Nesta operagcao, o denominador 10° sobe para 0 numerador
invertendo o sinal do expoente, e 1072 pode ser representado pela
letra m (minusculo), denominada mili. Logo, 0,002 m=2-10"° m,
ou 2 mm (2 mili metros), que acabou por gerar a palavra milimetros.

Existem letras para expressar muitas outras poténcias de base 10,
usadas como prefixos das unidades de medidas, antes das quais, por
regra, SO se pode usar um unico prefixo.

A Tabela 3.1 mostra alguns exemplos destes prefixos.

Tabela 3.1 | Prefixos, simbolos e valores dos multiplos e submultiplos de 10

Prefixo Simbolo Extenso Decimal Poténcia de dez
tera T Trilhao 1.000.000.000.000 10
giga G Bilhdo 1.000.000.000 10°
mega M Milhé&o 1.000.000 10°
quilo k Mil 1.000 10°
hecto h Cem 100 10%
deca da Dez 10 10!
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Unidade - Unidade 1 10°
dect d Décimo 01 101
centi ¢ Centésimo 001 10
mili m Milésimo 0,001 107
micro u Milionésimo 0,000.001 10
nano n Bilionesimo 0,000.000.001 10°
pico P Trilionésimo | 0,000.000.000.001 10

Fonte: Adaptado de Wentworth (2009).

Um valor obtido pela multiplicacao de um numero real maior ou
igual a 1 e menor que 10 por uma poténcia de 10 com expoente
inteiro pode ser expresso em Notacdo Cientifica. Se esta poténcia de
10 puder ser substituida por um prefixo da Tabela 3.1, este numero
sera expresso em Notacdo de Engenharia.

Escreva em notacdo cientifica os seguintes numeros:

Exemplificando

Numero Resolucio
200 2x100=2x10?

0,0005 5:10.000=5x10"

0,00002 2:100.000=2x10"°

1.230 1,23x1000 =1,23 x10°

289 2,89x10=2,89x10'

8712 8,712x100 =8,712x10?
870,0 8,7 x100 = 8,7 x10?
152.000.000 1,52x100.000.000 = 1,52 x 10°

Na pratica, basta contar o numero de vezes que a virgula “anda”
para a direita ou para a esquerda, pois este sera o valor do expoente.
Alem disso, se a virgula se deslocar para a direita, 0 expoente sera
negativo; e, se a virgula se deslocar para a esquerda, 0 expoente

sera positivo.
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v=| Exemplificando

Escreva em notacao de engenharia as seguintes medidas dadas em

metros:

Medidas Resolucédo

200m 2x100=2x10? S5 2hm
0,5:1.000=0,5x10" _ 5

0,0005m { 6

500:1.000.000=500%x10" _ 500 pm
2.000.000 m 2x1.000.000 =2x10° 52 Mm
1230 m 123x1000=123x10" |5z,

5
4 Facavocé mesmo

1) Escreva em notacao cientifica e de engenharia as seguintes medidas:

a) A energia media de um relédmpago: 1.000.000.000 J (Joule).

b) O didmetro de um virus meédio: 0,0000001 m.

Propriedades e valores definidos das poténcias

Uma expressao matematica pode conter soma, multiplicacao e
divisdo de poténcias, e até poténcia de poténcias, por isso € necessario
sabercomo resolver cada um destes casos. Para operacdes aritméticas
entre poténcias sao validas as propriedades expostas na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 | Propriedades das poténcias ou exponenciais

Multiplicacéo de poténcias Poténcia de poténcia
b7 . p" = pmn (bm )" —pm"
Diviséo Poténcia de multiplicacdes e divisdes
b _pmen ay _a"
b" comb#0em>n (a-b)nzan-bne b b", com b=0
Definidas Indefinidas
=1 comb=0c b'=b 0°% 07 e ®
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Expoente negativo

Produtos notaveis de expoente 2

=5

_ 1
b =— comb =0

(a+b)’ =a® +2ab+b?
(a-b)’ =a%-2ab+b?
(a+b)(a-b)=a*-b’

Fonte: Os autores

Na Tabela 3.2, considere a,beR e nme7,.

Exemplificando

Transforme as seguintes expressdes em uma unica poténcia simples:

Expressoes Resolugéo: Expressoes Resolucéo:
27 x 23 27+3 — 210
(23 )2 232 _ 96
22 2o =2
100 10° 1
5° P — —=—=10"
= 5°°=5" 1000 10° 10
2 .0 933 _ o0 _4 10°+10° | 10509 =10°
10°x107° 105 =102
10° +10° 10°°=10"°
Expressoes Resolucéo:
s (2V 3 : 3 -2 1
(25)| ¢ (25) | 5| =(25)"-(25)" =(25) =25
(-2)' =22 (-1-2)* .22 =(-1)° .2 . 22 = 2% = 2°
(-2) (2) =(12) = (-0 (2) =2

3E importante salientar que lg”m #(b")" =b"™  Por exemplo,
22 =28 que é diferente de (22) =25
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D9 Pesquise mais

Exemplos de poténcias e outras formas de resolucao podem ser
vistos  em: <www.uelbr/projetos/matessencial/superior/elementos/
elementos04.pdf> e <www.matematicadidatica.com.br/Potenciacao.
aspx>. Acesso em: 18 dez. 2015.

!; Faca vocé mesmo
32
2) Calcule o valor da expressio 22 (5) + (35 .3 ) +10°.

Radiciacdo € a operacao inversa da potenciacao, e sua simbologia
deriva da letra r". De modo geral, como define Dante (2012, p.135):

Ya=beob"=a, emque

Q/_ € o simbolo que indica a operacao radiciacao e € chamado
radical;

a € o numero real chamado radicando;
n € um numero natural diferente de zero chamado indice; e,

b € um numero real, resultado dessa operacao, chamado raiz.

Vejamos alguns exemplos:
Se22 =4 entiod =2
Se22:2 -8 entdo Y8 =2,
Se 3-3-3-3 = 81, entdo ¥81=3.
! Atencao

Note que ndo é necessario escrever o indice quando n = 2.

oé) Reflita

O radical com indice 2 € chamado de “raiz quadrada’, enquanto o radical
com indice 3, de "raiz cubica’. Por qué? Pense nas areas e nos volumes
de figuras geometricas.
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&ﬁ& Assimile
Para transformar uma radiciacdo em uma potenciacdo, e vice-versa,
n

pode-se usar a relacdo: Uh" < bm .

As propriedades que nos permitem manipular e resolver os radicais
sao (Tabela 3.3):

Tabela 3.3 | Propriedades das radiciacbes

Raiz de um produto Raiz de um quociente
[a ta
«”/a.b:Q/g.Q/E o =—=
b b .b=0
Poténcia de um radical Raiz de um radical
f\7/_ m — nfaym nlm n-m
al =Va g =g
Alteragdo do indice e expoente Radicando negativo com n par ou impar*
nfqmic _ nfom J-4 =4 . \J-1=2i
n+k[am%k — n[am 3[_8 — 3[_23 -2

*Ndo existe um numero real que multiplicado por si mesmo gere o resultado -1, por isso criou-se o conjunto dos
numeros complexos C , no qual i € denominado nimero imaginario, sendo que P?=-1oui= J=1

Fonte: Os autores

Na Tabela 3.3, considere a,be R e n,m,k e (Z+ - {1}) _

EL(II Pesquise mais

Exemplos e, também, outras formas de resolu¢cao podem ser vistos no
link: <http://www.mat.ufrgs.br/~vclotilde/disciplinas/ntml/potenciacao_
radiciacao.pdf>. Acesso em: 18 dez. 2015.
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Simplifique as expressoes:

v=| Exemplificando

Expressdes Resolugéo: Expressdes Resolucéo:

2. 2.3 = 3

16 ﬁ &

P2 2 a5 | 2%320 =3¢ =27
Fatoracao

Pode-se decompor um numero em multiplicacdes de numeros
primos, substituir o valor do radicando ou da base por esta
decomposicao e usar as propriedades das poténcias e das raizes
para simplificar e resolver expressdes. Para isso, sao construidas duas
colunas de valores, em que, a esquerda, ficam as decomposi¢coes do
valor inicial e, a direita, os divisores.

180 2 27 3 200 2 8 2
90 2 9 3 100 2 4 2
45 3 3 3 50 2 2 2
15 3 1 33 25 5 1 0

5 5 5 5
22.32.5 23 .52

v=| Exemplificando

Simplifique as expressdes:

Expressoes Resolucéo:
IN27 827 =2¥3° =3
J8 V28 =22 2 =22
1 1 3
273 (3°)p=3=3
1 1 6
642 (26)2 =22-2°-8
J200 V28 62 =22 .2 .52 =2.2.5=102
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o
4 Facavocé mesmo
1

1 2 1y
3) Calcule o valor da expressdo: £273 +642 —83 + 42J .

Sem medo de errar

Como aplicar os conceitos apresentados nesta unidade para
calcular o numero de bactérias presentes em 1 litro de leite 24 horas
apos ele ter sido contaminado com 1000 bactérias, supondo que a
populagao destas bactérias dobre a cada hora que se passa?

E como calcular o periodo de consumo para este alimento
apos sua embalagem ter sido aberta, supondo que uma populacao
bacteriana acima de 100 milhdes de bactérias por mililitro faca que o
leite adquira sabor azedo?

Para o primeiro caso, 0 numero de bactérias cresce a cada hora
da seguinte maneira:

N, =1000

N, = 2-1000 = 2"-1000 = 2000

N, =2-2000 =2-2-1000 = 22 -1000 = 4000
N, =2-4000=2-2-2-1000 = 2° - 1000 = 8000

N, =2"-1000

Ou seja, apos n horas, 0 numero de bactérias sera de 2" vezes
O numero inicial de bactérias, que € 1000. Assim, apos 24 horas
teremos:

N,, =2%*.1000 =16.777.216 x 1000 = 16.777.216.000
bactérias por litro.

Q Dica

Use uma calculadora cientifica.
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De forma extensa, pode-se dizer que existem, neste 1 litro de leite,
24 horas apos sua contaminacao, aproximadamente 16,8 bilhdes de
bactérias (16,8 -10%) ou, em notacdo cientifica, 1,68 10" bactérias.

Para o segundo caso, como o valor a ser calculado envolve
a quantidade de bactérias por mililitro de leite, devemos dividir a
guantidade existente apos N horas por 1000, pois cada litro possui 1000
ml, gerando uma concentracao calculada por:
2"-.1000 _on

1000

Considerando uma contaminacao de no minimo 100 milhdes de
bactérias por mililitro de leite, temmos que 2" deve ser maior ou igual
a 100 milhdes. Usando uma calculadora cientifica, podemos perceber
que:

2% —=67.108.864, ¢ que
227 =134.217.728,

Concentragao =

Ou seja, entre 26h e 27h, apos ser aberto, o leite ja estara com sabor
desagradavel. Portanto, ele deve ser consumido em, no maximo, 26
horas. Na pratica, sob refrigeracdo de até 10 °C, a recomendacao é de
que o leite seja consumido em até 48h.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucéo

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Ganho de capital financeiro

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, além de funcdes
exponenciails, logaritmicas e trigonometricas.

1. Competéncias de
Fundamentos de Area

Aplicar os conceitos e as propriedades das poténcias
para calcular montantes em dinheiro submetidos a
juros compostos.

2. Objetivos de
aprendizagem

3. Conteudos

. Potenclacgéo, valores financeiros e porcentagem.
relacionados
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4. Descrigdo da SP

Suponha que vocé tenha recebido uma heranca de RS
4000000, gue denominaremos de valor no presente
momento (VP) e que tenha negociado com o gerente do
banco um CDB (Certificado de Deposito Bancario) de 24

0,95
meses a juros (j) de 095% (W =0 OOQSJ aomeés. Se ainflacio

neste periodo foi de 0,83% ao meés, desconsiderando as
taxas e os impostos cobrados sobre esta aplicagao, qual é
0 ganho real de capital apos estes 2 anos de investimento?

5. Resolugédo da SP

O montante de capital no inicio de cada més é:

M, =40.000 = VP (Més zero)

M, =40.000 +0,0095x40.000=VP + j-VP (Més um.)

M, =40.000 +0,0095(40.000 + 0,0095 x 40.000) ou
My =VP+ j(VP+j-VP)=VP+j-VP+ 2 VP =VP(1+ j+ j)=VP(1+1-j+ ?)

Na tabela de propriedades das poténcias, vimos que:

(a+ b)2 =a’ +ab+b?. Por comparacio, deduzimos que
a=1leb=j logo:

M, =VP(1+ j)z. O montante para qualquer inicio de
més ¢ entdao M, =VP(1+ )"

ApOs 24 meses, ou seja, 2 anos apos o investimento, o
montante sera de:

M, = 40.000(1+0,0095)** = 40.000(1,254734...) ~R$ 50.189,37

Dois anos apos o investimento, a inflagdo farla que
um montante maior de dinheiro fosse necessario para
comprar as mesmas coisas de 2 anos atras (efeito da
inflacéo), e este montante seria calculado com juros de
0,83% a0 més:

M, =40.000(1+0,0083)** = 40.000(1,219423...), ou seja,
M,, =R$ 48.776,92 e 0 ganho de capital e de 50.189,37 -
4877692 = RS 141245,

Faca valer a pena

8.108.107°

1. Ao simplificarmos a expressdo ——~ "~ 1P, obtemos:
2°.10"-10°

a) 22 d) 10

b) 8800 e) 0

cl
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2. Qual dos numeros a seguir é o resultado de V16 2

3. Sabendo que o montante obtido a partir de um capital investido sob juros
compostos, aplicado por certo intervalo de meses, é calculado pela fungao
VF =VP(1+ j)", na qual VF ¢ o valor total final acumulado, VP & o valor
inicial ou NO mMomento presente, j é a taxa de juros mensais da aplicacao e n
€ 0 numero total de meses antes do resgate, qual é o saldo em uma conta
que teve um deposito de RS 5.000,00 na sua abertura passados 4 meses sob
0s juros de 1% ao més?

a) R$ 5.320,00
b) RS 5.203,02
c) R$ 5.400,00
d) R$ 5.500,05
e) RS 5.444,44
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Secao 3.2

Equacao exponencial

Dialogo aberto

Seja, novamente, bem-vindo!

Como vimos na secao anterior, Secdo 3.1, expressdes
exponenciais podem ser usadas para descrever fendmenos cujo
crescimento de sua variavel medida € acelerado, como 0 numero
de bactérias em um alimento, ou entdo cujo decrescimento é
desacelerado. Nos casos estudados, conheciam-se a base e o
expoente da expressao exponencial.

Nesta secao, estudaremos as equacdes exponenciais, que tém
como caracteristica apresentar o expoente como valor desconhecido
ou incognita. Portanto, para que possa ser resolvida, ela precisa estar
igualada a um numero ou outra expressao, tornando-se uma equacao.
Veremos como estas equagdes exponenciais se apresentam e
estudaremos dois meétodos para sua resolucdo: o primeiro deles tem
como meio fazer manipulacdes algebricas para igualar as bases das
expressdes exponenciais separadas pela igualdade desta equacao, e
igualar seus expoentes; o outro, permite que encontremos um valor
de expoente proximo ao verdadeiro por aproximagdes consecutivas.

Uma aplicacao que envolve um plano para meédio prazo e é
pouco realizada pela maioria das pessoas, por falta de planejamento
e comprometimento pessoal, € fazer a compra de um bem de alto
valor por meio de um consorcio privado. Na pratica, seria fazer um
deposito mensal fixo de baixo valor por um periodo de alguns anos
em um fundo com renda fixa, como a poupanca, até acumular o
valor desejado. Este procedimento € conhecido como “aplicacao
com depositos regulares’, e se o resgate do montante for feito no
inicio do ultimo més de depdsito, o valor total acumulado pode ser
calculado pela formula:

(1+ )" =1
M=D———~——

J
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Nesta formula, M € o montante que existira na conta no inicio do
ultimo més de cada deposito, D € o valor do deposito mensal, j € a
taxa de juros da poupanca, ou outra aplicacao a ser negociada com o
banco, e n € numero de meses desta aplicacao.

Se quisermos fazer compra de um veiculo popular usado, quantos
meses sao necessarios para se acumular 12 mil reais depositando
mensalmente RS 500,00 a juros de 0,8% a.m. (a.m. = ao més)?

Nao pode faltar
Equacdes

Equacdo € uma “declaracao de igualdade entre duas expressdes
consistindo de varidveis e/ou numeros’ (ENCICLOPEDIA BRITANICA,
2016), pois um lado deve possuir valor igual ao outro, ou seja, os lados
possuem valores equivalentes (equagdo).

Exemplos: 2+ 3 =5, x+ 3 =5 (parax = 2).

Resolver uma equacao € encontrar o valor da variavel, ou incognita,
na maioria das vezes representada pela letra x. Geralmente, opta-se
por letras de uso menos comum, Como X, Y, z e w, mas qualqguer letra
pode ser usada, principalmente se puder ser associada a dimensao
que ela representa, como t para tempo, s para espago (space, em
inglés), a para aceleracdo etc.

Equagdes exponenciais

Quando a incognita aparece no expoente de uma equacao, diz-se
qgue ela € uma equacao exponencial, e para encontrar o valor desta
variavel devemos fazer manipulacdes algebricas de forma a tornar
ambos os lados com bases unicas e iguais. Por exemplo:

2" =8=2"=2% logox =3
‘t"’ Assimile

Tecnicamente, parab>0eb =1 tem-se: b =b" <n=m.
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Resolva as equacdes:

v=| Exemplificando

Equacéio Resolucéo

2 =32 2¥=3222"=2=x=5

2" =1 2"=1=2"=2=x=0

3*=3 3¥=3=23=3"=x=1
3*2-9 32-9=232=3’5x-2=2=x=4
542 -125

5% 21255 =5"=x+2=3=x=1

2* =16

16 =2 =2t = 2¥ 22 x=2

(O’S)X = %3(%JX :4% 3(271)X :4% — X :(22)% -

(0,5) =¥4
2
2’*:23:>—x:g:>x:—g
3
1 3 = L o7 53 o (3) o
32—X — 27
27
F¥*=33=2-x=-3=x=5
2421 =5524.2'420.27 =5 e 2X =y entdo
x+1 x-1 2+ 1=5:§ =5¢1 =1=>y=2=
x| oxt _ g y2ty;=5=2y=5=_y=1=y
2¥=2=x=1
32)(,4.3"=73:(3X)274-3"+3=0,se 3¥ =y entio
(4)+ (4P 413
y?-4y+3=0=y=——-¥9 "1 "
B2* — 4.3 =3

21

y74i\/16—127412<y'=3:3xz3:x:1

2 2 \y"=1=3"=1=x=0

5¢-x _ 25

5¢ X 055X X =52 5 x2 _x=2=x2 _x-2=0=

oo TENENED -4-1(-2) :1im:E<x':2

21 2 2 \x"=-1

Fungéo exponencial
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&
4 Facavocé mesmo

1) Resolva as equacgdes:

a)2"=8 f 0,5%% = 2%
b) 3 =9 g 0,75" _9
C)(102)X_1:100 h) 22X—9.;?+8=0
d) 3% =81 ) ge-ax 1
e) 3.5 =3 27

Resolugdo por tentativas (bases diferentes)

Quando ndo é possivel fazer que a equacdo exponencial apresente
bases iguais dos dois lados da igualdade, pode-se encontrar um valor
aproximado para o expoente atribuindo valores a incognita, de modo
a calcular um valor aproximado para a igualdade. Por exemplo:

Equacdo: 2* =10

Tentativas:
2¢ =8 233 -984... 23%2.-998... 23321 — 9 9935, ..
24 =16 234 -10,55... 233 -10,05... 23322 —10,0004...

Note que o valor de x esta entre 3 e 4, € um valor mais proximo
ao correto pode ser obtido fracionando 0 expoente sucessivamente.
Entre as tentativas, o valor mais preciso para x na equacdo 2* =10
foi 3,322. Assim, x = 3,322

! Atencao

A resolucdo de equacdes exponenciais com a igualdade separando
bases diferentes € normalmente feita usando-se a operacdo matematica
denominada logaritmo, que € mais rapida e precisa, mas sera abordada
somente na proxima unidade.
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o(b Reflita

2% tem valores que aumentam de forma acelerada com o aumento
linear de x, e 27 tem valores que decrescem de forma desacelerada
com o aumento de x. O que se espera que aconteca com a variagao dos
valores de b* se 0< b <1?

|:[_(|1 Pesquise mais

O material indicado a seguir traz mais detalhes sobre as definicdes e
0s métodos de resolucdo das equacdes exponenciais. Disponivel em:
<http://www.fund198.ufba.br/expo/eg-ine.pdf>. Acesso em: 1 jan. 2016.

Sem medo de errar

Um consorcio privado, ou “aplicacdo com depositos regulares’,

" -1

tem valor total acumulado calculado pela formula M:D% na

j
qual M e o montante que existira no inicio do ultimo més de deposito,
D € o valor do deposito mensal, j € a taxa de juros da aplicacédo e n €
O numero de meses.

Relembrando: na compra de um veiculo popular usado, quantos
meses sao necessarios para se acumular 12 mil reais depositando
mensalmente RS 500,00 a juros de 0,8% a.m. (ao més)?

A incognita deste problema € o expoente n da equagao usada
para calcular o montante M acumulado apos n depositos mensais
de um valor D a um juros j. Para achar o valor de n, devemos isolar a
poténcia na qual ele se encontra, (1 + )", gerando a seguinte equacao:

mMop DN MGy s M gy
J D D

Ao substituirmos os valores dados nesta equacao, temos:
. 12000-0,008
500
Como nao ¢ possivel manipular esta equacao de modo a obter
duas poténcias de bases iguais, pode-se optar por encontrar um

valor aproximado de n por tentativas. Com o uso de uma calculadora
cientifica tem-se:

1 =(1+0,008)" = 1,192 =1,008"

U3 - Fungéo exponencial
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1,008" =1,0829...
1,008% =1,1727...

1,008%' =1,1821...
1,008%2 =1,1916... 1,192
1,008% =1,2011...

Portanto, o numero de meses necessarios para acumular,
aproximadamente, 12 mil reais é 22. Caso este valor fosse depositado
em uma conta-corrente comum, na qual ndo existe correcdo da

inflacao, seriam necessarios 24 meses para acumular © mesmo valor
oa - 12000

500
Um calculo mais preciso mostra que o valor acumulado em 22
meses é de RS 11.975,21, e a economia obtida por este procedimento
acabou sendo de 2 meses de deposito (2 = 24 — 22), ou seja, de
1000 reais.

E importante lembrar que em um consércio contratado (de
um banco, por exemplo) as taxas de administracao tornam esta
OpGao Menos interessante que o depodsito em poupanca, © que as
operadoras de consorcio tentam compensar pela possibilidade de
vOoCcé ser sorteado e adquirir 0 bem desejado antes da finalizacao
dos pagamentos. Por exemplo, em uma simulagcdo, um consorcio
oferecido por um banco popular exigiu taxas equivalentes a compra
de um carro de 12 mil reais com depositos de 22 parcelas de RS
573,27, gerando um gasto de cerca de 600 reais a mais.

|:[_(|1 Pesquise mais

Se o resgate dos valores acumulados for feito no final do ultimo
periodo de depodsito, com o intuito de obter um ganho pela
correcao do montante acumulado ate este ultimo més, o calculo
do montante € feito pela formula:

M—D~[W—1]
J

Ou seja, neste caso, o resgate é feito apds o acréscimo dos
juros referentes ao ultimo deposito. Procure se informar mais
sobre isso.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucéo

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Depreciagdo de um automovel

1. Competéncias de
Fundamentos de Area

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, além de fungdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

2. Objetivos de
aprendizagem

Aplicar as equagdes exponencials a casos reais.

3. Conteudos
relacionados

Equacao exponencial

4. Descrigdo da SP

Se vocé pretende comprar um carro, tem a opgao de
comprar um novo ou um usado, e pode considerar
que, nos proximos 3 a 5 anos: 0 novo trara somente
as despesas com as revisdes e os maiores valores de
seguro e IPVA; o usado certamente exigira manutencao
em oficina mecanica, a troca de pecas mais caras e
menores valores de seguro e [PVA.

De forma geral, um carro novo, quando tirado da
agéncia, desvaloriza-se imediatamente cerca de 10%,
e mais cerca de 5% ao ano. J& um carro usado tem
somente a desvalorizacédo de cerca de 5% ao ano.
Supondo um carro zero com valor na agéncia de R$
88.000,00, quantos anos devem se passar para que seu
valor de mercado seja de RS 68.590,00, considerando
que, ao sair da agéncia, seu valor de mercado ¢ 10%
menor, neste caso, de RS 80.0007?

5. Resolugédo da SP

E% Lembre-se

O aumento ou a diminuicdo de um valor financeiro em
funcdo de uma taxa de juros ja foi discutido na Secdo
31 e ¢ calculado pela formula M=VvP-(1+j)", sendo M
o montante, VP o valor presente, j a taxa de juros e n o
numero de periodos em que essa taxa de juros incide.
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Por se tratar de uma depreciacgdo, a taxa de juros, neste
caso, € negativa, ou seja, j = -0,05 (-5% = -5/100 =
-0,05).

A taxa de depreciagdo deste veiculo passa a ser fixa
apos sua retirada da agéncia, momento a partir do qual
a formula apresentada se aplica. No ano zero, o valor do
velculo fora da agéncia € de RS 80.000,00, e sera o valor
presente. Assim:

5. Resolugédo da SP 68590 = 80000(1-0,05)" = % =0,95" =

6859 (95 (19 (95+5Y) (19)* (19Y
— = — | == = =|—| =|—| =>n=3
8000 | 100 20 100+5 20 20

Assim, 3 anos apos sua compra, o velculo tera se

desvalorizado RS 11.410,00, o que corresponde a quase
11410 .
13% (13%:0:13=m] de seu valor na agéncia, custando

RS 68.590,00.

o
4 Facavocé mesmo

2) Considerando uma taxa de valorizacao de 10% ao ano, quantos anos
S0 necessarios para que um valor inicial de RS 2.000,00 chegue ao
montante de RS 3.221,00?

Faca valer a pena

1. O valor de x na equacdo 2 —63 =1 &

a) 5 c) 7 e 9
b) 6 d) 8

2. O valor de t na equacso 3/ =§/81 ¢:

a) -1 c)2 e) 0,75

b) 1 d) 0,5

3. Em condic8es especificas, © numero de bactérias de uma cultura € dado
pela expressdo N(t)=800-2%%" na qual N(t) € o numero de bactérias por
ml de cultura em determinado instante e t € o tempo em horas. Em quanto
tempo, apos o inicio do experimento, esta cultura tera 3200 bactérias?

a)2h c)4h e)6h
b)3h d5h
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Secao 3.3

Funcao exponencial

Dialogo aberto

Prezados alunos, nas duas secdes anteriores, estudamos as
definicdes e propriedades da potenciacdo (b”), da radiciacao (Q/g)
e das equacdes exponenciais (b" =a). Nesta secdo, visualizaremos
0s comportamentos descritos anteriormente de crescimento
acelerado e decrescimento desacelerado. Para isso, utilizaremos
graficos obtidos ao estudarmos as equacdes exponenciais na forma
de funcdo, empregando x no lugar de n, de forma a representar os

valores correlacionados pela funcao num plano cartesiano, em que
f(x)=b"ouy=b*.

Para entendermos a importancia de respeitar as dosagens e 0s
intervalos de tempo recomendados no receituario apos uma consulta
medica, devemos compreender que as dosagens sao calculadas em
funcéo de nosso volume corpdreo e sanguineo, assim como com
base em nosso metabolismo e velocidade de excrecdo dos farmacos
e seus metabolitos, além, € claro, das dosagens minima eficaz e
maxima tolerada.

Ao ingerirmos um remédio, a concentracao de seu principio ativo
No sangue aumenta rapidamente e ndo deve atingir valor maior que
o0 da dosagem maxima tolerada, acima da qual o farmaco passa a
ser toxico. Decorrido certo intervalo de tempo, sua concentracao
No sangue cai pela metade: decorrido outro intervalo de tempo de
mesmo valor, a concentracao do farmaco cai pela metade da metade
anterior, ou seja, %4 do valor original, e assim por diante. Este intervalo
de tempo e entdo denominado tempo de meia-vida.

A concentracao de um farmaco no sangue pode ser descrita pela

funcéo:
city=c,[+ 2
® "(ZJ

Na qual C(t) € a concentracédo do farmaco no sangue em

U3 - Fungéo exponencial

137



138

determinado instante t, C, € a concentragdo inicial; e k & uma
constante que equivale ao tempo de meia-vida do farmaco no
organismo. Suponha que a concentragao maxima toleravel de um
farmaco no sangue seja 80 pg/ml (micrograma por mililitro) e que,
para determinado paciente, a concentracao inicial administrada tenha
sido 60 pg/ml. Considere, ainda, que a quantidade minima eficaz
desse farmaco seja 15 ug/ml e que seu tempo de meia-vida seja de
4 horas para este paciente. Com base nessas informacdes, surgem
as seguintes questdes: (a) De quanto em quanto tempo esta pessoa
precisa tomar uma nova dose deste farmaco? (b) Considerando que
esta pessoa possua 8 litros de sangue, qual € a massa de principio
ativo presente em cada dose?

Nao pode faltar

Até aquivimos que, se 2-2-2=2% =8 e 2¥ =8, entdo x s6 pode
ser 3, pois 2¥ =8 =23 Também vimos que 22 =4, 2'=2, 2° =1,
21-0,5,22=0,25 23=0,125 ¢ 2* =0,06525, se escrita na
forma 2% =y, ha valores de x variando entre 2 e —4. Tabulando estas
expressdes em ordem crescente de x, temos 0s dados mostrados na
Tabela 3.4.

Tabela 3.4 | Alguns valores de x e da funcio ¥ = 2*

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
2% 274 273 272 2 20 2! 22 28
y =2% %:0,0625 %:0,125 %:0,25 %:0,5 1 2 4 8

Fonte: Os autores

Os valores da Tabela 34 e da funcdo y =2 podem ser
representados num plano cartesiano, gerando o grafico mostrado na
Figura 3.1.
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Figura 3.1 | Grafico da fungéo Y = 2%

N W h O0O N O

4 -3 -2 1 |01 2 3

Fonte: Os autores

1 (1)

Ainda nesta unidade foi visto que 273’?{5} . Portanto, uma
poténcia de base positiva e expoente negativo pode ser transformada
em outra, cuja base seja a reciproca da primeira (inyersa mgltiplicati\{a)
e com expoente positivo. Assim, 2*=g R B e %
Como exemplo, observemos os dados da Tabela 3.5 e do grafico

correspondente, mostrado na Figura 3.2.

Tabela 3.5 | Alguns valores de x e da fungédo ¥ = [*] que tem valor igual ao da funcdo

2
y=2"

X -2 -1 0 1 2
x 2 1 -0 1 2
1 ou 2~ (1) ou 2 [1] ou 2 (1) ou2® (1) ou2™® [1) ou2®
2 2 2 2 2 2
1) 1 1
2| =2~ —=0,5 —=0,25
Y (2j N ° ' 2 4

Fonte: Os autores
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Figura 3.2 | Gréfico das funcdes ¥ :(Ej ey=2

-4 -3 -2 -1 o1 2 3

Fonte: Os autores
— Atencdo
Observe que:
» O grafico de f(x) = b* sempre passa pela coordenada (0, 1).
~ X Lo ~ .
A funcao f(X) = b”" nunca se anula (seu grafico ndo toca o eixo X).

A funcao f(x) =b* com b > 1 tem valores que crescem de forma
cada vez mais intensa, ou acelerada, ver Figura 3.1.

« A funcdo f(X) =b* com 0 < b < 1 tem valores que decrescem de
forma cada vez mais branda, ou desacelerada, ver Figura 3.2.

&&& Assimile

De forma mais abrangente e técnica, dado um numero real b tal que b
>0 eb =1 define-se f(X) =b* como a funcao exponencial de base
b com dominio R e imagem ]R*+ , OU s€ja, para qualguer valor de x de
y S30 sempre positivos.

o() Reflita

0
Sabendo que 0 € indefinido, que 1 =1 para qualguer valor de x e que
ndo existe valor real para radicais de indice par e radicando negativo,
como a ‘raiz quadrada” de -2, 0 que se espera para uma funcao }
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exponencial quando:

ab=0ex<0?

b)b=17 cb<0ex<1?

Dica: Use exemplos numéricos!

X

A funcdo y=(%) ¢ reciproca a funcdo y =b*, o que pode ser
observado pelo fatd de suas representacdes no plano cartesiano ser
uma o espelhamento da outra com relacao ao eixo y (compare a Figura
3.1 com a Figura 3.2) e, apesar de y= 1 =b”, ela ndo € a inversa de

b

y =b* Ainversade y = b* éafuncdo logaritmica, que sera estudada

na proxima unidade.

V-
P

Esboce o grafico da funcio f (X) =3%

Resolucéo:

Exemplificando

Podem-se tabular os resultados de Y = 3% com valores inteiros de x de
-2 a 2, conforme Tabela 3.6.

Tabela 3.6 | Alguns valores de x e da fungéo y = 3*

X =2 =il 0 1 2

3X 3—2 3—1 30 31 32

y=3" | 1011 | 12033 | 1 3 9
9 3

Fonte: Os autores

Figura 3.3 | Grafico da fungédo Yy = 3”

Na sequéncia, representar estes
valores no plano cartesiano e
interliga-los com uma linha curva,
conforme grafico da Figura 3.3.

(-1,0.33)

(2,0.41)

1
0. 1)

y (2, 9)

(1,3)

X

4 3 2

Fonte: Os autores

-1

U3 - Fungéo exponencial

141



142

8
4 Facavocé mesmo
)X

Ao longo da historia, muitos fendmenos naturais puderam ser
descritos por uma funcdo matematica de base irracional e valor
aproximado 2,718, sendo algumas do tipo exponencial. Este valor
tem infinitas casas decimais, assim como o «, e € simbolizado pela
letra e, em homenagem ao matematico Euler. Deste modo, a fungao
exponencial de base e € denotada como y = e*, pode ser aproximada
por y =2,718" e algumas vezes representada por y = exp(X).

[SSHIEN

1) Esboce o gréfico da funcdo y =37 ou ¥ =(

Funcao exponencial de base e

ELIQ Pesquise mais

Para se aprofundar nos conceitos envolvendo funcdes exponenciais, leia
o texto indicado a seguir, a partir da p. 402.

Disponivel em: <http://www.ime.unicamp.br/~chico/ma091/precalculo5.
pdf>. Acesso em: 2 fev. 2016.

Se possivel, adquira o livro indicado a seguir:

MAOR, Eli. E. A histéria de um numero. 5. ed. Rio de Janeiro: Record,
2008.

Sem medo de errar

(a) Intervalo interdose

No problema envolvendo as dosagens maxima e minima de um
farmaco administrado a uma pessoa especifica e o intervalo de tempo de
ingestéo deste farmaco, 60 ug/ml é a concentracéo inicial do principio
ativo deste farmaco no sangue, 15 pg/ml € a concentragdo minima
eficaz e 4 horas € o valor de k, tempo de meia-vida do farmaco no
organismo desta pessoa. Para calcular o intervalo de tempo necessario
para a concentracao do farmaco cair de 60 para 15 microgramas por
mililitro de sangue, devemos substituir os valores do problema na
equacao que descreve a concentracao do farmaco, ficando:
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t t t
C(t)=C, I soeo[ 1 =11 como 12216
2 2) 760 |2 60 4

t

1 1V (1) t
=|=|,tem-seque | - | =|=| ,logo —=2=1t=8
2 2 2 4

Desta forma, esta pessoa precisa tomar uma nova dose deste
remedio a cada 8 horas.

PN

@ Lembre-se

Aresolucdo da equacao obtida, ao substituirmos os valores do problema
na funcao, deve ser feita tentando transforma-la numa equacao
exponencial com bases iguais dos dois lados da igualdade.

(b) Quantidade de principio ativo em cada dose

Esta pessoa possui 8 litros de sangue, ou seja, 8000 mililitros.
Como a dosagem € de 60 pg (107 g) para cada mililitro de sangue,
em 8000 mililitros teremos oito mil vezes mais ou uma quantidade de
0,48 g (8000-60x107° =480000x107° =0,48), ou seja, cada dose ou
comprimido deste farmaco deve ter 0,48 g do principio ativo.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Contaminacao alimentar por pesticidas

1. Competéncias Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar fungdes
de Fundamentos e graficos do 12 e 22 grau, além de funcgdes exponenciais,

de Area logaritmicas e trigonomeétricas.
2. Objetivos de Utilizar uma funcgdo exponencial para prever o nivel de
aprendizagem contaminagéo alimentar por um pesticida.

3. Conteudos

. Potenciacdo e funcao exponencial
relacionados

U3 - Fungéo exponencial
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4. Descricédo da SP

Pesticidas sdo venenos utilizados na agricultura para
combater pragas (insetos, larvas e outros) que atacam os
vegetais cultivados, muitas vezes utilizados para produzir
alimento para os seres humanos. A concentracdo inicial
do pesticida pulverizado na planta deve estar acima da
minimamente suficiente para matar as pragas, mas sua
concentracdo no alimento produzido deve estar abaixo
do maximo permitido para consumo humano, que €
bem inferior ao necessario para eliminar as pragas. Isto é
possivel porque o pesticida se degrada com o passar do
tempo, exposicdo ao Sol, umidade e oxigénio do ar. O
tempo necessario para que a concentragao de determinado
pesticida se reduza a metade da inicial € chamado de tempo
de meia-vida, e a concentracdo desta substancia no vegetal
pode ser descrita pela fungdo cw-c(3], na qual c() ¢ a
concentragdo do pesticida no vegetal em determinado tempo
t, C, € a concentragdo inicial deste pesticida neste vegetal e k &
seu tempo de meia-vida.

Para um pesticida com meia-vida de 5 dias, e com
concentragdo inicial na lavoura de 3 mg/kg de planta,
quantos dias devem se passar (denominado periodo de
caréncia) apos sua aplicacdo, para que sua concentragéo se
reduza a 187,5 mg/kg de alimento e ele possa ser colhido e
comercializado?

5. Resolugédo da SP

Substituindo os valores dados na formula:

2

t t
1)s  187,5x10° (1 52
2 3x107

t
C(t):CO(%jk —187,5x10° :3><10’3(7J5 = 180X

t t

62,5x10°° = (%)5 —625x10° = (%)5 , como 62,5x10° = 0,0625 —

t
4 4 —
i: 1 , tem-se que: 1 = 1 5,Iogo:£:43t:20
16 (2 2 2 5

Portanto, sdo necessarios, no minimo, 20 dias de espera
(periodo de caréncia) apos a aplicagao deste pesticida para
que o alimento possa ser ingerido por um ser humano.

&
4 Facavocé mesmo

2) Um fato muito comum na agricultura é a ndo obediéncia as
dosagens recomendadas pelos fabricantes de pesticidas por parte dos
camponeses, pois geralmente seguem recomendacdes de amigos e
vizinhos, e acabam por aplicar na plantacdo dosagens entre 2 e 10 vezes
acima da recomendada. Além disso, os agricultores ndo costumam
respeitar o periodo de caréncia para a comercializacdo dos produtos.
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Considere um produto cuja concentragao eficaz recomendada para
certo tipo de inseto seja de 5 mg/kg de vegetal, cuja concentragdo
maxima aceitavel para consumo humano seja de 312,5mg/kg de
alimento. Se o tempo de meia-vida deste pesticida € de 5 dias e o periodo
de caréncia € de 20 dias, mas o agricultor usou uma dosagem 2 vezes
superior a recomendada, quantas vezes acima do maximo permitido
estd a concentragdo do pesticida no alimento que sera comercializado
se ele foi colhido 10 dias apos a aplicagdo do pesticida?

Faca valer a pena

1. Qual expressao a seguir representa uma funcao exponencial crescente?

2 f(x)=[§jx of(x)=3"

9 f(x)= 2" [5j

2. Qual das sentencas a_seguir ndo pode ser considerada uma fungdo
exponencialde R em R, ?

ay =0,001 dy =e*
6y = 1000 oy = 0"

ay= (ﬁJX
4 2

3. A quantidade de bactérias em determinado meio de cultura é dada pela
funcdo N(t)=N,2', na qual N(t) é o nimero de bactérias no instante t,
dado em horas, e N, € o numero inicial de bactérias neste meio de cultura.
Decorridas 4 horas, qual € o numero de bactérias neste meio de cultura se
no instante inicial foram inoculadas 2000 bactérias?

a) 32 mil

b) 8 mil

c) 80 mil

d) 1,6 milhdes
e) 16 milhdes
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Secao 3.4

Aplicacdes da potenciagao

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a ultima secao desta unidade, contendo
0s conceitos que envolvem a potenciacdo. Na Secdo 3.1, usamos a
potenciacao para determinar a populacao de bacteérias presente no leite
24h apos aberto e a temperatura ambiente, chegando a 16,8 bilhdes de
bactérias por litro; na Se¢do 3.2, resolvemos uma equacdo exponencial
para determinar 0 numero de meses necessarios para se acumular 12
mil reais com depdsitos mensais de RS 500, chegando a 22, e ndo 24
meses (12000/500 = 24), gragas ao juros; na Secdo 3.3, usamos uma
funcao exponencial para compreender a importancia de se seguir as
recomendag¢des medicas contidas nos receituarios, incluindo o periodo
recomendado para ingestdo de cada dose do remédio, evitando
queda de eficiéncia ou intoxicagao pelo farmaco. Nesta secdo, vamaos
desmistificar os materiais radioativos e compreender como podem ser
beneficos ou maléficos para Nos.

Segundo Grassi (2010), Brown (2005) e Gillespie (1998), a atividade
radioativa se caracteriza pela emissao de raios X e/ou particulas com
alta energia e menores que o atomo (alfa ou beta). Estas particulas
séo langadas em direcdo aleatoria e se nos atingirem podem gerar
radicais livres e degradar, direta ou indiretamente, moléculas do
Nnosso corpo. Na maioria das vezes, esse efeito € indGcuo, pois as
moléculas modificadas ndo alteram o metabolismo de nossas celulas.
Além disso, NOSSO OrganisMmo pPossuUi Mecanismaos para combater os
radicais livres. Algumas vezes, uma maodificacao importante nao pode
ser evitada e acaba por matar a célula onde ela ocorreu, e rarissimas
vezes a modificacdo causa uma multiplicacdo descontrolada de uma
de nossas células, ou seja, um cancer. Todos estes fatos sdo entao
probabilisticos, e quanto mais tempo ou mais intensa for a dose
de radiacdo tomada, maior € a probabilidade de surgimento de um
cancer ou alteracao genética transmissivel para os descendentes.
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Para minimizar efeitos colaterais probabilisticos, na medicina sao
usados nucleos emissores de radiacdo com tempo de meia-vida (t %2)
curtos (tempo necessario para a concentracao deste nucleo cair pela
metade). O Na-24 (emissor beta com t ¥2 de 14,8 horas) € usado para
verificar obstrugdes na corrente sanguinea. O -131 (beta emissor com
t Y2 de 8 dias) € usado para monitorar o funcionamento da glandula
tireoide e em altas concentraces € usado para eliminar tumores
nesta glandula. O Tc-99 (emissor gama com t %2 de 6 horas) é usado
para monitoramento de tumores cerebrais, em que o NaTcO, & mais
absorvido. O Co-60 decai em elétron mais Ni-60 excitado que emite
radiacdo gama, esta radiacao de alta energia € usada para bombardeio
de tumores, onde provoca o surgimento de radicais que destroem as
células tumorais.

Além disso, tecnicas de obtencao de imagem de alta qualidade,
como a PET (Positron Emission Tomography), usam radiofarmacos
injetaveis a base de C-11, N-13, O-15 ou F-18, todos com tempos
de meia-vida da ordem de minutos (GRASSI, 2010; BROWN, 2005;
GILLESPIE, 1998).

Supondo que a quantidade de 50 mg de um composto contendo
carbono-11, que tem tempo de meia-vida de 20 minutos, precisa
estar presente na corrente sanguinea no momento da tomografia,
qual deve ser a massa sintetizada deste nucleo radioativo se o
processo de producdo, transporte e injecdo do radiofarmaco durar
1 hora e 20 minutos? A partir de que momento, apos a injecdo deste
radiofarmaco, a quantidade deste nucleo no paciente fica abaixo de
6.25% do original?

Nao pode faltar

Inequagdesexponenciais
Qtz” Assimile

Expressdes formadas por desigualdades sao denominadas inequagdes.

No caso de uma inequagao exponencial, sua resolucao depende
do valor de sua base, e dois casos podem ocorrer:

Primeiro:
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@ Lembre-se

Seb>1 ovalorde ¥y = b* cresce com o aumento de x.
Portanto, se 2* > 8, temos que 2* > 2° e, consequentemente, x >
3 (mantem-se a desigualdade).
Segundo:
E% Lembre-se

Se 0 <b<1, ovalorde y =b" decresce com o aumento de x.

1 X 1 1 X 1 3
Portanto,se(gj >(gj,temosque[§j >(§J e,consequentemente,

x < 3 (inverte-se a desigualdade).

v=| Exemplificando

Resolva as inequacdes:
a) 2" >8
b) 27 < 3" < 81
c) 0,5 >4
d) 0,32 <1
Resolucao:

27>8=2222 =5 x+123=>x22
a)

27<3°" (1)

b) 27 <3*' < 81, duas inequacdes formam um sistema ; :
31 <81 (II)

13 <3""=3<x+1=2<xoux>2

I 3"<81=3"<3* = x+1<4=>x<3

X X X -2
05 >4= 1 >22 = 1 >i_2 1 > 1 = x<-2
2 2 2 2 2
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Pode-se fazer: (%J >22 =272 =5 x>2=>x<-2

d)0,3%2<1=0,3?<0,3 > x-2>0=>x>2

@ Lembre-se

Ao multiplicarmos por -1 todos os termos de uma desigualdade, ela €
invertida.

Exemplo: -1-(-2<3) > 2>-3.

!; Faca vocé mesmo
1) Resolva as inequagoes:
a) 2% > 220
b) 0,1 < 0,001 \
x 2
o (V8)"=(3)
d) 3-2* >\18.8-42

oéb Reflita

Por que os valores x € D(f), sendo f(x)=+3* -9, provém de uma
inequacdo? Quais sao estes valores? E por que, apesar de restritos, ainda
existem infinitos valores no dominio desta fungdo?

ﬂ? Pesquise mais

Veja mais detalhes em: <http://www.fund198.ufba.br/expo/eg-ine.pdf>.
Acesso em: 18 fev. 2016.

L7 Exemplificando

Um tragico acidente radioldgico ocorreu no Brasil, em 1987, na cidade
de Goiania. Infelizmente, quatro pessoas morreram, animais tiveram de
ser sacrificados e toneladas de materiais contaminados foram isolados.
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A area e as pessoas foram descontaminadas, mas alguns efeitos tardios
ndo podem ser evitados.

O césio 137, encontrado por um catador de sucatas em um prédio
abandonado, € um elemento radioativo usado para tratamento de
cancer, 0 que aparentemente € um contrassenso. A meia-vida do césio
137 é de 30 anos, e os técnicos da CNEN (Comissdo Nacional de Energia
Nuclear) estipulam em 180 anos o tempo necessario para que a atividade
radioativa dos materiais contaminados pelo césio deixe de ser nociva ao
meio ambiente. De qualguer forma, todo o material contaminado esta
armazenado por definitivo, envolto por uma parede de 1 m de concreto
revestido com chumbo, em uma area isolada do Parque Estadual Telma
Ortegal, a 20 km do acidente.

Quando o aparelho de radioterapia foi colocado em operagdo, em 1971,
possuia 28 g de cloreto de césio, com atividade radioativa de 2000 Ci
(Curie:1Ci = 3,7x10" desintegracdes por segqundo). Qual € a atividade
radioativa deste material apos 180 anos?

@ Lembre-se

Como estudado na Secao 3.3, a quantidade de material (remédio,
pesticida ou elemento radioativo) em funcao do tempo decorrido e de
seu periodo de meia-vida € determinada pela equacao M=M027, na
qual M ¢ a quantidade restante da massa inicial do material (Mo) em
certo instante (t) e k ¢ a meia-vida deste material.

Resolucéo:

Como a atividade radioativa sempre diminui com o passar do tempo,
a palavra "apos” implica 0 uso de uma desigualdade que indica um
resultado menor que O que seria encontrado para exatos 180 anos.
Além disso, a formula relaciona massa e ndo atividade, mas pode-se usar
a atividade, pois esta € diretamente proporcional a massa de material
radioativo existente. Assim:

t 180 6
M = M,2 ¥ = Atividade < 2000-2 % = Atividade < 2000[%) =
Atividade < 20006l4 = Atividade < 31,25

Portanto, a atividade radioativa apos 180 anos ¢ menor que 31,25 Ci.
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D9 Pesquise mais

Sobre o acidente em Goiania, acesse <www.educacaopublica.rj.gov.br/
biblioteca/quimica/0018.html>. Sobre unidades de atividade, exposi¢cdo
e doses de radiacéo, acesse: <www.tecnologiaradiologica.com/materia_
unidades_grandezas.htm>. Acesso em: 26 jan. 2016.

S
4 Facavocé mesmo

2) O processo natural de decaimento radioativo que transforma o césio
137 em bario tem tempo de meia-vida de 30 anos. Quantos gramas de
césio restardo decorridos 180 anos ou mais a partir de 28 g de cloreto de
césio originais (79,4% em césio)?

Sem medo de errar

Para que reste 50 mg de carbono-11, que possui meia-vida de
20 minutos, no radiofarmaco 1h e 20 minutos (80 minutos) apos a
sintese deste nuclideo, a massa inicial produzida devera ser de:

‘ )
M=M,2 % =50=M,2 ® :SO:MDZ"‘350:M0(214J:50:%’:>M0:800

Logo, 800 mg de C-11 devem ser produzidos 1h e 20 minutos
antes do exame.

! Atencao

» Note que se pode usar 50 mg ao invés de 50x1073 g, pois uma
poténcia nao possui unidade de medida ou grandeza, e por isSO Nao
altera as unidades utilizadas.

» Como o expoente nao pode ter unidade de medida, a unidade dete a
mesma de k, o que faz que as unidades se anulem.

O momento a partir do qual a quantidade deste radiofarmaco fica
abaixo de 6,25% do original é:

100

t 4 t
i> 1 20:> 1 > 1 20:>4<L:>l‘>80
16 2 2 2 20

t t t
M=M,2 ¥ =6,25>100-2 2 3%>[%jzo :>0,0625>[%]20 _
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Logo, 80 minutos depois de injetado no organismo, a quantidade
deste radiofarmaco fica abaixo de 6,25% dos 50 mg.

! Atencao

t
* A quantidade no instante t e M,2 ¥ e deve ser mgnor que M, por isso o
uso do sinal de desigualdade indicando que M,2 ¥ <M.

» Note que ndo existe uma formula para cada caso, mas sim para cada
forma de ocorréncia de um fendmeno ou fato, e a mesma formula pode
ser usada para decaimento: da concentracdo de um farmaco no sangue;
da quantidade de um material radioativo; de um pesticida; entre outros.
A base sera a razao de crescimento ou decrescimento do fendmeno e o
expoente o tempo ou sequéncia, COmo € O caso de incidéncia de juros
sobre dividas ou aplicacdes financeiras, que ocorrem mensalmente.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Fractal

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, além de fungdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

1. Competéncias de
Fundamentos de Area

Aplicar o conteudo envolvendo potenciagdo a um caso

2. Objetivos de .
em gue o expoente ndo € temporal, mas apenas segue

aprendizagem o . .

uma ordem de ocorréncia com numeros inteiros.
3. Conteudos Perimetro e area de figuras planas, potenciacdo e
relacionados funcao exponencial.

A granulometria (medida do tamanho de grdos) € um
fator muito importante em varios ramos da ciéncia,
pois, quanto menor for o tamanho de uma particula,
maior sera sua area superficial. Este fato € usado para
intensificar o processo de interacao entre grédos e
4. Descricédo da SP substancias, aumentando a capacidade de retencéo
de compostos organicos indesejados por pd de
carvao ativo, aumentando a eficiéncia de catalisadores
solidos na industria, melhorando © processo de
separacdo quimica em um cromatografo (separador de
substancias), entre outros.
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Podemos entender como a drea superficial € aumentada
com a diminuicdo do tamanho da particula fazendo
uma analogia com um fractal. Um fractal € um objeto
geométrico que nunca perde sua estrutura qualquer
que seja a distancia de visdo. Fractal acima de tudo
significa autossemelhante (BATANETE, 2004), ou seja,
uma figura que € acrescida de outras iguais menores
Oou maiores, que sdo entdo acrescidas de outras iguais
ainda menores ou maiores, e assim por diante. Um
exemplo classico € o chamado floco de neve de Koch,
no qual sdo acrescentados tridngulos, cujas laterais séo
1/3 da lateral maior, gerando 4 segmentos de valor 1/3
da lateral anterior, ver Figura 34, e assim por diante,
indefinidamente.

Figura 34 | Fractal floco de neve de Koch*

Fonte: Os autores

* Veja mais figuras da sequéncia em: <www.geogebra.
org/m/56929>. Acesso e: 11 fev. 2016.

Trés particulas hipotéticas no formato de um prisma,
em que a base ¢ este fractal e cuja altura € a, teriam
quais areas laterais se a tiver 1L mm, a lateral do triangulo
formador do fractal também tiver 1 mm e a ordem na
construcao destes fractais for de 2, 4 e 8?

5. Resolugédo da SP

A éarea lateral € o produto entre o perimetro do fractal
e a altura do prisma. O perimetro da primeira figura
é 3xL, da segunda é 3[(4/3)xL], da terceira é 3[(4/3)

(4/3)XL], .. da enésima é p, =3L(%j , férmula na qual p,
€ o perimetro, L € a medida do lado do triangulo da
primeira figura e n € a ordem da figura.

Logo, a area lateral do prisma seria A(n)=axp,.
Resolvendo cada caso temos:

2-1
A<2)=axpz=1~3~1(3j ~3 =4

3
N 64
A4)=a =1.31|=| =3—==7,1mm?
(4) X Py (3) 27
8-1
A(8)=axpa=1‘3-1-(£] =316384=22,5mm2
3 2187
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Uma maneira de visualizar o crescimento da area
lateral deste prisma em funcdo da fragmentacdo de
sua lateral e fazer o grafico da fungdo A(n)=axp,, que
pode ser visto em:

Figura 3.5 | Gréfico da fungdo da area lateral em mm?2 de
um prisma com base no formato de fractal floco de neve
de Koch e altura 1 mm para 22, 42 e 82 ordem de repeticdo

das figuras do fractal
30 Y
(8,29.97)
X
8 10
Fonte: Os autores
! Atencdo

Diferente da quebra de uma particula em partes menores, a construcao
deste prisma de base fractal proposto possui um incremento de volume
com o aumento da ordem do fractal: entretanto, este incremento
€ limitado, pois trata-se de um incremento que segue uma funcao
exponencial com b < 1.

@ Lembre-se

Se a base de uma funcao exponencial for menor que 1, ela tende a zero
sem que seu grafico toque o eixo X.

Faca valer a pena

1. O aumento em massa de alguns vegetais, como melancia, chuchu ou
abdbora, é crescente no inicio de sua formacao. Desde o surgimento da flor,
uma melancia pode ter 4,0 g no final da sua primeira semana de existéncia,
aumentando sua massa numa razao de 5 vezes por semana ate inicio de
sua maturacao. Qual € a massa desta melancia no final da 42 semana de sua
existéncia?

a)400g d) 2,5 kg
b) 625 g e) 3,2 kg
c)1,0kg
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2. Um molusco exotico (animal que ndo é nativo no local), trazido no lastro
de um navio cargueiro (dgua ou areia que 0s navios coletam para compensar
a perda de peso ao descarregar suas mercadorias, deixando-o mais estavel
diante das turbuléncias oceanicas), esta se alastrando na costa brasileira.
Num primeiro momento, 400 destes animais foram contados; seis meses
depois, 600. Se seu crescimento populacional continuar no mesmo ritmo,
em 5 anos, quantos moluscos invasores poderao estar presentes nesta
regido?

a) 2400

b) 4600
c) 8000
d) 16000
e) 23000

3. A populagdo de uma cidade considerada promissora e que fica na
Regiao Norte do pais €, hoje, de 500 mil habitantes e possui perspectiva
de crescimento de 10% ao ano. Quanto tempo é necessario para que a
populacdo desta cidade ultrapasse os 805.255 habitantes?

a) 4 anos

b) Mais de 5 anos

c) Mais de 7 anos

d) Exatamente 1 ano, 6 meses e 10 dias

e) Ndo menos que uma década e meia
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Unidade 4

Funcao logaritmica

Convite ao estudo

Caroaluno, nesta ultima unidade de Matematica Instrumental,
trataremos do estudo do logaritmo. Trata-se de mais uma
ferramenta matematica que pode ser utilizada para descrever
fendmenos, como as ja estudadas funcdes afim e quadratica,
alem das funcgdes trigonomeétricas e exponenciais. Em todos os
Casos, 0 comportamento de cada uma destas funcdes € o que
permite sua associacao com um fendmeno especifico. Por isso,
por vezes, € necessario compreender o fendbmeno para poder
descrevé-lo utilizando uma destas funcdes, e, outras vezes, a
associacao de uma funcdo ao fendbmeno € o que nos ajuda a
compreendé-lo.

De forma simplificada, podemos dizer que uma relacdo
entre fatores que ocorre numa proporcao simples e direta sera
do tipo linear (funcdo polinomial de 12 grau ou afim); se um
dos fatores depender duplamente de uma mesma variavel sera
do tipo quadratica (funcdo polinomial de 22 grau, quadratica
ou parabolica); se for uma funcao periddica descrita no ciclo
trigonomeétrico sera trigonomeétrica (funcao seno, cosseno,
tangente, entre outras); e se um dos fatores depender de
um numero multiplicado por si mesmo n vezes sera do tipo
exponencial (funcao exponencial). Por fim, entre as funcdes
basicas estudadas pela Matematica, temos a logaritmica, cujos
valores crescem de forma desacelerada (ver Figura 4.1) ou
decrescem de forma também desacelerada, sendo que seu
grafico cruza o eixo x, diferentemente da exponencial (lembre-
se de que a exponencial cresce de forma acelerada ou decresce
de forma desacelerada, ou seja, seu grafico cruza o eixo 'y, mas
NAao O eixo X).
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Figura 4.1 | Exemplos de curvas das funcdes afim, quadratica, senoidal,
exponencial e logaritmica.

—_— 0
A

senol logaritmica

Fonte: Os autores.

O logaritmo surgiu por volta de 1600, pela necessidade de se
fazer calculos de multiplicacao e divisao entre numeros grandes.
Nesta epoca, John Nepier e Joost Burgi desenvolveram, quase
ao mesmo tempo, um metodo que usava a propriedade
b -b" =b™" e afatoracdo para transformar estas multiplicacoes
e divisbes em somatoria e subtracdo por um metodo mais
simples do que o que existia na época (E-CALCULO, 2016).
Logo em seguida, Henry Briggs simplificou o uso deste método
ao adotar b = 10, pois Nepier usava b = 0,9999999 e Burgi b =
1,0001 (STEWART, 2014, p. 90).

Desde entao o logaritmo foi usado para fazer calculos nas
areas de astronomia e navegacao e, posteriormente, para
calculos complexos em diversas outras areas, incluindo as
engenharias. Até pouco tempo era comum o uso de tabuas
de logaritmo nas escolas, como também de réguas de calculo,
CUjo principio é o logaritmo.

Figura 4.2 | Régua de calculo (se baseia na sobreposicdo de escalas logaritmicas)

Fonte: <https://pixabay.com/pt/r%C3%A9gua-de-c%C3%Allculo-slider-escala-332493/>. Acesso em: 13
fev. 2016.
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O logaritmo continua sendo uma ferramenta importante,
mas seu calculo passou a ser feito com o uso de calculadoras
cientificas, assim como o calculo envolvendo multiplicacdes e
divisdes complicadas ou com numeros grandes. O logaritmo,
hoje, € empregado para resolver de forma precisa poténcias em
equacdes com bases diferentes separadas pela igualdade e para
descrever muitos fendmenos naturais, desde a acidez de um
produto, nivel sonoro em um ambiente e energia desprendida
em um terremoto, ate leis de probabilidade e velocidade maxima
de transmissao de dados em informatica.

Por ser muito versatil, o logaritmo acabou sendo usado por um
grupo de especialistas formado por engenheiros, economistas,
geografos e advogados que foram contratados pelo governo da
cidade de Neperlandia (home ficticio) para ajudar na elaboragao
do plano diretor desta cidade. O plano diretor € um conjunto de
diretrizes que definem os investimentos dos governos que se
sucederao pelos proximos 15 anos, estabelecendo onde e como
novas areas serao usadas para comercio, industria e moradia,
O USO de recursos naturais e energeticos, e como serao feitos
0s investimentos em transporte, educacao, seguranga e saude.
Um bom planejamento pode garantir um bom futuro para os
moradores da cidade, sendo fundamental fazer a estimativa de
dados referentes a condicdes futuras, para que medidas possam
ser tomadas com antecedéncia. Isto porque muitos tipos de
obras demoram para ser finalizados ou tém execucdo lenta e
gradual, requerem licencas ambientais e relatorios de impactos
socioambientais demorados e custosos, e algumas obras
SO acabam recebendo verba do governo federal quando se
mostram necessarias, 0 que muitas vezes depende do tamanho
da populacado da cidade. Para auxiliar na elaboracao desse plano
€ necessario conhecer bem os conceitos de logaritmo, os quais
Sao apresentados a seguir.
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Secao4.1

Funcao logaritmica

Dialogo aberto

Nesta secdo estudaremos a definicdo de logaritmo e seu
comportamento como fungao, deixando suas propriedades para as
proximas secoes (Secao 4.2 e 4.3).

Com relacao ao planejamento de Neperlandia, em uma reunido
com deputados em Brasilia, o prefeito reeleito desta cidade ouviu que
certa obra viaria so receberia verba apds a cidade ultrapassar os 300
mil habitantes. Para saber se deveria incluir esta obra em seu plano
de governo atual, ou deixa-la para seu sucessor, pediu para que 0s
integrantes do grupo contratado calculassem em que ano Neperlandia
chegaria aos 300 mil habitantes. Para se ter uma visdo futura da
cidade, como poderiamaos visualizar o crescimento populacional de
Neperlandia observando o numero de anos necessarios para que sua
populacdo tenha um aumento de 100 mil em 100 mil habitantes?

O crescimento populacional esperado para a cidade de
Neperlandia, ou para o Brasil, entre 2015 e 2030 é de 0,61% ao ano
(0,61% a.a. = 0,61/100 a.a. = 0,0061 a.a.). Por incidir sobre o valor
acumulado do ano anterior, este tipo de crescimento € equivalente
ao de um valor financeiro com juros compostos, valendo a equacao
VF =VP(1+ j)", na qual, para este caso, o valor final (VF) € a populacao
no ano n apos 2015 (ano 2015 (n = 0); ano 2016 (n = 1); ano 201/
(n=2), .., ano 2030 (n = 15)), o valor presente (VP) é a populacao
em 2015, que é de 290 mil habitantes, e j é a taxa de crescimento,
de 0,0061. Atribuir valores a n até chegar ao valor desejado de VF
(300 mil habitantes) é trabalhoso, pois N ndo necessariamente
serd um numero inteiro O engenheiro contratado pela prefeitura
manipulou algebricamente esta equacao exponencial e chegou
a funcao logaritmica n:%, que permite um calculo facil e
preciso do valor desejado, assim como a visualizacao do numero de
anNos Necessarios para promover um crescimento populacional com
intervalos de 100 mil habitantes para esta cidade.
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Nao pode faltar
Logaritmo
Logaritmo (do Latim: logos = razao e aritmos = numero) foi
o termo criado por John Napier (1550-1617) para denominar
O expoente que determinava o numero de multiplicacdes que
devem ser feitas de uma base por si mesma para se obter um
numero especifico, ou seja, b" = numero especifico, em que n é

o logaritmo. Desta forma, a relagao entre a funcdo exponencial e
o logaritmo (simbolizado por log) é:

‘tz” Assimile
log, y =x <y =b* O logaritmo é o expoente (x) e y & o logaritmando!

Lé-se log, y = x como: o logaritmo de y na base b € igual a x.

Vejamos alguns exemplos Nnumericos:

log,8=3, pois 2° =8
eigualay.
logs 25 =2, pois 5% =25
. log, y = x
log,, 1000 = 3. pois 10° =1000;
\/ b elevado a x
log, 9 =2, pois 32 =9.

Pode-se assim dizer que o logaritmo € a funcdo inversa a
exponencial.

! Atencao
Ao escrevermos um logaritmo:
» Se a base for 10, ela ndo precisa ser simbolizada:
log 100 = 2, pois 10 =100 .
* Se a base for e (numero de Euler: 2,178..), usa-se n:
In 2=log, 2=0,693... pois €6%~ = 2,178, 06%- _
Lé-se log 100 = 2 como: o logaritmo de 100 € igual a 2.

Lé-se In 2 =0,693 como: o logaritmo neperiano (ou logaritmo natural)
de 2 &, aproximadamente, 0,693.
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Por definicado, a base do logaritmo € um numero positivo (b > 0) e
diferente de 1 (b = 1), e o logaritmando y é um numero positivo (y > 0).
Além disso, devemos considerar ainda que:

@ Lembre-se

Conforme as propriedades das poténcias estudadas na Secao 3.1:
«b'=b, entio log, b=1:
- b’ =1 entio log,1=0: e,

«b"=b*=n=x, entdo log, b" =n.

vz| Exemplificando

Calcule os logaritmos a sequir.

Logaritmo Resolugdo

log, 16 log,16 =4, pois 24 =16

log, 27 log, 27 =3, pois 3> =27

log; 125 logs 125=3, pois 5° =125,

log 10 log 10 = 1, pois 10'=10.

log, 2 log,2=1, pois 2'=2.

log, 1 log,1=0, pois 2° =1.

|ng(—8) Néo existe, pois ndo ha expoente que permita a

igualdade 2" =-8.
2
12012025 logy, 0,25 =2, pois GJ :%: 025
!L Faca vocé mesmo

Calcule:
a) log, 16 b) log, 81 c) log,, 0,125
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EL?' Pesquise mais

Exemplos e outras formas de resolucao podem ser vistos em:
<http://www.matematicadidatica.com.br/Logaritmo.aspx>. Acesso
em: 8 fev. 2016.

oéb Reflita

Por que podemos afirmar que b°%N = N2

Func¢do logaritmica

Se duas variaveis, x ey, relacionam-se por meio de uma equagao
logaritmica da forma y=log, x, a variavel y sera uma funcdo
logaritmica de x, cujo grafico tem um comportamento peculiar. Nos
casos em que b > 1, o crescimento dos valores de y € cada vez menor
a medida que os valores de x crescem linearmente, ou seja, y cresce
de forma desacelerada ao passo que ha um crescimento constante
de x. Vejamos o exemplo mostrado na Figura 4.3, na qual € possivel
visualizar somente parte dos valores da tabela apresentada na mesma
figura. A Figura 4.4 mostra alguns detalhes da Figura 4.3.

Figura 4.3 | Gréfico e alguns valores tabelados da funcdo y = log x

31Y
X =log x
25 Y g
2 1 0
" 10 1
o.g X 100 2
05]0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1.000 3

Fonte: Os autores.

Figura 4.4 | Detalhes do grafico da funcdo y = log x: (a) com foco nos valores de x
entre 0 e 100; (b) com foco no valor de x igual a 1

3y 0.06 1Y
25 0.04
2 0.02
15 0 X
1 0 05 15
05 -0.02
0 X -0.04
osl0 20 40 60 80 100 0,06

Fonte: Os autores.
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o(b Reflita

Por que nas Figura 4.3 e Figura 4.4 os valores de y crescem 10* vezes
mais lentamente que os valores de x e se aproximam mas Nao cruzam
O eixo das ordenadas?

Se a base do logaritmo estiver entre O e 1, o grafico fica invertido
com relacao ao eixo x (abscissas). Veja um exemplo na Figura 4.5.

Figura 4.5 | Gréfico da funcdo ¥ = Iogoﬂ X que é equivalente a funcdo ¥ =—logx

0.51Y
0 X

05 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

-1
-1.5
-2
-2.5
-3

Fonte: Os autores.

Sem medo de errar

Utilizando-se a funcao obtida pelo engenheiro contratado pela

prefeitura, © ano em que a populacao de Neperlandia chegara aos

300 mil habitantes sera obtido calculando n='09VF~10gVP _ log300-10g290

log(1+ j) log(1,0061)
. Com o uso de uma calculadora cientifica, chega-se ao valor
aproximado n=24T-22€2

Conclui-se, deste modo, que a populacao de Neperlandia
chegara a 300 mil habitantes em 5 anos e 8 meses (0,7 X 12 =
8,4). Portanto, a obra ndo podera ser iniciada no mandato atual do
prefeito de Neperlandia.

Numa segunda etapa, para estudar a relagcdo entre © numero de
habitantes e o passar dos anos a partir de 2015, calcula-se o tempo
necessario para que Neperlandia aumente sua populacdo de 100 mil
em 100 mil habitantes até 600 mil, esbocando um grafico com estes
valores, que estao na Tabela 4.1.
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5726 n= log400 —log290 _ 2,602 -2,462 ~53

_10g300-10g290 _2,477-2,462
"~ log(1,0061) 2,641x107°% log(1,0061) 2,641x10°

;109500 -10g290 _2,699-2462 .. 10g600-log290 _2.778-2462 .,
log(1,0061) 2,641x10° log(1,0061) 2,641x107°

Tabela 4.1 | Valores estimados de anos apds 2015 em fungdo do nimero de habitantes
para uma cidade com taxa de crescimento populacional de 0,61% ao ano e 290 mil
habitantes em 2015

AL _de LIS Numero de anos apos 2015
(milhares)
300 6 } Diferenca de 47
400 53 )
} Diferenca de 37
500 90
600 120 } Diferenca de 30

Fonte: Os autores.

E interessante notar que, enquanto os valores de VF aumentam
de 100 em 100, os valores de n aumentam cada vez menos, O que
fica visivel ao observar a diferenca entre eles, 47, 37 e 30, conforme
observacao ao lado da Tabela 4.1. Este decrescimento na diferenca
entre os valores de n para crescimento lineares de VF € o que
caracteriza uma fun¢ao logaritmica.

@ Lembre-se

Em uma fungdo logaritmica definida por f(x)=log, x, com b > 1, os
valores de y = f(x) crescem cada vez menos com aumentos constantes
de x.

O grafico da fungao que relaciona o numero de anos apos 2015 e
a populacao de Neperlandia, Tabela 4.1, pode ser visto na Figura 4.6,
Nna qual é possivel observar o comportamento descrito anteriormente.

log x —log290
log(1,0061)

Figura 4.6 | Grafico da fungédo ¥ =

150
100

50

0 100 20%00 400 500 600 700 800 900

Fonte: Os autores.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucéo

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e, depois, compare-as com as de seus colegas.

Derramamento de acido em rio

1. Competéncia de
fundamentos de area

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
func¢des e graficos do 12 e 22 grau, além de fungdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

2. Objetivos de
aprendizagem

Aplicar as propriedades e definicdo de logaritmo a
problemas reais.

3. Conteudos
relacionados

Potenciacao, logaritmo e suas propriedades.

4. Descricao da SP

Suponha que, apods um acidente viario, toda a carga de
um caminhdo que transportava acido cloridrico escorreu
pela estrada e acabou contaminando um rio que passa
proximo. A agua deste rio chega a uma pequena represa
numa area de preservagdo ambiental, e o vazamento
fol de 20 mil litros de acido, com concentragdo de 37%
e densidade de 12 g/em®. Considerando que o nivel de
acidez desta represa nao pode ficar abaixo de 4,0, serd, ou
nao, necessario intervir com a adicdo de substancias que
neutralizem o acido? Considere que esta represa possua
800 mil metros cubicos de agua.

Dados: pH = —log[HCl], com [HC’]:%, para a qual
[HCl] é a concentragdo em mol/l de acido, d € a densidade
do acido, Vi € o volume em litros de acido que chegou
arepresa, P € a pureza do acido (37% = 37/100 = 0,37) e Vr
€ o0 volume em litros de agua na represa.

5. Resolucgéo da SP

Para calcular o pH € necessario conhecer o valor de [HCl:

[HCI]* 1.000-d -V, -P 1.000-1,2-20.000-0,37  8.880.000
35,5-Vr 35,5-800.000.000 28.400.000.000 ;

[HCI]=3,1268x10*
Como pH = —log[HClJ, temos que:
pH =-log(3,1268x10°*) ~ 3,5

Portanto, sera necessario intervir para neutralizar parte do
acido cloridrico que chegou a represa para que seu pH
nao fique abaixo de 4,0.

Em calculadoras

@ Lembre-se

cientificas e planilhas eletrbnicas, o numero

3,1268 x10™* aparecera como 3,1268E—4.
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Faca valer a pena

1. Calcule log, 8 +log, 27 eassinale a alternativa que contém esse resultado:

3. Sabendo que o juro do cheque especial é de 15% ao més, em quanto

_ log(VF / VP)
log(1+ j)

em que n € o numero de periodos para 0s quais a taxa de juros j incide e VF

tempo uma divida pode dobrar de valor no banco? Dado: n

€ o valor futuro do valor presente VP.
a) 4 anos.

b) 5 meses.
c) 6 meses.
d) 8 anos.

e) 12 meses.
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Secaon 4.2

Propriedades dos logaritmos

Dialogo aberto

Prezado aluno seja bem-vindo! Nesta secao vamos focar no uso
do logaritmo como ferramenta para resolugao precisa de equacdes
exponenciais, retomando, inclusive, alguns problemas que foram
resolvidos de forma aproximada nas secdes anteriores. A resolucao de
equacdes envolvendo logaritmo e, tambem, equacdes exponenciais,
muitas vezes, sO € possivel se aplicarmos algumas regras provenientes
das propriedades dos logaritmos, com o intuito de simplificar a
expressao de forma a se obter somatorias e subtragdes de logaritmos
de um unico numero.

Como exemplo da aplicacdo de algumas destas propriedades,
comecemos tratando de um problema sério para a maioria dos
municipios brasileiros, que € a destinacdo correta do “lixo". Conforme
a legislacdo atual da Associac¢ao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT-
10004:2004), residuos solidos (‘lixo") sdo substancias 'nos estados
solido e semissolido, que resultam de atividades de origem industrial,
domeéstica, hospitalar, comercial, agricola, de servicos e de varrigao”.
De um ponto de vista voltado a sustentabilidade, lixo e residuo
sao coisas diferentes, pois residuos sao passiveis de reciclagem, e
lixo ndo. Usando o termo genérico e popularmente mais comum,
conforme dados do G1, veiculados no dia 09/04/2015 e assinados
por Paiva (2015): "em S&o Paulo, 12,5 mil toneladas de lixo domiciliar
sao recolhidas todos os dias - 35% sao materiais que poderiam ser
reciclados, mas sO 3% sao reaproveitados’. Além disso, estatisticas
mostram que a melhora da renda dos brasileiros os faz consumir
mais, incluindo embalagens descartaveis, 0 que esta causando um
aumento na producao de lixo por pessoa por dia, que era em 2003 de
0,955 kg e passou a ser de 1,223 kg em 2012 (PAIVA, 2015).

Considerando estes dados, o grupo contratado pela prefeitura de
Neperléndia fez uma estimativa de quanto tempo o aterro sanitario
da cidade continuaria em funcionamento se nada fosse feito,
concluindo que ele teria pouco tempo de vida util, cerca de trés anos.
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Decidiram propor ao prefeito uma campanha de conscientizacao
para a separacao de lixo por parte da populacao e um forte incentivo
as cooperativas de reciclagem, permitindo uma diminuicdo gradativa
do lixo que seria enviado ao aterro. Ao fazerem estimativas, os
especialistas chegaram a uma func¢do que descreve o acumulo de
lixo que se espera para O aterro sanitario da cidade em fungao do
tempo, caso a reciclagem aumentasse com o passar dos anos, na
gual LAC € a massa de lixo aterrada, em milhares de toneladas por
ano, e N é a numeracao do ano:

LAc =420. Iog% +1400

Se o aterro sanitario de Neperlandia tem capacidade prevista para
1,5 milhao de toneladas de lixo, até que ano ele podera ser utilizado
se o sistema de reciclagem for fomentado?

Nao pode faltar

Sabemos que 102 =100, pois 10° =10-10. Logo, se 10" =100, n
SO pode ser 2. Entretanto, qual o valor de n na equacdo 10" = 4007

Este problema pode ser resolvido usando o logaritmo como
ferramenta, mas, para isso, precisamos conhecer algumas de suas
propriedades, mostradas na Tabela 4.2.

*z” Assimile

Tabela 4.2 | Relagdes e algumas propriedades do logaritmo

Logaritmo «» Exponencial
éigualay
Lo =Xy =Db
9pY Y log,y = x
v b elevado a x
Comb>0,b=ley>0.
Multiplicagdo <> Soma Diviséo «» Subtragao Logaritmo de poténcia
log(a-b)=loga+logh Iog[ijzloga—logb loga™ =m-loga
a>0,b>0 250,b>0 a>0
Logaritmo de 1 Logaritmando = Base Logantrr:eosgqeapbztseenoa de
log,1=0 log, b=1 log,(b")=n
b>0eb=1 b>0eb=1 b>0eb=1

Fonte: Dante (2011, p. 155)
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&ﬁ& Assimile

Notacdo: se hd uma operacdo no interior do logaritmo, utilizamos
parénteses. Caso ndo existam parénteses, a primeira variavel apos
o log estd em seu interior. Exemplo: log (a-b)=loga-b, pois
loga-b=(loga)-b.

Podemos ainda encontrar o valor de n na expressao 10" =400 sem
O uso de calculadora. Para isso, além das propriedades do logaritmo,
precisamos de uma parte da tabua de logaritmos, mostrada na Tabela
4.3, que apresenta o valor aproximado do logaritmo de base 10 para
0S primeiros NUMeros primos.

Tabela 4.3 | Parte de uma tabua de logaritmos, com valores de logaritmos de base 10
para alguns numeros primos

X 2 3 5 7 11 13 17 19
logx | 0,301 | 0477 | 0,699 | 0845 | 1,041 1114 1,230 | 1,279

Fonte: Os autores

Aplicando este ferramental ao problema 10" = 400:

10" =400=  n=log,, 400 = n =1og400 = n =log(4-100)=  n=log4 +log100 =

Exponencial <» Logaritmo Multiplicacdo <> Soma

n=log2? +log10%> = n=2log2 + 2log10 = n=2-0,301+2-1=0,602+2 = 2,602

N7

Logaritmo de poténcia Substituindo valores (Tabela 4.3)

Com o uso da fatoracao, a resolucao de 10" =400 € a de outros
exemplos pode ser feita da seguinte forma:

v=| Exemplificando
Resolva as equacdes, sabendo que 400 =2*.52, que 456 =2°.3-19

e que 0,5 = 5/10: ’
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Equacgdo Resolugdo

n =log400 :|og(24 -52) =4log(2) + 2log(5)
n=4-0,301+2-0,699 = 2,602

10" = 400!

n=1og(0,5)=1log(5/10)=log(5)—-log(10)
10" =0,5 n=log(5)-log(2-5)=1log(5) - (log(2) + log(5))
n=-log(2)=-0,301

n =log(4,56) = log(456 / 100)
10" = 4,56 n=|og(23-3~19)—log(102)
n = 3log(2) + log(3) + log(19) - 2log(10) = 0,659

@ Lembre-se
Fatorando o 400: Fatorando o 456:
400 2 456 2
200 2 228 2
100 2 114 2
50 2 57 3
25 5 19 19
L2 ! ﬁs .19
24.52

~J
4 Facavocé mesmo

Resolva as equacdes:

a)10" =440 1) 10" =44 c) 10" =4,4

Para resolver equacdes exponenciais com base diferente de 10,
pode-se aplicar o logaritmo de base 10 aos dois lados da expressao
e aplicar a propriedade do logaritmo de poténcias para encontrar o
valor do expoente na equacao exponencial.
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Resolva as equacdes,

v=| Exemplificando

sabendo que In 5 = 1,609:

Equacado Resolucao
on_7 Iog2":Iog7:>n|og2:|og7:>n::z%;:g’gg?;2,81
ex -5 Ine?* =In5= 2xIne=In5= 2x-1=1609 = x =0,8047

D9 Pesquise mais

Exemplos e outras formas de resolucdo podem ser vistos Nos enderecos:

<http://www.matematicadidatica.com.br/Logaritmo.aspx>. Acesso em:

8 fev. 2016.

<http://mtm.ufsc.br/~fernands/calc/log.pdf>. Acesso em: 7 mar. 2016.

o(b Reflita

, n
Por que podemos afirmar que log, ¥a" =—-log, a?
m

! Atencdo

Da-se 0 nome de caracteristica a parte inteira e de mantissa a parte
decimal de um logaritmo de base 10, por exemplo:

Logaritmo Caracteristica | Mantissa Resultado
log 3 =0477 0 0477 log 3 =0477
log 30 = 1477 1 0477 log 3 +1log10 =0477 +1
log 300 = 2477 2 0477 log 3 + log 100 = 0477 + 2
log 0,3 = -0,523 -1 0477 log 3-log10 = 0,477 -1
log 0,03 = -1,523 -2 0477 log 3 - log 100 = 0477 -2

-1,523 € a forma negativa de representar 0,477-2, ou 2,477 (forma

preparada).
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Sem medo de errar

Considerando os dados e a funcdo estimada pelos técnicos
contratados pela prefeitura de Neperlandia, podemos estimar até que
ano sera a vida util do aterro sanitario da cidade com o incentivo a
separagao do lixo e as cooperativas de reciclagem. Para isso, basta
substituir o valor de capacidade maxima do aterro, LAc, por 1500 e

calcular n. Desta forma, temos:

LAc:420~Iog%+1400:>1500=420-Iog%+1400

15001400 :Iogn_2015 =0,23810 =log(n —2015) —log15

420 15
0,23810 =log(n — 2015) —1,17609 = 0,23810 + 1,17609 = log(n — 2015)

1,41419 =log(n — 2015) = 10"'*1° = n — 2015
25,953 = n —2015 = n = 2015 + 25,953 = 2040,953

Consequentemente, espera-se que a durabilidade da vida util do
aterro de Neperlandia passe de trés para, aproximadamente, 26 anos,
permanecendo ativo até o ano de 2041

Avancando na pratica
Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e, depois, compare-as com as de seus colegas.

Energia de um terremoto

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, além de fungdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

1. Competéncia de
fundamentos de area

2. Objetivos de Aplicar as propriedades e definicdo de logaritmo a
aprendizagem problemas reais.

3. Conteudos

. Potenciacéo, logaritmo e suas propriedades.
relacionados ¢ gl prop
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A amplitude das oscilagdes de um terremoto € registrada
por um aparelho chamado sismografo. Neste fendmeno,
quando tem origem natural, 0 movimento do solo
pode ser associado a energia gerada pelo deslizamento
entre placas tectonicas que formam os continentes e
oceanos, e flutuam sobre o magma terrestre. Nesse
contexto, um calculo comumente realizado ¢ o da
energia liberada em fung¢do da magnitude registrada na
escala Richter. Essa relacdo € estabelecida pela equacdo
4. Descricdo da SP m:%log[%), na qual m ¢ a magnitude (sem dimens&o)
e E é a energia do terremoto em kWh, sendo que 1 kWh
€ equivalente a 3 milhdes e 600 mil joules de energia.
Para se ter uma idela, uma bala comum de um revolver
calibre 38 possui aproximadamente 400 joules de
energia cinética (WEBER, 2016).

Qual a energia de dois terremotos, um de magnitude na
escala Richter de 5,0, valor comum entre os sismos mais
fortes do Brasil, e outro de 70, como o que devastou o
Haiti em 20107

Devemos substituir os valores na equagao e isolar a
variavel E.

Para o terremoto com magnitude 5, temos:
3.

2 E 2 E 5 3
m==log| ——— |=>5==>log| ——— |= ——=logE —log(7 x10
3 g[7x10’:‘] 3 g(nm*] 2 lo9Eloa7x107)

7,5=1logE —(log7 +10g10°%)= 7,5 =logE —log7 — (-3)log10
7,5=logE -0,845+3.1=7,5=l0gE +2,155 = 5,345 =logE
E =10%*% =221.309,47

Aproximadamente, 220 mil kWh.

Para o terremoto com magnitude 7, temos:

m=2io Lj:ﬂ:gm ( E ]:ﬂzlo E —log(7x107%)
39 7x10° 39\ 7x10°)7 2 T 09E T8

10,5 =logE —(log7 +1og107%) = 10,5 = log E —log7 — (-3)log10

10,5=logE -0,845+3:-1=10,5=logE + 2,155 = 8,345 =log E

E =10%%% =221.309.470,96

Aproximadamente, 220 milhdes de kWh.

Portanto, o terremoto no Haiti foi mil vezes mais

energetico que os mais fortes ja registrados no Brasil.

5. Resolugédo da SP

Faca valer a pena

1. Usando os valores da Tabela 4.3, calcule o valor de log40 +log27 e
assinale a alternativa que contém esse valor:

a) 3,033.

b) 2,130.

c) 0,699.

d) 3,477.

e) 3,301.
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2. Resolva a equacdo 2" =9, sabendo que l0g, 3 =1585, e assinale a

alternativa que contém esse valor:

a) 1,23.
b) 2,22.
c) 2,23.
d) 3,00.
e) 3,17.

3. Ao resolver a equacio 3" =5 aplicando o logaritmo de base 10 aos dois
lados desta expressao, e usando os valores da Tabela 4.3, obtém-se:

a) 1,465.
b) 2,221.
c) 1,789.
d) 3,511
e) 1,355.
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Secaon 4.3

Mudanca de base dos logaritmos

Dialogo aberto

Prezado aluno, seja bem-vindo!

Nas secdes anteriores, estudamos as propriedades dos logaritmos
e a funcdo logaritmica, focando no uso deles como ferramenta
para resolucdo precisa de equacdes exponenciais € casos em que O
comportamento de uma fun¢ao logaritmica se encaixa bem, como:
(1) aqueles em que a variavel de interesse possui grande variagao
de valores, como a energia de um terremoto; e (2) casos em que a
variavel de interesse cresce de forma desacelerada e cruza o €ixo X,
por ser esta variavel o expoente de uma funcao exponencial.

Nesta secao, estudaremos mais uma propriedade do logaritmo,
denominada mudanca de base. Muitos fenbmenos seguem uma
distribuicdo exponencial de base diferente de 10 ou e (2,718..),
COmMO 0s casos de variacao monetaria sob juros compostos, para
0S quais a base € constituida pela taxa de juros. Para muitos outros,
lembre-se de que, conforme estudamos na Secao 3.3, a base de
uma funcdo exponencial definida por y =b* € a taxa de variacdo.
Neste caso, se desejamos saber o valor de x, podemos transforma-
la em uma funcdo logaritmica, x =log, ¥y, mas nem sempre b é
uma base conveniente, ou seja, para a qual se tem como calcular
facilmente os valores do logaritmo de y usando uma calculadora
cientifica ou uma tabua de logaritmos. Por isso se torna interessante
a mudanga de base de um logaritmo.

Apos consulta popular, a prefeitura de Neperlandia decidiu
investir em um novo hospital, proximo a regido na qual ocorre o
maior crescimento populacional da cidade. Entretanto, o unico
terreno vago nesta regiao fica ao lado de uma rodovia que tem um
leve aclive, o que faz que caminhdes de carga facam muito barulho
ao transitarem por 3. Em consulta com os especialistas, a prefeitura
foi exposta a duas solucdes possiveis: (1) fazer um muro de 10 m de
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altura e levemente inclinado para rebater o som que vem da rodovia
para o alto; ou (2) plantar fileiras de ciprestes ao longo da linha
divisoria que existe entre a rodovia e o terreno do futuro hospital,
pois a folhnagem do cipreste, um tipo de conifera que apresenta
folnagem densa do chdo a ponta, absorve e dissipa parcialmente o
som. Apos nova consulta popular, decidiram pelo cipreste, pois 0s
pés desta planta teriam tempo de crescer até o hospital ficar pronto
e seriam uma opg¢ao ecologica e bonita.

Medicdes mostraram que 0 som no local da obra possuiintensidade
de 10 mW/m? (70 dB), e & necessario que sua intensidade seja bem
menor, em torno de 30 nW/m? (45 dB). Supondo que o som sofra
uma atenuacao de 55% a cada metro de folhagem de cipreste que
atravessa, quantas fileiras de cipreste precisam ser plantadas se cada
pé desta arvore possui 2,5 m de diametro, na fase adulta?

Nao pode faltar

Na secdo anterior, estudamos as propriedades do logaritmo, que
relacionam a soma ou subtracao de logaritmos de uma mesma base
com o logaritmo de uma multiplicacdo (produto) ou o logaritmo de
uma divisdo (quociente). Vimos, tambem, que calculadoras e tabelas
resolvem logaritmos de uma base especifica, geralmente 10 ou e.
Por estes motivos € interessante conhecer um meétodo para trocar a
base de um logaritmo, e isto pode ser feito dividindo-se o logaritmo,
com uma base conveniente, do logaritmando, por um logaritmo de
base igual a considerada conveniente, da base do logaritmo anterior,
conforme diagrama a seguir:

&ﬁ*’ Assimile

O logaritmando forma o logaritmo do numerador

/"N

log, y
lo =
9,y log, b

O

A base forma o logaritmo do denominador

A igualdade é valida paray >0, b >0, c >0, b =1 c =1 (DANTE,
2011, p. 155).
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Vejamos alguns exemplos:

v=| Exemplificando

Calcule, sabendo que log 2 = 0,301, log 3 = 0,477, log 5 = 0,699 e log

e =0434:
Expressdo Resolugao
log5 0,699
=== 2= =2322
log, 5 log2 _ 0,301
Iogz(3-5)=logz3+I0925=@+@=M=
log2 log2 log2
log, 15 0,477
ﬂ = 3,907
0,301
loga loga 1
27 _ = loga=2,304-loga
Ina loge 0,434 0,434 9 9

Observe gque uma mudanca de base da funcdo logaritmica faz
surgir uma constante que multiplica a outra funcdo logaritmica, por
exemplo: Iny =2,3-logy (2,3 = 2,302585093..)) e, se @:ﬁ:mz,
temos que log,5= 3,32 . log5 = 3,32 . 0,699 = 2,32. '

~J
4 Facavocé mesmo

1) Calcule, sabendo que log 3 =0,477,log5 = 0,699 elog 10 = 1:

a) log, 5 b) log, 10

A operagao de mudanca de base de um logaritmo tambem € uma
de suas propriedades, adicionada ao quadro.

@ Lembre-se
Definicdo (comb>0,b=1ey>0):
[\ ~€éigualay.
log,y=x < y=>»b" log, y = x
b elevado a x...
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Propriedades:

Produto <> Adicao Divisao «» Subtracdo Logaritmo de poténcia

log(a-b)=loga+logh Iog(%]:loga—logb loga™ =m-loga

Mudanca de base

_log. a
“log, b

log, a

Cc

Consequéncias da definicao:

12) log, 1=0
2?) log, b=1
3% log, b" =n

Tabela 4.4 | Valores de logaritmos de base 10 para alguns nimeros primos

X 2 3 5 7 11 13 17 19
logx | 0,301 | 0477 | 0,699 | 0,845 | 1,041 | 1114 | 1,230 | 1.279

Fonte: Os autores

Observacso: Iog(a : b) #loga-b, poisloga-b= (Iog a) -b.

L7 Exemplificando

Resolva, usando os valores da Tabela 4.3:

Expressao Resolugao

log50 log(2-5%) log2+2log5 0,301+2-0,699
log2 log2 log2 0,301

log, 50 Com uma calculadora cientifica:

(oe) (s ) (o) () (o) (2] (1)

=5,645
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24
| =
log2,4 °g[1oj _log24-log10 _ log(2* -3)~log(2-5) _

log3 log3 log3 log3
3log2 +log3 -log2-log5 2log2+log3—-log5 _
log3 log3
2-.0,301+0,477 - 0,699
d d =22 ~0,797
log; 2,4 0.477

(o) (2 () () () (ee) (5
)

S
4 Facavocé mesmo

2) Calcule:

a) log, 18 b) log, 1.8

U9 Pesquise mais

Exemplos e outras formas de resolucao podem ser vistos no endereco
<https://integrada.minhabiblioteca.com.br/#/books/9788582603215/
cfi/131>. Acesso em: 8 fev. 2016.

Para ter acesso ao material indicado acesse a biblioteca virtual no site da
instituicao e efetue o login. Depois, copie e cole o link em seu navegador.

@ Reflita

. 1
Por que podemos afirmar que log, a=——-7
log, b

Dica: tente fazer a mudanca de base.

Sem medo de errar

Lembrando que as medidas de intensidade sonora mostraram
que o som no local da obra possui intensidade maxima de 10 mW/m?
(70 dB), sendo necessario que ela sofra uma atenuacdo até alcancar
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valores préximos de 30 nW/m? (45 dB), quantas fileiras de cipreste
precisam ser plantadas se cada pé desta arvore possui 2,5 m de
didmetro e o som fica 55% mais fraco a cada metro de folhagem de
Cipreste que atravessa?

@ Lembre-se
A atenuacao devera ser de 333 vezes, pois /0 dB é um som 333
vezes mais intenso que um som de 45 dB (10”076/(30”079)), ja
que o nivel sonoro € calculado usando a funcdo NS =10-log ,L , com
]
Iy =1x1072W/m? , na qual NS & o nivel sonoro em dB (decibeis) e | € a
intensidade sonora em watts por metro quadrado.
a Atencédo

Uma atenuagao (diminuicdo) de 55% € equivalente a multiplicar o valor
original por 0,45, ja que 0,45 =1-0,55.

Considerando /, a intensidade sonora original no local da
obra, pode-se estimar que a relacao entre a intensidade sonora e a
metragem de folhas de cipreste atravessada é€:

Ometro /=1,
I metro 1=0,45-1,

2 metros: | = 0,45(0,45.1)

nmetros: [ =0,45" -1,
Isolando a poténcia e transformando a equacao exponencial
obtida em logaritmo, temos:
og[ -] log 30x10°°
I 10x10°®

" log0,45 45
log| —
100

0

1=0,45" -1, :%:0,45" :IogOYAS[IL]:n:m
0

log(3x10°"°) log3+log10®  log3-3log10 0,477-3-1 ~797
log45 —log100 |og(5.32),2 log5+2log3-2 0,699+2.0,477-2 '
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Como cada cipreste tera 2,5 m de diametro em sua fase adulta,
serdo necessarias 2,9 fileiras de arvores (= 7,27 / 2,5) para atenuar
0 som em 333 vezes, ou se€ja, 3 fileiras, ja que ndo se pode ter um
numero nao inteiro de fileiras de arvores.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e, depois, compare-as com as de seus colegas.

Probabilidade

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 1° e 22 grau, alem de funcdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

1. Competéncia de
fundamentos de area

2. Objetivos de Aplicar as propriedades e definicdo de logaritmo a
aprendizagem problemas reais.

3. Conteudos

. Fatoracéo, logaritmo e suas propriedades.
relacionados ¢ g prop

Em informatica, muitas vezes € de interesse encontrar
o valor de uma variavel em uma sequéncia numerica
ordenada e longa. Pode-se construir uma sequéncia
de comandos que leem um NUMero apos O outro ate
encontrar o valor de interesse, denominada “busca
sequencial’. Entretanto, este procedimento pode gerar
uma grande quantidade de operagdes, pois imagine
encontrar o numero 948 em uma sequéncia numerica
de 0 a 1000, buscando os valores do inicio para o fim.
Uma maneira de minimizar esta busca numeérica €
dividir a sequéncia mais ao meio possivel, e verificar
se o valor desejado esta acima ou abaixo deste valor
central, denominada “busca binaria”. Se o valor estiver
acima do valor central m, por exemplo, divide-se esta
parte superior a0 meio e analisa-se se o valor desejado
esta acima ou abaixo do novo valor central encontrado.
Segue-se esta sequéncia de tarefas até encontrar o
valor desejado. O numero de etapas realizadas nesta
busca pode ser bem menor que a busca sequencial,
e geralmente néo € maior que o valor estimado pela
fungdo n=log, N, na qual n ¢ o numero de etapas a
serem realizadas para encontrar o valor desejado pelo
metodo de busca binaria e N € o numero de valores
nesta sequéncia.

4. Descrigdo da SP
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Por exemplo, para saber se o numero 59 pertence a
sequéncia de numeros primos entre O e 100, e qual sua
posicao, quantas etapas seguindo o metodo de busca
binaria s&o necessarias? Dado: existem 25 numeros
primos entre 0 e 100.

EL?' Pesquise mais

Detalhes sobre os meétodos de busca expostos neste
problema estdo descritos em: <http://www.ime.usp.br/~pf/
algoritmos/aulas/bubi.ntml> (acesso em: 10 mar. 2016).

5. Resolugédo da SP

Atribuindo o valor 25 a variavel N na fungcao temos:
log25 log5° 2log5 2-0,699
log2 log2 log2 0,301

Portanto, entre 4 e 5 sequéncias serao suficientes para
encontrar o valor 59 ou descobrir que ele ndo pertence
a sequéncia.

Note que o método ndo usa o valor 59, ou seja, O
numero de etapas estimadas pelo método independe
da posicao do numero na sequéncia.

Essas sequéncias poderiam ser:

n=log, N =log, 25 = = 4,64

posicio: | Al2[s[4fs[ef7 sofuwulel |
Primo 2 s s |7 |uus|v]efes]eo]s]s] .|

12 ‘13‘14‘15‘16‘17‘18‘19‘20‘21‘22‘23‘24‘25‘

) <‘41‘43‘47‘53‘59‘61‘67‘71‘73‘79‘83‘89‘97‘

Portanto, o numero 59 pertence a sequéncia e se
encontra na posigao 17

Na pratica, um computador terminaria a busca
no passo 3. Mas o que deve ser observado € que,
Independentemente do numero procurado nessa
sequéncia, a busca ndo ultrapassaria cinco passos.

~J
4 Facavocé mesmo

3) Em 1984, estreou nos cinemas um filme produzido por Steven
Spielberg em que bichinhos fofinhos, os mogwais, foram dados como
um presente inusitado de Natal a um garoto. O filme € uma critica a
falta de respeito das pessoas em relacdo a regras de forma geral, pois,
Como era de se esperar, O garoto Ndo segue as trés regras basicas para

>
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a criagao de um mogwai. Primeiramente, deixando-o se molhar, o que
faz que ele se multiplique. Depois, permitindo que seus descendentes
se alimentem apds a meia-noite, © que os transforma em monstrinhos
maus, os gremlins. O garoto e sua mae conseguem matar a maioria
dos gremlins, mas o chefe topetudo destes consegue escapar e pula
em uma piscina, transformando a cidade em um caos, com milhares de
gremlins destruindo tudo.

Supondo que um gremlin, quando molhado, dé origem a mais trés
bichos a cada segundo, quantos segundos, aproximadamente, sao
necessarios para chegar a 1000 gremlins?

! Atencdo

Considere a taxa de crescimento populacional, neste caso, de 300%.

@ Lembre-se

Um crescimento em que a taxa de variacao incide sobre o valor inicial
somado a variagdo em cada etapa do processo € equivalente ao de juros
compostos, valendo a equacdo VF =VP(1+ /)", em que VF é o valor
futuro, VP é o valor presente, j € a taxa de variagdo e n € o numero de
etapas ou unidades de intervalos de tempo decorrido.

Faca valer a pena

1. Calcule o valor de log, 25 utilizando os valores da Tabela 4.3.

a) 3,25. d) 2,93.
b) 2,53. e) 1,35.
c) 2,50.

2. Qual é o valor numérico aproximado da expressio log, 7 —log, 8 2

a) 1.23. d) 3,00.
b) 2,22. e) 317.
c) 2,23.

3. Sabendo que a taxa de juros do cheque especial € de 15% ao més, em
quanto tempo uma divida pode dobrar de valor se nenhum depdsito ou
acordo for feito? Dado: log 1,15 = 0,0607.

a) 5 meses. c) 8 meses. e) 15 meses.

b) 6 meses. d) 12 meses.

U4 - Funcéo logaritmica



Secao 4.4

Aplicacdes dos logaritmos

Dialogo aberto

Caro aluno, seja bem-vindo a ultima secdo desta unidade.

Nas secdes anteriores, vimos como se comporta uma fungao
logaritmica, a definicdo de logaritmo e, também, suas propriedades.
Nesta secdo, estudaremos a definicdo de cologaritmo, veremos
técnicas para a resolucao de equagdes e inequacdes logaritmicas,
além de regras para a definicdo de suas solucdes. Com isso, teremos
completado o conjunto de ferramentas necessarias para a resolucao
da maioria dos problemas que envolve potenciacdo e logaritmo.

O ICMS (Imposto sobre Circulacdo de Mercadorias e Servicos) é
cobrado no comeércio e industria, do qual 25% retorna a prefeitura. O
ISS (Imposto sobre Servicos de Qualquer Natureza) é cobrado somente
sobre os servicos prestados, de telemarketing a microempresas,
como barraca de cachorro-quente, sendo que todo o seu valor fica
na prefeitura.

Em Neperlandia, perceberam-se dois problemas: (1) A cidade esta
ficando madura, de forma que seu parque industrial deve crescer
cada vez mais lentamente, nao acompanhando o crescimento
populacional; e (2) a receita do municipio € formada por 40% de ICMS e
10% de ISS, além de outros, sendo muito dependente do ICMS. Diante
destes dois problemas, cabe aos governantes encontrar novas formas
de arrecadacao, ou aumentar as ja existentes. Por isso, a prefeitura
decidiu fomentar os servicos prestados por empresas na cidade,
numa tentativa de aumentar o ISS até a metade do valor do ICMS
arrecadado. Entretanto, por ser uma medida vista como arriscada,
para que tenha continuidade, o projeto deve ser implementado antes
de uma possivel mudanca de governo, ou seja, em menos de 4 anos.

Considerando que o ICMS e o ISS vao crescer de forma
desacelerada a uma taxa proxima a 0,5% ao més, e considerando,
também, a renda atual da prefeitura, a estimativa dos valores
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arrecadados por estes dois impostos em Neperlandia é feita_pelas
funcdes ICMS =1700 +10g, 4y Li+;j € 1SS =850 +109, 45 L+O,1j, em
milhares de reais, para as quais x € o numero de meses apos a data
atual.

Se for fomentado o crescimento de servicos prestados na cidade,
seria possivel conseguir uma arrecadacao via ISS igual a metade da
arrecadacao obtida pelo ICMS antes de 4 anos?

Nao pode faltar
Equacdes logaritmicas

Expressdes logaritmicas separadas por uma igualdade sao
equacoes logaritmicas, e podem ter a incognita envolvida No
logaritmando ou na base do logaritmo. Para resolver estas equacdes,
pode-se igualar suas bases e considerar os logaritmandos iguais ou
simplificar a expressao logaritmica e transforma-la em exponencial.
Vejamos alguns exemplos:

vz| Exemplificando

Resolva as equacdes:

log,(x+2)=log, x> = x+2=x>=x*-x-2=0

(N EJP-41-2) 1158 _1+3

2-1 2 2
1+3 4 1-3 -2
Y=y Tpt2e =g

log,(x +2)=2log, x
Como o logaritmando deve ser maior que zero, a
partir do:

e primeiro membro da equacdo, temos:
X+2>0=>x>-2.

« segundo membro, temos:
x>0

Portanto, somente x, =2 ¢ solu¢do para a equagao.
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(x-1?=4=x*-2x+1=4=x*-2x-3=0

—(-2) £ (-2 -4 -1(-3) :21\/4+12 _2+4

2-1 2 2
244 6 ., _2-4_2_
log, ,4=2 X = 2 2 e X, = 2 2

Como a base do logaritmo e b=x-1, b>0 eb =1
X=-1>0=>x>1e x-121=>x#2

Portanto, somente X, = 3 ¢ solucdo para a

equacao.
log, x* —log, x> =1= log xz—Mﬂ:
3 9 3 log, 9
2
Iog3x2—k)g#x=132log3x2—log3xz:2:

2 2 _
log, x” ~log, x* =1 log, x*=2=x*=3"=x=3 ou Xx=-3

Como o logaritmando deve ser maior que zero:
x*>0=>x#0

Portanto, tanto x =3 quanto X =-3 sjo solucdes
para a equacao.

log, x* =log, 2 +log,(1,5 - x) =
log, x* =log, (2-(1,5- x)) =

log, x* =l0g,(3-2x)= x* =3 -2x =

X2 +2x-3=0
—21\l22—4~1(—3)_—2i\/4+12_—2i4
21 B 2 2
log, x* =1+log,(15-x) | , _—2+4 2 _, . _2-4 6_ 4
T 27T T2
Como o logaritmando deve ser maior que zero,

seque do:

» Primeiro membro da equagao:
X*>0=x=#0-

» Sequndo membro da equacao:
1,5—x>03x<1,5.

Portanto, x, =1 € a solugéo para a equagao.

Inequacgdes logaritmicas

De forma similar as inequacdes exponenciais, as inequacdes
logaritmicas podem ser resolvidas observando se a base b tem valor
entre 0 e 1 ou € maior que 1. Assim, dois casos podem ocorrer:
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&&9 Assimile

Para O0<b<1: log,a>log,c=a<c. Invertese o sinal de
desigualdade.

Para b>1: logy,a>log,c=a>c. Mantem-se o sinal de
desigualdade.

vz| Exemplificando

Resolva as equacdes:

X+1<3=>x<2

Como o logaritmando deve ser maior que zero:
X+1>0=x>-1

Portanto, qualquer valor pertencente ao conjunto
log, (X +1)=10g,,3 | dos reais e que seja maior que -1 e menor ou igual
a 2 é solugdo para esta equacao. Em linguagem
matematica, pode-se escrever o seguinte conjunto
solucdo:

S={xeR|-1<x<2}

32x+5=>-2>2x< x<-2

Como o logaritmando deve ser maior que zero:
log,,3>log,(x+5) [ x+5>0=x>-5

Portanto, o conjunto solugao para esta equacao é:
S={xeR|-5<x<-2}

8
4 Facavocé mesmo

1) Resolva:

a) 2+logys x >3 b)log,(2x +1)>log, x +log, 3

U_?' Pesquise mais

Veja mais exemplos em: <http://www.fund198.ufba.br/expo/eg-ine pdf>.
Acesso em: 17 mar. 2016
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Sem medo de errar

Para saber se a meta de elevar a arrecadagao de ISS até a metade
do valor arrecadado por ICMS podera ser cumprida em menos de
4 anos, € necessario saber até quando, apos a implementacao do
plano, o ICMS permanecera maior que 2. ISS:

ICMS =1700 +10g, o5 (% + 1] e 1SS =850 +10g, o5 (% + 0,1)
ICMS > 2-1SS =5 1700 + 109, 005 (% + 1] > 2[850 +10g, 005 (% + 0,1D =

X X
1700 +log, gos (E + ‘Ij >1700 + 2109, 45 (E + 0,1)

Simplificando e igualando os logaritmandos:

2 2
109, 005 [1)‘2 + 1) >10G, 005 (X + o,1j =X 1> (i +0, 1) =

12 127 (12

2 2
X5 X0 01005 X (00X X g9,
127 144 144" 6 12

x* +2,4x —12x -142,56 <0 = x* —9,6x - 142,56 <0

Resolvendo a equacao polinomial de 22 grau:

—(-9,6)+ /(9,6 —4-1.(~142,56) 9,6 +/92,16 + 570,24 _

2.1 2
9.6+2574 _ ..
9,6+./662,4 9,6+2574 2 ’
2 B 2 9,6 25,74
T:>x>—8,1

! Atencao

Como mostrado na Figura 4.7, o coeficiente a=1> 0 faz que o grafico
da funcdo f(x)=x*-9,6x-142,56 tenha concavidade voltada para
cima. Como para o problema em questdo devemos ter valores menores
que zero para f(x), as solugdes correspondem a valores no intervalo
(-8,1; 17.7), ou seja, as abscissas relacionadas a parte do grafico de f(x)
que se encontra abaixo do eixo X .
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Figura 4.7 | Grafico da fungéo f(x) = x? - 9,6x - 142,56

I I
f I 150 Part_e I
Y | negativa

! 100 !

¢ P

I =0 I

X
5 10 15 I 20
I
1
17,7
Fonte: Os autores.

@ Lembre-se

Como os logaritmandos ndo podem ser menores que zero:

L+1>031>—13x>—12 ei+0,1>0:>1>—0,1:>x>—1,2
12 12 12 12

Recordando o inicio da solucdo, para -1,2<x<17,7 teremos
ICMS >2.1SS. Como ndo faz sentido x<0 para o problema em
questdo, concluimos que ICMS<2.ISS para x217,7. Assim, a
arrecadacao por ISS podera chegar a metade da arrecadacdo do
ICMS antes dos 4 anos, mais precisamente, antes até mesmo de 18
meses (1 ano e meio) do inicio da implementacdo das medidas.

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucédo

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e, depois, compare-as com as de seus colegas.

Forca de um acido

Conhecer e ser capaz de desenvolver e interpretar
funcdes e graficos do 12 e 22 grau, aléem de funcdes
exponenciais, logaritmicas e trigonometricas.

1. Competéncia de
fundamentos de area

2. Objetivos de Aplicar o conteudo envolvendo logaritmo a problemas
aprendizagem reais.

3. Conteudos

relacionados Logaritmo, fungéo logaritmica.
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4. Descrigao da SP

Solucéo-tampao ¢ o nome dado a uma solugdo que
mantém quase nalterado seu pH, ou seja, sua acidez,
quando a ela é adicionado um acido ou uma base. Uma
Importante solugdo--tampdo € a que existe No Nnosso
corpo, responsavel por manter o pH do sangue proximo
da neutralidade, em tomo de 74, formada em parte pelos
{ons di-hidrogenofosfato, H,PO,", e bicarbonato, HCO,™. O
PH de uma solugio-tampéao pode ser calculado usando a
equacio de Henderson-Hasselbalch pH = pk, + Iog%
,naqual pk, élogaritmo de 1/k,, sendo k, a constante de
lonizacdo do acido (valor tabelado), [acido] a concentragdo
do &cido em moll e [base conjugada) a concentragdo do
sal deste 4cido, tamnbém em mol/L

Como o ion H,PO,” pode atuar como um acido fraco,
qual deve ser a concentracdo de seu sal no plasma
sanguineo para que 0 pH do mesmo seja mantido em
74, considerando [H,PO, ]=0,01moll? Dado: O k, do
4cido H,PO,” ¢ 6,2x107.

! Atencao

A expressdo Iog[%], que € igual a —logx, é conhecida como
cologaritmo de x, e muitas vezes simbolizado pela letra
‘D" antes da varidvel que representa o logaritmando. Por
exemplo:

pH =—log[H"], pka=-logka, pkb=-logkb e pks=-logks, para
os quais [H'] é a concentracdo de fons provenientes de um
acido em agua, ka, kb e ks sdo as constantes de ionizagdo
de um acido, uma base e de solubilidade de um composto,
respectivamente.

5. Resolugédo da SP

A equacédo de Henderson-Hasselbalch requer o valor
de Pk, que pode ser obtido fazendo o célculo do
logaritmo de 1/k,:

-log(6,2x10°*) =
~(log6,2+10g10°®) =
—(0,792-8)=7,21
Assim:

[base conjugada] [sal]

H = pk, +lo =7,4=721+log— =
P =Pk, +iog [4cido] g0,01

0,19 =log[sal] —-log10? = 0,19 =log[sal] + 2 = —1,81=log[sal] =
[sall=107"" 21,55 x 102
Logo, a concentragdo do sal do acido di-

hidrogenofosfato necessaria para manter o pH em 74
é, aproximadamente, 1,55x1072 mol/l.
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8
4 Facavocé mesmo

2) "Agua mole, pedra dura, tanto bate até que fura”. Este fendmeno se
deve em maior parte a motivos fisicos e quimicos, confrontando-se
com o senso comum de que pedra € insoluvel em agua. Na verdade,
mesmo 0s compostos considerados insoluveis sdo minimamente
soluveis, como o carbonato de calcio, constituinte do marmore e da
rocha calcaria. Como a solubilidade em agua deste composto é muito
baixa, sua solubilizacado ¢ lenta e depende da renovacdo da agua que o
circunda. Pode-se calcular a solubilidade em miligramas por litro (ppm
= parte por milhdo) do carbonato de calcio em agua usando a equagao
s§=10°M.Jk,,, na qual k,s € a constante do produto de solubilidade
do composto, que, por ter um valor muito pequeno, muitas vezes €
tabelado na forma pk, =log(1/k,,), M sua massa molar, em g/mol.
Qual € a massa de carbonato de calcio solubilizada por litro de agua
pura sabendo que o pk, do carbonato de calcio € 8,47 e, para este sal,
M =100 g/mol?

Faca valer a pena

1. O pk, é um valor relacionado a forca de um acido, sendo a letra P usada
para indicar o logaritmo de 1/ k,, sendo k, a constante de ionizagdo do
acido. O valor de K, esta relacionado a quantidade de entidades acidas
liberadas por este acido ao ser diluido em agua num volume total de 1 litro,
e, para o acido citrico, encontrado em frutas, € de 8.10™. Qual é o pk,
deste acido?

a) 8,0. c) 1.8. e) 4,8.

b) 3,1. d) 8,4.

2. Um investimento que paga 1,2% ao més como taxa de retorno deve ser
programado para durar, no minimo, quantos meses para que um valor de RS
8.000,00 ultrapasse RS 10.000,00?

a) 12. c) 13. e) 8.

b) 19. d) 24.

3. Uma fémea de Aedes aegypti € capaz de transmitir dengue, chikungunya,
zica, febre amarela e dirofilariose canina (um verme que se aloja no coragdo
dos cédes). Se houver criadouros disponiveis e condicdes de temperatura
e humidade favoraveis, uma unica fémea de A. aegypti pode dar origem a
centenas de mosquitos durante sua vida, sendo que estes podem ja nascer
contaminados.

Considerando que o numero de mosquitos fémeas e adultas em funcao do
tempo, em dias, produzido por uma fémea de A. aegypti possa ser descrito
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por N:100§, a partir de que momento, aproximadamente, teriamos, no
minimo, um mosquito fémea para cada cinco pessoas em uma cidade de
300 mil habitantes se esta fémea fosse o Unico mosquito reintroduzido apos
a erradicacdo deste vetor nesta cidade?

a) 48 dias.

b) 3 meses.

c) 15 dias.

d) 6 meses.

e) 2 anos.
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