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Palavras do autor

Caro aluno, seja bem-vindo!

Nesta unidade curricular estudaremos funcdes e nocdes de
estatistica. Utilizamos esses dois temas o tempo todo, mas nem
sempre nos damos conta disso. Observe um exemplo simples com
relacao a funcgao: no supermercado, ao levarmos os produtos ao
caixa, 0 atendente passa o codigo de barras pelo leitor e o computador
registra o preco do item. Nesse caso, o computador desempenha o
papel de uma funcado, que recebe a informacdo de um codigo de
barras e, como resposta, registra o pre¢co do produto. Essa € a ideia
basica de qualquer funcéo, ou seja, dado certo elemento (que pode
ser um objeto, um ndmero, uma pessoa etc.), a fungao o relaciona a
outro, podendo este ser tao diverso quanto o primeiro.

Exemplos como o anterior podem ser adaptados para mostrar a
aplicacdo das funcdes em qualquer relacdo de comércio, mas nao &
somente nesse contexto que as funcdes sao utilizadas. Ao andar de
carro vocé ja deve ter reparado a funcionalidade do velocimetro. A
acao desse mecanismo também pode ser associada a uma funcao,
pois ele recebe o sinal referente a frequéncia dos giros da roda do
carro, transformando essa informag¢ao em registro de velocidade.

Com relacdo a estatistica, tambem fazemos uso da mesma em
nosso cotidiano com muita frequéncia. Ao fazer um levantamento
da guantidade de pessoas gue moram em uma regido, estamos
construindo uma estatistica. Quando se realiza uma pesquisa eleitoral,
Ou ainda ao se comparar precos de itens de supermercado, estamos
usando a estatistica.

Para que seu estudo ocorra de modo organizado, este material
didatico foi dividido em 4 unidades de ensino, cada qual subdividida
em 4 secdes de autoestudo, totalizando 16 secdes. A primeira unidade
trata das funcdes afim e quadratica. A unidade 2 aborda a estatistica
descritiva. As unidades 3 e 4 abordam a estatistica inferencial.
Desejamos-lhe sucesso nesta empreitadal






Unidade 1

Funcao afim e funcao
quadratica

Convite ao estudo

O3, aluno! Na Unidade 1 deste livro didatico trataremos das
funcdes afim e quadratica. Essas duas classes de funcdes sao
muito utilizadas ndo somente na Matematica, mas tambeém na
Fisica, na Economia, na Engenharia, na Administracéo etc. Na
Fisica, por exemplo, a trajetoria de um projétil pode ser descrita
por uma funcdo quadratica; funcao essa tambem utilizada na
Engenharia para modelar a geometria de algumas estruturas, a
exemplo da ponte Juscelino Kubitschek (Figura 1.1), em Brasilia,
Cujos arcos lembram o grafico dessa funcao. A afim, por sua vez,
€ utilizada, por exemplo, na modelagem de alguns problemas nas
areas econdbmicas e de gestao, em que a utilizacao de outro tipo
de recurso tornaria o problema muito complexo para ser resolvido.

Para tornar o assunto desta unidade mais interessante, veja uma
situacdo em que o emprego de funcgdes pode facilitar a gestdo de
UM Negocio.

Imagine que vocé seja © dono de uma empresa que fabrica
boneés. Para melhor analisar os custos e lucros vocé decidiu
estudar esses numeros utilizando funcdes e graficos matematicos,
buscando uma melhor organizacao e maiores lucros, bem como
um planejamento de expansao da empresa.

No decorrer desta unidade vocé sera convidado a desempenhar
O papel de dono da empresa e resolver os desafios inerentes a
administracéo dela, mas, para tanto, precisara relacionar diversas
grandezas presentes no dia a dia, bem como interpretar numeros
e graficos.

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica
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Secaoll

Funcao
Dialogo aberto

Para gerir melhor sua empresa, vocé deve analisar oS custos, as
receitas e o lucro, pois sem lucro a empresa nao pode ser mantida.

O custo da producao dos boneés é contabilizado a partir de diversos
gastos, como matéria-prima, mao de obra, energia eletrica, entre
outros. Com isso, ha uma relacdo direta entre o custo e a quantidade
de bonés produzida, ou seja, quanto mais bonés produzidos, maior o
custo de producao.

Alem do custo, outro item importante na gestdo da empresa € a
receita, que € o valor recebido com a comercializacao dos boneés. Vamos
imaginar que o preco de venda dos boneés seja de RS 30,00 por unidade.
Qual a receita obtida com a venda de 10 unidades? Com um calculo
simples podemos notar que a receita € de RS 300,00 (10 . RS 30,00 =
RS 300,00). Mas, e se quiséssemos escrever isso em uma planilha, de
modo que em uma coluna tivessemos a quantidade vendida e, em outra,
a receita correspondente, como podemos agilizar esse calculo para
diversas quantidades comercializadas? Pense um pouco.

Por fim, o lucro € a diferenca entre a receita e o custo de produgao.
Vamos supor que, a partir de balancos financeiros de anos anteriores,
chegou-se a conclusdo de que, mensalmente, o custo com a produgao
& composto por um custo fixo de RS 9000,00 mais um custo variavel
de RS 20,00 por boné. Nesse caso, com a producdo e venda de 750
bonés em um més, tem-se lucro ou prejuizo? E se forem produzidos e
comercializados 1200 bonés?

Para responder a essas e outras perguntas, vocé deve empregar
conceitos de funcdes. Vamos (a7
Figura 1.1 | Ponte Juscelino Kubitschek, em Brasilia

Fonte:<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ponte_JK_-_Bras%C3%ADlia.jpg>. Acesso em: 19 out. 2015

U1 - Fungdo afim e fungéo quadratica



Nao pode faltar!

Conjuntos

Para compreender a ideia de funcao, primeiramente € necessario
relembrar alguns conceitos, geralmente trabalhados no ensino medio,
entre eles, conjunto, elemento e pertinéncia. Para uma melhor
compreensao, observe 0s seguintes exemplos:

» Conjunto das vogais: A = {a, e, i, 0, u}.

» Conjunto dos planetas do sistema solar: B = {Mercurio, Vénus,
Terra, ..., Netuno}.

» Conjunto dos meses do ano: C = {janeiro, fevereiro, ..., dezembro}.

E% Lembre-se
e = 2,71828

r=3,14159

No primeiro exemplo, , € o simbolo utilizado para representar
O conjunto das vogais; cada vogal € um elemento do conjunto.
Podemos dizer inclusive que a vogal , pertence ao conjunto
4, afirmacgdo que pode ser expressa sinteticamente por wea (l&-
se: , pertence a ). A consoante = ndo pertence ao conjunto , e
escrevemos mea (€-se: =~ ndo pertence a ). Os exemplos mais
conhecidos de conjuntos sao:

 NUmeros naturais: N ={1, 2, 3, 4,5, 6, ..,99, 100, 101,..};
e« Numeros inteiros: Z ={...,-7,- 6, ..,-1,0,1, 2, ...5, 6,7, .}

 NUmeros inteiros, sem o zero: Z'={..,-7,- 6, ..., -1, 1, 2, ..,
56,7 .}

) , , a |ladZebdZ X )
e NUmeros racionais: Q ={4+— (lé-se: qQ €0

conjunto dos numeros _@_ tais que , pertence aze | pertence a
7, b

e NUumeros reais: R={..., -50, ..., - —, .. ® ...-2, ... - E L0,
Loou 10 o no 4 T

_ oL —

2 9

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica
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« Numeros irracionais: | = {x|[xdRe xd Q} (l&-se: | & o conjunto
dos numeros X tais que X pertence a R e x ndo pertence a Q).

Em relacdo aos conjuntos numéricos, temos  as
seguintes inclusdes (Figura 1.2): (l&-se: N esta contido em
7)), 72 cZ,7ZcQ;QcR;IcR.

Figura 1.2 | Conjuntos numéricos

Q

(Do

Ainda sobre esses conjuntos numericos, nenhum elemento de
Q pertence a |, e nenhum elemento de | pertence a Q, ou seja, na
intersecao desses dois conjuntos, ndo ha elementos, e indicamos
isso por Q + | =Q, em que Q € o conjunto vazio. Por fim, ao reunir
os dois conjuntos, Q e |, obtemos o conjunto dos Numeros reais, ou
seja, QU I = R; ambos sao subconjuntos de R.

Fonte: O autor (2015).

D9 Pesquise mais

Para mais detalhes sobre a teoria de conjuntos, acesse o link disponivel em:
<http://www.uel.br/projetos/matessencial/medio/conjuntos/conjunto.
htm>. Acesso em: 20 out. 2015. Elaborado pelo professor Ulysses
Sodre, da Universidade Estadual de Londrina, esse site possui alguns dos
fundamentos da teoria de conjuntos, notacdes mais utilizadas e exemplos
numericos com linguagem bastante acessivel. Vale a pena conferir!

Produto cartesiano

OQutro conceito importante para o entendimento de uma
funcao ¢ o de produto cartesiano.
‘tz” Assimile
Dados dois conjuntos A e AxB = {(a,b) | a€A e beB}
~——

B, o produto cartesiano de

, - !
A por B € o conunto dqs Produto cartesiano de A por B.
pares ordenados (ab) tais

queaeAebeB.

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica



Veja um exemplo numeérico de produto cartesiano:

v=| Exemplificando

Considerando os conjuntos A= {0,2,3} e B = {-2,0,3,7}, escreva o produto
cartesiano de A por B.

Resolucdo:

AxB={(ab)|a€ A e be B}

Paraa = 0, temos: (0, -2); (0,0); (0,3); (0,7);
Para a = 2, temos: (2, -2); (2,0); (2,3); (2,7);
Paraa = 3, temos: (3, -2); (3, 0); (3,3) (3,7).

Logo,
AxB={(0,-2),(0,0),(0,3),(0,7),(2, - 2),(2,0),(2,3),(2,7).(3, - 2),(3,0),(3,3),(3,7) }

Relagao

Qutro conceito muito importante para o entendimento de uma

funcdo € o de relacao.

ﬁz” Assimile
Dados dois conjuntos A e B, uma relacao R de A em B ¢ qualquer
subconjunto de A x B, ou seja, Rc (4 xB).
vz| Exemplificando

Considere os conjuntos A= {0,2,3} e B={-2, 0, 3, 7} e escreva os elementos
da relacéo R descrita pela equacdo y=x*-2x,,em que x E Aey € B.

Resolucao:

Para facilitar os calculos dos elementos de R, vamos utilizar um quadro,
COomMo a sequir:

Elementos de A | Elementos de B Elementos de R
X y=x2-2x (x,y)
0 y=x?—2x=0? - 2$0=0 (0,0)
2 y=x2—2x=2°-2$2=0 (2,0)
3 y=x? - 2x=3% - 2$3=3 (3,3)

Ul - Fung&o afim e fungéo quadratica
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Portanto, R = {(0,0), (2,0), (3,3)}. Compare os elementos de R com os de
A#B evejaque Rc(4xB).

Na relacdo R= {(0,0) (2,0), (3,3)} dizemos que o valor: O €A esta
associado ao valor O €B; 2 €A esta associado ao valor O €B; 3 €A
esta associado ao valor 3 €B.

Plano cartesiano

Uma relacao R pode ser visualizada graficamente em um
diagrama denominado plano cartesiano. Veja, por exemplo, a
representacao grafica da relacdo R = {(0,0) (2,0), (3,3)} no plano
cartesiano da Figura 1.3.

Figura 1.3 | Representacdo grafica

y
3 °
Q=(3,3)

2

1

0/0=(0,00 P=(20) X

1 0o 1 2 3 4 5

-1

Fonte: O autor (2015)

Observe que a representacdo de R corresponde a trés
pontos no plano. Em relacdo ao ponto p = (2,0), o par ordenado
(2,0) corresponde a suas coordenadas. O primeiro valor, 2, é
denominado abscissa de P e o segundo, 0, a ordenada. O valor x
= 2 corresponde a distancia a que o ponto P se encontra do eixo
vertical, eixo y (ou eixo das ordenadas), e o valory = O a distancia
a que o ponto se encontra do eixo horizontal, eixo x (ou eixo das
abscissas). O ponto de coordenadas (0,0) € denominado origem.

Em um plano cartesiano, as:

e abscissas sao: positivas se estiverem a direita da origem;
negativas se estiverem a esquerda da origem;

e ordenadas sdo: positivas se estiverem acima da origem;
negativas se estiverem abaixo da origem.

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica



|’_'|9 Pesquise mais

Veja mais detalhes sobre a construcdo de um plano cartesiano e a
localizacdo de pontos a partir de suas coordenadas no link disponivel em:
<https://pt.khanacademy.org/math/algebra/introduction-to-algebra/
overview_hist_alg/v/descartes-and-cartesian-coordinates>. Acesso em:
22 out. 2015.

Funcgéo

A partir dos conceitos aprendidos ate agora, podemaos definir fungao.

&z” Assimile
Dados dois conjuntos A e B, uma fungdo f de A em B, denotada f:A— B

,é uma relagdo fC (4 xB) tal que para cada @ € A estad associado um
unico b € B.

O conjunto A € o dominio de f (denotado por Dff)) e o conjunto
B ¢ o contradominio de f (denotado por CD(f)). Convenciona-se
utilizar o simbolo x para representar um elemento qualquer de A ey
para representar um elemento qualquer de B. Aléem disso, se x esta
relacionado ay por meio da fungao f, escrevemos y=f(x) para simbolizar
essa associacao, e o par ordenado correspondente sera (x,y) ou (x,f(x)).

Im(f) = {yeBly=f(x) e xeA} é denominado conjunto imagem de f. Além
disso, se y=f(x), entdo y & a imagem de x obtida por meio de f.

Para compreender melhor, considere as relacdes R = {(0,0) (2,0), (3,3)}
e S ={0,0), (20), (33), (2,3)} de A= {0,2,3} em B={-2,0,3,7}. Temos que
R € uma funcdo e S ndo € uma funcao, pois o valor 2eA esta associado
por meio de S a dois elementos de B, a saber, O e 3. Essa constatacao
pode ser feita mais facilmente por meio de um diagrama de Venn,
como os apresentados na Figura 1.4.

Figura 1.4 | Diagrama de Venn: (a) da relagdo R; (b) da relacéo S

Fonte: O autor (2015).

Ul - Fung&o afim e fungéo quadratica
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Observe que no caso da relacdo S ha duas setas partindo do
numero 2eA, uma relacionando-o a 0 e outra relacionando-o a 3,
€ ISSO Ndo se encaixa na definicdo de fungao.

vz| Exemplificando

Considerando os conjuntos A={-2, -1, 0, 1, 3} e B= {0,1,24,39} e e
a fungdo f: A»B, de modo que y = f (x) = x°, identifique o dominio,
contradominio e a imagem de f.

Resolucdo:

Como visto anteriormente, A ¢ o dominiode f e B ¢é o contradominio,

logo:

Dify = A=1{-2-1013}; CD(f) =B = T, Y = %2 (x.y)
{0.1,2,4,3.9}, 2 ly-(2r- 2.4
Para escrevermos o conunto (-1 |y=(1?=1 |(-11)
imagem precisamos determinar | g y=02=0 (0,0)
os elementos  (xy) pertencentes o1 )
a relacédo (vide quadro ao lado). Y -
Logo, Im(f) = {0,1,4,9}. 3 |y=%=9 (3.9)

~J
4 Facavocé mesmo

Represente graficamente e elabore um diagrama de Venn para a relacao
ffA—=BcomA={-2-1013},B={012439% ey =f(x) = x2.

Lei de formacao e grafico de uma fungdo

No exemplo anterior, y = f (x) = x* € o que denominamos
lei de formacgdo (ou regra de associacao) da funcao f: A—»B. Em
alguns problemas conhecemos a lei de formacdo da funcao e
em outros ndo. Quando ndo a conhecemos, em alguns casos, €
possivel determina-la a partir de informacdes do problema. Veja um
exemplo: considere que em determinado posto de combustiveis o
preco do etanol seja de RS 2,40 o litro. Qual € a lei de formacéo
da funcdo que relaciona a quantidade de etanol abastecida (x) e 0
valor a pagar (v(x))?

U1 - Fungdo afim e fungéo quadratica



Figura 1.5 | Representacédo grafica de v = 2,40.x

A 155 V(X (RS) B 155{V(x) (R$)
1 ® 12 e
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Fonte: O autor (2015).

A primeira investigacdo da lei de formacao pode ser feita por meio
da Tabela 11 Observe que, para encontrarmos O valor a ser pago por
determinada quantidade de combustivel, multiplicamos essa quantidade
pelo preco de um litro. Logo, ao adquinrmos x litros de etanol, devemos
pagar 2,40x reais. Portanto, a funcao v: A—B, em que A é o conjunto das
quantidades de etanol e B € o conjunto dos possivels precos, possui lei de
formacgao v(x) = 2,40.x.

Os dados apresentados na Tabela 1.1, com o acréscimo de alguns
valores, podem ser representados de forma grafica, como na Figura 1.5
(a). Observe que todos os pontos estao alinhados e, se utilizassemos
inUmeros valores intermediarios para x ou ainda, se considerassemos
X € R, terlamos uma linha reta, como na Figura 1.5 (b). Para fazer essa
constatacdo de forma mais dinamica, acesse o link disponivel em:
<http://tube.geogebra.org/m/1886475> acesso em: 23 out. 2015. A
linha reta da Figura 1.5 (b) € o que denominamos grafico da funcao v.
Mais formalmente, o grafico de uma funcao f: A—»B € o conjunto Glf)
={(xy) |xeAyeBey="f(x}.

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica
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v=| Exemplificando

Uma empresa de taxi cobra pela corrida um valor fixo de RS 4,85
(bandeirada) mais um valor variavel de RS 2,90 por quildmetro rodado.
Construa a lei de formagado da funcdo que retorna o preco f(x) para
uma distancia x percorrida. Aléem disso, escreva o dominio, a imagem
e esboce o grafico de f . Calcule também o valor a ser pago por uma
corrida de 6 km.

Resolugao:

A corrida € composta por um valor fixo de RS 4,85 e um valor
variavel de RS 2,90 por quildmetro rodado; matematicamente, essas
informagdes podem ser traduzidas da seguinte forma: f(x) = 4,85 +
2,90 . x, em que x € a distancia percorrida e f(x) € o preco. Essa € a lei
de formacao.

A fungdo f: A>B é tal que A (dominio) € o conjunto com todos os
valores possiveis e adequados ao problema, que pode ser qualquer
quantidade maior ou igual a zero, ou seja, x > 0. Logo, A ={xdR | x>
0}. Aimagem de f € o conjunto Im(f) = B que possui todos os possiveis
precos a serem pagos, cujo minimo € RS 4,85; ndo ha valor maximo.
Logo, Im(f) = {x € R | x > 4,85}.

Para esbocar o grafico de f, montamos uma tabela com alguns
valores de (x, f(x)) e esbocamos os pares ordenados em um plano
cartesiano (Figura 1.6).

Figura 1.6 | Grafico de f

Distancia Preco (RS)
(km)
0 f(0)=4,85+2,90.0=4,85 =
1 f(1)=4,85+2,90.1=7,75
2 f(2)=4,85+2,90.2=10,65 L
3 f(3)=4,85+2,90.3=13,55 G iz
Fonte: O autor (2015).

Por fim, o valor a ser pago por uma corridade 6 km é f (6) = 4,85 + 2,90.
6 =22,25->RS 22,25

D9 Pesquise mais

Para esclarecer possiveis duvidas, leia mais sobre relacdes, funcdes e
seus graficos em :  <http://www.uel.br/projetos/matessencial/medio/
funcoes/funcoes.htm>. Acesso em: 23 out. 2015.

16 U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica



Sem medo de errar!

Vamos retomar o problema proposto no inicio desta secdo.
Um dos questionamentos feitos foi: como agilizar os calculos das
receitas para diversas quantidades de bonés comercializados?
Como fazer isso em uma planilha, por exemplo?

Lembre-se de que o preco de venda de cada boné € RS 30,00.
- Se nenhum boné for vendido, ndo ha receita

0 - R$30,00=R$ 00,00

o _——
(Quantldade Prego por Receita
de bonés boné

- Se 1 boné for vendido, a receita € RS 30,00

1 - R$30,00 =R$30,00

] — .
(Quanlldﬂde Preco por Receita ,
debonés boné

- Se 2 bonés forem vendidos, a receita € RS 60,00

2 - R$30,00 =R$60,00

& — —— Y,
(Quanhdade Prego por Receita ),
de bonés boné

- Se x boneés forem vendidos, a receita € x . R$30,00 = R$30,00 . x.
Portanto, a fungdo receita € R(x) = 30.x. Esse calculo pode ser agilizado
em uma planitha, como na Figura 1.7.

Figura 1.7 | Planilha de célculo da receita de bonés vendidos a RS 30,00 por unidade
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PAGINAINICIAL | INSERIR  LAYOUT DA P+ PAGINAINICIAL | INSERIR  LAYOUTDAPA PAGINAINICIAL | INSERR  LAYOUT DA P

- AR T — T & P R
- n A A De. [ -]& & (g - Arial [t -]& A

Colps NIS-HB-&-A-= Colar NI s-H- &A= Cl:‘ﬂ' < NI s-H-d-A-=
Area de Transf... & Fonte Area de Transf.. Fonte ] Area de Transf.. Fonte ]
a2 MEEEFIEX B2 MK e B2 M E
A B A B A B

1 | Quantidade de bonés |Receita| 1  Quantidade de bonés |[Receita| 1 | Quantidade de bonés | Receita
2 0 =30°A]| |2 0 0 2 0 0
3 1 3 1 3 1 30
4 2 4 2 4 2 60
5 3 5 3 5 3 20

6 6 6

(a) (b) (©

Fonte: O autor (2015).

Observe que na Figura 1.7 os valores de x estdo inseridos na coluna
A; os valores de y=R(x) sao calculados na coluna B, sendo cada um
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calculado pela funcao R . A sequéncia (a), (b) e (c) da Figura 1.7 apenas
ilustra como agilizar os calculos.

Outro guestionamento feito foi em relacao ao lucro, mas, para isso,
precisamaos determinar a funcao custo, traduzindo matematicamente
a informacao: "o custo com a producdo € composto por um custo
fixo de RS 9000,00 mais um custo variavel de RS 20,00 por boné”.
Observe que esse problema é semelhante ao exemplo da corrida
de taxi (trabalhado nesta secdo). Por analogia, podemos escrever
a funcao custo da seguinte forma: C(x) = 9000 + 20 . x, em que
X € a quantidade de bonés produzida. Como o lucro/prejuizo € a
diferenca entre a receita e o custo, podemos analisar o lucro/prejuizo
na producdo e venda de 750 ou 1200 bonés em um mes:

. 750  bonés: R(z) =30 2 — R(750) = 30750 = 22500
(receita); C(z) = 9000+ 20 -z — C(750) = 9000 + 20 - 750 = 24000
(custo); lucro = receita — custo = 22500 - 24000 = -1500.

. 1200 bonés: R(x) = 30 . x — R(1200) = 30 . 1200 = 36000
(receita); C(x) = 9000 + 20 . x — C (1200) = 9000+20 . 1200 = 33000
(custo); lucro = receita — custo = 36000 — 33000 = 3000.

Portanto, ao produzir e vender 750 bones, o prejuizo € de RS
1500,00; no caso de 1200 boneés, o lucro é de RS 3000,00.

D9 Pesquise mais

Veja mais detalhes de como utilizar funcdes e agilizar calculos no Excel
nos links a sequir:

« Visdo geral de formulas no Excel. Disponivel em: <https://support.office.
com/pt-br/article/Vis%C3%A30-geral-de-f%C3%B3rmulas-no-Excel-
ecfdc708-9162-49e8-b993-c311f47cal/3?ui=pt-BR&rs=pt-BRGad=BR>.
Acesso em: 26 out. 2015.

» Preencher dados automaticamente nas células da planilha. Disponivel
em: <https://support.office.com/pt-br/article/Preencher-dados-
automaticamente-nas-c%C3%A9lulas-da-planilha-74e31bdd-d993-
45da-aa82-35a236c5b5db?omkt=pt-BR&ui=pt-BR&rs=pt-BRGad=BR>.
Acesso em: 26 out. 2015.
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Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Atualizando precos

1. Competéncias
de Fundamentos
de Area

Conhecer o0s conceitos matematicos basicos e proporcionar
o desenvolvimento do raciocinio logico e quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Aplicar o conceito de fungéo na atualizagao de precos.

3. Conteudos
relacionados

Funcao; Lei de formagao de uma funcao.

4. Descrigcdo da
SP

Em determinado supermercado sera realizada uma
remarcacao de precos para embutir 0 aumento da energia
elétrica no preco de venda. Apos alguns calculos, foi decidido
que cada produto deveria sofrer um aumento de 2% e, para
agilizar o trabalho, os novos precos seriam calculados com
a ajuda de uma planilha. Veja na Figura 1.8 alguns pregos a
serem ajustados.

Figura 1.8 | Tabela de precos

H 9- s
EUllle} PAGINA INICIAL INSERIR LAVOUT DA PAGINA F

ES
g -

B
GOl s NI Ss-H- -A- ==

Arial - A ==

Area de Transt... Fonte ~

K14 - I
A B C
1 [ltem Preco atual |Preco ajustado
2 Produto 1| R$ 20,00
3 Produto 2| R$ 22,00
4 Produto 3| R$ 16,00
5
6

Produto 4| R$ 18,00
Produto 5| R$ 25,00

BT

Fonte: O autor (2015).

Qual funcao deve ser inserida na célula C2 para que o preco
da célula B2 seja reajustado em 2%? Qual o preco ajustado

de cada produto?
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Suponha que © prego atual de um produto seja
X e que o preco ajustado seja P(x) . O preco atual
corresponde a 100%; ja o preco ajustado (+2%)
corresponde a 102%. Logo, por regra de trés:

z 100 =102 =100 -P(z) = P(z) =

P(z) 102
102 -z _ .
2.2 _ 1 24

Ao calcular a funcéo P(x) para determinado preco, ela
o reajusta em 2%. Adaptando a func¢éo para a planilha,
temos que, na célula C2, devemos inserir a funcéo
=1,02*B2. Para os precos apresentados na Figura 1.8,

temos:
5. Resolugédo da SP
Item Preco atual | Preco ajustado
Produto | R$ 20,00 P(2000) = 102 . 2000 =
1 2040-R$ 2040
Produto | RS 22,00 P@22,00) = 102 . 2200 =
2 2244-RS 2244
Produto | RS 16,00 P(16,00) = 102 . 1600 =
3 16,32—RS$ 16,32
Produto | RS 18,00 P(1800) = 102 . 1800 =
4 1836—RS 1836
Produto | RS 25,00 P@2500) = 102 . 2500 =
5 25,50-RS 25,50
@ Lembre-se

Uma regra de trés pode ser utilizada quando temos duas grandezas
proporcionais, sendo que de uma delas conhecemos dois valores e, da
outra, um valor. A regra de trés é utilizada para determinar o quarto valor.
Veja um breve resumo sobre esse assunto em: <http://educacao.globo.
com/matematica/assunto/matematica-basica/regra-de-tres.html>.
Acesso em: 27 out. 2015.

Faca valer a pena

1. Os conjuntos numeéricos sao de grande importancia para a matematica,
principalmente no estudo das fun¢gdes. Os tipos mais utilizados sao:
numeros naturais (N); numero inteiros (Z); numeros inteiros, exceto o zero
(Z*); numeros racionais (Q); numeros irracionais (I); numeros reais (R).

Sobre 0s conjuntos numericos e seus elementos, € correto afirmar que:
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a)-leN.
b)2e€l
c)\/Z_EE R.
d) 0OeQ.

e) 0ez*.

2. A reunido do conjunto A com o conjunto B ¢é definida como o conjunto
C={x|xdAouxd B} easimbolizamos por C =AU B.

Sendo A ={1,2,3,4,6} eB ={0,24,5,8}, assinale a alternativa que contém o
conjunto A U B:

a){0,1,2,3,4,5,6,8}.
b) {1,2,3,4,6}.
c){0,2,4,5,8}.

d) {0,1,3,4,5,8}.

e) {2.4).

3) O produto cartesiano de A por B é o conjunto dos pares ordenados (a,b)
taisqueadAebdB.

De acordo com o trecho anterior, assinale a alternativa que contém o
produto cartesiano de A = {1,2,5} por B = {3,4,6}:

a) {(3.1).(4,1),(6,1).(3,2).(4,2).(6,2).(3,5).(4,5),(6,5)}.
b) {(1,3).(1,4),(1,6)}.
) {(1,3),(1,4).(1,6).(2,3).(2,4).(2,6).(5,3).(5,4).(5,6)}.
d) {(2,3),(2.4).(2,6)}.
e) {(5,3).(5,4).(5,6)}.
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Secaonl?2

Funcao afim
Dialogo aberto

Vocé se lembra de que na secao anterior estudou o lucro e a receita
da sua fabrica de bonés? E que para fazer isso foi necessario relembrar
alguns conjuntos numericos, compreender a ideia de produto
cartesiano, estudar as relacdes (que sdo subconjuntos dos produtos
cartesianos) e as funcdes (que sdo casos especificos de relacdes), além
de representar esses conjuntos graficamente no plano cartesiano e no
diagrama de Venn?

Pois bem, tudo isso abriu caminho para outras possibilidades.
Imagine que vocé precise construir uma apresentacao contendo um
estudo sobre as financas da empresa, que sera usada para convencer
seu sOCio a aumentar o investimento na fabrica e expandir o negocio.
Um grafico mostrando os possiveis lucros com o aumento da
producdo poderia ser interessante e deixa-lo empolgado. Alem disso,
vOCé poderia incrementar a apresentacao com informacdes detalhadas
sobre os lucros (ou prejuizos) e mostrar a ele que vocé entende do
assunto. Quanto mais informacao, maior o poder de convencimento,
concorda?

Pense um pouco: Serd possivel determinar uma funcao que
relacione a quantidade produzida e comercializada com o lucro? Sera
que independentemente da quantidade produzida e comercializada ha
lucro ou para determinadas quantidades ha prejuizo? A partir de que
quantidade ha lucro? Se aumentarmos a producaoc em 200 boneés
a0 Més Nos proximos trés meses, indo dos atuais 600 para 1200,
quanto lucro teremos no trimestre? Essas sdo algumas das perguntas
Cujas respostas poderiam estar em sua apresentacao. Entretanto, para
realizar tudo isso, temos que estudar mais a fundo as funcdes e, mais
especificamente, a funcdo afim e suas propriedades. Vamos 137

Nao pode faltar!

A funcdo afim € um tipo especifico de func¢ao polinomial e, por
este motivo, € também denominada funcao do 1° grau ou, ainda,
funcao polinomial de grau 1. Mais rigorosamente definimos:
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‘tz” Assimile

Uma funcao afim é uma funcéo f:R—R cuja lei de formacao € f(x) = ax +
b, em que ad R, ndo nulo, € denominado coeficiente angulare b dR é
denominado coeficiente linear.

O dominio e contradominio de uma funcao afim podem ser
intervalos de numeros reais.

E[? Pesquise mais

Saiba mais sobre intervalos de nimeros reais acessando o site disponivel
em:  <http://www.casadasciencias.org/dmdocuments/intervalol10-11.
pdf>. Acesso em: 2 nov. 2015.

Uma caracteristica interessante da funcao afim € a forma do seu
grafico, que é uma reta (IEZZI et al, 1977, p. 96-A). Veja um exemplo.

v=| Exemplificando

Dada a funcado afim f(x) = 2x + 1, Figura 1.9 | Grafico de f(x) = 2x + 1

escreva 0s pares ordenados (x.y) Y. .
tais que x d A= {-2,-1,0,1.2)f D(f) e y . | .
= f(x). Em seguida, esboce o grafico s e i s
de f. . : : .
| |
o /
£ H o1 2
| e -+
: -2 -2
& - -3 -3

Fonte: O autor (2015)

Resolucdo: Para escrever os pares ordenados solicitados podemos
fazer uso do quadro a seguir:

X y=f(x) = 2x + 1 (x.y)
-2 y=f-2=2(-2)+1=-3 (-2,-3)
-1 y=f-)=2(-)+1=-1 -1, 1)
0 y=f0)=20+1= (0,1
1 y=fl)=21+1=3 (1.3)
2 y=f2=2.2+1=5 (2,5)

Para esbocar o grafico da funcdo, primeiramente marcamos os pontos
determinados no quadro e depois tracamos uma reta passando por
eles, como mostra a Figura 1.9.

Para uma visualizacao mais dinamica da construcao do grafico dessa
funcdo, acesse: <http://tube.geogebra.org/m/1980917>. Acesso em: 4
nov. 2015.
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Da geometria, sabe-se que para determinar uma reta bastam
dois pontos. Logo, para esbocgar o grafico do exemplo anterior
(e o de qualquer funcdo afim) basta determinarmos dois pares
ordenados, € Nnao mais que isso.

o
4 Facavocé mesmo

1) Esboce o grafico da fungdo f(x) = 3x -2..

Assim como podemos esbocar o grafico de uma funcao afim
a partir de sua lei de formacao, também ¢é possivel determinar sua
lei de formacao a partir de seu grafico. Para executar essa tarefa é
necessario determinar a e b, de modo que a fungdo f(x) = ax + b
possua o grafico desejado. Veja um exemplo:

vz| Exemplificando

Com base no grafico da funcao afim f representado na Figura 1.10,
determine sua lei de formagao.

Resolucdo:

O primeiro detalhe importante a ser observado € que a funcao € afim,
ou seja, seu grafico é uma reta e sua lei de formacéo é f(x) = ax + b. Para
determinar os valores de a e b, em gque o grafico dessa funcdo passe
pelos pontos destacados na Figura 1.10, podemos escolher dois pontos
quaisquer (escolneremos os pontos de coordenadas (1,-1) e (-1,3)).
Lembre-se de que o grafico de uma fungdo é formado pelos pontos
(xy), emquey = f(x) exd D(f). Para o ponto de coordenadas:

e (1,-1), temos: f(x) = ax + b— f(1) = a1+ b—>-1=a+ b;
e (-1,3), temos: f(x) = ax + b—f(-1) = a.(- 1) + b— 3=-a+ b.

Observe que temos duas equacdes lineares, com duas incognitas,
Oou seja, um sistema linear. Neste caso, podemos simplificar o sistema
somando as duas equacdes, COmo segue:

{a-l—b:—l
—a+b=3
a+(—a)+b+b=—14+3=20+20=2=22=2=b=1
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Figura 1.10 | Grafico de f

Fonte: O autor (2015).

Comob=1tmos:a+b=-1>a+1=-1>a=-1-1=-2
Portanto, a funcdo procurada é f(x) = -2x + 1.

S
4 Facavocé mesmo

2) Determine a lei de formacdo da funcéo afim cujo grafico passa pelos
pontos (-2,8) e (2,-4).

Funcao afim crescente e fungdo afim decrescente

Uma caracteristica interessante de ser observadaem uma funcao
afim é se ela é crescente ou decrescente. Como essa caracteristica
€ estudada para qualquer funcdo, podemos compreendé-la de
modo geral e, depois, ver como ela se aplica a funcao afim. De
acordo com Thomas, Weir e Hass (2012, p. 6):

&z” Assimile
Seja f uma fungado definida em um intervalo | e sejam x, e x, dois pontos
em|.
1) Se f(x,) > f(x)) sempre que x,<x,, entdo f € crescente em |.

2) Se flx,) < f(x) sempre que x <x,, entdo f & decrescente em |.

Essa definicdo pode ser facilmente visualizada na Figura 1.11.
No caso, f(x) € crescente e g(x) € decrescente em |. Decorre da
definicdo anterior que, dado x <x,, a fungao:

(@) ~f()

« f(x) € crescente, pois / - >0

Ul - Fung&o afim e fungéo quadratica

25



26

« g(x) é decrescente, pois H(IILM< 0-

2— 1

Figura 1.11 | Funcdo crescente e funcdo decrescente

g(@1)
f(z2)
f(@1)
g(@2)

Fonte: O autor (2015)

Simplificadamente, f(x) & crescente porque seus valores
aumentam com o aumento dos valores de x; e g(x) é decrescente
porgue seus valores diminuem conforme os valores de x aumentam.
Observe as inclinagcdes das fungdes f(x) e g(x).

Podemos denotar Ay= f (x,) - f(x)) (ou Ay= g(x,) —gl(x,), variagao
dey) e Ax= (x,) — (x,) (variagao de x) e utilizar a razdo Ay / Ax para
avaliar se a funcdo é crescente ou decrescente.

Uma grande vantagem de utilizar a razao Ay / Ax € que ela esta
diretamente relacionada a lei de formacao da funcao afim, sendo
inclusive muito utilizada para determinar a lei de formacao a partir
do grafico. Mais precisamente, dada uma funcdo afim f(x) = ax + b,
em relacdo aos seus coeficientes, temos:

(tz" Assimile
a=Ay/Ax;
sea >0 afuncdo é crescente e se a < 0 a funcgao é decrescente;

f(0)=a.0+b=0b.

Vocé pode encontrar a demonstragcao da igualdade a = 3y
/ 3x disponivel em: <http://www.professores.uff.br/hjoortol/
disciplinas/2010.1/gma00116/aulas/gma00116-aula-12-4-up-color.
pdf>. Acesso em: 6 nov. 2015.
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v=| Exemplificando
Sabendo que os pontos de coordenadas (1,3) e (2,5) pertencem ao
grafico de uma fungao afim, qual € a lei de formagdo dessa fungao?

Resolucdo:

Primeiramente calculamos as diferencas Ay e Ax e o coeficiente a
= Ay/Ax:

Ay =f(x)-f(x)=5-3=2
Ax=x,-x,=2-1=1
a=Ay/Ax=2/1=2.

Substituindo, f(x) = 2x + b e, alémdisso, f(1) =3 —>2 .1+ b=3—>2 + b=
3 — b= 1 Portanto, a lei de formacdo da fungao é f (x) = 2x + 1

o
4 Facavocé mesmo

3) Volte ao exemplo da Figura 110 e determine a lei de formagdo da
funcdo f utilizando as igualdades a = Ay / Ax e b = f(0).

Angulo associado a uma funcdo afim Figura 1.12 | Angulo relacionado a
uma fungao afim

A toda funcao afim podemos associar
um angulo 6 que esta diretamente
relacionado ao seu grafico. Esse
angulo pode ser medido a partir da
horizontal, no sentido anti-horario,
como ilustra a Figura 1.12.

X

Fonte: O autor (2015)

Zg:

Para visualizar a localizacao desse angulo de forma mais dinamica, acesse:
<http://tube.geogebra.org/m/1995699>. Acesso em: 06 nov. 2015.

Dica

Quando o grafico € de uma funcao afim, ha apenas duas possibilidades
para 0 angulo 6 formado com a horizontal: 0°< 6 < 90° (a exemplo
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do angulo o da Figura 1.12); ou 90°< 0 < 180° (a exemplo do angulo B
da Figura 1.12). Se 6 = 0°, ou seja, se o grafico for horizontal, a funcdo
€ denominada constante e sua lei de formacédo é f(x) = b, em que b
pertence a R (R conjunto dos nimeros reais). Se 6 = 90°, ou seja, se ©
grafico for vertical, nao se trata de uma fung¢ao, mas de uma relacao.

Zero e sinal da funcao afim

Observe na Figura 1.13 que o grafico de f(x) = ax + b cruza o eixo
horizontal (eixo x) no ponto P. E perceptivel que a ordenada de P ¢
igual a O, ou seja, y = 0. Mas e a abscissa de P, qual € seu valor? A
abscissa de P é o que denominamos zero da fungao.

ﬁz” Assimile

O zero de uma fungao f(x) € o valor x0 tal que f(x0) = 0.

! Atencao

Alguns livros utilizam a denominacao raiz no lugar de zero. Contudo, © mais
comum € dizer que funcdes possuem zeros e equacdes possuem raizes.

Para uma fungdo afim, se x, € o seu Figura 115 | Ponto de
Zero, temos: mtersegao com O eIXo X

= = =— e B

f(l‘o)—a.To‘i‘b—O::)axo— b= = & \y

Na linguagem matematica, para f(x)
crescente, temos:
[@ =/ (@)

(@) ==z~ 9quando x, < x ou,
ainda, f(x) - f(x,) > 0 — f(x) > f(x,) = O;

b f(%) _f(x)

) " zo—z - Yquando x < x; ou, ainda, f (x,) - f(x)>0— f
(x) < f(x,) = 0. Simplificadamente, se f(x) € crescente e f(x,) = O, f(x) > 0
para x > X, € f(x) < 0 para x < x,. A mesma analise pode ser feita para o
caso de f(x) decrescente e ambos 0s casos estao ilustrados na Figura
1.14.

Fonte: O autor (2015)

De modo mais simples, para a regiao do plano cartesiano em que o
grafico de f(x) estd acima do eixo das abscissas, isto €, f(x) tem valores
maiores que zero, diz-se que o sinal da funcao € positivo. E para regides
em que f(x) < 0, diz-se que a funcéo tem sinal negativo.
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Figura 1.14 | Sinal da funcao afim: (a) f(x) crescente; (b) f(x) decrescente

_|_

_|_
P RN ,
f@) <0/;z:0 \f(m) <0

Fonte: O autor (2015).
v=| Exemplificando
Dada a funcao f(x) = 5x — 10, determine:
a) o zero;
b) os valores de x para os quais f(x) > O;
¢) os valores de x para os quais f(x) < 0.
Resolucéo:

Lembre-se de que o zero da fungédo € um valor x, tal que flx,) = 0. Alem
disso, se a fungdo € crescente, f(x) > 0 para x > x% e f(x) < 0 para x < x,.
Aplicando estes conceitos, temos:

a)f(x,) =0—5x,-10 = 0= 5x, = 10 - x, = 10/5 = 2. Logo, 2 € o zero

(]

de f(x).

b) Como a funcdo é crescente (pois a = 5 > 0), f(x) > 0 para todos os
valores x > x, = 2.

¢) f(x) < O para todos os valores x < x, = 2.

:Q': Dica

Esboce o grafico da funcao e verifigue as respostas graficamente.

D..IQ Pesquise mais

Veja mais sobre funcdes e, em especial, fungdes afim em:<http://
cejarj.cecierj.edu.br/material_Limpresso/matematica/ceja_matematica_
unidade_6.pdf>. Acesso em: 10 nov. 2015. E acesse também este
link:  <http://cejarj.cecierj.edu.br/material_Limpresso/matematica/ceja_
matematica_unidade_9.pdf>. Acesso em: 10 nov. 2015.
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Sem medo de errar!

Vamos retomar o problema proposto no inicio desta secdo:
imagine-se como o dono da fabrica de bonés e suponha que vocé
deva convencer seu socio a expandir o negocio. Para isso, vocé deve
fazer uma apresentacao contendo:

a) Um grafico com os lucros/prejuizos para cada quantidade
produzida;

b) Determinar intervalos de producdo para os quais ha lucro ou
prejuizo;

c) O lucro do trimestre com o aumento da producdo dos atuais 600
bonés para 1200 bones ao més, com acréscimo de producao de 200
bonés mensais.

Primeiramente, para esbocar um grafico com o lucro/prejuizo, é
necessario construir a funcao lucro L(x) = R(x) = C(x), ou seja, a diferenca
entre a receita e o custo de producao.

@ Lembre-se

Na secao anterior (Se¢do 1.1) vocé estudou que a fungdo receita era R(x)
=30 .x e afungdo custo C(x) = 9000 + 20 . x, em que x € a quantidade
de bonés.

Logo, dado R(x) = 30 . x e C(x) = 9000 + 20.x, a funcao lucro é L(x)
=30 .x- (9000 + 20 . x) = 10x - 9000. Podemos construir uma tabela
com alguns valores de x e os respectivos lucros/prejuizos para esbogar
o grafico, como na Figura 1.15. Com isso resolvemos o item (a).

Figura 1.15 | Grafico de L(x) = 10x - 9000

50001y — — —— —— ———— — -

4000

3000f - ————--——-—--—-

2000

10001 — = — == — = — -
0

| + X
100012001400

-1000
-2000
-3000
-4000
-5000

Fonte: O autor (2015).
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Foi tracada uma linha junto ao grafico de L(x) para melhorar a
visualizagdo. Entretanto, o correto, nesse caso, seriam somente
pontos isolados, pois so faz sentido para essa funcao a atribuicdo de
valores inteiros para x, pois se trata da quantidade de bonés produzida.

Observe que o grafico de L(x) cruza o eixo x no ponto de
coordenadas (x,,0), em que x, € o zero da fungéo. Para este problema
O zero da fungao indica a quantidade produzida para a qual nao ha
lucro nem prejuizo. Para quantidades maiores que x, ha lucro e para
quantidades menores, prejuizo. Para determinar x, resolvemos a
equacdo L(x,) = 0, como segue: L(x,) = 0— 10x, - 9000 = 0 — 10x,
= 9000 — x, = 9000/10 = 900. Portanto, ao produzir 900 bonés o
lucro é zero, ao produzir menos de 900 ha prejuizo e, ao produzir
mais, ha lucro, ficando resolvido o item (b).

Para chegar a 1200 bonés ao més, a producao deve aumentar 200
boneés por més nos proximos trés meses, sendo produzidos um total
de: 800 bonés no primeiro més; 1000 boneés no segundo més; 1200
bonés no terceiro més. Logo, o lucro no trimestre sera dado pela
expressdo L(800) + L(1000) + L(1200). Temos:

L(800) + L(1000) + L(1200) = 10 . 800 - 9000 + 10 . 1000 - 9000
+10.1200 -9000 = - 1000 + 1000 + 3000 = 3000

Portanto, respondendo o item (c), havera um lucro de RS 3000,00
no trimestre.

L

®: Dica
Pense no fato de um dia vocé estar em uma empresa e ter de convencer
alguém a concordar com suas ideias. Uma demonstracdgo com
embasamento matematico, como a apresentada, ndo seria muito mais

convincente? Pense em como mostrar suas ideias na forma de uma
apresentacdo com dados, tabelas e graficos!

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos para
novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as ativi-
dades e depois as compare com as de seus colegas.
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Melhor Negodcio

1. Competéncias
de fundamentos
de Area

Conhecer os conceitos matematicos basicos e proporcionar
o desenvolvimento do raciocinio logico e quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Determinar uma fungdo cuja analise de sinal resolva o
problema proposto.

3. Conteudos
relacionados

Sinal da fungéo afim.

4. Descrigdo da
SP

Uma empresa de aluguel de veiculos possul duas opcdes de
locacao:

12) R$ 90,00 a diaria livre de quilometragem.

22) RS 40,00 a diaria mais RS 0,50 por quildmetro rodado.
Um cliente vai até essa empresa para saber as seguintes
informacdes:

a) Para quais distancias € mais vantajosa a 12 opc¢do? E a 22
opgao?

b) Para qual distancia percorrida no dia ambas as opgdes
geram o mesmo custo?

Imagine que vocé seja o funcionario dessa empresa. Como
orientar o cliente?

5. Resolucdo da
SP

Perceba que ha uma semelhanca entre esse problema e o da
fabrica de bonés. A primeira pergunta que vocé deve se fazer €:
quais funcdes relacionam a distancia percorrida e o preco a pagar
para ambas as opcdes de locacao?

Vamos denotar por f e g as fungdes para a 12 e 22 opgdes,
respectivamente, e por x a distancia percorrida. Temos:

f(x) = 90,00 (fungdo constante, pois independe da quilometragem);
gx) = 4000 + 0,50x (custo fixo de RS 40,00 mais custo variavel
de RS 0,50).

Agora considere a funcéo diferenca dix) = f(x) - gx) = 90,00-
40,00+ 0,50x) =- 0,50x + 50,00. Se para dado x a diferenca for:

- negativa, € mais vantajosa a 12 opcao, pois d(x) < 0 — f(x) — g(x)
<0 > f(x) < glx);

- positiva, € mais vantajosa a 22 opcéo, pois d(x) > 0 — f(x) — g(x)
>0 —f(x) > glx);

- nula, ou seja, igual a zero, ambas as opgdes geram © Mmesmo
custo, pois d(x) = 0 — f(x) — gx) = 0 — f(x) = g(x).

Sendo x; o zero de d(x), temos: d(x,) = 0 — -050x, + 5000 = 0
— 0,50x, = 5000—>m= 50(?'% =100 Portanto, para 100 quildmetros
percorridos no dia, © custo € 0 mesmo em ambas as opgdes
(ficando respondido o item (b)).

Como o coeficiente angular de d(x) é a = -050 < 0, a fungéo é
decrescente e, como consequéncia, positiva a esquerda de x; =
100 e negativa a direita desse mesmo valor. Podemos concluir
a partir disso que para distancias menores que 100 quildmetros
(x<x,=100) € mais vantajosa a 2% op¢ao, € para distancias maiores
Oex, = 100) € mais vantajosa a 1* opgéo (ficando respondido o
item (a)). Essa conclusdo pode ser observada na Figura 1.16.
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Figura 1.16 | Grafico de d(x) = -0,50x + 50,00

N

5. Resolucdo da | 20
SP 0

Fonte: O autor (2015).

Faca valer a pena

1. Estimou-se que em 22 dias foram desperdicados 57,2 litros de agua por
uma torneira pingando. A partir dessa estimativa pode ser desejado saber o
quanto é desperdicado em 4 dias, em 37 dias ou em x dias. Pensando nisso,
assinale a alternativa que relaciona a quantidade de dias (x) e o volume de
agua (V(x)) desperdicado por essa torneira:

a) V(x) = 4x. d) V(x) = 3,4x.
b) V(x) = 22x. e) V(x) = 37x.
c) V(x) = 2,6x.

2. Lembre-se de que fungdo afim é aquela cuja lei de formacao é f(x) = ax
+ b, em que a e b sdo os coeficientes. Sendo o coeficiente linear igual a 2, o
coeficiente angular igual a -1 e dado x = 4, assinale a alternativa que contém
as coordenadas de um ponto pertencente ao grafico de f:

a) (4,3). d) (4,-2).
b) (4,-3). e) (4,0).
c) (4,1).

3. O preco de uma corrida de taxi € composto pelo valor da bandeirada (RS
5,00) mais um valor variavel que depende da distancia percorrida (RS 3,00/
km). Considerando essas informacdes e que por determinada corrida foram
pagos RS 29,00, qual foi a distancia percorrida?

a) 5 km. d) 10 km.
b) 8 km. e) 12 km.
c) 9 km.
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Secao 1.3

Funcao quadratica
Didlogo aberto

Lembra-se que na aula anterior vocé precisava convencer seu
SOCiO a aumentar o investimento na fabrica de bonés e ampliar os
negocios? Pois €, o resultado foi melhor que o esperado. Vocés sairam
do prejuizo de quando produziam 600 bones ao més e comecaram a
ganhar dinheiro ao produzir 1200. Seu socio ficou tao feliz que vocés
aumentaram ainda mais a producao, chegando a 2400 bones por més.

Com uma boa margem de lucro, agora € seu socio quem quer
convencé-lo a ampliar o negocio ainda mais aumentando © espaco
fisico, indo dos atuais 300 m? (como mostra a Figura 1.17) para 750 m?
futuramente. Devido aos equipamentos que estdo instalados e o terreno
onde o galpdo se encontra, o plano € aumentar tanto © comprimento
quanto a largura em um valor x ainda desconhecido, conforme Figura
1.18. Como seu socio nao entende tanto do assunto, pediu para que
vocé determinasse a medida x que deve ser acrescida e o custo desse
investimento, uma vez que se estima o valor de RS 725,85 por metro
quadrado a ser construido.

Figura 1.17 | Galpao Figura 1.18 | Esboco do projeto

20m

15 m

Fonte: O autor Fonte: O autor

Aqui vao algumas dicas: para resolver este problema vocé precisa
estudar um novo tipo de funcao, a quadratica. Alem disso, para facilitar
todo o processo, vocé pode se focar em responder as seguintes
perguntas:
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a) Que funcao relaciona a medida x e a area total do galpao, incluindo
a atual? E qual funcao relaciona x com o valor do investimento? Quais
os graficos dessas funcdes?

b) Qual medida x proporcionard uma area total de 750 m??

Bons estudos e sucesso neste planejamento!

Nao pode faltar!

As funcdes quadraticas sdo uma classe de funcdes muito utilizadas
em problemas de calculo de area, em calculos de erro, no estudo
do movimento de projéteis, entre outros. Assim como a funcao afim,
essa também é uma funcgao polinomial, mas de grau 2, motivo pelo
qual € conhecida popularmente como de 2° grau. Segundo lezzi et
al. (1977, p. 123):

(tz" Assimile

Uma aplicacado (ou relacdo) f de R em R recebe o nome de fungao
quadratica ou do 22 grau quando associa a cada z € R o elemento (ax?
+bx+c)dR emquea=0.

Alternativamente, podemos dizer que uma funcao quadratica £R - R
€ aquela cuja lei de formacao € f(z) = az”+ br + ¢ com a = 0. Os valores
a, b e c sdo denominados coeficientes e ax? € o termo dominante.

c@ Reflita

Por que para definir a funcdo quadratica € especificado que a = 07

Uma caracteristica importante das funcdes Figura 119 | Parabola

quadraticas € seu grafico, que apresenta uma g g
curva plana denominada parabola (SODRE, 2010, g g
p. 1). Para definir uma parabola sdo necessarios g 9

dois objetos, uma reta diretriz e um ponto que i%/f

chamamos de foco, conforme Figura 1.19. Nao
abordaremos aspectos formais da construcao
de uma parabola, mas vocé pode se aprofundar
neste assunto acessando: <http://mathworld.
wolfram.com/Parabola.html>. Acesso em: 14 rone 0 autor 2015)
nov. 2015.

Diretriz

Para compreender melhor o grafico de uma
funcao quadratica, veja 0 exemplo a seguir.
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v=| Exemplificando
Esboce o gréfico da fungdo f(x) = x2 - 4x + 5. Resolugdo:

Primeiramente construimos um quadro com alguns valores de X, 0s
respectivos y = f(x) e as coordenadas (x,y). Observe:

X |y=fx=x-4x+5 [y X |y=fx)=x-4x+5 [y
1|24 (D +5=10 [((L10) | |3 [3*-43+5=2 (3.2)
0 |0°-40+5=5 (0,5) 4 142-44+5=5 (4,5)
1 1°-41+5=2 (1.2) 5 5-45+5=10 (5,10)
2 |22-42+5=1 2,1

Com base nas coordenadas calculadas, marcamos 0s pontos e
tracamos a parabola, conforme Figura 1.20.
Figura 1.20 | Grafico de f(x) = x* - 4x + 5

y (5,10) y

o, 10)0 10 [} 1, 10) 10

9 9

8 8

7 7

®l0,5) i

50 o

. 4,5) .

3 3

(1,2)
(IR :
0 2, 1) X 0 X
2 A o1 2 3 4 5 2 1

Fonte: O autor (2015)

Observando a Figura 1.20, ha alguns elementos importantes: o ponto de
coordenadas (2,1) e o vértice e a linha vertical x = 2 € o eixo de simetria
da parabola.

No caso do exemplo anterior, dizemos que a parabola tem
concavidade para cima, e isso € controlado pelo coeficiente do
termo dominante, ou seja, o valor de a. Veja a sequir alguns graficos
de funcdes quadraticas da forma f(z) = az’ — 4z + 5 para a > 0 (Figura
1.21 (a)) e para a< 0 (Figura 1.21 (b)).

Figura 1.21 | Gréaficos de f(x) = ax? - 4x + 5 para varios valores de a: (a) a>0 (b) a<0

Fonte: O autor (2015).

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica



Perceba na Figura 1.21 que, quanto mais proximo de zero esta o
valor de a, mais “aberta’ ¢ a parabola e, quanto mais distante, mais
“fechada’. Além disso:

(tz" Assimile
Seovalordeaé:
« Positivo, a > 0, a concavidade da parabola € voltada para cima;
» Negativo, a < 0, a concavidade da parabola € voltada para baixo.
Observe ainda na Figura 1.21 que, em todos 0s casos, © ponto
de coordenadas (0,5) pertence ao grafico de f(x) = ax?-4x + 5 e
que isso se deve ao fato de o coeficiente c seriguala 5. Veja: se x =
0, temos f(0) =a.0°- 4.0 + 5 = 5, ndo importando o valor de a ou b.
6&» Assimile
O coeficiente ¢ € igual a ordenada do ponto de intersecao do grafico de

f(x) = ax2 + bx +c com o eixo y.

Assim como podemos determinar a lei de formacdo de uma
funcao afim observando seu grafico, também é possivel fazer o
mesmo com uma fun¢ao quadratica. Veja um exemplo.

v=| Exemplificando

Determine a lei de formacdo da funcdo quadratica cujo grafico e
apresentado na Figura 1.22.

Figura 1.22 | Grafico de f(x)

Fonte: O autor (2015)
Resolucéo:

Observe que o ponto de intersecdo do gréfico de f(x) = ax® + bx +c
com o eixo y possui coordenadas (0,-3). Logo, ¢ = -3 e f(x) = ax® + bx -3.
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Alem disso, como os pontos de coordenadas (1,0) e (-1,-2) pertencem
ao grafico de f(x), temos:

f(1)=0—a.1° + b.1-3=0—a + b-3=0—a+b=3;

f(-1)=-2—a.(-1)*+b.(-1)-3=-2—a-b-3=-2—a-b-3=—2—a-b=3-2=1.
arbEg

a~h= 1

Adicionando as equacdes, temos: @+ b) + (@a-b)=3+1—>2a=4—>a
=4/2=2 Coma=2obtemos:a+b=3>2+b=3->b=1L

Segue que a e b sdo tais que {

Por fim, concluimos que f(x) = 2x? +x -3.

Para compreender melhor a relacdo entre os coeficientes da funcao
quadratica e seu grafico, acesse o objeto disponivel no link: <http://
tube.geogebra.org/m/2078515>. Acesso em: 16 nov. 2015.

Zeros da funcao quadratica
e% Lembre-se

Na secdo anterior vocé aprendeu que denominamos zero da funcao o
valor da abscissa do ponto de intersecdo do grafico com o eixo x. No
caso, X0 serd um zero de f(x) se f(x0) = 0. Além disso, para uma fungdo
afim f(x) = ax + b, o Unico zero era x0= -b/a.

Observe agora na Figura 1.22 que o gréfico de f(x) = 2x* +x -3 corta
0 eixo em dois pontos, € ndo somente em um, como na funcdo
afim. Entretanto, nem sempre isso ocorre. O grafico de uma funcdo
quadratica pode tocar o eixo das abscissas em dois, em um ponto ou
até ndo o tocar, como mostra a Figura 1.23.

Figura 1.23 | Zeros de uma funcédo quadratica: (a) dois zeros; (b) um zero; (c)
nenhum zero

Y, y
a <0 a>0

<

a > ()

a>0 a <0 / a<0

Fonte: O autor (2015).
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Para obter os zeros de uma funcao quadratica, quando existem,
utilizamos a féormula do discriminante, popularmente conhecida
como Formula de Bhaskara:

&z” Assimile

Dada uma funcdo quadratica f(z) = az’ + bz + ¢, os valores de x para

0s quais f(x) = 0 sdo:
, :—bi\/bz—ﬁlac?

, r 2a
ou ainda:
_—b+yb —dac @ _ —b—ofb"—dac
Il = 2= <
2a 2a

O valor A = b? -4ac é denominado discriminante ou “delta”.
Veja um exemplo de como utilizar a formula do discriminante:
v=| Exemplificando
Dada as funcdes a seguir, determine seus zeros, caso existam:
a)f(x) =x>—6x+5 b) gx) = 2x° + 12x +18 c)h(x) =x>-2x+3
Resolucdo:

a) Para esta fungdo, os coeficientes séoa =1 b =-6ec =5 Logo o
discriminante serd A = b? -4ac = (-6)?-4 . 1.5 = 36 -20 = 16. Substituindo
o valor A = 16, temos:

Il

Il
o

4

_ bR —(=6)+,16 _g14
% 21 2

Il
Il

Ilﬁ%‘l
Ifﬁ%l

Portanto, os zeros de fsdox, =5ex, =1

b) No caso da funcéo g, os coeficientes séoa =2, b =12ec = 18. Assim, o
discriminante serd A = b° — dac =12 — 4 -2 - 18 =144 — 144=10
e:

:~b¢,/K:—12i\/o_:_12:_3
20 72 1

T
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Portanto, g possui um unico zero e este € x=-3.

c) Para a funcdo h, os coeficientes sdoa =1, b =-2 e c = 3. Com isso,
seque que A =b’-4ac = (-2)°-4.1.3=4-12=-8e¢:

_—b:J/A _—(=2)£/-8
=" T 2-1

Comov—8 € R, -8dR, isto &, ndo & um numero real, a expressio anterior
nao faz sentido para os NnUmeros reais e, em consequéncia, a fungao h
N3O POSSUi Zeros reais.

! Atencdo

No exemplo anterior a fungdo f(x) = x* — 6x + 5 possui discriminante positivo,
A =16>0, e dois zeros. Ja a fungdo g(x) = 2x° + 12x + 18 possui discriminante
nulo, A = 0, e um Unico zero. Por fim, o discriminante da funcao hix) = x* —
2x + 3 énegativo, A = -8 < 0, e esta Nao possui zeros reais.

Esta observacao € valida para toda funcdo quadratica e pode ser
compreendida geometricamente com a Figura 123. Em: (@) ©
discriminante € positivo; (b) o discriminante € nulo; (c) o discriminante €
negativo.

o
4 Facavocé mesmo

1) Determine os zeros e esboce o grafico das funcdes a seguir:
a) f(x) = x*—8x+ 12 b) g(x) = x? + 6x -12

|:|9 Pesquise mais

Para saber mais sobre as funcdes quadraticas, acesse o material
disponivel no link:  <http://bit. profmat-sbm.org.br/xmlui/bitstream/
handle/123456789/465/2011_00355_FABIO_ANTONIO_LEAO_
SOUSA pdf?sequence=1>. Acesso em: 17 nov. 2015.

Alem disso, vocé pode encontrar uma demonstracdo simples da formula
do discriminante em: <http://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/funcoes_
modelagem/modulo_IV/fundamentos4f.ntm>. Acesso em: 17 nov. 2015.

Sem medo de errar!

Agora que ja tratamos de varios detalhes acerca da funcao quadratica,
vamos retomar o problema proposto no inicio desta secao?
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Uma das perguntas que vocé deveria responder era: qual funcao
relaciona a medida x e a area total do galpao, incluindo a atual? Para
comegar, a area de um retangulo € obtida multiplicando as medidas
de dois lados consecutivos. No caso da area atual, a medida 300 m?
€ obtida multiplicando 20 m por 15 m. Para calcular a area futura,
multiplicamos (20 + x) m por (15 + x) m. Logo, a funcdo que relaciona
a medida x, em metros, e a area futura, em metros quadrados, é:

AX) =20+ x)(15+x) =20+ x 15+ (20 +x) x=20.15+x.15+20
X+ X X = X2+ 35x + 300.

Vocé também deveria obter a funcao que relaciona a medida x com
o valor doinvestimento. Para construir determinada area, o investimento
realizado pode ser calculado multiplicando a area correspondente pelo
valor do metro quadrado, que é RS 725,85. Logo, a funcao investimento
I(x) € obtida multiplicando 725,85 (valor do metro quadrado) pela area
que sera acrescida. Veja:

Area  Valor do metro
acrescida quadrado
| |

I(z) = (:A (z) — 300) ‘;725,85“= (z* + 35z + 300 — 300) - 725,85 = 725,85z " + 25404, 75z

| Y
Area  Area
futura  atual
Para esbocar os graficos de A(x) e I(x), calculamos alguns pares
ordenados, 0s marcamos no plano cartesiano e tracamos a parabola,
como na Figura 1.24.

Figura 1.24 | Area acrescida e investimento: (a) quadro de valores; (b) funcdo A(x);
(c) funcao I(x)

a)
X AX) | 1(x)
0 300 ]0,00
1 336 | 26130,60
2 374 [ 53712,90
3 414 | 82746,90
4 456 [113232,60
b) 5 500 |145170,00 c)
,,,,,,,,,,,,,,,,, y
,,,,,,,, 1 14517000~ - === ----ooooooo
’ i i ; 113232,60-------------- ; 1
8001 : 3 : i 82746,90+---------~ ‘ ; ‘
3 : : : 53712,90 -~~~ ; : ; ‘
i : 3 3 2613060+~ —» P ‘ ‘
—— A T T e e

Fonte: O autor (2015)
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Por fim, a ultima informacao que vocé deveria obter € a medida x
que proporcionara uma area total de 750 m?. Como temos a funcdo
area A(x), basta igualar:

Az) =750 = 2"+ 35z + 300 =750 = z° + 352+ 300 — 750 = 0 = 2’ + 352 — 450 = 0
fr)

Se definirmos f(x) x* + 35x -450, determinar x para o qual A(x) =
450 ¢é equivalente a calcular o zero de f. Logo:

_—bt b’ —dac _—35+35°—4-1-(—450) _ —35+,1225+1800 _
2

i %a 71 -

i :M:_
2 5 45

Observe que f possui dois zeros e, portanto, ha também dois
valores de x para os quais A(x) = 450. Contudo, para o problema
pratico, so faz sentido utilizarmos valores positivos, pois X € uma
medida de comprimento.

Concluimos deste modo que, para a area futura do galpao ser de
750 m?, tanto a largura quanto o comprimento devem ser acrescidos
em 10 m.

~J
4 Facavocé mesmo

2) Para x = 10 m, qual € o valor do investimento na reforma do galpao?

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar 0 que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Movimento de projéteis

1. Competéncias de
fpndamentos de
Area

Conhecer os conceitos matematicos basicos e proporcio-
nar o desenvolvimento do raciocinio logico e quantitativo.
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2. Objetivos de
aprendizagem

Aplicar os conhecimentos sobre funcdo quadratica no
estudo do movimento de projétets.

3. Conteudos rela-
cionados

Funcao quadratica; zero.

4. Descricdo da SP

Determinado projétil e langado para o alto e para frente,
descrevendo uma trajetoria parabolica. A equagdo que
fornece a altura do projétil em fungao da distancia hori-
zontal x a que ele se encontra do ponto de lancamento e
flz) :—%51‘ +22. Com base nessas informacdes, que distan-
cia horizontal o projétil percorrera até que togue o solo?

5. Resolugéo da SP

Vamos primeiramente observar o grafico dessa fun¢do na
Figura 1.25.

Figura 1.25 | Grafico de f(x)

20Y
10
f
0 X

Fonte: O autor (2015)

Note que, apods o lancamento, o objeto sobe até certa altu-
ra e cal novamente até atingir o solo num ponto P, sendo
a abscissa desse ponto o zero da func¢do. Calculando o
Z€ero, temos:

L
, -

_ =244 (C1/15)0 _ 2441 _—919f/" —2/I5
2 » )

- ( -
. (—1/15 —2/15 72/15\}7:;2;2:30

—2/15

O valor de x, corresponde ao ponto de partida e o valor de
X, € a abscissa do ponto P. Portanto, o projetil percorrera

30 m até atingir o solo.
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Faca valer a pena

1. Um bloco retangular de concreto tem Figura 1.26 | Bloco

dimensdes x + 3, x - 2 e x, conforme Figura

1.26. A funcdo A(x) que fornece a area total da

superficie do bloco é:

a) A(x) = 4x® + 4x - 12.

b) AlX) = 652 + 4x - 12. T+3

c) Alx) = 6x2 + 4x + 12. e
r—2

d) Alx) = 4x® + 4x + 12.

e) A(x) = 8x? + 4x - 12. Fonte: O autor (2015)

2. Uma caixa de papeldo tem suas dimensdes
representadas na Figura 1.27. A fungdo V(x)
que relaciona x com o volume da caixa e o

respectivo volume para x = 20 cm sdo:

a) V(x) = 30x2 + 180x - 1200 e 12400 cm”®.

b) Vi) = 30%C + 160x - 1200 € 14400 cm®. "

) V(x) = 30x2 + 180x - 1200 e 14400 cm®. /

d) V(x) = 30x% + 160x - 1200 e 12400 cm>. X+ 10 x—4

e) V(x) = 30x% + 180x + 1200 e 14400 cm?, Fonte: adaptada de <https://pixabay.

com/p-152428>. Acesso em: 17 nov
2015.

Figura 1.27 | Caixa de papeldo

3. Uma revendedora de cosméticos estima que para um preco de x reais
sdo vendidas 5000 — 2x unidades de certo produto mensalmente. Para este
produto ha um custo de RS 10,00 por unidade. Nestas condicdes, qual é o
lucro obtido em um més em que o preco de venda deste produto era RS
16,007

a) R$ 28618,00.
b) RS 16168,00.
c) R$ 50000,00.
d) RS 29808,00.
e) R$ 48861,00.
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Secaol4

Sinal, minimo e maximo da funcao quadratica
Dialogo aberto

Na secao anterior vocé estudou a funcao quadratica, cuja aplicacdo
proporcionou uma solucao para o problema da ampliacdo do galpao
daempresa. Dos 300 m? que havia de espaco fisico, passou-se para 750
m? com a ampliacio, sendo acrescidos 10 m tanto no comprimento
quanto na largura. O galpdo atualmente possui 30 m de comprimento
por 25 m de largura.

Vocé ainda pdde calcular o investimento com a reforma por meio
da funcdo | (x) = 725,85 x° + 25404,75 . x. Para o valor x acrescido nas
dimensdes do galpdo, temos: 1(10) = 725,85 . 102 + 25404,75 . 10 =
72585 + 254047,5 = 326632,5 RS — 326632,50, isto &, o investimento
com a reforma foi de RS 326632,50.

Apos todos esses gastos, seu sOCio quer agora recuperar parte do
investimento aumentando o preco de venda dos bonés. Atualmente,
sdo produzidos e comercializados 2400 bonés por més, vendidos
por RS 30,00 cada. Para que tudo ocorra de modo planejado, ele
se adiantou e fez uma pesquisa junto aos consumidores estimando
que para cada x reais acrescidos no preco de cada boneé sdo vendidas
(2400 - 60x) unidades por més.

Considerando as informacdes anteriores, qual deve ser o preco de
cada boné para que a receita seja a maior possivel?

Nao pode faltar!

Maximos e minimos

Vocé viu na secdo anterior alguns elementos da parabola, entre
eles o vértice, como ilustrado na Figura 1.28. O ponto A € o vértice
do grafico de f(x) = -075x*+ 4,5x -3,75 e o ponto B é o vértice do
grafico de g(x) = 3x? — 42x + 145. Ambos os graficos possuem eixo
de simetria (linha tracejada) que passa pelo vértice.

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica
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Figura 1.28 | Graficosdefeg

y in g

1
1
I 1
1 1
I I
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1 1
1
1 1 B
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o

Fonte: O autor (2015).

O fato de uma paradbola ter eixo de simetria significa que o
lado direito da curva € o reflexo do lado esquerdo, ou seja, se
desenhassemos uma parabola em um papel e o dobrassemos sobre
O eixo de simetria, os lados da curva se sobreporiam. Observe que
o coeficiente do termo dominante de f(x) = -075x% + 4,5x -3,75 &
negativo e que o coeficiente do termo dominante de g(x) = 3x2— 42x +
145 ¢é positivo. Como ja abordado na secdo anterior, isso influencia na
concavidade da parabola: o grafico de f tem concavidade para baixo
e o grafico de g tem concavidade para cima. Em decorréncia disso,
ha algo interessante em relacao ao vértice: no caso do grafico de f, o
vértice A € o ponto mais alto da parabola e, no caso do gréfico de g,
o vertice B e o ponto mais baixo da parabola. Isso pode ser observado
para toda funcdo quadratica e esta de acordo com o exposto a seguir:

6"’ Assimile
Seja f(x) = ax? + bx + ¢ uma fungdo quadratica. Se:

*a >0, o grafico tem concavidade voltada para cima, e o vértice € seu
ponto mais baixo;

*a <0, ografico tem concavidade voltada para baixo, e o vertice € seu
ponto mais alto.

Essa percepcao grafica em relacdo a funcdo quadratica auxilia
no entendimento de um conceito estudado para qualquer funcao:

&z” Assimile

Uma funcéo flx) possui um maximo em x pertencente a um intervalo |,
se flx)) > f(x) para todo x d I. Nesse caso, f(x ) sera o maior valor alcangado
(valor maximo) pela funcdo nesse intervalo.

De modo semelhante, uma funcdo flx) possui um minimo em x
pertencente a um intervalo |, se f(x ) < f(x) para todo x d I. Nesse caso, f(x )
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serd o menor valor alcangado (valor minimo) pela funcao nesse intervalo.

Em ambos os casos, dizemos que os valores sao extremos da funcao.

Figura 1.29 | Simetria da parabola
NoexemplodaFigural.28 Aéum y

ponto de maximo e Be um ponto  flew—1) = flzy+ 1)| -~ - R ------~
de minimo. Para uma funcao
quadratica, as coordenadas do
vértice sdo (x, y,). em que x, € o
x dovértice" ey, 0"y do vértice”.

Fonte: O autor (2015)

Como a parabola é simétrica em relacao ao seu vértice, segue
que f(x -1) = f(x +1), como mostra a Figura 1.29. Com base nessa
igualdade, temos:

alzr— 1) +blzr—1)+c=alz-+ 1)+ bz + 1) +¢
gt —2ar-+ A+ b7 — b+ f=gx" + 20z + A+ T+ b+ f
—2ax-—b=2ax-+b
—b—b=2azx-+ 2ax-
— 2b=dax-

Da ultima igualdade, segue que rf:ﬂﬁzm%. Com essa

propriedade e as observacdes anteriores, podemos enunciar o
seguinte:

(tz" Assimile
Dada uma fungao quadratica f(x) = ax2 + bx + ¢, o vértice de seu grafico
tem coordenadas (- b/ 2a, f (- b/ 2a).

Ndo entraremos em detalhes, mas pode ser demonstrado que x,
=-b/2aey, =-A/4a.

o(b Reflita

Como podemos deduziry, = -A/ 4a a partir de x, = -b/2a e f(x) = ax® +
bx +c?

U1 - Fungéo afim e fungéo quadratica

47



48

v=| Exemplificando

Dada a fungéo quadratica f(x) = 2x? - 4x +8, determine as coordenadas
do vértice de seu grafico e se este € um ponto de maximo ou de
minimo.

Resolucdo:

Para esta fungdo temosa =2, b =-4ec = 8. Logo:

b =4

A P TY R

yom A _ 0—dgc_ (-4)°-4-2-8_ 16-64 16—64_ (—48)_
7 1a 12 5

Portanto, as coordenadas do vértice sao (1,6).

Como a = 2> 0 o grafico de f possui concavidade voltada para cima,
o que implica que seu vértice € um ponto de minimo. Nesse caso, f(1)
= 6 é 0 menor valor (minimo) assumido pela fungao.

Sinal da fung¢ao quadratica

Observe na Figura 1.30 as funcdes f, g, h, p, g, r. A partir do
exposto na secao anterior e analisando os graficos, segue que as
funcdes f e p possuem dois zeros reais cada (A > 0), as funcdes
g e g possuem um unico zero cada (A = 0) e as funcdes h e r
ndo possuem zeros reais (A < 0). A partir de uma analise grafica,
podemos ainda afirmar que:

h(x) >0 (é positiva) no intervalo (-3,+3) = R, pois seu grafico esta
totalmente acima do eixo x;

r (x) < O (é negativa) no intervalo (-3,+3) = R, pois seu grafico esta
totalmente abaixo do eixo x;

g(x) > 0 nos intervalos (-3,x,) e (x, +3), em que g(x) = O (na
Figura 1.30, x, = 7);

I
o
=)
Q

g(x) < 0 nos intervalos (-3,x,) e (x, +3), em que qlx,)
Figura 1.30, x, = 7);

f(x) >0 em (-3,x) e (x, +3), f(x) < 0O em (x, x,) e f(x) = f(x,) = O (na
Figura 1.30, x,= 1 e x,= 3);

p(x)>0em (-3x) e (x,, +3), p(x) <0 em (x, x,) e p(x)) = p(x,) = O
(na Figura 1.30, x,= 1 e x,= 3).
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Figura 1.30 | Funcdes quadraticas
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Fonte: O autor (2015).

v=| Exemplificando

Dada a funcgao f(x) = -x2 +2x + 3, faga o estudo dos sinais e determine se
f possui um valor maximo ou um minimo e especifique esse valor.

Como para esta fungcdo a = Figura 1.31 | Esbogo
-1 < 0, a concavidade de seu

grafico ¢ voltada para baixo. Em
consequéncia, o vertice € o ponto 3
mais alto do grafico, tornando-o

um ponto de maximo. Além disso,
comob=2ec =3 temos:

Y v

T2 X

T 0
A=b’-4ac =224 .(-1).3=4- [f
-12) =16 > A =16> 0. Fonte: O autor (2015)

Como o discriminante é positivo, a fungdo possui dois zeros reais, além
de seu grafico interceptar o eixo da ordenadas no ponto de coordenadas
(0,3), pois ¢ = 3. Com essas informagdes, podemos inferir que o grafico
da funcao é semelhante ao esbogo da Figura 1.31. Calculando os zeros
de f, temos:

_=b+yA_—2+16_-0+4_ 2 _ .

) =

2a 2-(—=1) = ==
o= sb=fA_—2-y16_ 94 _-¢_,.
) 2a 2-(—1) —2 —2

Logo, fx) >0 em (-3,-1) e (3, +3), f(x) < O em (-1, 3) e f(-1) = f(3) = O.

Para determinar o maximo de f, precisamos primeiramente do valor de x

IT:_L:_ 2 — 2 :1-

20 2:(-1) (-2
Com isso, o valor maximo de fsera f(x) = f(1) =-1°+2 . 1+ 3=-142+ 3
=4
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o
4 Facavocé mesmo

1) Dada a funcdo f(x) = x2 + 6x + 5, faca o estudo dos sinais e determine
se f possui um valor maximo ou um minimo e especifique esse valor.

|:|9 Pesquise mais

Vocé pode investigar de forma mais dinamica a relagdo entre os
coeficientes da fungdo quadratica e seu sinal com o objeto disponivel no
link: <https://www.geogebra.org/m/171465>. Acesso em: 24 nov. 2015.

Além disso, para ver mais sobre as funcdes quadraticas, principalmente
quanto a maximos e minimos e ao sinal, acesse: <http://www.fund198.
ufba.br/apos_cnf/funcao4 pdf>. Acesso em: 24 nov. 2015.

Sem medo de errar!

Vamos retomar o problema proposto no inicio da secao:
atualmente sdo produzidos e comercializados 2400 bonés por
més e estes sdo vendidos por RS 30,00 cada. Além disso, seu socio
estimou que para cada x reais acrescidos no preco de cada boné
sdo vendidas (2400 — 60x) unidades por més. Com todas essas
informacdes, como calcular o preco de cada boné para gque a
receita seja a maior possivel?

Vamos interpretar o problema: obter a maior receita possivel € o
mesmo que obter a receita maxima. Desse modo, se conseguirmos
construir uma funcao receita que modele toda essa dinamica,
obter a receita maxima € o mesmo que calcular o valor maximo
da funcao. Considere que o preco do boné, que atualmente ¢é de
RS 30,00, seja acrescido em x reais. O novo preco sera:

30,00 + T
Preco atual Acréscimo

Com o boné nessa faixa de preco, sdo vendidas (2400 — 60x)
unidades. Lembre-se de que a funcao receita € obtida multiplicando
a quantidade vendida pelo preco, logo:

R(x) = (2400 — 60x) . (30 + 2
Receita Quantidade Preco
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Desenvolvendo os calculos, temos:

R(x) = (2400 - 60x) (30 + x) = (2400 - 60x) 30 + (2400 - 60x) x
= 72000 - 1800x + 2400x - 60x°

Portanto, R(x) = -60x? + 600x + 72000.

Depois de interpretar o problema, podemos resolvé-lo com o
auxilio da funcao receita: para essa funcado, temos a = -60 < 0 g,
consequentemente, essa fun¢do possui um valor maximo atingido
em x, = b/2a = 600 / (2 .(- 60)) = -600/(-120) = 5. Esse € o valor
que pode ser acrescido no preco atual do boné para alcancar a
receita maxima. Como o preco atual € RS 30,00, o novo valor sera
RS 35,00, ficando resolvido o problema.

o
4 Facavocé mesmo

2) Qual sera a receita maxima?

Avancando na pratica

Pratique mais

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situagdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Area maxima

Conhecer os conceitos matematicos basicos e
proporcionar o desenvolvimento do raciocinio
logico e quantitativo.

1. Competéncias de
fundamentos de Area

Utllizar o conceito de maximo e minimo de
2.0bjetivosde aprendizagem | uma funcdo na resolucdo de problemas de
otimizagao.

3. Conteudos relacionados Maximos e minimos.

Uma éarea retangular sera cercada com tela em
4. Descricdo da SP trés lados, sendo que no quarto lado sera utiliza-
do um muro ja existente, conforme Figura 1.32.

Ul - Fung&o afim e fungéo quadratica
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Figura 1.32 | Area a ser cercada

T Cercado x

Fonte: O autor (2015)

Se ha 40 metros de tela disponivel, quais serdo as
dimensbes do cercado gue possui area maxima?

Faca valer a pena

1. Um aspecto muito interessante em relacdo as funcdes consiste em seus
valores extremos, que podem ser minimos ou maximos. Para as funcdes
quadraticas, sabemos se um valor extremo sera um minimo ou um Maximo
apenas observando seus coeficientes.

Fm relacép aos valores extremos. as funcdes
fl@)=a"+ 2z, g(2) == 22"+ 3 e p(z) = 42° — 5z — 8 possuem,

respectivamente:

a) maximo, minimo e maximo.
b) minimo, maximo e minimo.
€) Mmaximo, maximo e minimo.
d) minimo, minimo e maximo.

e) minimo, Maximo e maximo.

2. Os graficos das fungdes

f(z) :*2I2+4z+ce g(z)=x2—6x+ll

3
possuem (@] mesmo

conforme Figura 1.33. Nesse caso, 11
qual é o valor do coeficiente ¢ da

fungao f?

U1 - Fungédo afim e fungéo quadratica
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3. Determinado trecho de uma montanha-russa tem seu trilho a uma altura
f(x) = 0,1x2 — 2x + 14, com x pertencente ao intervalo (0,20), em metros.
Nesse trecho, qual é a altura do trilho no seu ponto mais baixo, considerando
0 eixo das abscissas como sendo o solo?

alm.
b) 2 m.
c)3m.
d)4m.

e)5m.
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Unidade 2

Estatistica descritiva

Convite ao estudo

Vocé ja tomou conhecimento na Unidade 1 de alguns termos
utilizados na estatistica, entre eles, a propria palavra estatistica, que
simplificadamente nos poderiamos definir como a ciéncia que
cuida da coleta, descricao e interpretacdo de dados. Contudo,
€ssa Ndo € a unica maneira de se definir estatistica. Segundo
Johnson e Kuby (2013), “a palavra estatistica possui significados
diferentes para pessoas de diferentes areas e interesses”. Veja, por
exemplo, a seguinte definicdo para estatistica:

@ Reflita

"A estatistica moderna é uma tecnologia quantitativa para
a ciéncia experimental e observacional que permite avaliar
e estudar as incertezas e os seus efeitos no planejamento
e interpretacdo de experiéncias e de observacdes de
fenbmenos da natureza e da sociedade".

Raul Yukihiro Matsushita, professor assistente do
Departamento de Estatistica da Universidade de Brasilia

Sugestao: pesquise outras definicdes para estatistica e
faca um comparativo.

Ainda na Unidade 1 citamos a estatistica descritiva e a
estatistica inferencial. A primeira, mais frequentemente
utilizada, cuida da coleta, analise e sintetizacao de dados. Ja
a segunda se utiliza dos resultados obtidos pela primeira para
realizar a interpretacao das informacdes e, posteriormente,
auxiliar na tomada de decisgo.

Para iniciar seus estudos em estatistica descritiva, imagine
gue vocé é um funcionario de uma grande empresa (que
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denominaremos de M) e foi incumbido de realizar uma
pesquisa para determinar o perfil dos 30 mil funcionarios.
O relatorio final dessa pesquisa devera conter informacdes
pessoais como idade, peso, altura, sexo, cor dos olhos,
raca e também informacdes sobre a satisfacao em relacao
as condicdes de trabalho e a remuneracdo. Considere que
O prazo estipulado para a realizacdo dessa tarefa seja uma
semana. Nesse ponto algumas duvidas devem ter surgido.
Entre elas podemos mencionar:

» O que exatamente devo pesquisar?
« Como fazer essa pesquisa?

« O tempo sera suficiente para pesquisar todos os
funcionarios? Em caso negativo, o que fazer?

» Como apresentar os resultados obtidos com a pesquisa?

No decorrer dessa unidade, pouco a pouco, algumas
dessas perguntas serao respondidas e vocé podera ter uma
visdo geral de todo o processo. Ao final, esperamos que voce:

« Compreenda as principais técnicas de amostragem;

e Interprete informagdes apresentadas em tabelas e
graficos;

» Entenda as medidas de posicao e sua representatividade;

« Compreenda as medidas de dispersao e sua
representatividade.

! Atencao

Observe que o termo “peso” foi empregado incorretamente.
Nesse contexto, o correto seria ‘massa’. O peso € uma
grandeza fisica, mais especificamente, uma forca. Apesar
disso, como esse termo € de uso frequente no dia a dia,
manteremos o sentido coloquial da palavra peso.
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Secao 2.1

Amostragem

Didlogo aberto

Para iniciarmos os estudos em estatistica, vamos retomar a
situacdo proposta anteriormente: imagine que vocé € um funcionario
da empresa M e que foi incumbido de realizar uma pesquisa para
determinar o perfil dos 30 mil funcionarios. O relatorio final dessa
pesquisa devera conter informacdes pessoais como idade, peso, altura,
sexo, cor dos olhos, raca e também informacdes sobre a satisfacdo em
relacdo as condi¢cdes de trabalho e a remuneracdo. Considere que o
prazo estipulado para a realizacdo dessa tarefa seja uma semana.

Para que essa tarefa seja executada, o primeiro passo € planejar a
coleta de dados, assunto que sera estudado nesta se¢ao de autoestudo.

Nao Pode Faltar!
Conceitos basicos

Antes de iniciar o planejamento da coleta de dados, € essencial que
vocé consiga identificar alguns objetos de estudo da estatistica, tais
como populagao e amostra. Uma populacao € o conjunto de todos os
elementos que possuem determinada caracteristica em comum. Para
0 Nosso exemplo, a populacao corresponde aos 30 mil funcionarios da
empresa M. Além de pessoas, populagdes podem ser compostas por
animais, objetos, substancias quimicas etc.

E7) Exemplificando
Suponha que se queira analisar o:

» Comportamento das formigas cortadeiras no Brasil. Nesse caso, a
populacao corresponderia a totalidade das formigas dessa espécie no pais.

» NUmero de pecas defeituosas fabricadas por determinada maquina.
Nesse caso, a populagdo corresponderia a todas as pegas fabricadas por
essa maquina.

U2 - Estatistica descritiva
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A populacao pode ser finita, quando € possivel listar fisicamente
todos os seus elementos, ou infinita, quando ndo ha essa
possibilidade. No caso dos funcionarios da empresa M, a populacao
¢é finita, pois poderiamos, por exemplo, solicitar ao departamento
de pessoal que fornecesse uma lista com os nomes de todos oS
funcionarios que constam na folha de pagamento. Para o exemplo
do estudo do comportamento das formigas cortadeiras, apesar de
haver um numero finito dessas formigas, podemos considerar essa
populacao como sendo infinita, pois esse numero € muito grande
e jamais conseguiriamos observar todas elas.

Uma amostra ¢ qualquer subconjunto de uma populacao.
Geralmente, amostras sdo finitas e utilizadas quando a populacao
€ muito numerosa ou infinita, o que dificulta ou até impossibilita a
observacao de todos 0s seus elementos.

&g& Assimile

Populagdo ¢ o conjunto de todos os elementos que possuem
determinada caracteristica em comum.

Amostra € qualquer subconjunto de uma populacdo.

Qutros objetos de estudo da estatistica séo o censo e a
amostragem. Um censo corresponde ao processo de coleta de
dados de toda a populagcdo, enquanto gue uma amostragem ¢ o
processo de coleta de dados de uma amostra, ou seja, de apenas
parte da populacao. Censos sdo raramente feitos, pois sao muito
demorados e caros guando comparados a uma amostragem.

U9 Pesquise mais

No Brasil o IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) se
encarrega de realizar um censo a cada 10 anos. Nele sdo coletadas
diversas informacdes sobre a populacao e os domicilios. Para mais
informacodes, acesse: <www.ibge.gov.br>. Acesso em: 8 jul. 2015.

Variaveis

Quando estudamos uma populacdo, estamos interessados em
suas Vv e nos possiveis valores gque elas podem assumir. I[dade, peso,
altura, sexo, cor dos olhos e raca sao exemplos de variaveis.
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Veja na Figura 2.1 algumas informacdes a respeito do jogador
Pelé e mais alguns exemplos de variaveis.

Figura 2.1 | Dados pessoais do jogador Pelé em 2015

Nome completo Edson Arantes do Nascimento
Posicdo Meia-atacante

Ano de nascimento 1940

Idade (anos) 74

Nacionalidade Brasileira

Local de nascimento  Trés Coragdes (MG)

Altura (metros) 173
Peso (kg) 75
Formagao

L Superior completo
académica

Fontes: © 2010-2015 Graphic Resources LLC. Disponivel em: <http://br.freepik.com/fotos-gratis/pele--
jogador-de-futebol-lendas_566595.ntm> e <http://esporte.uol.com.br/futebol/biografias/559/pele>. Acesso
em: 28 abr. 2015.

Na Figura 2.1 podemos identificar as varidveis ‘nome”, "posicdo”,
‘ano de nascimento’, ‘idade’, "nacionalidade’, ‘local de nascimento’,
“altura”, “peso” e “formacao académica’. Além disso, “Edson Arantes do
Nascimento’, "‘meia-atacante’, "1940", 74", "brasileira”, "Trés Coracdes
(MQ)", "1,73", 75" e "superior completo” sdo, respectivamente, os valores
que elas assumem para o jogador Pelé. Observe que algumas dessas

variaveis retornaram valores numericos e outras, Nao NUMETriICos.

Quando uma variavel retorna valores numéricos, Nos  a
denominamos variavel quantitativa. Ja aquela que retorna valores ndo
numericos, Nos a denominamaos variavel qualitativa. Essa diferenca €
facil de ser assimilada, pois a palavra quantitativa lembra "quantidade’,
Ou seja, NUMeros, enquanto a palavra qualitativa lembra "qualidade’, isto
€, atributos. As variaveis quantitativas e as qualitativas podem ainda ser
subdivididas em dois subgrupos, conforme ilustra a Figura 2.2.

Figura 2.2 | Tipos de variaveis

Quantitativas <

Continuas
Ordinais
Nominais

Qualitativas <

Fonte: Os autores (2015)
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Uma variavel quantitativa discreta € aquela que, em geral, assume
valores inteiros ou um numero finito de valores bem definidos. Na
Figura 2.1 podemos observar duas varidveis com essa caracteristica:
‘ano de nascimento” e “idade”. Ja uma variavel quantitativa continua ¢
aquela que pode assumir qualquer valor (inteiro ou ndo) dentro de um
intervalo. Na Figura 2.1 podemos observar também duas varidveis com
essa caracteristica: “altura” e "peso”.

Uma variavel qualitativa ordinal € aquela ndo numeérica que
apresenta uma ordenacao entre seus valores, a exemplo da variavel
‘formacao académica”. Veja que Pelé possui ensino superior completo.
Entretanto, caso observassemos os valores dessa variavel para outras
pessoas, poderiamos ter como resposta “ensino fundamental” ou
‘ensino medio”, por exemplo. Uma ordenac¢ao natural para nos € que
0 "ensino fundamental” antecede o “ensino medio’, que, por sua vez,
antecede o "ensino superior”. Por fim, uma variavel qualitativa nominal
€ aquela, ndo numeérica, que N3o Possui ordenacao entre seus valores,
como "‘nome’, “posicao’, “nacionalidade” e “local de nascimento”.

&ﬁ» Assimile
Variavel:

¢ quantitativa discreta: aquela que, em geral, assume valores inteiros
ou um numero finito de valores bem definidos;

e quantitativa continua: aguela que pode assumir qualquer valor
(inteiro ou ndo) dentro de um intervalo;

e qualitativa ordinal: aqguela, ndo numeérica, que apresenta uma
ordenacdo entre seus valores;

e qualitativa nominal: aquela, ndo numeérica, que nao possuli

ordenacao entre seus valores.

Para verificar se vocé compreendeu as diferencas entre os
diversos tipos de variaveis, classifigue as da Figura 2.3 em discretas,
continuas, nominais ou ordinais.
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Figura 2.3 | Exemplos de varidveis

formagao
académica

fumante/

doente/sadio .
ndo fumante

numero de
bactérias por

estagio de uma

doenca (inicial,

intermediario,
terminal)

numero de
cigarros fu-

cor dos olhos

mes de
observacéo (ja-
neiro, fevereiro,
..., dezembro)

pressao

numero de

tempo idade (anos)

arterial

litro de leite mados por dia

Fonte: O autor (2015)

Confira sua classificacdo com a proposta no apéndice da
Secao 2.1. Quando aferimos um valor a partir de uma analise de
determinada variavel em uma amostra, 0 denominamos estatistica.
Ja se o referido valor € obtido a partir de uma analise de uma variavel
na populacdo como um todo, o denominamaos parametro. A média
de altura dos funcionarios do setor administrativo da empresa M,
por exemplo, corresponde a uma estatistica. Tal estatistica busca
estimar a verdadeira media da altura de todos os funcionarios da
empresa M, a qual corresponde a um parametro.

Grande parte das pesquisas € feita a partir de amostras. Tais
pesquisas obtém estatisticas que buscam estimar os parametros
da populacao.

Tipos de amostragem

Antes de atingirmos o objetivo dessa secdo de autoestudo, que
€ o de planejar a coleta de dados, precisamos ainda compreender
0s principais tipos de amostragem. A escolha adequada do método
€ de fundamental importancia para a confiabilidade dos dados a
serem coletados.

Um grande desafio de quem esta planejando fazer uma
pesquisa € saber como coletar uma amostra confiavel, ou seja,
como consequir selecionar na populagao um subconjunto que seja
representativo do todo. Observe gue essa € uma etapa de grande
importancia, ja que pode impactar todo o restante do trabalho.
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Uma coleta mal planejada pode provocar impressdes erradas
acerca da populacdo, fornecendo valores que nao a representam.
A distor¢ao de uma estatistica em comparagcao com um parametro
populacional € denominada viés. Vocé podera notar um exemplo
classico de amostragens enviesadas na época das eleicdes. Varios
candidatos apresentam resultados de pesquisas de intencdo de
voto, sendo que cada uma tem um resultado diferente. Fique
atento!

Na literatura sobre o assunto sdo diversos os metodos de
amostragem. Dentre eles, 0s mais conhecidos sao:

* Amostragem de « Amostragem sistematica

conveniéncia o
« Amostragem aleatoria

* Amostragem voluntaria estratificada
* Amostragem aleatoria « Amostragem por
simples conglomerado

Uma amostragem por conveniéncia geralmente ocorre qguando
o individuo seleciona na populacao elementos que considera
pertinentes, 0s quais imagina serem representativos do todo.
Essa conduta, estatisticamente falha, muitas vezes € a causadora
de resultados muito divergentes dos verdadeiros parametros da
populacao. Vide exemplo das pesquisas eleitorais.

Na amostragem voluntaria a amostra € obtida por selecdo
de voluntarios. Frequentemente vemos esse tipo de pesquisa
sendo feita pela internet ou por telefone. Pense um pouco... vocé
ja respondeu a alguma enquete realizada por esses canais? Foi
sincero na resposta dada a enquete? Se suas respostas foram “sim”
e 'ndo” vocé acaba de perceber a origem de um dos problemas
desse tipo de amostragem, a saber, o nivel de confianca nos dados
coletados. Geralmente as pessoas Nnao estdo dispostas a responder
a pesquisas. Portanto, quando estas sao feitas com voluntarios os
resultados obtidos devem ser tratados com muito cuidado. Pode
parecer entdao que esse tipo de amostragem nao deve nunca ser
empregado, contudo, em muitos casos, essa € a Unica opcao.
Imagine que uma empresa farmacéutica queira testar um novo
farmaco destinado a prevenc¢ao e ao tratamento do HIV. Vocé
concordaria em fazer parte da pesquisa (considerando que nao
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possua a doenca)? Imaginamos que ndo. Portanto, em casos como
este, ndo ha outra opg¢ao sendo amostragem por voluntarios.

A amostragem aleatéria simples ¢ aquela realizada por meio
de sorteio. Esse tipo de amostragem tem a vantagem em relacdo
as anteriores de garantir que todos os elementos da populagao
tenham a mesma probabilidade de pertencer a amostra. Para
realizar uma amostragem desse tipo também se pode utilizar
uma tabela de numeros aleatorios, como a apresentada na
pagina 146 do arquivo disponivel em <http://www.est.ufpr.br/
ce003/material/apostilace003.pdf>. (Acesso em: 29 abr. 2015).
Para obter orientacdes de como utilizar uma tabela de numeros
aleatorios, assista ao video disponivel em <https://www.youtube.
com/watch?v=UxgLkk-XuRQ>. Outra maneira de realizar uma
amostragem aleatoriasimples € por meio de uma planilha eletronica.
Leia um pequeno tutorial de como gerar numeros aleatorios
em planilhas no link <http://dicasdeexcel.com.br/2009/05/26/
como-gerar-numeros-aleatorios>. Ha ainda a possibilidade de
utilizar uma calculadora cientifica. Para obter orientagdes de
coOmo gerar numeros aleatorios em uma calculadora, assista
a um video sobre o assunto em: <https://www.youtube.com/
watch?v=2fW92PRPwfQ>. Acesso em: 29 abr. 2015.

Uma amostra sistematica pode ser feita facilmente quando
ha uma ordenacao natural dos elementos da populacdo, como a
ordem alfabética ou a sequéncia de casas em uma rua. Para retirar
uma amostra sistematica de tamanho n de uma populacdo com N
elementos, ordenados de 1 até N, seguimos 0s seguintes passos:

1. Dividimos a populacao em n subgrupos de tamanho k:ﬁ;
n

2. No primeiro subgrupo realizamos um sorteio (amostragem
aleatoria simples) para determinar o primeiro elemento
pertencente a amostra. Suponha que ele esteja na posi¢cao p
<k

3. A partir do sorteio do passo anterior, os demais n - 1
elementos pertencentes a amostra ficam determinados. Serdo
aqueles que estiverem nas posi¢cdes: p+k p+2k p+3k .. p
+(n- 1Dk
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v=| Exemplificando

Considere uma populacdo de 20 alunos da disciplina de Métodos
Quantitativos, os quais estao listados a seguir em ordem alfabética.

1 Alice 8 Isabella 15 Matheus
2 Arthur 9 Julia 16 Miguel

3 Bernardo 10 Laura 17 Pedro

4 Davi 11 Lucas 18  Rafael

5 Gabriel 12 Luiza 19  Sophia

6 Giovanna 13 Manuela 20 Valentina
7 Heitor 14 Maria

Selecione uma amostra sistematica de tamanho 4 dessa
populagao.

Resolucao:

Observe que essa populacao tem tamanho N = 20 e a amostra
solicitada tem tamanho n = 4. Portanto, devemos dividir a populacao
em 4 subgrupos de tamanho k= 20/4 =5, como seque:

1[Alice 6 | Giovanna 11| Lucas 16 | Miguel
2 | Arthur 7 | Heitor 12 | Luiza 17 | Pedro
3 | Bernardo 8 | Isabella 13 | Manuela 18 | Rafael
4| Davi 9 | Julia 14 | Maria 19 | Sophia
5 [ Gabriel 10 | Laura 15 | Matheus 20 [ Valentina

Nessa etapa é necessario que facamos um sorteio No primeiro grupo
para determinar o primeiro a pertencer a amostra. Suponha que o
sorteado tenha sido 0 numero p = 2, ou seja, Arthur. Desse modo, os
proximos a pertencerem a amostra serao:

p+k=2+5=7->Heitor
p+2k=2+2-5=12 - Luiza
p+3k=2+3-5=17 - Pedro
A amostragem aleatdria estratificada difere das anteriores,
principalmente, por envolver mais de uma etapa. Esse tipo de
amostragem ¢ utilizado geralmente nos casos em que a populagao

possui subgrupos com caracteristicas proprias que podem ser
pertinentes a pesquisa. Imagine que se queira pesquisar 0 género
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musical preferido de uma populacdo. Convém supor que a
preferéncia possa ser diferente de acordo com a idade da pessoa,
pois em épocas diferentes as tendéncias musicais sao outras e
considerar toda a populagdo como um grupo homogéneo pode
ser um erro para a coleta de dados. Desse modo, talvez seja
prudente dividir a populacdo em varios grupos por faixa etaria, por
exemplo, de 0 a9 anos, de 10 a 19 anos, de 20 a 40 anos e mais de
40 anos. Atengao: essa € apenas uma sugestdo. Para determinar
quais subdivisdes da populacdo devemos considerar € necessario
um estudo mais aprofundado.

Cada subgrupo considerado na amostragem aleatoria
estratificada recebe o nome de estrato. A definicao desses
estratos, primeira etapa da amostragem, ¢ feita de modo a se
obter maior homogeneidade entre os seus elementos e maior
heterogeneidade entre os estratos. Na sequnda etapa, retira-se
uma amostra em cada estrato, podendo este procedimento ser
realizado por amostragem aleatoria simples, sistematica ou outra
que for mais adequada.

Geralmente, na amostragem aleatoria estratificada, o tamanho
daamostraretirada de cada estrato e correspondente ao percentual
gue o estrato representa em relagdo a populagao.

v=| Exemplificando

Suponha que para determinada pesquisa seja necessario dividir
a populagcdo de 100 individuos em dois estratos: os homens (45
individuos) e as mulheres (55 individuos). Se quisermos retirar uma
amostra estratificada de tamanho 20 dessa populacdo, quantos
homens e quantas mulheres teremos?

Resolucao:

Inicialmente calculamos a porcentagem que cada estrato representa
em relagao ao total:

55
. S22~ 559
Estrato 1 (mulheres): 100 ()

« Estrato 2 (homens): £=45%
100

Desse modo, a amostra deve ser composta em 55% de mulheres e
45% de homens, ou seja:
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« Amostra do estrato 1: 55% - 20 = 11 mulheres

« Amostra do estrato 2: 45% - 20 = 9 homens

Observe no exemplo anterior que, pelo fato de termos dividido
a populagdo em dois estratos (homens e mulheres), dentro de cada
um os elementos sdo homogéneos (todos os elementos sdo do
mesmo sexo), e, quando comparamos Os estratos entre si, eles sao
significativamente heterogéneos, pois em um ha so mulheres e no
outro, apenas homens.

A amostragem por conglomerado (também denominada
amostragem por cluster) € um processo que, assim como aamostragem
estratificada, envolve mais de uma etapa. A diferenca basica entre essas
duas é que, enquanto a estratificada busca dividir a populacédo em
subgrupos cujos elementos sejam homogéneos, a por conglomerado
divide a populagcao em subgrupos cujos elementos sejam heterogéneos.
Cada subgrupo definido nesse tipo de amostragem, denominado
conglomerado (ou cluster), serd semelhante a populacdo, o que
implica a semelhanca entre os conglomerados.

Apos definir os conglomerados (primeira etapa), geralmente se
utiliza amostragem aleatoria simples para escolher quais farao parte da
amostra (segunda etapa). Em seguida, realiza-se um censo em cada
conglomerado selecionado (terceira etapa).

v=| Exemplificando

A amostragem por conglomerado pode ser utilizada no caso de uma
empresaque possuavariasfiliais. Espera-se que asfiliais sejam semelhantes
entre si e semelhantes a empresa como um todo. Considerando que
dentro de cada filial possa ser observada a mesma heterogeneidade que
no restante da empresa, temos uma situacao semelhante a teorizada
para esse tipo de amostragem.

Um procedimento padrdo seria considerar cada filial da empresa como
um conglomerado, realizando-se uma amostragem aleatoria simples
para definir quais conglomerados serao recenseados.

Agora que vocé ja conhece alguns metodos de amostragem,
elabore um roteiro para realizar a coleta de dados proposta na
situacdo-problema do topico DIALOGO ABERTO dessa secdo de
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autoestudo. Apos a elaboracao do roteiro, compare sua proposta
com a apresentada a sequir.

Roteiro para uma coleta de dados

Uma das etapas mais importantes de toda coleta de dados
€ o planegjamento. Geralmente, ele pode ser feito por meio da
determinacdo de um roteiro ou um checklist. Para ter eficiéncia,
esse roteiro deve ser elaborado e revisado a fim de evitar falhas.
Ao final, o pesquisador deve conferir se todas as etapas previstas
no roteiro foram concluidas. Veja a seguir um possivel roteiro para
uma coleta de dados, exemplificado para o caso da empresa M,
apresentada no inicio dessa sec¢ao de autoestudo:

1. Definir o objetivo da pesquisa. Exemplo: determinar o perfil dos
funcionarios da empresa M.

2. Definir as variaveis e a populacao de interesse. Exemplo: idade,
peso, altura, sexo, cor dos olhos, raca, satisfacdo em relacdo
as condicdes de trabalho e a remuneracdo. A populagdo
corresponde aos 30 mil funcionarios da empresa M.

3. Definir o sistema de coleta. Exemplo: sera realizado um censo
ou uma amostragem? No caso de uma amostragem, qual
metodo sera utilizado? Qual é o tamanho da amostra? Quais sao
0s meios de obtencdo dos dados (telefonemas, questionarios,
entrevistas, etc.)?

4. Coletar os dados. Nessa etapa € necessario que o pesquisador
tome o cuidado de nao criar um vies. Exemplo: € possivel que
se tenha respostas enviesadas realizando perguntas como:
vocé NAO estd feliz com o seu trabalho? Vocé acha que estd
ganhando POUCO? Perguntas com negativas ou com énfase
em determinados termos podem influenciar as respostas dos
entrevistados.

5. Revisar os dados coletados. Essa etapa € muito importante para a
coleta, pois € possivel que sejam identificados erros que podem
impactar todo o restante do trabalho. Exemplo: determinado
funcionario da empresa M pode ter respondido que seu nome
¢ Jodo da Silva e também que é do sexo feminino. Sera que
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essa resposta € veridica? Vale a pena conferir o processo para
verificar possiveis erros de coleta.

Esperamos que até o momento vocé tenha tido uma visao geral
de como é feita a amostragem e sua importancia para a realizacdo
de uma pesquisa. Vale ressaltar que o explicitado aqui € apenas
uma nog¢ao basica do processo. Existem livros inteiros dedicados ao
estudo desse tema e muitos materiais disponiveis na internet.

|:|9 Pesquise mais

Para se aprofundar nas técnicas de amostragem, faga uma pesquisa
sobre o0 assunto. Algumas sugestdes sao:

Livros

«  BOLFARINE, Heleno; BUSSAB, Wilton de O. Elementos de
amostragem. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2005.

»  SILVA, Nilza N. da. Amostragem probabilistica: um curso introdutorio.
2. ed. S3o Paulo: Editora da Universidade de Sao Paulo, 2004.

. Internet

e Receita Federal do Brasil <http://www.receita.fazenda.gov.
br/manuaisweb/exportacao/topicos/conferencia-aduaneira/
verificacao-fisica/amostragem.htm>. Acesso em: 29 abr. 2015.

e  Tribunal de Contas da Unido: <http://portal2.tcu.gov.br/portal/pls/
portal/docs/2064402 PDF>. Acesso em: 29 abr. 2015.

Sem Medo de Errar!

Vamos retomar a situacao-problema do inicio dessa secao
de autoestudo e personalizar um roteiro para a coleta de dados,
incluindo detalhes especificos como 0s propostos no topico
ROTEIRO PARA UMA COLETA DE DADOS.

1. Definir o objetivo da pesquisa.

O objetivo da pesquisa pode ser identificado na situacdo-
problema proposta no inicio dessa secdo de autoestudo:
determinar o perfil dos 30 mil funcionarios da empresa M.

U2 - Estatistica descritiva



2. Definir as variaveis e a populacao de interesse.

A tarefa a qual vocé foi incumbido especificava que o objetivo
era determinar o perfil dos funcionarios da empresa M. Para
realizar essa tarefa, vocé deveria pesquisar idade, peso, altura,
sexo, cor dos olhos, raca, satisfacdo em relacao as condicdes de
trabalho e a remuneracdo. Portanto, essas serao as variaveis de
estudo. Para cada uma delas vocé deve elaborar uma pergunta
de forma imparcial, por exemplo:

a) Qual é a sua idade?

b) Qual é o seu peso?

c) Qual é a sua altura?

d) Qual é o seu sexo?

e) Qual € a cor de seus olhos?

f) Qual é a sua raca?

g) Qual € a sua satisfacdo em relacao as condi¢gdes de trabalho?
h) Qual é a sua satisfacdo em relacdo a sua remuneracdo?

Observeqguealgumasdasperguntasanterioresdeixamespacopara
respostas muito amplas, a exemplo do item (g). Alguns funcionarios
poderiam responder “me sinto bem”, outros poderiam dizer apenas
"nota 10". Como comparar essas respostas posteriormente? Nessa
etapa do planejamento € melhor incluir algumas restricdes para as
respostas para facilitar a analise a posteriori. Algumas sugestdes sao:

a) Qual é a suaidade? ____ anos
b) Qual é o seu peso? ____ kg (coloque valores inteiros)
c) Qual é a sua altura? ____ centimetros

d) Sexo: () Masculino ( ) Feminino

e) Cor dos olhos: () Castanhos () Azuis ( ) Verdes
f) Raca: ( )Amarela ( )Branca ( )Indigena ( )Parda ( )
Preta
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g) De O (insatisfeito) a 10 (muito satisfeito), qual € a sua satisfacdo
em relagdo as condigdes de trabalho?

h) De O (insatisfeito) a 10 (muito satisfeito), qual é a sua satisfacdo
em relacdo a sua remuneracao?

A populacdo corresponde aos 30 mil funcionarios da empresa M.

3. Definir o sistema de coleta. Lembre-se de que para a situagao
proposta noinicio dessa se¢cao de autoestudo o prazo estipulado
para a pesquisa € de uma semana. Nesse caso, consideramos
gue fazer uma amostragem € o mais prudente, pois, devido ao
tempo de coleta e aquele que ainda sera gasto no tratamento
das informacdes, realizar um censo seria inviavel. Entretanto,
essa escolha ira depender de quais recursos estao disponivelis,
ficando a cargo do pesquisador definir entre amostragem ou
censo.

Em relacdo ao tipo de amostragem, vamos supor que na
empresa M, 5% dos funcionarios sejam gerentes, 15% possuam
cargos administrativos e os 80% restantes, cargos operacionais.
Como a pesquisa pode ser influenciada pela variavel ‘cargo’, o
mais adequado é realizar uma amostragem estratificada em
que os estratos ‘gerentes’, ‘cargos administrativos” e ‘cargos
operacionais” possuam a mesma representatividade na amostra
tal qual € observada na populacao.

Nao entraremos em detalhes sobre o céalculo do tamanho da
amostra, pois ele envolve conceitos ainda nao trabalhados.
Entretanto, para este exemplo, vamos utilizar uma sugestao
disponivel em <https://pt.surveymonkey.com/mp/sample-size>
com uma margem de erro de 10% para os resultados obtidos.
Vocé podera verificar nesse link que © tamanho sugerido para a
amostra é 96.
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Resta ainda definir como serdo coletados os dados. Novamente,
iSSO ira depender de quais recursos estao disponiveis. Uma
sugestao para pequenasamostras € a utilizacdao de um formulario
a ser enviado via internet. Um exemplo de ferramenta gratuita
para criacao desse tipo de formulario € o Formularios Google.
Veja mais informacdes sobre este recurso em <https://www.
google.com/intl/pt-BR/forms/about>.

4. Coletar os dados. No caso da utilizacdo da ferramenta sugerida
anteriormente, os formularios podem ser enviados por e-mail.
Entretanto, nessa etapa, o pesquisador deve ficar atento se
os individuos selecionados para a amostra realmente estdao
respondendo a pesquisa.

5. Revisar os dados coletados. Com a ferramenta sugerida
anteriormente, essa etapa tende a ser agil, visto também que o
tamanho da amostra € pequeno.

Avancando na Pratica

Pratique mais!

Instrugcdo
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus
conhecimentos para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de
trabalho. Realize as atividades e depois as compare com a de seus colegas.

1. Competéncia de | Conhecer os conceitos matematicos basicos e
fundamentos de proporcionar o desenvolvimento do raciocinio

area logico e quantitativo.
2. Objetivos de Elaborar um roteiro para a realizacdo de uma
aprendizagem pesquisa.

3. Conteudos

. Amostragem.
relacionados

Suponha que uma companhia telefénica ©
contratou para elaborar uma pesquisa de satisfagdo
com os clientes acerca do servico prestado.
Elabore um roteiro para coleta de dados sabendo
que a companhia possui 1 milhdo de clientes e
deseja realizar a pesquisa por amostragem com
1000 clientes.

4. Descricao da
situacao problema
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5. Resolucdo
da situacao
problema

1. Definir o objetivo da pesquisa. Determinar a satisfacao
dos clientes acerca do servico prestado pela companhia
telefénica.

2. Definir as variaveis e a populagdo de interesse. Como
nao foram indicadas restricdes e o detalhamento acerca da
pesquisa fol pequeno, assumiremaos que a empresa queira
saber apenas a satisfacdo de seus clientes (varidvel de
interesse), sem outras informacdes agregadas. A populagcao
corresponde a um milhao de clientes da companhia.

3. Definir o sistema de coleta. Como os clientes devem
constar na base de dados da empresa, podemos considerar
que é possivel gerar uma lista em ordem alfabética com
0S nomes e os telefones de cada um. Sendo assim, uma
amostragem sistematica pode atender as necessidades,
e 0 meio de coleta das informacdes sera o contato por
telefone (algo natural para uma empresa de telefonia). O
tamanho da amostra ja foi definido anteriormente (1000
individuos). Resta determinar o que sera perguntado
aos clientes. Novamente, pela auséncia de detalhes,
assumiremos que uma pergunta como “Em uma escala de
0 a 10, sendo 0 ruim e 10 otimo, qual nota o(a) senhor(a)
atribuiria ao servico prestado por esta companhia?” seja
suficiente para obter as informacdes requeridas.

4. Coletar os dados. Empregar pessoal devidamente
treinado para realizar os contatos por telefone. Nessa
etapa € interessante ressaltar que o treinamento dos
entrevistadores € muito importante, pois se pode causar
um Vvies.

5. Revisar os dados coletados. Havendo peculiaridade nos
dados coletados, eles podem ser revisados com base nas
gravacdes telefbnicas das entrevistas, caso esse recurso
esteja disponivel.

Populagao:

E% Lembre-se

conjunto de todos os elementos que possuem

determinada caracteristica em comum.

Amostra: qualquer subconjunto de uma populacao.

Varidvel: determinada caracteristica que se deseja estudar em uma
populacdo ou amostra. Subdivide-se em: quantitativa discreta,
guantitativa continua, qualitativa ordinal e qualitativa nominal.
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Amostragem: processo de coleta de dados em um subconjunto
da populagdo, denominado amostra. Os principais tipos sao:
amostragem de conveniéncia, amostragem voluntaria, amostragem
aleatoria simples, amostragem sistematica, amostragem aleatoria
estratificada, e amostragem por conglomerado.

S
4 Facavocé mesmo

Reuina-se com seus colegas e planejem a criagcdo de uma eleicdo (mesmo
que ficticia) para presidente de turma. Apods a definicdo dos candidatos,
elaborem roteiros para pesquisas de intencao de voto, explorando varios
metodos de amostragem.

Realizem pelos menos duas pesquisas por amostragem (sistematica
e aleatdria simples, por exemplo) e depois realizem a eleigdo, em que
todos devem votar.

Ao final, comparem o resultado da eleicdo com os obtidos nas pesquisas
de intenc¢do de voto, verificando qual metodo obteve o resultado mais
representativo. Redijam um pequeno texto com as conclusées.

Faca Valer a Pena!

1. Assinale a alternativa que apresenta caracteristicas de censo.

a) Em uma linha de produgdo, uma em cada 50 pecas ¢ inspecionada para
controle de qualidade.

b) A contagem da populacdo realizada pelo IBGE, em 2007, por questdes de
custos, envolveu a coleta de dados em municipios de até 170 mil habitantes e
em mais 21 municipios com populacdo acima desta quantidade.

c) O Teste Rapido de HIV é feito com a retirada de uma gota de sangue do
paciente. O sangue é colocado em dois dispositivos de testagem. Em caso de
resultado positivo nos dois, o diagndstico ja € dado como certo.

d) Nas eleicbes municipais, a cada quatro anos, todos os eleitores sao
obrigados a ir as urnas para votar em dois representantes, um candidato a
vereador e um candidato a prefeito.

e) Ultimamente algumas lojas tém instalado painéis eletrOnicos ou urnas
para que os clientes, caso queiram, possam deixar suas opinides sobre o
atendimento.

2. Assinale a alternativa que apresenta uma variavel quantitativa discreta.
a) Altura.

b) Sexo.

c) Peso.
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d) Velocidade.
e) Numero de filhos.

3. Assinale a alternativa que apresenta uma variavel qualitativa nominal.
a) Cor dos olhos.

b) Escolaridade (Ensino Fundamental, Ensino Médio, Ensino Superior).
c) Idade.

d) Classificagdo em uma corrida (Primeiro, Segundo, Terceiro, ...).

e) Cor da faixa de um judoca (Cinza, Azul, Amarela, Laranja, ...).

4. Para controle de qualidade, 10% das pecas que saem de uma linha de
produgao sao inspecionadas. Para compor a amostra seleciona-se 1 em cada
10, sempre na ordem em que sdo produzidas, ou seja, produzem-se 9 pecas
e retira-se a décima; produzem-se mais 9 e a vigésima € selecionada para a
amostra; e assim por diante. Essa amostragem é do tipo:

a) conveniéncia.

b) aleatoria simples.

c) sistematica.

d) aleatoria estratificada.
e) conglomerado.

5. Uma grande rede de lojas pretende consultar os consumidores de
determinada regido para determinar suas preferéncias na hora de comprar
roupas. O foco dessa rede é o mercado feminino, que corresponde a 70% de
seu faturamento. Os 30% restantes correspondem ao publico masculino. Para
fazer essa consulta, que tipo de amostragem essa rede de lojas deve utilizar?

a) Amostragem por conveniéncia.

b) Amostragem aleatdria simples.

c) Amostragem sistematica.

d) Amostragem aleatoria estratificada.
e) Amostragem por conglomerado.

6. Conceitue populacdo e amostra.

7. Descreva as caracteristicas de uma amostragem aleatdria estratificada.
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Secao 2.2

Métodos tabulares e métodos graficos

Dialogo aberto

Nessa se¢do vamos dar continuidade ao estudo da estatistica
descritiva. A primeira etapa foi trabalhada na Secdo 2.1, em que vocé
aprendeu alguns conceitos basicos de estatistica e os principais
tipos de amostragem. Além disso, foi abordada a seguinte situacao-
problema: imagine que vocé € um funcionario da empresa M e que foi
incumbido de realizar uma pesquisa para determinar o perfil dos 30 mil
funcionarios. O relatorio final dessa pesquisa devera conter informacoes
pessoais como idade, peso, altura, sexo, cor dos olhos, raga e tambem
informacdes sobre a satisfacdo em relacao as condicdes de trabalho
e a remuneracdo. Considere que o prazo estipulado para a realizacdo
dessa tarefa seja uma semana.

Fizemos um planejamento da coleta de dados para a pesquisa da
empresa M e elaboramos um roteiro para a realizacdo de tal tarefa.
Para continuar o trabalho, vamos considerar que os dados ja foram
coletados, sendo a nossa tarefa agora organiza-los, resumi-los e
apresenta-los.

oé) Reflita

"Dados sdo fatos; em si ndo trazem grande significado; sé depois
que eles forem, de alguma forma, agrupados ou processados é que
poderemos ver o significado ser revelado”.

Marcello Martinelli, professor associado da Universidade de Séo Paulo

Nao Pode Faltar!

Dados brutos

A coleta de dados planejada na Secdo 2.1 tera como resultado
fichas como a exemplificada na Figura 2.4.
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Figura 2.4 | Exemplo de ficha-resposta da coleta de dados

a) Qual é a suaidade? _26_ anos.
b) Qual é o seu peso? _74_ kg (coloque valores inteiros).

c) Qualéasuaaltura? 174 centimetros.

d) Sexo: (X) Masculino () Feminino.
e) Cordosolhos: (X ) Castanhos ( ) Azuis ( ) Verdes.
f)  Raga:( )Amarela ( )Branca ( )Indigena (X)Parda ( )Preta.

g) De 0 (insatisfeito) a 10 (muito satisfeito), qual € a sua satisfagdo em relagdo as
condi¢cdes de trabalho?

h)  De 0O (insatisfeito) a 10 (muito satisfeito), qual é a sua satisfagdo em relagdo a sua
remuneragao?

Fonte: O autor (2015)

Lembre-se de que no planejamento da coleta de dados com os
funcionarios da empresa M o tamanho pretendido para a amostra era
96. Com essa quantidade de fichas em maos fica dificil inferir algo
sobre o perfil dos funcionarios, pois 0s dados nao estdo organizados,
ou seja, estao de forma bruta. Para facilitar a visualizacdo, precisamaos
agrupar os dados que se referem a mesma variavel e dispor as
informacdes de um modo mais agradavel e intuitivo para leitura e
apresentacao.

Figura 2.5 | Registro da ficha N° 1 em uma planilha eletronica
A B C D E F G H |

: W Bl ol IR Rl
2 1 |21 |74 |174| M | C |Parda| 8 | 7
3 |

Fonte: O autor (2015)

Uma maneira interessante de organizar os dados registrados
nas fichas € em uma planilha eletronica, pois ela permite uma
manipulagcao simples e rapida dos dados. Observe na Figura 2.5
uma possivel maneira de registrar as respostas obtidas na ficha da
Figura 2.1.
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Observe na Figura 2.5 que indicamos o numero da ficha para
eventuais conferéncias, pois, em caso de duvidas, fica simples lo-
caliza-la. Veja também que, para ficar sucinto, indicamos somente
as letras para fazer correspondéncia as perguntas realizadas. Outra
tatica utilizada foi registrar apenas as letras M e C para representar
as respostas "‘Masculino” e “Castanhos”. Note que na pergunta (f)
nao pudemos utilizar essa estratégia, pois causariamos confusao
entre as respostas “Parda’ e "Preta”.

Para tornar o processo de aprendizagem mais simples, vamos
supor que o tamanho da nossa amostra seja apenas 20 individuos, cu-
jas respostas dadas ao questionario estdo apresentadas na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 | Respostas recebidas na coleta de dados

Questdo

=

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)
1 21 74 174 M C Parda 8 7
2 21 93 176 F A Parda 5 4
3 25 86 171 F C Amarela 1 5
4 27 83 179 F C Preta 4 5
5 28 88 185 M C Preta 10 7
6 29 63 181 M C Amarela 5 4
7 31 60 177 M vV Parda 5 5
8 35 58 163 F C Branca 5 4
9 37 84 180 F C Preta 4 4
10 37 81 165 M C Branca 5 4
1 39 74 175 M C Parda 9 8
12 42 85 162 M C Indigena 7 7
13 43 60 165 M C Parda 3 4
14 47 67 170 M C Parda 4 3
15 48 81 162 M A Branca 2 4
16 51 85 165 F C Preta 5 3
17 51 86 170 M A Branca 1 5
18 53 57 170 F C Branca 7 6
19 55 88 179 F C Parda 10 6
20 59 68 188 F A Branca 9 8

Fonte: O autor (2015).

Distribuicdo de frequéncias

Geralmente, quando se estuda determinado problema, procu-
ra-se conhecer o comportamento das variaveis envolvidas, obser-
vando a ocorréncia de seus valores na amostra para poder inferir
algo arespeito da populacao. Figura 2.4 | Exemplo de ficha-resposta
da coleta de dados.1 apresenta os dados de forma bruta, de modo
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gue Nao conseguimos extrair muita informacao ao observa-la.
Dessa maneira, para podermos fazer algum tipo de inferéncia, pre-
cisamos organizar os valores obtidos para cada variavel de forma
mais simples e de modo que uma rapida leitura possa fornecer
informacdes que ainda estdo ocultas.

Tabela 2.2 | Distribuicdo de frequéncias da varidvel idade na amostra

Faixa etaria Frequéncia Proporcao  Porcentagem

20 |- 30 6 0,30 30
301-40 5 0,25 25
40 |- 50 4 0,20 20
50 |- 60 5 0,25 25

Total 20 1,00 100

Fonte: O autor (2015)

Uma das maneiras mais utilizadas para organizar dados sao as tabe-
las de distribuicao de frequéncias. Veja na Tabela 2.2 como podemos
dispor os dados relativos a idade da amostra de funcionarios da
empresa M.

A notacdo 20 |- 30 indica que estdo sendo considerados os valores
maiores ou iguais a 20 e menores que 30. Os demais sao interpretados
de modo semelhante.

A coluna “Frequéncia” da Tabela 2.2 (também denominada frequén-
cia absoluta) € construida por contagem direta dos valores dispostos
na coluna (a) da Tabela 2.1. As demais colunas exigem alguns calcu-
los. Para calcular as:

¢ Propor¢cdes (tambem conhecidas como frequéncias
relativas), dividimos as frequéncias absolutas pela soma de
todas as frequéncias.
Exemplo: 0,30:£
20
e Porcentagens, multiplicamos as proporcdes por 100%.
Exemplo: 30% = 0,30 -100%

Ao observarmos a distribuicao de frequéncias da variavel “idade”,
conseguimos obter informacdes que antes ndo estavam visiveis. Por
exemplo, podemos afirmar que a faixa etaria de 20 anos ou mais e
menos de 30 anos tem 30% dos funcionarios, ou, ainda, gue mais da
metade dos funcionarios (30%+25%) tém menos de 40 anos.
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&z” Assimile

Para calcularmos uma proporgao, dividimos a frequéncia absoluta
correspondente pela soma de todas as frequéncias.

Uma porcentagem ¢ calculada multiplicando uma proporc¢ao por 100%.

A Tabela 2.2 esta organizada em intervalos de classe. Essa
estratégia é bastante utilizada quando os valores obtidos sdo muito
variados (ndo ha repeticao).

v=| Exemplificando

Algumas vezes ndo é necessario agrupar os valores obtidos de uma
variavel em intervalos de classe, como € o caso da variavel ‘numero
de titulos em mundiais de futebol’. Até 2015, os campedes das 20
edi¢cOes do torneiro eram: Brasil (5 titulos), Italia (4 titulos), Alemanha
(4 titulos), Uruguai (2 titulos), Argentina (2 titulos), Franca (1 titulo),
Inglaterra (1 titulo) e Espanha (1 titulo). A distribuicao de frequéncias
dessa variavel pode ser observada na Tabela 2.3.

Tabela 2.3 | Distribuicdo de frequéncias da variavel “numero de titulos em
mundiais de futebol”

Numero . ~

) Frequéncia Proporcdo Porcentagem
de titulos

1 3 0,375 375

2 2 0,250 25,0

3 1 0,125 12,5

4 1 0,125 12,5

5 1 0,125 12,5

Total 8 1,000 100,0

Fonte: FUTPEDIA (2015)

Desafio: construa as distribuicbes de frequéncias das demais
variaveis presentes na Tabela 2.1 e compare sua resposta com a
esperada no apéndice da Secao 2.2.

Rol

Vocé deve ter tido um pouco mais de trabalho para construir a
tabela de distribuicdo de frequéncias da variavel ‘peso”’ se compararmaos
com o empenho que seria necessario para construir a Tabela 2.2. 1sso
se deve ao fato de os dados referentes a essa variavel nao estarem
organizados do modo como estao os referentes a variavel ‘idade” (vide
Tabela 2.1).

Como ja foi mencionado, quando os dados estao desordenados
dizemos que eles estao de forma bruta, a exemplo dos dados referentes
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a varidvel ‘peso”. Quando os dados estdo organizados em uma ordem
crescente ou decrescente, dizemos que eles estdo em rol, como € o
caso dos dados relativos a variavel “idade”.

vz| Exemplificando

Organize o sequinte conjunto de dados em rol crescente e em rol
decrescente:

18-11-35-26-22-16
Resolucao:
Rol crescente: 11 -16 - 18 - 22 - 26 — 35

Rol decrescente: 35 -26-22-18 -16 - 11

&3& Assimile

Um rol € uma organizacdo crescente ou decrescente de dados.

Graficos estatisticos

Além de tabelas, também podemos representar informacdes em
graficos. Esse tipo de representagcao tem forte apelo visual, sendo
atrativo aos olhos dos leitores, e, muitas vezes, pode dar uma ideia
melhor da variabilidade de um conjunto de dados do que uma
tabela. S3o inumeros os tipos de representagdes graficas tanto
para variaveis qualitativas quanto para quantitativas. Abordaremos
apenas os tipos mais simples e cabera a vocé pesquisar outras
representacdes e suas particularidades.

Figura 2.6 | Cor dos olhos da amostra de funcionarios da empresa M

I - 1

Castanhos Azuis Verdes
Cor dos olhos

-
o o O

Frequéncla

Fonte: Os autores (2015)

¢ Graficos para variaveis qualitativas

Um tipo particular de grafico € o de barras. Observe na Figura 2.6
um exemplo desse tipo de grafico, elaborado a partir da Tabela 2.1.
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Num grafico de barras, o eixo horizontal € denominado eixo das
categorias e o vertical, eixo das quantidades. Cada barra representa um
dos valores assumidos pela variavel (uma categoria). A altura da barra €
proporcional a frequéncia com que determinada resposta aparece na
amostra e a largura € constante para todas as barras.

A construcao de graficos de barras pode ser facilitada em papel
milimetrado ou em uma planilha eletronica. Veja um video tutorial de
como utilizar uma planilha para constru¢ao de um grafico de barras em
<https://www.youtube.com/watch?v=PrgDotQ7B54>.

Outro tipo bastante utilizado de grafico € o de setores, também
conhecido como grafico de "pizza’. Sdo muito Uteis para visualizar
a participacdo (frequéncia) de determinada categoria em relagao
a0 todo. Esse tipo de grafico € construido com base em um circulo
dividido, a partir de seu centro, em quantas partes for o numero de
valores possiveis para a variavel em questao.

Na Figura 2.7 € apresentado um grafico de setores construido a
partir da tabela de distribuicdo de frequéncias para a variavel raca’, cuja
construgao foi proposta anteriormente e que consta no apéndice da
Secao 2.2.

Cada setor de um grafico de "pizza” corresponde a um possivel valor
da variavel. Esse setor tera tamanho proporcional a participacao desse
valor em relacdo ao todo. Essa participacao fica facilmente visualizavel
quando observamos a coluna “Porcentagem” da tabela de distribuicdo
de frequéncias. Veja que os valores percentuais calculados para essa
coluna sdo apresentados no interior do grafico de setores.

Em determinadas situagdes, a participacdo de certas categorias em
relacdo ao todo e tdo pequena que convem agrupar seus valores em
um unico setor para facilitar a visualizacao.

Figura 2.7 | Distribuicdo dos funcionarios da empresa M

= Amarela
= Branca
= Indigena
= Parda

= Preta

Fonte: O autor (2015)

U2 - Estatistica descritiva

81



Q Exemplificando

Observe na Tabela 2.4 a quantidade de mandioca (em kg) produzida
pelos estados da regiao Nordeste em 2006.

Tabela 2.4 | Produgdo de mandioca (em kg) na regido Nordeste em 2006

UF Quantidade (em kg) Porcentagem
Pernambuco 2401684 30%
Alagoas 1479204 18%
Maranhao 1315186 16%
Bahia 1246801 15%
Sergipe 685133 8%
Piauf 394665 5%
Ceard 426183 5%
Rio Grande do Norte 139452 2%
Paraiba 82627 1%

Fonte: O autor (2015)

Para construir um grafico de setores a partir dessa tabela
teriamos problemas de visualizacdo, pois alguns setores ficariam
muito pequenos. Em casos como este, geralmente, agrupam-se
0s setores menores em um soO, denominado “Outros”. Veja um
exemplo na Figura 2.8.

Figura 2.8 | Participacdo dos estados na producdo de mandioca da regido
Nordeste em 2006

= Pernambuco

\ = Alagoas
= Maranhé&o
= Bahia
= Sergipe
= Qutros

Fonte: IBGE - Producédo vegetal (2015)

« Graficos para variaveis quantitativas

Graficos de barra também sdo bastante utilizados para
representar variadveis quantitativas. Veja um exemplo na Figura 2.9,
construido a partir da Tabela 2.3.
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Vale ressaltar que, quando se trata de varidveis quantitativas, a
variedade de representacdes graficas € maior. Amesma informacao
apresentada na Figura 2.9 também poderia ser representada de

outras formas, como mostra a Figura 2.10.

Figura 2.9 | Numero de titulos em mundiais de futebol

Frequéncia
[=] - N w L

1 2 3 4 5
Numero de titulos

Fonte: FUTPEDIA (2015)

Figura 2.10 | Numero de titulos em mundiais de futebol
K]
o
&3 ° °
3
g
2 (] ° L]

1 e o o e o e o o

0

o 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Numero de titulos Numero de titulos
(@) (b)

Fonte: FUTPEDIA (2015)

= 1 titulo
= 2 titulos
= 3 titulos
4 titulos
= 5 titulos

As representacdes da Figura 210 (a) e da Figura 210 (b) sdo
denominadas graficos de dispersdo. Nesses exemplos, a varidvel em
questdo e discreta. Quando trabalhamos com variaveis quantitativas
continuas precisamos fazer uma adaptacao para construir representacoes
semelhantes. Considere a distribuicao de frequéncias para a variavel
“altura’, cuja construcao foi proposta anteriormente e € apresentada na

Tabela 2.5 com alguns acréscimos.

Veja na Tabela 2.5 que foi acrescentada a coluna "“Ponto médio”,

Nessa coluna temos os:
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. pontos médios das classes, que sdo obtidos somando-se
os valores extremos e dividindo-se por 2.

O ponto médio da classe servira como representante na hora
de construir uma representacdo grafica. Veja na Figura 2.11 um
grafico de barras construido a partir da Tabela 2.5.

Tabela 2.5 | Distribuicdo de frequéncias da varidvel “altura” apresentada na Tabela 2.1

Altura Ponto Frequéncia Proporcdo Porcentagem

(em cm) médio

160 |- 165 162,5 3 0,15 15

165 |- 170 1675 3 0,15 15

170 |- 175 172,5 5 0,25 25

175 |- 180 1775 5 0,25 25

180 |- 185 182,5 2 0,10 10

185 |- 190 1875 2 0,10 10
Total - 20 1,00 100

Fonte: O autor (2015).

Outra maneira de representar os dados da Tabela 2.5 é por
meio de um histograma, o qual pode ser visto na Figura 2.12.

Em um histograma, cada barra possui a largura do intervalo da classe
e altura proporcional a frequéncia correspondente. Uma das principais
caracteristicas do histograma € que suas barras sao justapostas, ou seja,
‘grudadas’ umas as outras.

Figura 2.11 | Altura dos funcionarios da amostra da empresa M

Frequéncia
O=NWkAOO

162,5 167,5 172,5 177,56 182,5 187,5
Altura (em cm)

Fonte: O autor (2015).
Figura 2.12 | Altura dos funcionarios da amostra da empresa M
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Fonte: O autor (2015).
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Para criar um histograma de modo rapido e facil, acesse o site
<http://www.socscistatistics.com/descriptive/histograms/Default.
aspx> e insira 0s dados relativos as alturas da amostra, disponiveis
na Tabela 2.1,

Ramos-e-folhas

Aideia geral ao se construir um grafico, seja de barras, dispersao
ou histograma, € determinar como os dados se distribuem. A
linguagem simplificada e resumida de um grafico € de grande
ajuda nessa tarefa.

Uma grande desvantagem ao construir uma representacao
grafica é a perda de informacao dos dados originais. Para facilitar
na visualizacao da distribuicao dos dados e ainda nao perder muita
informacéo dos dados brutos, podemos utilizar um diagrama de
ramos-e-folhas.

Veja na Figura 2.13 um diagrama construido a partir da Tabela
2.1 para a variavel “altura”.

162 162 163 165 165 165 170
170 170 171 174 175 176 177
179 179 180 181 185 188

Para compreender como € construido um diagrama como esse, vamos
repetir N0 quadro ao lado os dados relativos as alturas dos funcionarios
da amostra, organizados em rol e destacado o Ultimo algarismo em cada
observacao.

Note que para construir o diagrama, tracamos uma linha vertical
e: a esquerda dessa linha dispomos os dois primeiros algarismos das
observacdes; a direita dessa linha dispomos os ultimos algarismos das
observacdes, separados por virgula.

Analisando o diagrama da Figura 2.13 podemos observar a
distribuicdo dos valores (ha prevaléncia de valores na classe do
meio) e ainda mantivemos as informacdes originais.
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Figura 2.13| Diagrama de ramos-e-folhas para a variavel “altura”

16(2,2,3,555
1710,0,0,14,5,6,7.9,9
18101538
Fonte: O autor (2015).
v=| Exemplificando
Observe o diagrama de ramos-e-folhas Figura 2.14 | Peso
da Figura 2.14. de uma amostra

de 15 novilhos

Como poderiamos escrever os dados

desse diagrama por extenso? 1710,3,57
Hi

Resolucgao: 20|34

170, 173, 175, 177, 180, 186, 189, 196, el

197,198, 203, 204, 211, 215, 215 Fonte: O autor (2015)

Em estatistica existem diversas normas para apresentacao de dados
em tabelas e graficos. Determinados elementos sao considerados
‘essenciais’, e, quando compdem um desses objetos, € preciso se
atentar as normas. Ha também uma maneira padrao para a elaboracdo
de uma tabela de distribuicao de frequéncias agrupadas em intervalos
de classe. Veja no link <http://www.ee.usp.br/graduacao/ens435/
modulo4/modulo4lhtml> alguns dos elementos considerados
essenciais na apresentacdo de tabelas e graficos e no link <http://www.
fernandokb.pro.br/?p=201> a forma padrdo para a construcdo de uma
tabela de distribuicdo de frequéncias.

D9 Pesquise mais

Alem dos tipos de graficos apresentados, existem diversos outros,
sendo que cada um possui uma caracteristica propria que o faz
mais adequado para determinada situacao. Para se aprofundar nesse
assunto, segue uma sugestao de leitura:

o Suporte Office. Disponivel em: <https://support.office.com/pt-br/
article/Tipos-de-gr%sC3%Alficos-dispon%C3%ADveis-b22a8bb9-
a673-4d7f-b481-aa/47c48eb3d?ui=pt-BR&rs=pt-BR&ad=BR>.
Acesso em: 15 jul. 2015.
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Sem Medo de Errar!

Relembrando a situacdo-problema proposta no inicio da se¢ao,
vamos agora nos preocupar com a apresentacao dos dados da
amostra apresentada na Tabela 2.1 e, para termos maior riqueza
de detalhes, vamos tratar apenas das variaveis “sexo” e "peso”. As
demais podem ser trabalhadas de modo semelhante. Considerando
essas duas variaveis, qual seria a melhor forma de apresenta-las?
Com um grafico ou uma tabela? Como seria essa apresenta¢ao?

Metodos  tabulares  sd0 o 5 15| Distribuicao dos

aplicaveis na maioria das | funcionarios da empresa M (por sexo)
vezes, tanto para variaveis

> 60% 1 55%
quahtgtwgs guanto para 50% | 45%
quantitativas. Tém a vantagem 5 Ao

. . =] L
de, em geral, possuir maior £ 400,
riqueza de detalhes do que 520% ]
uma representacdo  grafica. 0?10% |
Contudo, tabelas podem ser 0% J
de dificil leitura, trabalho que Masculino  Feminino
pode ser simplificado por Sexo
meio de um grafico. Como (@)

a construcao das tabelas de
distribuicdo de frequéncias
para essas variaveis ja foi
proposta anteriormente (e
consta no apéndice dessa
Secao), vamos apresentar oOs
dados de forma grafica. Para
isso, resta decidir qual tipo de
grafico € mais adequado para
cada uma.

(b)
Fonte: O autor (2015).

Primeiramente, vamos tratar da variavel "sexo”, que € qualitativa
nominal. Nessa secdo foram mostrados dois tipos de graficos para
apresentacdo de dados relativos a esse tipo de variavel: o de barras
e o de setores. Ambos estao representados na Figura 2.15.
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Para que a representacdo grafica seja adequada, sempre
devemos considerar o objetivo do pesquisador. Ndo existe uma
rigidez quanto a escolha do tipo de grafico, mas vale observar as
sugestdes apresentadas nas leituras sugeridas no “Pesquise Mais!”.
Nesse exemplo, por guestdes estéticas, consideramos como mais
adequado o grafico de setores, pois ele deixa visivel a participacao
da cada categoria com relagao ao todo.

Dando continuidade, a variavel "‘peso” € quantitativa continua.
Para escolher uma entre as representacdes graficas apresentadas,
sdo validas algumas observagdes:

 Grafico de barras: para elaborar um grafico desse tipo, temos
que considerar a mesma estratégia utilizada para elaborar o grafico
da Figura 2.8, ou seja, determinar o ponto medio de cada intervalo
de classe. Acreditamos que com isso perderiamos um pouco de
informacao.

e Grafico de dispersdao: como ndo ha muitos valores repetidos
para a variavel "‘peso’, um grafico desse tipo poderia ser de dificil
leitura.

o Grafico de setores: os dados estdo agrupados na tabela de
distribuicdo de frequéncias (veja apéndice) em classes justapostas. Logo,
um grafico de setores pode nao ser adequado ou pouco informativo
para esse exemplo.

Figura 2.16 | Peso dos funcionarios da empresa M

£ 601
[}
& 501
=
8 401

o
a 30

50%

25%

201
N 10% 10%

I 5%
0

50 60 70 80 90 100
Peso

Fonte: O autor (2015).

Considerando as observagdes anteriores e a semelhanga entre
esse exemplo e o apresentado na Figura 2.12, concluimos que a
representacdo grafica mais adequada € um histograma, que esta
representado na Figura 2.16.
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AVANGANDO NA PRATICA

Pratique mais!

Desafiamos vocé a
conhecimentos para novas situacdes que pode encontrar no ambiente
de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de seus

colegas.

Instrucao

praticar 0 que aprendeu transferindo seus

1. Competéncias
de fundamentos
de area

Conhecer os conceitos matematicos basicos e pro-
porcionar o desenvolvimento do raciocinio logico e
quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Expor dados da amostra por meio de graficos e tabelas.

3. Conteudos
relacionados

Meétodos  tabulares e métodos  graficos

apresentacao de dados.

para

4. Descricdo
da situagao
problema

O IMC (indice de massa corporea) ¢ um indicador
reconhecido pela Organizacdo Mundial da Saude
para dimensionar a relacdo entre peso e altura de um
individuo. Para calculd-lo, dividimos o peso (em kg) pela
altura (em metros) ao quadrado, ou seja, =L
Altura®

Conhecendo-se o IMC, podemos utilizar a seguinte
classificacao™:

Menos de 18,5 Abaixo do peso
18,5 |- 25,0 Peso adequado
25,0 |- 30,0 Sobrepeso
30,0 ou mais Obeso

De acordo com essas informacdes e com base nos
dados da Tabela 2.1, construa:

e Um grafico de barras duplas (horizontais)
para as variaveis ‘satisfacao em relagdo as
condicdes de trabalho” e remuneracao”.

e Umatabela dedistribuicao de frequéncias
para o IMC.

U2 - Estatistica descritiva

89



Para construir o grafico de barras, vamos considerar os dados da
tabela de distribui¢cdo de frequéncias para as variaveis “satisfacdo em
relacao as condicdes de trabalho” e ‘remuneracado’, cuja construgcao
foi proposta anteriormente e cujos dados constam no apéndice da
segdo 2.2. Veja esse grafico na Figura 2.17.

Figura 2.17 | Satisfacdo em relagdo as condicbes de
trabalho e remuneragao da amostra de funcionarios
da empresa M

9o0u10 4 ®Remuneracéo
7ous = Condigcdes de
o} trabalho
S 50ub
=4
3ou4d 9
0a2 | 9 3
0 2 4 6 8 10
Frequéncia

5. Resolucdo  da|| ronte: O autor (2015)
situagao problema

Para construir a tabela de distribuicdo de frequéncias, primeiro
precisamos calcular os IMCs.

N° | Peso (em kg) A“m“ertaréi)m MC | Ne Pesfggem A&ﬂ“e'frées;” IMC
1 74 174 244 | 11 74 175 242
2 93 176 300 | 12 85 162 324
3 86 171 204 | 13 60 165 220
4 83 179 259 | 14 67 170 232
5 88 185 257 | 15 81 162 309
6 63 181 192 | 16 85 165 312
7 60 177 192 | 17 86 170 298
8 58 163 218 | 18 57 170 197
9 84 1.80 259 | 19 88 179 275
10 81 165 298 | 20 68 188 19,2

Agora, a partir desses dados, podemos construir a distribuicdo de
frequéncias apresentada na Tabela 2.6.

Tabela 2.6 | Distribui¢do de frequéncias do IMC

Classificacdo Frequéncia Proporcéo Porcentagem
Abaixo do peso 0 0,00 0
Peso adequado 9 045 45
Sobrepeso 8 040 40
Obeso 3 0,15 15
Total 20 1,00 100

Fonte: O autor (2015)

@ Lembre-se
Dados brutos sao aqueles que ndo estdo ordenados.

Uma tabela de distribuicdo de frequéncias € uma organizagdo tabular
que busca relacionar os possiveis valores de uma variavel as frequéncias
com que aparecem numMa amostra.

90 U2 - Estatistica descritiva



Rol € uma organizacao crescente ou decrescente dos dados de uma
amostra.

3
4 Facavocé mesmo

Organize-se com seus colegas e pesquisem por amostragem a altura
dos alunos da turma. Depois, construa uma tabela de distribuicao de
frequéncias agrupadas em intervalos de classe e um histograma.

Por fim, compare sua resposta com a dos colegas.

Faca valer a penal!

1. Assinale a alternativa que contém dados organizados em rol.
a) 71, 88, 56, 65, 99 b) 95, 92, 75, 60, 44 c) 20, 56, 67, 53,70
d) 32, 81, 59, 17, 38 e) 87,62, 37,76, 61

2. Com base nas informacdes da Tabela 2.7, assinale a alternativa que
contém a sequéncia de valores x, y, z, w, nessa ordem.

a)64,24,9,3
b) 62, 24,9, 5
c)64,22,9,5
d) 60, 28,9,5
e) 66,21, 8,5

3. Em determinado hospital foram realizados exames em diversos
pacientes com suspeita de uma doenca. Os resultados foram compilados
no grafico da Figura 2.18.
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Figura 2.18 | Resultados dos exames realizados

® Remuneragéo

= Condigdes de
trabalho

5 50ub
3oud 9
a2 -b 3
0 2 4 6 8 10
Frequéncia

Fonte: O autor (2015).

Assinale a alternativa que contém os dados brutos que deram origem a
esse grafico.

a) N,N,N,N,N,N,P,P,P,P,P,P,P,P I

b) N,N,N,N,P,P,P,P,P,I

c) N,N,N,N,N,N,N,P,P,P,P,P,P,P,P,P,P,I
d) N,N,N,N,N,N,N,P,P,P,P,P,P,P,P 11,1
e) N,N,N,N,N,N,P,P,P,P,P,P,P,P.P 111

4. A Tabela 2.8 apresenta a distribuicdo da populagdo brasileira em 2010
por faixa etaria.

Tabela 2.8 | Distribuicdo da populacéo brasileiraem 2010

Faixa etaria  Frequéncia (em milhdes) Porcentagem

0[-20 62,89 33,10
20 |- 40 X 33,30
40 |- 60 y 22,60

60 ou mais z w
Total 190,00 100,00

Fonte: O autor (2015).

Com base nos dados da tabela, assinale a alternativa correta.

a) Metade da populagéo tinha mais 40 anos.

b) Aproximadamente 30 milhdes de brasileiros tinham 60 anos ou mais.
c) Um terco da populagdo tinha menos de 40 anos.

d) 18% da populagdo tinha 60 anos ou mais.

e) Mais de 63 milhdes de brasileiros possuiam entre 20 e 40 anos.
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5. O histograma da Figura 2.19 mostra a distribuicao dos salarios ganhos
pelos funcionarios de uma empresa.

Tabela 2.9 | Populagdo brasileira por
regiao em 2010

Regido Populagdo (em milhdes)
Norte 15,9
Nordeste 531
Sudeste 804
Sul 274
Centro-Oeste 14,1

Fonte: O autor (2015).
Com base no histograma, assinale a alternativa correta:

a) Seis funcionarios ganham até 3 salarios minimos.

b) Sete funcionarios ganham 5 saldrios minimos ou mais.

c) 10% dos funcionarios ganham 6 salarios minimos ou mais.
d) 25% dos funcionarios ganham menos de 2 saldrios minimos.

e) Metade dos funcionarios ganha mais de 4 salarios minimos.

6. A Tabela 2.9 mostra a quantidade de habitantes no Brasil em 2010.

Figura 2.19 | Salarios ganhos pelos
funcionarios de uma empresa

Frequéncia

c-mw~ao
I
|

01 2 3 4 5 6 7 8
Salarios minimos

Fonte: O autor (2015)

Elabore um grafico de setores a partir da Tabela 2.9 e em cada setor
indique a porcentagem correspondente.

7. Elabore um diagrama de ramos-e-folhas a partir do conjunto de dados
a seqguir.

132 259 188 573 540 458 o663 /80 614 937 872
170 312 223 601 559 535 687 782 645 953 895
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Secao 2.3

Medidas de posicao
Dialogo aberto

Na Secdo 2.2, vocé aprendeu sobre diferentes formas de
apresentar informag¢des, como as tabelas e os graficos. Vimos
que as tabelas sdo uteis para organizar e resumir dados, mas que,
em alguns casos, podem ser de dificil leitura e interpretacao.
Nesse sentido, uma representacao grafica pode ser mais facil de
interpretar, resume ainda mais os dados e da uma ideia melhor da
distribuicao.

Existem ainda outras maneiras de resumir conjuntos de dados,
que vao além de uma tabela ou um grafico. Ferramentas para
esse fim sdo denominadas medidas de posi¢cdo, as quais buscam
sintetizar um conjunto com um Uunico valor. Sdo exemplos de
medidas de posicao: a média aritmética, a mediana e a moda.

Considere a Tabela 2.1 e imagine maneiras de representar 0s
dados referentes a cada variavel por um unico valor. Como vocé
faria isso? Que valor seria mais adequado para cada conjunto?

Essas perguntas serdo respondidas ao final dessa secdo de
autoestudo. Leia o texto e se aprofunde no assunto com a sugestdo
de leitura do “Pesquise mais!”. Nao deixe também de consultar

outras bibliografias.
& Reflita
o

"Estatistica: a ciéncia que diz que se eu comi um frango e tu ndo
comeste nenhum, teremos comido, em média, meio frango cada um.”

Dino Segre, escritor italiano

Nao pode faltar!

Vocé aprendeu anteriormente que dados brutos sao aqueles
que se apresentam da maneira como foram coletados, ou seja,
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fora de ordem. Também vimos que ao ordenar esses dados em
ordem crescente ou decrescente estamos construindo um rol.
Veja um exemplo:

e Dados brutos: 18 =42 - 31 - 26 -21-24-20-90
e Rol crescente: 18 -20-21-24-26-31-42-90
e Rol decrescente: 90 - 42 -31-26-24-21-20-18

A construcao de um rol € o primeiro passo para a confeccao
de tabelas e graficos. Entretanto, essa ndo € sua Unica utilidade.
O rol sera de grande ajuda na obtencdo de algumas medidas
de posicdo. Estas, por sua vez, sao valores que buscam resumir
ainda mais um conjunto de dados, mais até do que as tabelas e 0s
graficos. As medidas mais conhecidas que possuem essa finalidade
sa0: a média aritmética, a mediana e a moda. Trataremos de cada
uma mais adiante, mas antes temos que adotar algumas notacdes
para simplificar a escrita.

Na Secdo 2.2 atribuimos valores as variaveis estudadas na
amostra de funcionarios. Eram elas: idade, peso, altura, sexo, cor
dos olhos, raca, satisfacdo em relacao as condicdes de trabalho
e satisfacdo em relacao a remuneracdo. Para ndo ser necessario
reescrever repetidamente os nomes dessas variaveis, utilizamos
letras maiusculas para representa-las, como a sequir:

A:idade B: peso C: altura
D: sexo E: cor dos olhos F:raca
G: satisfacdo em relagdo as condi¢des de trabalho
H: satisfacdo em relacdo a remuneracao
Com essa padronizagdo, sempre que quisermos nos referir
a variavel "satisfacdo em relacdo as condicdes de trabalho”, por

exemplo, podemos escrever simplesmente varidgvel G. Bem mais
simples, ndo concorda?

Outro procedimento bastante utilizado ¢é enumerar 0s
elementos de um conjunto de dados, geralmente quando eles
ja estdo organizados em rol. Para exemplificarmos, considere a
variavel definida a seguir:
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X: idade dos leitores de uma revista

Admita que em uma pesquisa realizada para estudar a variavel X
se tenham sido obtidos os sequintes valores, ja organizados em rol:

Dados da amostra: 18 =20 -21-24 - 26 -31-42-90

Como os dados se referem a varidvel X, comumente
simbolizamos cada um pela letra x (minuscula) acompanhada do
indice i, que indica a posicao que o valor aparece no rol. O quadro
a sequir resume essa associagao.

Posicdo no rol (i) 1 2 3 4 5 6 7 8
X 18 20 21 24 | 26 31 42 | 90

1

A0 escrevermos o simbolo X, por exemplo, estamos nos referindo
ao valor obtido para a variavel X que ocupa a posicdo I = 3 (terceira
posicao) do rol, isto &, x, = 21.

No quadro anterior foram apresentados oito valores obtidos a partir
de uma amostra. Essa quantidade geralmente € simbolizada pela letra
n (minuscula). Nesse caso, temos que n = 8 é o tamanho da amostra.

! Atencao

Na continuidade dessa secdo, com frequéncia os conjuntos de dados
serdo apresentados em rol crescente para facilitar a compreensao das
medidas de posi¢do. Entretanto, fique atento ao trabalhar com os dados
brutos em outras situagdes, pois voceé tera, primeiro, que organiza-los em
ordem crescente ou decrescente para calcular algumas dessas medidas.

Média aritmética

A média aritmética (ou simplesmente média) corresponde a
divisao da soma de todos os valores de um conjunto de dados pela
quantidade de valores desse conjunto. Se um conjunto tiver n valores,
{x,. x,, x,, ... x }, sua media sera simbolizada por:

Zx:M+%+%+m+%

X =
n n
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@ Exemplificando
Calcule a média do seguinte conjunto de dados:

18-20-21-24-26-31-42-90

Resolugdo:
f:;j:%+%+%+h+%+%+%+%
n 8
Fo 18+420+21+24+26+31+42+90 _ 272 134
8 8

Leitura dos simbolos:
X x barra
>X : soma dos valores de x

A meédia € uma das mais importantes medidas de posicao. Veja
que o conjunto de dados do exemplo anterior corresponde ao da
amostra da variavel X apresentada anteriormente. O resultado obtido
nesse exemplo nos indica que, em média, os leitores da referida revista
possuem 34 anos. Pergunta: o valor 34 descreveu bem o conjunto de
dados? Por qué?

A resposta esperada para essa pergunta seria nao. A média aritmetica
€ uma medida fortemente influenciada por valores extremos (muito
baixos ou muito altos), motivo que nos leva, quase sempre, a N3o a
utilizar sozinha para descrever um conjunto. Em inUmeros casos essa
medida € utilizada conjuntamente com outras, como a mediana e
medidas de dispersao (que medem a variabilidade de um conjunto).
Quando o conjunto de valores € mais homogéneo, a media cumpre
eficientemente o papel de descrevé-lo, como no exemplo a sequir.

Conjunto: 82 — 82 - 83 - 83— 83 - 84 — 84; Média: X =83

Dizer que nesse conjunto os valores sao, em media, 83 Nao € longe
do esperado.

Média aritmética ponderada

Considere a Tabela 2.10 que apresenta as notas de um aluno nas 4
avaliagdes de uma disciplina.
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Tabela 2.10 | Notas de um aluno

Avaliagdo Trabalho 1 Prova 1 Trabalho 2 Prova 2
i 1 2 3 4

Peso (p) 3 7 4 6

Nota (x) 9.0 8,0 85 7,0

Fonte: O autor (2015)

Como determinar a média final do aluno, visto que cada
avaliagdo tem importancia diferente? Em situagdes como essa, em
que alguns elementos de um conjunto tém mais importancia do
que outros, costuma-se utilizar a media ponderada para resumir
os dados.

A média aritmética ponderada (X,) de um conjunto de dados
€ calculada ao multiplicarmos 0s numeros por seus respectivos
pesos e dividirmos a soma desses produtos pela soma dos pesos.
Para o exemplo anterior, temos:

5 - 9,0-3+8,0-7+8,5-4+7,0-6 159

=—2=7,95
? 3+47+4+6 20

Portanto, a média final do aluno na disciplina é 7,95 pontos.

Simbolicamente, representamos a media ponderada de x,, X,,
... X valores cujos pesos sdo, respectivamente, p,, p,. ... p, . por

g N PEG Pyt XD, 2xX-p
! ptp,t...tp, 2p

v=| Exemplificando

Considere que em um concurso os candidatos devam realizar trés
testes: conhecimentos gerais (CG), conhecimentos especificos (CE) e
aptidao fisica (AF), sendo que cada etapa possui um peso diferente. Na
Tabela 2.11 estdo os resultados obtidos por dois candidatos.

Se para ser aprovado € necessario obter nota final igual a 8 ou
superior, qual dos candidatos foi aprovado?

Tabela 2.11 | Pontuacdo dos candidatos em um concurso

Teste CG CE AF
Peso 2 5 3
Marcio 100 50 90
Lucas 8,0 9,0 7,0

Fonte: O autor (2015).
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Resolucao:

Efetuamos os calculos das meédias:

Yx-p 10,0:2+50-5+9,0-3

Marcio: x, = 7,2
% >p 2+5+3
_ >Xx-p 80:2+9,0-5+7,0-3
Lucas: x, = = =8,2
P Xp 245+3

Portanto, o candidato aprovado é Lucas.

Mediana

Considere a variavel Y como sendo “os salarios dos funcionarios
de uma empresa’ e que 0s valores amostrados para essa variavel
foram: 840 — 860 — 790 - 780 - 1800 — 880 — 2800. A média dos
salarios é y = 1250, contudo, ao afirmar isso ndo descrevemos o
quadro de salarios satisfatoriamente, visto que grande parte dos
valores é proxima de 800 reais. Em casos como este, a mediana
pode ser uma boa opcao para descrever o conjunto.

A mediana (ou valor mediano) de um conjunto de dados
corresponde ao valor central de um rol. Para calcula-la temos
de considerar dois casos: (12) quantidade impar de valores no
conjunto; (29) quantidade par de valores no conjunto.

19 caso: quantidade impar de valores no conjunto

No caso da amostra colhida para a variavel Y, considere o
sequinte rol:

i 1 2 3 4 5 6 7/
Yi /80 | 790 | 840 | 860 | 880 | 1800 | 2800

Como n = 7 (impar), a mediana (simbolizada por Md)
corresponde ao valor que ocupa a posicdo i = (n + 1)/2 = (7
+ 1)/2 =4, ou seja, Md = 860. Veja que abaixo e acima de 860
temos 3 valores, isto €, a mediana divide o rol ao meio, em que
metade dos valores € menor ou igual a mediana e a outra metade
€ maior ou igual a mediana.

Afirmar que o salario mediano dos trabalhadores da referida
empresa ¢ 860 reais corresponde melhor a uma descricdo do
conjunto do que a média.
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29 caso: quantidade par de valores no conjunto

Considere Z o "numero diario de visitantes em um museu” e a
amostra coletada para essa variavel como sendo o conjunto: 80 —
73 —-92 — 98 - 160 - 77. Nesse caso, temos n = 6 (par) elementos
na amostra. Ao organizar os dados em rol, obtemos:

i 1 2 3 4 5 6
Z; 73 77 80 92 98 160

Observe que agora ndo temos um unico valor no centro do rol,
mas dois deles. Um dos valores esta localizado na posicédo i =n/2 =
6/2=3eocoutronaposicioi=n/2+1=6/2+1=3+1=4 Para
representar a mediana nesse caso, utilizamos a media aritmeética dos
dois valores centrais, ou seja, Md = (z,+ z,)/2 = (80 + 92)/2 = 86.

v=| Exemplificando

Calcule a mediana dos valores amostrados das variaveis X e Y
apresentados a seguir.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
X 102 103 135 144 148 159 160 166
Yi 413 484 495 543 558 565 580 -

O simbolo (-) indica que o dado ¢ ausente.
Resolucgao:

Observe que o tamanho da amostra da variavel X & n_= 8 (par) e o
tamanho da amostra para Y € n, =7 (impar). Assim, para calcular a
mediana de X (Md ) temos que utilizar o 22 caso e para a mediana de
Y (Md) o 12 caso, como segue:

- mediana de X:
i=n/2=8/2=4— primeira posi¢do central

i=n/2+1=8/2+1=4+1=5— segunda posicio central
Md,, = (x,+x,)/2=(144+148)/ 2 =146
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- mediana de Y:
i=(n+1)/2=(7+1)/2=8/2=4—> posicio central

Md, =y, =543

Moda

O que lhe vem a cabeca guando falamos a palavra moda?
Aguela roupa descolada que bastante gente esta usando? Pois
bem, em estatistica essa palavra tem um sentido semelhante.

A moda, simbolizada por Mo, € o valor com maior frequéncia
em um conjunto de dados. Lembra-se da tabela apresentada
na secao 2.2 que continha os dados referentes a amostra de 20
funcionarios da empresa M (veja Tabela 2.1)? Os dados referentes
a variavel raca (F) estdo reproduzidos a seguir.

Parda — Parda — Amarela — Preta — Preta — Amarela — Parda
— Branca - Preta — Branca - Parda - Indigena - Parda — Parda -
Branca — Preta — Branca — Branca — Parda — Branca

A distribuicao de frequéncias desse conjunto de dados é
apresentada na Tabela 2.11. Como pode ser observado na coluna
"Frequéncia’, o valor que teve a maior frequéncia foi "Parda”.
Portanto, para este exemplo, Mo = Parda.

Tabela 2.12 | Distribuicdo de frequéncias da variavel F

Raca Frequéncia Propor¢do Porcentagem

Amarela 2 0,10 10
Branca 6 0,30 30
Indigena 1 0,05 5
Parda 7 0,35 35
Preta 4 0,20 20
Total 20 1,00 100

Fonte: O autor (2015).

A moda € uma medida de posicao indicada tanto para variaveis
quantitativas quanto para qualitativas, como € o caso da variavel
"raca”. 1sso ndo ocorre, por exemplo, com a média e a mediana,
que sao medidas indicadas somente para variaveis quantitativas.

Quando os possiveis valores de uma variavel aparecem em ig-
ual numero de vezes em uma amostra (tém a mesma frequén-
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cia), dizemos que o conjunto € amodal, isto €, ndo possui moda.
Também podemos classificar os conjuntos em unimodais (uma
moda), bimodais (duas modas), trimodais (trés modas) e multimo-
dais (quatro ou mais modas).

&ﬁ’ Assimile

A média aritmética, a mediana e a moda sdo medidas que buscam
resumir um conjunto de dados em um unico valor.

» Para calcular a média aritmética, adicionamos todos os valores e
dividimos o resultado pela quantidade de valores adicionados. Se a
media aritmética for ponderada, devemos levar em consideragao
0s respectivos pesos.

» A mediana divide o conjunto de dados ao meio. Ela corresponde
ao valor central em um rol, se a quantidade de valores for impar, e a
media aritmeética dos dois valores centrais, se a quantidade for par.

» A moda € o valor com maior frequéncia em um conjunto.

D9 Pesquise mais

Apresentamos aqui os calculos de algumas medidas de posicdo para
dados ndo agrupados em classes. Essas mesmas medidas podem ser
utilizadas também para dados agrupados (em tabelas de distribuicdo
de frequéncias). Para conhecer o céalculo dessas medidas para dados
agrupados e outras medidas de posicdo, como as separatrizes,
sugerimos a seguinte leitura complementar:

» Descricdo de amostras. Disponivel em: <http://www.ufpa.br/dicas/
biome/bioamos.htm>. Acesso em: 15 jul. 2015.

Sem Medo de Errar!

Vamos relembrar as questdes feitas no inicio dessa secao de
autoestudo: considerando a Tabela 2.1, como representar os
dados referentes a cada varidvel por um unico valor? Que valor
seria mais adequado para cada conjunto?

Trataremos aqui das variaveis A (idade) e D (sexo). O tratamento
das demais serd proposto na secdo "AVANCANDO NA PRATICA".

Variavel A

l[remos utilizar a meédia aritmética e a mediana para descrever as
idades. Para calcular a média, efetuamos:
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52&2 214+214+25+...+53+55+59 =l9=38,95;39
n 20 20

Logo, os funcionarios da empresa tém, em media, 39 anos,
aproximadamente. Para o calculo da mediana, observe que
o conjunto possui n = 20 (par) valores. Portanto, a mediana
correspondera a média aritmética dos elementos nas posicoes:

i=n/2=20/2=10;
i=n/2+1=20/2+1=10+1=11.

Assim, Md =(a,+a,)/2=(37+39)/2=38. Concluimos entdo
que a mediana das idades é 38 anos. Observe que a mediana € a
média, sozinhas, Nao descrevem muito bem o conjunto de dados.
Isso ocorre porque ha muita variabilidade. Temos funcionarios com
21 anos e outros com 59. Veremos na secdo 2.4 que ha ferramentas
que auxiliam as medidas de posicdo a descrever o conjunto.
Por enquanto nos limitaremos a apresentar estes valores como
descricao.

Variavel D

Para descrever os dados referentes a variavel D nao podemos
utilizar a média e a mediana, visto que essa variavel € qualitativa.
Nos resta entao utilizar a moda. Repetimos aqui os dados para
contabilizar as frequéncias:

M-F-F-F-M-M-M-F-F-M-M-M-M-M-M-F
~M-F-F-F

Observe que temos 11 funcionarios do sexo masculino e 9
do sexo feminino, resultando em Mo = M, ou seja, a maioria dos
funcionarios € do sexo masculino.
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Avancando na Pratica

Pratique mais!

Instrucao

Desafiamos voceé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar N0 ambiente de trabalho. Realize
as atividades e depois as compare com as de seus colegas.

1. Competéncias
de fundamentos
de area

Conhecer os conceitos matematicos basicos e pro-
porcionar o desenvolvimento do raciocinio logico e
quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Resumir dados por meio de uma medida de posicdo

3. Conteudos
relacionados

Medidas de posi¢cao

4. Descricdo
da situacao
problema

Considerando os dados apresentados na Tabela 2.1,
calcule:

- 0 peso medio;

- a altura mediana;

-a cor dos olhos e a raca de maior frequéncia;

- a moda dos dados referentes as variaveis G e H.

5. Resolucao
da situacao
problema

- Peso medio
Para calcular a média dos pesos efetuamos:

:2:74+93+86+...+57+88+6821521:76,05;76
n 20 0

Portanto, o peso médio dos funcionarios é
aproximadamente 76 quilogramas.

b

- Altura mediana

Para calcular a mediana, primeiro precisamos construir
um rol, como a sequir:

162 - 162 - 163 - 165 - 165 - 165 - 170 - 170 - 170
-171-174-175-176 - 177 - 179 - 179 - 180 - 181
-185-188

Como n=20 (par), a mediana correspondera a media
dos valores nas posicdes:

i=n/2=20/2=10:
i=n/2+1=20/2+1=10+1=11.

Assim,  Md =(c,,+c,)/2=(171+174)/2=172,5=173.
Concluimos que a altura mediana € aproximadamente
173 centimetros.

- Cor dos olhos e raca de maior frequéncia
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Para determinar a moda de cada conjunto de dados
utilizaremos as tabelas de distribuicdo de frequéncias,
Cuja construcdo foi proposta na secao 2.2 e cujo gabarito
consta no apéndice.

O valor modal para a: cor dos olhos foi “Castanhos”
com porcentagem igual a 75%; raca foi "Parda” com
porcentagem igual a 35%.

- Moda dos dados referentes as variaveis G e H

Para determinarmos a moda de cada conjunto, primeiro
construimos um rol, como a sequir:

Variavel G:1-1-2-3-4-4-4-5-5-5-5-5-5-
/-7-8-9-9-10-10

Varidvel H: 3-3 -4 -4 -4-4-4-4-4-5-5-5-5
-6-6-7-7-7-8-8

Com o rol disponivel podemos observar que o valor de
maior frequéncia em cada caso € 5 e 4, para as variaveis G
e H, respectivamente

@ Lembre-se

Para calcular a média aritmética, adicionamos todos os valores e
dividimos o resultado pela quantidade de valores adicionados. Se a
media aritmeética for ponderada, devemos levar em consideracao os
respectivos pesos.

A mediana divide o conjunto de dados ao meio. Ela corresponde ao
valor central em um rol, se a quantidade de valores for impar, e a
media aritmetica dos dois valores centrais, se a quantidade for par.

A moda ¢ o valor com maior frequéncia em um conjunto.

8
4 Facavocé mesmo

Na Secdo 2.2, no topico “Faca vocé mesmo’, foi proposto que, junto com
seus colegas, vocé pesquisasse a altura dos alunos da turma. Aproveite
os dados coletados nessa pesquisa e calcule a média e a mediana do
conjunto. Também classifique o conjunto com relacao a quantidade de
modas e indigue os valores modais.
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Faca Valer a Penal!

1. Assinale a alternativa que contém o conjunto com a maior média.
a) 409 - 337 - 104

b) 131 - 115 - 302

c) 395 - 404 - 369

d) 250 — 432 - 1562

e) 258 — 156 - 223

2. Assinale a alternativa que contém a média aritmética do conjunto de
dados sintetizado no diagrama de ramos-e-folhas ao lado.

a) 138 10|88
1|6
b) 139 1207
c) 140 13|11
14 |4
d) 141 15/0,8,89,9
e) 142 16 4,7

3. Observe o seguinte conjunto de dados.
12-27-16-42-16-23-41-25

Com relagdo a média, a mediana e a moda do conjunto anterior, assinale
a alternativa correta:

a) Mo <Xx < Md
b) Mo < Md <X
c) Md < Mo<Xx
d) Md <x < Mo
e) X < Mo < Md

4. Observe a Tabela 2.13 em que constam as idades de 20 criangas que
participam de um projeto social.

Assinale a alternativa que contém a média e a mediana das idades das
criangas.
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Dica: escreva o rol correspondente a distribuicdo de frequéncias.

Tabela 2.13 | Distribuicdo de frequéncias

a)x=9eMd=7 |dade Frequéncia Proporcdo Porcentagem
_ 7 4 0,20 20
b) x=9 eMd =8 8 4 0,20 20
) ¥=9 eMd=9 ’ . o =
10 3 0,15 15
d)Xx=8eMd=9 1 3 015 15
12 1 0,05 5
e)x=7eMd=9 Total 20 1,00 100

Fonte: O autor (2015)

5. Em uma turma de 40 alunos ha alguns com 20 anos, 21 anos, 24
anos e ainda outros com 28 anos. A quantidade de alunos com cada
uma dessas idades € apresentada na Figura 2.20.

Assinale a alternativa que contém a média das idades dos alunos dessa turma.

Fiaura 2.20 | Distribuicdo das idades

a) 24,2 anos o

b) 24,0 anos =20 anos
=21 anos

c) 22,0 anos e

d) 24,4 anos 28 anos

e) 22,4 anos

Fonte: O autor (2015)

6. Calcule a média, a mediana e a moda do seguinte conjunto de dados.
1-1-2-2-2-3-3-3-3-4
4-4-5-5-6-6-6-6-6-7
7-7-7-7-8-8-9-9-9-9

Depois, classifique o conjunto com relacdo a quantidade de modas.
7. Considere o seguinte conjunto de dados:

1932 — y — 1596 - 1649 - 1597

Calcule o valor de y sabendo que a média do conjunto é 1646.
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Secao 2.4

Medidas de dispersao

Dialogo aberto

Vimos na unidade anterior que exister maneiras ainda mais
sintéticas de resumir um conjunto de dados do que as tabelas e os
graficos. Tais métodos envolvem a obtencdo de um unico valor (ou
poucos valores) para representar todo o conjunto, valor esse que
denominamos medida de posicdo. As medidas que estudamos foram
a media aritmetica, a média aritmeética ponderada, a mediana e a moda.

No exemplo apresentado na secdo SEM MEDO DE ERRAR!
constatamos que nem sempre uma medida como a méedia representa
significativamente um conjunto. Isso tambeém pode ser observado Nos
conjuntos a sequir:

1° conjunto: 90 - 90 - 90 -90 - 90
2° conjunto: 86 -88-90-92-94
3° conjunto: 30 - 60 —90 - 120 - 150

Os conjuntos possuem média e mediana iguais a 90 (calcule!),
entretanto, apenas para 0s dois primeiros esse valor € representativo. Aqui
surgem alguns guestionamentos: quando uma meédia e representativa
em um conjunto? Quais ferramentas podem ser utilizadas para auxiliar
as medidas de posicdo na descricdo de um conjunto de dados?

Para auxiliar as medidas de posicao na descricao de um conjunto
utilizamos as medidas de dispersao. Essas medidas buscam
dimensionar quanto os dados estdo distantes da media, por exemplo.
Com o auxilio delas podemos decidir, por exemplo, se a média pode
ser utilizada como representante de um conjunto.

No decorrer dessa secdo buscaremos responder  aos
questionamentos anteriores e, mais especificamente, decidir se a
media € adequada para resumir os dados referentes aos funcionarios
da empresa M (apresentados na Tabela 2.1) e quantificar a variabilidade
de cada conjunto de dados.
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@ Reflita

"Dispersdo (ou variabilidade) de um conjunto refere-se a maior ou
menor diversificagcdo dos valores de uma varidvel em torno de um
valor de tendéncia central tomado como ponto de comparagao”.

Carlos Augusto de Medeiros, chefe da Unidade de Administracdo Geral
da Fundacao Universidade Aberta do Distrito Federal

Nao Pode Faltar!

Desvio

Vamos considerar os dadosdo 1°, 2° e 3° conjuntos apresentados
anteriormente como sendo provenientes de censo das variaveis
X, Y e Z, respectivamente. Denominamos desvio a diferenca de
um valor do conjunto com relacao a media. Para os conjuntos de
dados apresentados anteriormente, temos os desvios calculados
na Tabela 2.14 (lembre-se de que x =y = z = 90).

Tabela 2.14 | Desvios dos conjuntos de dados

. Valores do conjunto Desvios

' i M Z X=X yi—y z—Z

1 90 86 30 90-90=0 86-90=-4 30-90=-60
2 90 88 60 90-90=0 88-90=-2 60-90=-30
3 90 90 90 90-90=0 90-90=0 90-90=0
4 90 92 120 90-90=0 92-90=2 120-90 =30
5 90 94 150 90-90=0 94-90=4 150-90 =60

Total Xx=450 Xy=450 Xz=450 Y(x,-x)=0 (3, -7)=0 X(z,-7)=0

Fonte: O autor (2015)

Observe que para as amostras das variaveis X, Y e Z a soma de
todos os desvios € igual a zero. Isso Nnao ocorre somente para estes
conjuntos, mas para todos os conjuntos de dados. Desse modo,
qualquer tentativa de utilizar a soma dos desvios Z(x,—-X) para
dimensionar a variabilidade dos dados sera frustrada. Isso ocorre,
pois 0s desvios negativos neutralizam os positivos, tornando o total
igual a zero.

Para driblar esse contratempo, os estatisticos se utilizam de um
artificio matematico, o valor absoluto.
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‘tz” Assimile

O valor absoluto de um numero corresponde a distancia que este se
encontra do 0 (zero). A distancia é sempre um valor positivo ou zero.
Na pratica, o valor absoluto de um numero: (a) negativo é ele proprio
com sinal trocado; (b) ndo negativo € ele proprio. Exemplos:

O valor absoluto de:

-1, simbolizado por | -1| éiguala l ouseja, |-1|=1;
2, simbolizado por |2| € igual a 2, ou seja, |2] = 2;

0, simbolizado por |0] € igual a O, ou seja, |0] = 0.

Utilizando o valor absoluto, podemos refazer os calculos como
na Tabela 2.15.

Tabela 2.15 | Valores absolutos dos desvios

. Valores do conjunto Valor absoluto dos desvios

’ X 2 % lxi = 7| lyi =3I |z~ 2

1 90 86 30 0 4 60

2 90 88 60 0 2 30

3 90 90 90 0 0 0

4 90 92 120 0 2 30

5 90 94 150 0 4 60

Total Xx=450 Xy=450 Xz=450 Ty, -%|=0 Sy, -y|=12 Y|z, -z|=180

Fonte: O autor (2015)

Também podemos simbolizar a soma dos valores absolutos dos
desvios por le—ﬂ, sem o acréscimo do indice i. Com a construgao
da Tabela 2.15, definimos nossa primeira medida de dispersao.

Desvio médio

Desvio médio, simbolizado por Dm, ¢ uma medida de dispersao
calculada por meio da média aritmética dos valores absolutos dos
desvios. Para as variaveis X, Y e Z, temos:

DMX):@:%O Dm(Y):L‘y_ﬂ =%=2,4 Dm(Z):L‘Z_EL%:%
n n
- Atencao

Quanto menor o desvio medio, menor a dispersao; quanto maior o desvio
medio, maior a dispersdo dos dados. O menor desvio medio possivel € O
(zero) e ocorre quando os dados sdo totalmente homogéneos.
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Outra maneira de neutralizar o efeito do sinal negativo ocorrido
na Tabela 2.14 ¢é elevar cada desvio ao quadrado, como mostra a
Tabela 2.16.

Tabela 2.16 | Quadrado dos desvios

i (% -%)° (5.-7) (z-2)

1 02=0 (-4)2=16 (-60)2 = 3600

2 0:=0 (-2 =4 (-30)? =900

3 02=0 02=0 02=0

4 02=0 22=4 302 =900

5 02=0 =16 602 = 3600
Total ¥(x %) =0 Y(y,-7) =40 ¥(z,-2)" =9000

Fonte: O autor (2015)

A partir da Tabela 2.16 definimos nossa segunda medida de
dispersao.

Variancia

A variancia, simbolizada por Var, ¢ uma medida de dispersdo
calculada por meio da média aritmética dos quadrados dos desvios.
Para as variaveis X, Y e Z, temos:

Var(X)="""—"===0 Var(v)==22=2) 2 _g
Var(7)= =25 === <1800

Imagine que os valores observados para as variaveis X, Y e Z
sejam idades. Quando elevamos os desvios ao quadrado para o
calculo da variancia, obtemos um valor que, teoricamente, tem
unidade de medida idade? (idade ao quadrado). Como isso pode
causar confusdo e dificuldade de interpretacdo, definimos a
terceira medida de dispersao.

! Atencao

A férmula apresentada para o calculo da variancia € utilizada somente
guando os dados sao provenientes da populagcao, ou seja, quando
a coleta de dados € feita por meio de censo. No caso de uma
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amostragem, a variégcia do conjunto € calculada por meio da formula

Var(X)zz(x_)_c) (n-1):

Desvio padrao

O desvio padrdo, simbolizado por Dp, ¢ uma medida de
dispersao definida como a raiz quadrada da variancia. Para as
variaveis X, Y e Z, temos:

Dp(X)=JVar(X)=0=0 Dp(Y)=fvar(v)=8=238
Dp(2)=\Var(z) =1800 = 42,4

! Atencao

Ao calcularmos o desvio padrao retornamos a unidade de medida do
conjunto de dados, ou seja, se 0 conjunto de dados € medido em:

» idade, a varidncia € medida em idade? e o desvio padrao ¢ medido
em idade;

« m(metros), a variancia ¢ medida em m? e o desvio padrdo ¢ medido
em m;

« R$ (reais), a variancia ¢ medida em R$? e o desvio padrdo é medido
em R$.

As medidas apresentadas até aqui estdo de forma absoluta
(nao percentual). Por esse motivo, ao calcula-las nem sempre
conseguimos inferir muita coisa sobre a dispersao de um conjunto
de dados. Por exemplo, o valor Dp(Y)=2,8 € muito ou pouco? Se
nao tivermos outro valor para que possamos compara-lo fica dificil
fazer alguma afirmacao. Por causa disso, definimos nossa quarta
medida de dispersao.

Coeficiente de variacao

O coeficiente de variagdo, simbolizado por CV, é uma medida
de dispersao definida como a razdo entre o desvio padrao e a
meéedia de um conjunto de dados. Para as variaveis X, Y e Z, temos:
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Dp(X) 0 _Dp(Y) 28
CV(X):#:%:O Cr ()= =5 =001 ov(z)=

D,
P(Z)_42.4 0 471
90

z
Também podemos indicar os valores de forma percentual,
COMO a sequir:

CV(X)=0-100%=0% CV(Y)=0,031-100% =3,1% CV(Z)=0,471-100% = 47,1%

O coeficiente de variacao permite uma comparacao do desvio
padrdo com a média do conjunto de dados. Por exemplo, o desvio
padrdo de Y corresponde a 3,1% do valor médio do conjunto; o desvio
padrao de Z corresponde a 47,1% do valor meédio do conjunto. Alguns
autores costumam ultilizar o coeficiente de variagcdo para classificar um
conjunto de dados quanto a dispersao dos valores em torno da média.
Essa classificacao é feita conforme Tabela 2.17.

O coeficiente de variagao também permite comparar conjuntos
totalmente distintos quanto a variabilidade dos dados. Veja o
exemplo a sequir.

Tabela 2.17 | Classificacdo de um conjunto de dados

Classificagdo Critério
Baixa dispersdo CVv<15%
Média dispersdo 15% < CV < 30%

Alta dispersdo CV=30%

Fonte: Os autores (2015)
vz| Exemplificando

Considerando os conjuntos 4={2,3,6,9} e B={959,1065,1090},
qual deles possui 0s dados mais dispersos em torno da media?

Resolucgao:

Primeiramente calculamos @, b, Var(A), Var(B), Dp(A), Dp(B),
CV(A) e CV(B).
Go2a_2+43+6+9 o - b _959+1065+1090

n 4 n. 3

=1038

() 2T S 1S O 025) sg
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S(b-b)  (959-1038) +(1065-1038)" +(1090—1038)

n, 3
Var(B) = M ~3224,67

Var(B)z

Dp(A)=\Var(4)=\7.5=2,74; Dp(B)=\[Var(B) =/3224,67 56,79

)2l 274 sag g cv(p)-22(B) 3670

cv (4 A\ B
a 5 b 1038

=0,055=5,5%

Como CV(A4)>CV(B), concluimos que o conjunto A é mais
disperso que o conjunto B. Além disso, poderiamos acrescentar
que A possui alta dispersao e B, baixa dispersao.

El9 Pesquise mais

Existe uma maneira alternativa (mais rapida) para calcular a variancia. Para
conhecer essa forma alternativa consulte o documento no link a seguir,
na pagina 35. Alem disso, existem outras medidas de dispersao alem das
apresentadas aqui. Para saber mais sobre elas, leia a se¢cdo 2.3 do mesmo
material indicado a seguir.

« Estatistica Descritiva.  Disponivel —em:  <http://www.uff.br/
ieeanamariafarias/estdesc_2006.pdf>. Acesso em: 27 maio 2015.

Sem Medo de Errar!

Vamos relembrar os questionamentos feitos no inicio dessa
secao:

1. Quando a média € representativa em um conjunto?

2. Quais ferramentas podem ser utilizadas para auxiliar as
medidas de posicao na descricao de um conjunto de dados?

3. A média é adequada para resumir os dados referentes aos
funcionarios da empresa M?

4. Como quantificar a variabilidade dos dados referentes a cada
variavel?

A resposta para a primeira pergunta é: depende dos critérios
estabelecidos pelo pesquisador. Geralmente, ao elaborar um
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relatorio, séo definidas determinadas regras/normas, as quais o
pesquisador segue fielmente, deixando-as explicitas para os leitores.
De modo semelhante, para adotarmos certa padronizacao, iremaos
recorrer a Tabela 2.17. Consideraremos a média representativa de
um conjunto de dados quando este tiver baixa dispersao.

Em relacao a segunda pergunta, esperamos gque tenha ficado
claro que as medidas de posicao sao ferramentas que devem ser
utilizadas em conjunto com as medidas de dispersdo, pois, se um
conjunto possui alta variabilidade, pouca informacdao sera fornecida
por uma medida pontual.

Para responder a terceira pergunta sao necessarios alguns
dados (0s quais podem ser obtidos a partir da Tabela 2.1):

Variavel A (idade)  Variavel B (peso) Variavel C (altura)
a=38,95 b =176,05 c=172,85
Md, =38 Md, =81 Md; =172,5

Agora, calculamos a variancia, o desvio padrdo e o coeficiente
de variacdo para cada variavel:

2

Y(a-a) (21-38,95)" +(21-38,95)" +...+(55-38,95)" +(59-38,95)°

Var(4) == ==~ 20-1
Var(A):@;137,21:Dp(@:\/137,21;11,7:CV(A):3181’97530,30:30%
\? 2 2 2 2
Var(5) S(b-b)  (74-76,05) +(93-76,05)" +...+(88—76,05) +(68—76,05)
ar = =
n,—1 20-1
Var(B):&(;’95;137,94301;(3):./137,94;11,7:01/(3):7161’;5;o,154:15,4%
T(e-c)  (174-172,85) +(176-172,85)" +...+(179-172,85)" +(188-172,85)°
Var(C) ===~ 20-1
Var(C)=12833 _ 60 45— Dp(C) = 60,45 2 7.8 = CV (C) = —25— 20,045 = 4,5%
172,85

Como podemos perceber, somente a amostra da variavel C
possui baixa dispersdo. De acordo com o critério estabelecido
anteriormente, a meédia nao é representativa das amostras das
variaveis A e B, apenas da amostra de C. No caso das variaveis A
e B, como a média e a mediana estdo muito proximas, tambem
assumiremos que a mediana nao é representativa do conjunto,
sendo necessario um metodo grafico ou tabular para sintetizar os
dados.
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A mediana seria representativa Nos Casos em que apenas poucos
valores do conjunto se distanciam consideravelmente da meédia.
Quando isso ocorre, geralmente, esses valores sédo denominados
outliers (ou valores atipicos).

Avancando na Pratica

Pratique mais!

Instrucao
Desaflamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar N0 ambiente de trabalho. Realize
as atividades e depois ascompare com as de seus colegas.

1. Competéncias | Conhecer os conceitos matematicos basicos e pro-
de fundamentos | porcionar o desenvolvimento do raciocinio logico e
de area quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Compreender a utilizagdo das medidas de dispersado.

3. Conteudos

. Variancia; Desvio padrdo; Coeficiente de variacdo.
relacionados

Uma area em que a estatistica esta muito presente €
a de controle de qualidade. Geralmente processos
industriais procuram uniformidade nos produtos que
saem de uma linha de produc¢do. Imagine que uma
fabrica de refrigerantes, que envasa embalagens de 1
litro e de 600 mililitros, utilize os seguintes critérios para
realizar o controle de qualidade:
» Serdo amostradas sistematicamente para
controle de qualidade 5% da producdo: a cada
20 embalagens de cada tipo, serd retirada 1
4 Descricao para conferéncia do volume de refrigerante.

da situagao » Se uma amostra de tamanho n = 20 apresentar
problema coeficiente de variacdo superior a 4%, todo
o lote de 400 embalagens correspondente a
essa amostra sera rejeitado.

Com base nesses critérios, analise as amostras a
sequir e decida:
a) Qual das amostras € mais homogénea?

b) Qual das amostras causara rejeicdo do lote de
refrigerantes?
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Amostra de embalagens de 1 litro

0983 | 1025 | 1047 | 1027 | 1013 | 0958 | 0,996
0991 | 0960 | 1036 | 0987 | 0971 | 0972 | 1016
0996 | 1013 | 0951 | 1,024 | 1050 | 0,969
Amostra de embalagens de 600 mililitros
627 641 556 591 590 613 646
565 614 592 584 627 600 597
620 | 660 601 627 586 578
Sejam:
X: volume das embalagens de 1 litro
Y: volume das embalagens de 600 mililitros
Temos:
FoZx_0.983+1,025+.+1,050+0,969 _ ) 595
n, 20
—\2 2 2
Var(X)=Z(x—x) _(0,983-0,999)" +...+(0,9690,999) - 0.000912
n -1 20-1
Dp(X)=1/0,000912 = 0,030199
. _Dp(X) _0,030199 _ .
5. Resolucdo CV(X)=—F =09 =003=3%
da situagao S Ty _627+641+...+586+578 o
problema n, 20 ’
—\2 2 2
Var(y):z(y’f) _(627-605,75) ;.),.Y(5787605,75) = 738,03
n, - -

Dp(Y)=4738,93 227,18
:Dp(Y) _ 27,18
¥ 605,75

cr(y) =0,045=4,5%

Em relagdo a pergunta (a), como CV(Y)>CV(X),
segue que a amostra de X & mais homogénea, ou

seja, a amostra de refrigerantes de 1 litro € mais

homogénea que a de 600 mililitros.

Comrelagdoapergunta(b),como CV (X)<4%<CV (Y)
,a amostra de Y causara rejeicdo do lote, enquanto a

amostra de X esta dentro das conformidades.
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@ Lembre-se
O desvio ¢ a diferenca de um valor do conjunto com relagdo a média.

O desvio médio, simbolizado por Dm, € uma medida de dispersdo
calculada por meio da media aritmética dos valores absolutos dos
desvios.

Avariancia, simbolizada por Var, ¢ uma medida de dispersdo calculada
por meio da méedia aritmética dos quadrados dos desvios.

O desvio padrdo, simbolizado por Dp, € uma medida de dispersdo
definida como a raiz quadrada da variancia.

O coeficiente de variagdo, simbolizado por CV, € uma medida de
dispersdo definida como a razao entre o desvio padrao e a media de
um conjunto de dados.

Um conjunto de dados é classificado como de: baixa dispersdo se
CV < 15%; média dispersdo se 15% < CV < 30%; alta dispersdao se CV
> 30%.

o
4 Facavocé mesmo

Na secdo 2.2, no topico "Faga vocé mesmo’, foi proposto que, junto com
seus colegas, vocé pesquisasse a altura dos alunos da turma. Verifique
se a media € representativa do conjunto de dados de acordo com os
critérios estabelecidos nesta sec¢ao.

Faca Valer a Pena!

1. Assinale a alternativa que contém o desvio médio do conjunto de
dados a seguir.

50 -48 -48-36-41-11-29 - 37

a) 5,92 b)9,52 ¢)259 d)9.25 e)295

2. Assinale a alternativa que contém a variancia e o desvio padrdo da
amostra a seguir.

118 - 104 - 124 - 116 - 117 - 105
a) Var(X)=63e Dp(X)=7,937
b) Var(X)=62 e Dp(X)=7,874

U2 - Estatistica descritiva



c) Var(X)=62 e Dp(X)=7,937
d) Var(X)=63 e Dp(X)=7,874

e) Var(X)=66 e Dp(X)=8,124

3. O conjunto de dados a seguir, obtido a partir da populagdo, possui
média X = 33. Assinale a alternativa que contém o desvio padrdo do
conjunto.

y—-20-40-60
a) 18,44
b) 18,46
c) 18,63
d) 18,02

e) 17,74

4. Observe os conjuntos A={1,2,3}, B={2,3,4} e C={5,6,7}. Assinale a
alternativa que apresenta, respectivamente, a classificagdo desses
conjuntos quanto a dispersao.

a) alta dispersédo; média dispersdao; média dispersao.
b) média dispersdao; média dispersao; baixa dispersdo.
c) alta dispersdo; alta dispersao; média disperséo.

d) alta dispersao; baixa dispersao; média disperséo.

e) alta dispersdo; média dispersdo, baixa dispersao.

5. Considerando o apresentado nessa secdo e os conjuntos A={1,2,3},
B={2,3,4} e C={5,6,7}, assinale a alternativa que completa a frase: "A
média € uma medida representativa...”

a) somente para o conjunto C. d) para os conjuntos A e C.
b) para os conjuntos B e C. e) somente para o
conjunto A.

c) somente para o conjunto B.
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6. Os dados a seguir referem-se as alturas dos atletas das selecdes
masculina e feminina do volei brasileiro que participaram das Olimpiadas
de Atenas, em 2004.

Selecdo masculina (X)

1,99-199-201-184-192-196-203-184-195-191-205
-190

Selecdo feminina (Y)

1,77 -179-184-180-194-180-173-188-179-180-185
-190

Calcule a média, a variancia, o desvio padrao e o coeficiente de variagdo
de cada conjunto e conclua em qual deles ha maior variabilidade na
altura dos atletas.

7. Observe os dados a seguir.

1000 - 1260 - 1320 - 1380 - 1410 - 1645 - 1980 - 2106 - 2230 - 2239
- 2379 - 2760 - 3060 - 3120 - 3460 - 4030 - 4260 - 5050 - 5120 -
6460

Esse conjunto refere-se aos salarios amostrados de alguns funcionarios
de uma grande empresa. Calcule a média e justifique por que ela ndo ¢é
representativa para esse conjunto. Em seguida, construa um histograma
para sintetizar os dados. Os intervalos de classes devem ser 1000 |-- 2000,
2000 |-- 3000,3000 |-- 4000,4000 [-- 5000,5000 |-- 6000,6000 |--
7000.
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Unidade 3

Estatistica inferencial (parte |)

Convite ao estudo

Tomamos nossas decisdes com base em conhecimentos
previos e experiéncias vivenciadas em situacdes semelhantes.
Fazemos isso com o objetivo de potencializar os beneficios ou
minimizar os efeitos negativos; entretanto, sempre estamos
sujeitos a erros. Sabendo disso, uma area da estatistica denominada
estatistica inferencial tenta mensurar as chances de ocorrerem
erros e acertos nas tomadas de decisdo.

Vocé aprendeu na unidade anterior a coletar, classificar,
organizar e apresentar dados. No que se refere a apresentacao,
foram discutidos métodos pontuais que denominamos medidas
de posicao e vimos que nem sempre uma medida como a media
€ capaz de representar um conjunto. Mais adiante vocé vera que
a chance de uma media estimada corresponder exatamente ao
parametro populacional € muito peguena ou ate impossivel de
ocorrer. Desse modo, o que a estatistica inferencial tenta fazer,
por exemplo, € mensurar a chance de determinado estimador
pertencer a um intervalo.

Outro objeto de estudo da estatistica inferencial € o
levantamento e o teste de hipoteses. Por exemplo, podemos
considerar como hipotese a afirmativa ‘o produto A pertence ao
lote 1. O que a estatistica inferencial ira fazer nesse caso € aceitar
ou refutar essa afirmacao com certa margem de incerteza, algo
que sempre esta presente na estatistica.

Para trabalharmos todas essas ideias faz-se necessario abordar
alguns pontos importantes: probabilidade; distribuicdes amostrais;
intervalos de confianca; e testes de hipoteses. Um a um esses pontos
serdo discutidos no decorrer desta unidade €, ao final, esperamos
que VOCé seja capaz de estimar probabilidades, construir intervalos
de confianca para estimadores e testar hipoteses estatisticas,
objetivando a tomada de decisao.

Bons estudos!
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1

Secaon 3.l

Nocdes de probabilidade

Dialogo aberto

Qual € a chance de vocé ser atingido por um raio? E de ganhar na
Mega Sena? Pode parecer piada, mas € mais facil ocorrer o primeiro do
que o segundo acontecimento. As chances de acertar as seis dezenas
sao de uma para cada 50 milhdes (aproximadamente). Ja as chances de
ser atingido por um raio durante sua vida sdo de uma para cada 6250,
de acordo com a National Oceanic and Atmosferic Administration.

A chance de ocorréncia de determinado acontecimento é
mensurada pela probabilidade, uma subarea da matematica que se
tornou o pilar da estatistica inferencial. Com base nessa mensuracao,
podemos tomar decisdes apoiados em certos niveis de seguranca do
que pode vir a ocorrer.

Lembra-se de que na Unidade 2 fizemos uma coleta de dados
com base em uma amostra de funcionarios da empresa M? Com base
nessa amostra, € possivel medir a chance de sortear um funcionario
na empresa e este ser do sexo masculino? Ou entdo, qual € a chance
de ele pesar 70 quilogramas ou mais? Essas e outras questdes serdo
respondidas ao longo desta secdo. Bons estudos!

Nao pode faltar!
Nocédo de probabilidade

Para ilustrarmos a ideia de probabilidade, considere o diagrama
de dispersdo representado na Figura 3.1, o qual se refere a uma
amostragem de funcionarios da empresa M.

Nesse diagrama, pontos marcados sobre as marcas de escala
no eixo horizontal referem-se aquele valor especifico (por exemplo,
exatamente 1 funcionario declarou ter exatamente 1,55 m). Ja
0s pontos marcados entre duas marcas de escala referem-se a
funcionarios que declararam ter altura entre esses valores e nao
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iguais a eles (por exemplo, exatamente 4 funcionarios declararam
ter mais de 1,55 m e menos de 1,60 m).

Figura 3.1 | Frequéncia das alturas de uma amostra de 167 da empresa M

ncia

18
T16
314
T2
10

8
6
4 s
2 S
5

1.411.451.5 1.5

161651.71751818519 195 2 205
Altura (em metros)

Fonte: Os autores (2015)

Como ja foi descrito na Unidade 2, o diagrama de dispersao tenta dar
uma ideia da distribuicdo dos valores de uma variavel. Observando a Figura
3.1, por exemplo, podemos perceber que os valores estao concentrados
emtomode 1,75 m, e as frequéncias diminuem conforme nos afastamos
desse valor. Intuitivamente temos a impressao de que, ao selecionarmos
aleatoriamente um funcionario dessa amostra, as chances de que ele
tenha por volta de 1,75 m sao maiores que as chances de que ele tenha
por volta de 1,55 m.

Antes de continuarmos, faz-se necessario introduzir alguns conceitos:
6&& Assimile

» Denominamosexperimento todo e qualquer ato de experimentagado (ou
experiéncia) e investigacdo de determinado fendmeno sob condigdes
controladas, a fim de observa-lo e classifica-lo. Como exemplo de
experimento, temos a investigagcdo da altura dos funcionarios da
empresa M.

« O conjunto de todos os resultados possiveis na investigacao de uma
variavel em um experimento € denominado espago amostral, © qual
denotamos por Q (bmega). O espaco amostral da variavel altura € o
intervalo Q:(O,oo):{t eR|t>0} que contempla os valores maiores
que zero.

» Um valor especifico pertencente a um espaco amostral € denominado
ponto amostral. A altura 1,75 m € um exemplo de ponto amostral de Q.

e Qualquer subconjunto de um espaco amostral € denominado
evento. As alturas compreendidas entre 1,55 m e 1,75 m, por exemplo,
compdem um evento.
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Medimos a chance de ocorréncia de determinado evento

utilizando a probabilidade. Simplificadamente, a probabilidade € um

valor numeérico, compreendido no intervalo [0,1] ={teR|0Z¢<T}
e calculado por meio da razédo entre o numero de resultados
favoraveis ao evento em questao pelo total de resultados possiveis

no espaco amostral. Quanto mais proximo de O, menor € a chance

de ocorréncia de um evento, guanto mais proximo de 1, maior € a
chance de ocorréncia.

Vamos compreender melhor o conceito de probabilidade por
meio do exemplo a sequir.

vz| Exemplificando

Considerando a Figura 3.1, qual € a probabilidade de, em um sorteio ao
acaso, selecionarmos um funcionario da empresa M que possua altura
maior ou igual a 1,85 m e menor que 1,90 m?

Resolucéo:

Considere o evento A = {alturas maiores ou iguais a 1,85 m e menores
que 1,90 m}. Denotamos por n(A) o numero de elementos do conjunto
A, ou seja, 0 numero de ocorréncias de alturas no intervalo citado.
Observando o diagrama de dispersdo, vemos que n(A) = 17 (= 10 +7).
Alem disso, o espago amostral Q possui 167 elementos, ou seja, n(Q) =
167.

Desse modo, a probabilidade de ocorréncia do evento A é igual a:

P(4)= mA) 17 L6 102-10,2%

n(Q) 167

No exemplo anterior, denotando por X a varidvel altura e por x
um ponto amostral qualquer, podemos simbolizar a probabilidade
de ocorréncia do evento 4 por P(A) = P(1,85 £ X< 1,90).

oé}b Reflita

Dados dois eventos B e C, sendo P(B) =1 =100% e P(C) =0 = 0%,
dizemos que B é um evento certo e que C € um evento impossivel.

o
4 Facavocé mesmo
Ainda considerando a Figura 3.1, calcule:

a) P(1,60 < X < 1,70) ) P(X = 2,00)
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b) P(1,65 < X < 1,90) d) P(1,50 < X < 2,00)

Curva normal

Observando a Figura 3.1, vocé notou alguma peculiaridade? A
forma como os pontos se distribuem se assemelha a algum objeto
conhecido do mundo real?

Esperamos que vocé tenha notado que a forma como os pontos se
distribuem se assemelha a um sino. Observe novamente esse diagrama
na Figura 3.2, na qual adicionamos uma linha continua contornando os
pontos.

A linha contornando os pontos (denominada curva normal)
obedece a uma regra matematica dada por uma funcdo do tipo
exponencial, descrita por

1 (e N2
X, 02 ) = — e e
f(xwp.0?) oJon —o<x< + 0o

em que x corresponde a um ponto amostral, u (mu) € a média
da populacado, 6% € a variancia populacional e o (sigma) € o desvio
padrdao populacional.

Figura 3.2 | Frequéncia das alturas de uma amostra de 167 da empresa M - Curva normal

o
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<16
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N 72 o=

1401451515516 1651.71.751.8 18519195 2 2.05
Altura (em metros)

Fonte: Os autores (2015)

! Atencao

Na Unidade 2, com excecao da variancia e do desvio padrao, nao fizemos
distincdo simbolica entre medidas calculadas a partir de uma amostra e
medidas calculadas a partir de dados populacionais. Naguele momento,
ndo havia necessidade de abordar essa diferenca. Entretanto, agora

podemos ampliar a simbologia:
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x: média amostral u: media populacional
Var(X): variancia amostral* 0?: variancia populacional
Dp(X): desvio padrdo amostral g: desvio padréo populacional

As demais medidas, por serem utilizadas em menor frequéncia, nao
serdo simbolizadas de forma diferente para amostras ou populagdes.

+ Alguns autores também denotam a variancia amostral por s? e o desvio padrdo amostral por s

A funcdo fdescrita anteriormente, chamada de fungdo densidade
de probabilidade (f.d.p.), € determinada pelos valores de u e a2. Sendo
X uma variavel que possui distribuicdo dos dados com formato de sino
(caracterizada por u e 6?), simbolizamos X ~ N (u, 6%) para descrever
que X possui distribuicdo normal, com média u e varidncia 62,

Variaveis com distribuicao normal sdo muito comuns na natureza.
Um dos principais estudiosos a observa-las foi Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) em seus trabalhos sobre astronomia por volta de 1810.
Motivo pelo qual alguns autores também denominam gaussiana essa
distribuicao..

A probabilidade de ocorréncia de um evento esta diretamente
ligada aos parametros u e a? provenientes da populacdo. Conhecendo
esses valores, considerando dada variavel com distribuicdo normal e
um evento A, podemos calcular a probabilidade de ocorréncia de A por
meio do calculo de uma area.

v=| Exemplificando

Identifigue a area correspondente a probabilidade de ocorréncia
deA={Z>0,5eZ<2,1} sendo Z~N (0,1).

Resolucao: Figura 3.3 | Distribuicdo da
variavel Z

Observe que, para esse exemplo, u=0

eo?=1(eo=1). Comisso, afd.p.fica
| I
f(z0,1)= e clo grafico
N2

esta representado na Figura 3.3. Adrea R
destacada corresponde a probabilidade
de ocorréncia de 4, ou seja, P(A) =R.
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No exemplo anterior temos Z~N (0,1). Pelo fato de u =0 e o?
=1, essa distribuicdo recebe uma denominacéo especial, normal
padrao (ou normal padronizada). Veja outras curvas normais
em <http://www.ufpa.br/dicas/biome/biofig/curnor02.gif> para
diferentes valores dos parametros u e 2.

O caélculo da area R destacada no exemplo é feito por meio
de técnicas que nao serdao detalhadas aqui, pois Nndo € o objetivo
do nosso estudo. Uma maneira alternativa (e mais simples) para o
calculo dessa area é a utilizacdo da Tabela da Distribuicdo Normal
Padrdo (ou tabela 7). Para compreendermos a utilizacao dessa
tabela fazem-se necessarias algumas observacdes:

* A drea limitada pela curva normal e pelo eixo horizontal (f(2)
= 0), de Z = -0 até Z = 400, é igual a 1 (no exemplo anterior,
temos P(-o0 < Z < +00) = P(QY) = 1);

* Pa<X<b)=PX<b)- P(X<a)=4dreasobacurvaentrea
e b (no exemplo anterior, temos P(0,5<Z<2,1) =R);

* P(X = x,) = 0, para x, fixo. Na pratica, a probabilidade de
ocorréncia de um valor especifico € igual a zero, o que nos forca
a calcular a probabilidade para intervalos e ndo para valores
particulares. (No exemplo anterior, temos P(Z=0,5) = 0 = 0%);

e PX<u)=PX=up) =0,5 ou seja, a probabilidade de X ser
menor que a media € igual a 50%, assim como a probabilidade
de X ser maior que a média (no exemplo anterior, temos P(Z <
0)=P(Z=0)=0,5);

* PX=x)=1- P(X<Xx).

Entendidas essas observacdes, vamos entdo ao calculo da
area R. A Tabela 3.1 apresenta o valor da area abaixo da curva

f(2), acima do eixo horizontal (f(z) = 0) entre Z= -0 e Z = z,

como mostra a Figura 3.4. Simbolizamos o valor dessa area por
P(Z<z) (ou P(Z< z)).

Figura 3.4 | Area representada por P(Z < z)
f(z)

P(Z<2)

Fonte: Os autores (2015)
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Tabela 3.1 | Tabela da Distribuicdo Normal Padrédo Acumulada

z -0,0 -01 -0.2 -03 -04 =05 -0,6 -0.7 -0.8 -09
=9 0,001 0,001 0,001} 0,000| 0000| 0000| 0000| 0000| 0000 0000
-2 0,023 0,018 0,014 0,011| 0008| 0006| 0005| 0003| 0003| 0,002
=i 0,159 0,136 0,115 0,097 0,081 0,067 0,055 0,045 0,036 0,029
-0| 0,500 0,460 0421 0,382 0,345| 0,309 0,274 0,242 0,212 0,184

z] +00] +o1] +02] +03] +04| +os| +os| +07] +08] <09
+0| os00 [N0840] o0579| o8| oess [NORBM 0726 | o758| o78s| osis
11| o0s41| 0864| 0885| 0903| 0919] 0933 0945| 0955| 0964 0971
2| 0977 0986| 0989| 0992| 0994| 0995| 0997| 0997| 0998
43| 0999| 0999| 0999 1o000| 1000| 1000| 1000| 1000| 1000]| 1000

Fonte: Os autores (2015)

Para calcularmos P(A) = P(0,5 < Z < 2,1), efetuaremos P(0,5
<Z<21)=(Z<21)-P(Z<0,5), pois os valores a direita da
igualdade podem ser consultados na Tabela 3.1 (em destaque).
Para calcularmos P(Z < 2,1) consultamos a primeira coluna da
tabela onde ha o valor z = +2. Em seguida, percorremos essa linha
até alcancarmos a coluna z = 4+0,1. Como 2,1 =2 4+ 0,1, temos
que P(Z £ 2,1) = 0,982. De modo semelhante chegamos a P(Z <
0,5)=0,691. Logo, PA) =R=P(05<7Z<21)=P(Z<2]1) -
P(Z<0,5)=0,982-0,691 = 0,291 = 29,1%. Portanto, o evento
A={Z>0,5eZ<2,1}tem 29,1% de chance de ocorréncia.

Normalizagao de variaveis

Como vocé deve ter notado na indicagdo que fizemos
anteriormente, uma distribuicao normal depende dos parametros
u e a2 Se formos considerar todos as possibilidades de u e @2,
teriamos que ter infinitas tabelas para consultar as probabilidades
correspondentes. Para contornar essa dificuldade, "normalizamos”
a variavel em questdo. Considere X~N (u,0%) e a transformacéo Z
= (X - u)/o. Nessas condigdes é possivel demonstrar que:

« Z~N(0,1), ou seja, Z é uma varidvel normal padronizada;

«PX<x)=P(Z<z), emaque ,-XTH
O

Com o auxilio dessa transformacao, podemos utilizar a Tabela
3.1 para calcularmos P(X < x) para quaisquer u e a2
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v=| Exemplificando
Sendo X~N (10,4), calcule:
a)P(X>6,4)
b) P(8,8 <Z<11,6)
Resolucao:

a) P(X26,4)=1-P(X<6,4)=1-P(Z<z), em que
Z:6,4—10:—3,6

J4 2

Consultando a Tabela 3.1, vemos que P(Z < -1,8) = 0,036 (linha z =

=-18.

-1, coluna z=-0,8).

Logo
P(X26,4)=1-P(Z<-1,8)=1-0,036 =0,964 = 96,4%.

b) P(8,8<X <11,6)=P(X <11,6)—P(X <8,8)

Calculamos separadamente P(X <11,6) e P(X <8,8).
P(XS11,6):P(ZSZ), em que Z:M:E
Ja 2
Consultando a tabela, vemos que P(Z£0,8):0,788. Logo
P(X <11,6)=P(Z<0,8)=0,788="78,8%.
8,8—10 —1,2
Ja 2
Consultando a tabela, vemos que P(Z <—0,6)=0,274 (linha z = -0,
coluna z=-0,6). Logo P(X <8,8)=P(Z<-0,6)=0,274=27,4%.

=0,8.

P(XS8,8)=P(Z£Z), emque z= =-0,6.

Portanto, P(8,8 < X < 11,6) = P(X < 11,6) - P(X < 8,8) = 0,788 - 0,274
=0,514 = 51,4%.

D9 Pesquise mais

Leia mais sobre a distribuicdo normal e sobre outras distribuicdes de
probabilidade no link indicado a sequir.

» A distribuicdo normal. Disponivel em: <http://www.ufpa.br/dicas/
biome/bionor.ntm>.
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Para consultar uma tabela de distribuicao normal mais completa que
a Tabela 3.1, acesse o link a seqguir.

« Tabela normal padrdo. Disponivel em: <http://www.leg.ufpr.
br/~silvia/CEOO1/tabela-normal.pdf>.2

2 No decorrer deste livro sempre serdo utilizados os valores desta tabela.

Sem medo de errar

Vamos relembrar a situacao-problema proposta no inicio desta
secdo: Com base na amostra de funcionarios apresentada na
Tabela 2.1, € possivel medir a chance de sortear um funcionario na
empresa e este ser do sexo masculino? Ou entdo, qual € a chance
de ele pesar 70 quilogramas ou mais?

Para responder a essas questdes, vamos representar as

variaveis sexo e peso, respectivamente, por X e Y e considerar os
eventos A = {funcionario sorteado ser do sexo masculino} e B =
{funcionario sorteado ter 70 quilogramas ou mais}. As perguntas

anteriores podem ser representadas simbolicamente por P(A) =
P(X = masculino) e P(B) = P(Y = 70), respectivamente.

Para o célculo de P(A) e P(B) vamos utilizar os dados amostrais
e supor que os verdadeiros parametros populacionais sejam
Proximos.

O numero de homens na amostra € igual a 11 e o total de
elementos amostrados foi 20. Logo, P(A) =11/20=0,55=55%.

Para o calculo de P(B) vamos supor que Y~N(u,0%). Vocé
pode verificar a partir da Tabela 2.1 que 3 =76,05, Var(Y)=137,9
e Dp(Y)=11,7. Sendo assim, consideraremos u=y=76,05,
o’ =Var(Y)=2137,9 e 6 = Dp(Y)=11,7.

Assim, P(B)=P(Y>70)=1-P(Y <70)=1-P(Z<z)

,emaque z= 70-76,05 _ 6,05 =~ —0,5. Consultando
1.7 1.7
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a tabela Z, temos P(Z <-0,5)=0,309. Logo,
P(B)=1-P(Z<z)=1-0,309=0,691=69,1%.

Para finalizar, a probabilidade de sortear um funcionario do sexo
masculino na empresa M é de 55% e a de ele ter 70 quilogramas
ou mais é de 69,1%.

Avancando na pratica

Pratique mais!

Desafiamos voceé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar Nno ambiente de trabalho. Realize
as atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Instrucdo

1. Competéncias
tecnicas

Nao se aplica.

2. Objetivos de
aprendizagem

Compreender o conceito de probabilidade e suas
aplicacoes.

3. Conteudos
relacionados

Probabilidade. Distribuicdo normal.

4. Descricao da
SP

Em uma industria, para garantir a qualidade, sdo
inspecionadas amostras de 15 unidades a cada lote
de 200 produzidas. A seguir constam as medicoes,
em mililitros, dos conteudos de duas amostras, uma
do lote 1 e outra do lote 2.

Lote 1: 104 - 95 - 96 - 104 - 96 - 104 - 101 - 104 -
104 - 103 - 100 - 100 - 102 - 102 - 95

Lote 2: 105 - 104 - 100 - 96 - 97 - 105 - 100 - 100
-94-97-99-97-104-102 -101

O lote deve ser descartado se a probabilidade de nele
conter uma unidade do produto com menos de 95
mililitros for maior que 6%.

Pergunta: qual lote deve ser descartado, 1 ou 2?

Utilize os estimadores como aproximacdes para 0S
parametros populacionais.
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1

5. Resolucao da
SP:

Facamos algumas consideracdes:

X: quantidade em mililitros de cada unidade do
produto no lote 1

Y. quantidade em mililitros de cada unidade do
produto no lote 2

A = {uma unidade do produto conter menos de 95

mililitros}

Vocé pode verificar que: X = 100,67; Dp(X) = 3,52;
y=100,07; Dp(Y) = 3,45

Assim:

Lote 1. P(A) = P(X < 95) = P(Z < z), em que
_ 95-100,67 ~ 16
3,52
Consultando a tabela Z, temos P(X < 95) = P(Z <
-1,6) = 0,055 = 5,5%.

Lote 2. P(A) = P(Y < 95) = P(Z < z), em que
_ 95-100,07 =15
3,45
Consultando a tabela Z, temos P(Y < 95) =P(Z <
-1,5) = 0,067 = 6,7%.

Como P(X < 95) = 6% < P(Y < 95), segue que o
lote 2 deve ser descartado.

U

@ Lembre-se

Experimento: todo e qualquer ato de experimentagao (ou experiéncia)
e investigacao de determinado fendbmeno sob condi¢des controladas,
a fim de observa-lo e classifica-lo.

Espago amostral: conjunto de todos os resultados possiveis na
investigagdo de uma variavel em um experimento, o qual denotamos

por Q.

Ponto amostral: valor especifico pertencente a um espaco amostral.

Evento: qualquer subconjunto de um espaco amostral.
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Probabilidade: valor numeérico, compreendido no intervalo [0,1] =
{teR|0<t<1} e calculado por meio da razdo entre o numero de
resultados favoraveis a um evento pelo total de resultados possiveis
no espaco amostral.

o
4 Facavocé mesmo

Sendo X a altura, em metros, dos alunos de graduacéo no Brasil, faca
uma estimativa para P(X < 1,45). Para isso, calcule as estatisticas X e
Dp(X) a partir da sua turma e utilize esses valores como aproximagao
para os verdadeiros parametros populacionais.

Faca valer a pena

1. Assinale a alternativa INCORRETA.

a) A probabilidade € igual a razdo entre o numero de resultados favoraveis
a um evento pelo total de resultados possiveis no espaco amostral.

b) Denominamos evento qualquer subconjunto de um espago amostral.

c) Um ponto amostral é um valor especifico de Q).

d) Quando a probabilidade de ocorréncia de um evento € igual a zero,
dizemos que o evento é certo.

e) Quanto mais proxima de 1, maior a probabilidade de ocorréncia de um
evento.

2. Considere Q={a,b,¢c,d e f,g h ij k [} e umevento A={b, d, f}. Assinale
a alternativa que contém P(4).

a) 0,20
b) 0,25
c) 0,30
d) 0,35

e) 0,40

3.Sendo Y~N(0,1), assinale a alternativa que contém o valor de P(Y > 1,6).

a) 0,945
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b) 0,055
c) 1,000
d) 0,000

e) 0,726

4. Considere Z~N(0,1) e um ponto amostral z> 0 tal que P(-z< Z < z) =
95,4%. Assinale a alternativa que contém o valor de z.

a) 1,0
b) 1,5

c) 2,0

5. Sendo X~N(15,9), assinale a alternativa que contém o valor de P(12 <
X<18).

a) 15,9%
b) 84,1%
c) 62,8%
d) 42,9%

e) 68,2%

6. Considerando X~N(50,16) e Y~N(100,25), qual o evento mais provavel:
sortear um valor de X menor que 48 ou um valor de Y maior que 102?

7. Em determinada linha de producao, um produto é descartado se seu
peso for menor que 4,9 kg. Sabe-se que a varidvel peso (X) nessa linha de
producgao possui distribuicao normal com meédia de 5 kg e desvio padrdo
de 0,06 kg. Nessas condi¢des, qual é a probabilidade de se descartar um
produto?
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Secao 3.2

Distribuicao dos estimadores
Dialogo aberto

Vocé aprendeu na secao anterior o conceito de probabilidade e
como ele pode ser aplicado a situacdes reais, tais como no exemplo
do controle de qualidade. Nesse exemplo e em outros momentos
utilizamos os valores X e Var(X) para estimar os verdadeiros parametros
U e 0% e solicitamos a vocé que fizesse 0 mesmo.

Como ¢é de se esperar, sempre que utilizamos X e Var(X) para
estimar u e 02 estamos cometendo erros. Muitas vezes, esses erros s3o
tdo importantes quanto o valor que se pretende estimar. Vocé confiaria,
por exemplo, em uma estimativa para a altura media da populacao
brasileira de 1,90 m, considerando que o dado ndo seja acompanhado
de nenhuma informacao sobre os erros de estimativa? Essa informacao
€ um tanto quanto suspeita.

Quando apresentamos estimadores como a média e a variancia,
seja em relatorios, artigos, obrigatoriamente temos de apresentar
informacgdes acerca dos erros de estimativa, pois isso da credibilidade.
Nesse contexto, podemos nos perguntar: fixada certa probabilidade
de acerto e dado X calculado a partir de uma amostra, qual € o erro
que estamos cometendo ao aproximar p por X ? Ou, ainda, fixada uma
probabilidade de acerto, qual € o tamanho da amostra que temos de
coletar para cometer um erro maximo predeterminado?

Essa ultima pergunta nos faz relembrar uma informacgéo dada na
Unidade 2 de que, quanto maior a amostra, melhor a estimativa feita
dos verdadeiros parametros. Nesta secao, vocé vera uma justificativa
concreta para essa afirmacao. Entretanto, para iniciarmos os estudos,
propomaos a sequinte situacao-problema: com uma probabilidade de
95% de acerto, qual € 0 erro maximo que estamos cometendo ao
aproximar a media do peso dos funcionarios da empresa M por y =
76,05? Qual deveria ser o tamanho da amostra para que o erro fosse
de, no maximo, 2 kg?
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Para que possamos responder a essas perguntas, precisamos
entender melhor a distribuicdo de probabilidade da média amostral.

Nao pode faltar

Teorema do Limite Central

Para entendermos o que significa distribuicao de probabilidade
da média, considere que ao observar uma variavel X na populacdo
tenhamos obtido Q = {1,2,3,4}. Qual o valor de u? Lembre-se de

que u € a média populacional e um calculo simples mostra que
_1+2+3+4
-
Ao retirar uma amostra de tamanho 2 dessa populacao,
conseguiriamos estimar precisamente u por X ? Ou, ainda, em todas as
amostras o valor de X seria © mesmo? As respostas para essas perguntas
sao, respectivamente, “‘pouco provavel’ e 'nao”. Veja a seguir todas
amostras possiveis de tamanho 2 e suas respectivas medias.

=25,

Amostra X Amostra X Amostra X Amostra X
{11} 1,0 2.1} 15 {31} 2,0 {41} 2,5
{1.2} 15 {2,2} 2,0 {3.2} 2,5 (4,2} 3,0
{1,3} 2,0 {2,3} 2,5 {3.3} 3.0 {4,3} 3,5
{14} 2,5 {24} 3,0 {34} 35 {44} 4.0

Podemos montar um diagrama de dispersdo com os valores
das meédias amostrais, como na Figura 3.5.

Figura 3.5 | Frequéncias das médias amostrais

o

&5

%4 @

LC 31

2_

14

0 T T T T T T T T T
005 1 15 2 25 3 35 4 45

Média

Fonte: Os autores (2015)

Observou algo de curioso na forma como os dados se
distribuiram? A linha ajudou, mas esperamos que vocé tenha
notado que os dados se distribuiram de forma semelhante a uma
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curva normal. A media amostral também pode ser considerada
uma variavel. Vamos calcular a média das médias amostrais (“x)
e a variancia das meédias amostrais (ozi) para termos uma ideia
quantitativa da distribuicao?

_L0+1,5+2,0+...+3,0+3,5+4,0 _ﬂ
o 16 16
, (L0-2,5) +(1,5-2,5) +...+(3,5-2,5) +(4,0-2,5)" 10

o’ = =—=0,625
16 16

=25

Observe que a média das medias amostrais € exatamente igual
a meédia da populacdo, ou seja, Mg = H E quanto a variancia, sera
que 0= 0*? Vejamos:
, (1,0-2,5) +(2,0-2,5)" +(3,0-2,5)" +(4,0-2,5)" 5

o= =—=1,25
4 4

Note que 0% < 0% resultado que pode ser mais bem
compreendido com a leitura do Teorema do Limite Central (TLC).

ﬁz” Assimile

De acordo com Morettin (2010), ‘o TLC diz que para n amostras
aleatorias simples, retiradas de uma populagdo com media u e
variancia o? finita, a distribuicdo amostral da média aproxima-se, para
n grande, de uma distribuicdo normal, com média u e variancia o?/n".

O TLC é de extrema importancia para a estatistica inferencial
e tem implicacdes muito interessantes. Observe que, apesar de
ele nao dizer nada a respeito da distribuicao da populacao, afirma
que a distribuicao amostral da media aproxima-se de uma curva
normal, e, além disso, essa distribuicao tem a mesma média que
a populacdo e variancia @?/n, isto é, a mesma varidncia que a
populacao, mas dividida por n. A partir desse resultado, concluimos
que, quanto maior o numero de amostras, mais precisao teremaos
para a média, pois 6%/n diminui conforme n aumenta. Podemos
visualizar esse resultado na Figura 3.6.
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Figura 3.6 | Distribuicdo amostral da média X de uma populacdo X~N(0,1) para
varios valores de

n=10 n=70 n =100

AL f(x) o]0 2110
2
0
-1 -05 lo 05 -1 -05 |0 05 -1 -05 |o 05 1 -05 lo 05

Fonte: Os autores (2015)
Se X~ N(0,1), a f.d.p. da varidvel X pode ser escrita como

f(x;O,l/n): l

Com base no TLC ha ainda dois resultados interessantes que
podemos enunciar.

—nx?/2

2w

ﬁz” Assimile
De acordo com Morettin (2010), “sendo X uma variavel com meédia
u e variancia ¢? finita, e X a variavel média amostral, entdo a variavel
F-p _In(x-n)
o/ini o
1, ou seja, Z~ N(0,1)".

Z= tem distribuicdo normal com média O e variancia

Podemos ainda definir a variavel e como a diferenca entre o
estimador X e o parametro u, ou seja, e =X — .

Determinando o tamanho de uma amostra

Vamos relembrar um questionamento feito no inicio desta
secao: fixada certa probabilidade de acerto e dado x calculada a
partir de uma amostra, qual € o erro que estamos cometendo ao
aproximar u por x? Ou, ainda, fixada uma probabilidade de acerto,
qual € o tamanho da amostra que temos de coletar para cometer
um erro maximo predeterminado?

Vamaos supor gue o erro maximo que estipulamos para estimar
a meédia populacional seja €. Desse modo, qualquer valor x no
intervalo [u—s,u+8] nos deixara satisfeitos para essa estimativa.
Para assimilar melhor, suponha que queiramos estimar a verdadeira
media populacional u = 1,70 m da altura de certo grupo de atletas
e, para isso, queiramos cometer um erro maximo de € = 2 cm.
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Portanto, qualquer valor de x pertencente ao intervalo [1,68 m; 1,72
m] servird. Além disso, para acompanhar essa estimativa, suponha
gue gqueiramos ter uma probabilidade de acerto de y (95%, por
exemplo), uma margem de seguranga.

Matematicamente, afirmar que X pertence ao intervalo
[u-g,u+e] implica u—e <X <p+¢ ou, |x—p|<e. Além disso,
ter uma probabilidade de acerto de y que |)?—,u|££ pode ser
traduzido matematicamente por P(|)‘c—u| 35)2 y.

Com base nos resultados obtidos do TLC, temos:

Jne S(f—u)\/; S+\/;gj2

P(x—ySs)Zy:P(—sSx—ySﬂ:)Zy:P[—

Lembre-se de que Z:M, logo:

P{_\/;e S(J_C—ﬂ)\/; S+\/;s]

2y:>P(——SZ£+—
o (o}

Dado um valor y podemos obter na tabela Z um valor z, tal que
P(—zy SZ<+z, ) 2y eainda:
Jne

o
z, = =z,0= n8:>f= =>n=
o £ g2

z, z 20?2

Observe que, se tivermos o conhecimento de 6%, podemos
estimarnem fungao de y e €, prefixados, ou estimar e em fungao de
yen. Com base na ultima igualdade podemos justificar a afirmativa
feita na Unidade 2 de que o erro diminui a medida que o tamanho
da amostra aumenta, pois:

z,%c? 2o z’o

g? n N

Podemos agora, observando a ultima igualdade, ver
claramente que, se naumenta (n = ), o erro diminui (€ = 0).

n=
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v=| Exemplificando

Seja uma variavel X~N(u,4) observada em dada populacdo. Com
precisao de:

95%, qual o erro maximo que cometemos ao estimar a verdadeira
media dessa populacdo com base em uma amostra de tamanho n =
307

90%, qual o tamanho da amostra que deve ser coletada para que O
erro seja de, N0 Mmaximo, e =17

Resolucgao:

’22
_Z}’G

a) Observe que a férmula do erro €= Jn depende de z,, o*

e n. O parametro ¢*= 4 foi dado e n = 30. Resta determinar z,, em que

Y =95%=0,95 para que tenhamos P(-z,<Z<+z,)2y=0,95.
Observe a Figura 3.7.

Figura 3.7 | Regido correspondente a P(-z, < Z <+z,)20,95

T

95% 2,5%

I 1 S
~Zy Zy

Fonte: Os autores (2015)

Veja que o valor z, deve ser tal que P(Z <z, ) >0,025+0,95=0,975.
Consultando a tabela Z, temos z,=1,96. Logo

g=‘Zy267: L6 =072
Jn V307

Portanto, com precisao de 95%, o erro maximo que cometemos
ao estimar a verdadeira média dessa populacdo com base em uma
amostra de tamanhon=30¢ ¢=0,72.

U3 - Estatistica inferencial (parte 1)



Figura 3.8 | Regido correspondente a P(—zy SZ£+27)20,90

1 90% 5%

Fonte: Os autores (2015)
b) Observe que, para determinar o tamanho da amostra, devemos

2 2
ZV o

5

utilizar a formula n= em que o® e ¢ foram dados, e z, deve ser

consultado na tabela Z para ¥y = 90% = 0,90. Veja a Figura 3.8.

Veja que o valor z, deve ser tal que P(Z<z,)20,05+0,90=0,95

Consultando a  tabela 7 temos 2z, = 1,65 Logo
22 2
P i LT P
g? 12

Portanto, com precisao de 90%, para ter erro maximo € = 1, temos
de obter uma amostra de tamanho n = 11 para estimar a verdadeira
media da populagao.

Observe que para calcular o erro e o tamanho da amostra ficamos
dependentes de conhecer o valor de ¢, isto €, a variancia populacional.
Dificilmente conhecemos esse valor com exatiddo, mas em certas
situacdes ele pode ser conhecido de pesquisas anteriores. O IBGE,
por exemplo, a cada dez anos realiza um censo e obtém todos 0s
parametros populacionais. Entre um censo e outro € obvio que 0s
valores sofrem alteracdes, mas utilizar 6% obtido no censo anterior Ndo
€ muito distante da realidade e € considerado aceitavel. Caso esse valor

seja desconhecido, comumente se utiliza Var(X) em seu lugar.

! Atencao

A desigualdade P(—s <xX—-u< +£) 2y pode dar origem a intervalo
de confianca para a média populacional. Para a construcao do
mesmo, efetuamos:
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1

Portanto, um intervalo de confianca para a meédia populacional, com
nivel de confianga Y, € definido como IC(p,y)=(p,p,). €m que
B =X—€ep,=xX+¢.

|:[_(|1 Pesquise mais

Observe que ndo tratamos da distribuicdo amostral de Var(X). Ndo
entraremos em detalhes sobre essa distribuicdo, pois ela demanda
maior detalhamento. Citaremos apenas que a distribui¢gdo da variancia
amostral € conhecida como distribui¢ao de qui-quadrado, a qual
simbolizamos por X2.

Veja mais detalhes sobre a distribuicdo amostral da meédia e a
distribuicao de qui-quadrado no link indicado a seguir.

e Inferéncia Estatistica. Disponivel em: <http://www.professores.uff.
br/patricia/images/stories/arquivos/5_inferencia.pdf>.

Sem medo de errar!

Vamos relembrar a situacdao-problema proposta no inicio desta
secdo: com uma probabilidade de 95% de acerto, qual € o erro
Maximo que estamos cometendo ao aproximar a media do peso
dos funcionarios da empresa M por ¥y =76,05? Qual deveria ser o
tamanho da amostra para que o erro fosse de, no maximo, 2 kg?

Como ndo temos a variancia populacional, iremos utilizar
Var(X) como estimativa para g Temos:
~(74-76,05)" +(93-76,05)" +...+(88-76,05)" +(68—76,05)’

Var(X)= =137,9
20-1

) z: o’
Observando a formula do erro e =V 7 %— vemaos que Nos
n

resta determinar z, para y =95%=0,95, uma vez que n = 20 e
02=137,9 sdo conhecidos. A interpretacdo geomeétrica dessa
probabilidade pode ser vista na Figura 3.7, no mesmo exemplo em
que determinamos z, =z, =1,96. Assim:
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o\ 6/ o379,/ 23,02

20" 447

Portanto, com uma amostra de tamanho n = 20 estamos
cometendoumerromaximo&=>5,15kg, com95% de probabilidade.

Se desejarmos um erro maximo € = 2 kg temos, por substituicao

. , V4
direta na formula n=-%

2
ZyG

? 1,962-137,9  529,75664

2 2

, Uma amostra de tamanho:

=132,43916 =133

n=
82

22

Portanto, se coletarmos uma amostra de 133 individuos,
cometeremos um erro maximo de 2 kg para a estimativa de u.

Avancando na pratica

Pratique mais!

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize as
atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Instrugdo

1. Competéncias
técnicas

Nao se aplica.

2. Objetivos de
aprendizagem

Mensurar o erro de estimacao da media populacional e
dimensionar o tamanho de uma amostra para determinado
erro maximo estipulado

3. Conteudos
relacionados

Erro amostral da média. Dimensionamento de amostra.

4. Descricao
da situacao-
problema

Determinada linha de producdo, que envasa leite em
embalagens de 3 L, possui as seqguintes regras para O
controle de qualidade:

1) Retiram-se 10 unidades de cada lote de 200 para
compor a amostra de controle.

2) Utiliza-se como estimativa de @* o maior valor
calculado para as amostras dos trés ultimos lotes que
sairam da linha de produgao.

U3 - Estatistica inferencial (parte 1)
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4. Descrigdo
da situagdo-
problema

3) Se, com 98% de probabilidade de acerto, o erro
amostral da media for superior a 0,05 L, a linha
de producao € pausada para verificacdes nos
equipamentos.

Os valores a seguir correspondem as amostras dos trés
ultimos lotes que sairam da linha de producao:

Lote 1 (X,): 3,006 - 2,935 - 2,976 - 3,018 - 2,996 - 2,978 -
3,045 -3,075-2,857-2,953

Lote 2 (X,): 2,973 - 3,108 - 2,894 - 3,053 - 3,031 - 2,968 -
3,051-2,956- 3,109 - 2,971

Lote 3 (X,): 2,864 — 3,005 - 3,065 - 2,901 - 2,94 - 3,059 -
3,005-3025-3152- 3112

Com base nessas amostras:
a) A linha de producdo deveria ser pausada?

b) Se modificarmos para 90,1% a probabilidade de
acerto, a decisdo seria a mesma?

5. Resolucao
da Situacdo-
Problema

a) Primeiramente calculamos Var(X,). Var(X,) e Var(X,).
Para isso é necessario conhecer também as respectivas
medias. Vocé pode verificar que X, =2,9839, X,=3,0114

X,=3,0128,  Var(X,)=0,00371, Var(X,)=0,00493 e
Var( ) 0,00825 .

De acordo com a regra (2), temos que o2 = 0,00825. Além

z, o
disso, observando a formula do erro € / temos
de determinar z para y =98% =0,98 . Esse valor deve ser tal
que P(Z<z,)20,01+0,98=0,99. Consultando a tabela Z,
temos z, =2,33, 0 que implica:

\Jz,%0? 2,33%:0,00825 0,21163
=V =V= J == =0,06692
Jn V10 T 3,16228

De acordo com a regra (3), devemos pausar a linha de
producéo, pois ¢ > 0,05 L.

b) Se y =90,1% = 0,901, temos de determinar z, para © qual

P(Z <z, ) >0,0495+0,901=10,9505 . Consultando a tabela Z,
temos z, =1,65. Logo:
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22
JRVCAY /f _165-0,00825,/_ _ 01498 _ 0
n

V10 7316228

Como €<0,05 L, a deciséo seria diferente, ou seja, se
7 =90,1% a linha de produc¢ao nao seria pausada.

oéb Reflita

Qual interpretacdo temos da reducdo, no exemplo anterior, de

y =98% para y =90,1%?

@ Lembre-se

Teorema do Limite Central (TLC): para n amostras aleatorias simples,
retiradas de uma populagdo com média u e variancia ¢® finita, a
distribuicdao amostral da media aproxima-se, para n grande, de uma
distribuicdo normal, com média u e variancia a?/n.

Consequéncia do TLC: sendo X uma varidvel com meédia u e

variancia o? finita, e X a varidavel média amostral, entdo a variavel

X—u _\/;(f—y)

Z=—%==———" tem distribuicdo normal com média O e variancia
o/\n e
1, ou seja, Z ~ N(0,1).

Erro amostral da média: Definido como e =X — 1, permite reescrever

z da seguinte forma, Z:M:@, em que e~N(0,0°/n).
o

(o2

o
4 Facavocé mesmo

Acesse o link <http://www.de.ufpb.br/~tarciana/CPEI/Aula3.pdf>
e estime o erro amostral da media para os dados apresentados na
pagina 15. Considere diferentes valores de Y, como 90%, 95% e 98%.
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Faca valer a pena!

1. Seja uma variavel X~N(u,9) observada em dada populagdo. Com
precisao de 90%, assinale a alternativa que contém o erro maximo que
cometemos ao estimar a verdadeira média dessa populacdo com base

em uma amostra de tamanho n = 25.
a) 1,099.
b) 0,099.
c) 2,9009.
d) 2,970.
e) 0,990.

2. Seja uma variavel X~N(u, 16) observada em dada populagcdo. Supondo
que queiramos um erro amostral da média maximo de € = 1, com 94% de
probabilidade, entre as alternativas a seguir, assinale aquela que contém o
menor tamanho de amostra que possibilite esse erro maximo estabelecido.

a) 46.
b) 55.
c) 59.
d) 62.
e) 68.

3. Os conjuntos de dados a seguir sao obtidos a partir de amostragem.
Eles representam as idades de determinado grupo de frequentadores de
um estabelecimento.

Grupo 1(X)): 31 - 27 - 33 - 33 -24 -25-28 -29 - 24 - 3L
Grupo 2 (X,): 31 - 28 - 28 - 30 - 29 - 31 - 31 - 28.
Grupo 3 (X,): 30 - 28 - 31 - 28 - 31 - 30 - 28 - 31 - 29 - 32.

Sendo ¢, €, e €, 0s erros amostrais dos grupos 1, 2 e 3, respectivamente,
assinale a alternativa correta.

a)e, =¢,<e,.
ble,>¢e,>e¢,

Cle>eg, =¢,
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4. As variaveis X~N(uy,49), Y~N(uy,45) e W~N(u,,,30) sdo observadas
em uma populacdo. Deseja-se coletar uma unica amostra para estimar
a média populacional de ambas as varidveis. Para os estudos que serdao
realizados é necessario que o erro amostral da média seja, no maximo,
&£ = 2 com confianga de 90,30%, 88,12% e 97,96% para as variaveis X, Y

e Z, respectivamente. Desse modo, assinale a alternativa que contém o
menor tamanho de amostra que atenda a essas exigéncias.

a) n=41.
b) n = 34.
c) n=28.
d) n=26.
e) n=49.

5. Para a realizagdo de certo estudo, coletou-se a seguinte amostra:
1075 - 979 — 1034 - 1090 — 904 — 920 - 908 - 1026 — 963

Foi constatado, com 95% de probabilidade, que o erro amostral da média
era de, no maximo, 46,38, valor que foi considerado alto. Com base nisso,
estabeleceu-se um novo erro maximo tolerado, € = 15, sendo necessario
coletar uma nova amostra que sera dimensionada com base na variancia
Var(X) da amostra que sera descartada. Assinale a alternativa que contém
a dimensao da nova amostra.

a) 43.
b) 94.
c)72.
d) 87.
e) 112.

6. Enuncie o Teorema do Limite Central e elenque duas de suas
consequéncias.

U3 - Estatistica inferencial (parte I)
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7. As duas amostras a seguir foram retiradas de uma mesma populagdo e
sdo referentes a uma mesma variavel X~N (u,0%).

Amostra 1 (X)): 61,6 - 63,8 - 61,7 - 59,7 - 66,5 - 64,1 - 58,6 - 59,0

Amostra 2 (X,): 59,4 - 59,4 - 63,0 - 58,8 - 63,6 - 59,6 — 59,2 - 64,5 -
61,6 - 60,3

Faca uma estimativa pontual para u calculando x a partir da amostra que
apresentar o menor erro amostral para a média. Calcule o erro amostral
com precisdo de 93,86%.
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Secao 3.3

Testes de hipoteses para a média (62 conhecido)

Dialogo aberto

Vocé aprendeu anteriormente sobre o Teorema do Limite
Central (TLC) e algumas de suas implicacdes. Esse teorema é de
extrema importancia para a estatistica inferencial e existem diversas
situacdes em que pode ser utilizado, sendo que uma delas € no
teste estatistico de hipdteses. Mas o que significa isso? Segundo
Morettin e Bussab (2010, p. 330):

[...] feita determinada afirmacdo sobre uma populagéo,
usualmente sobre um parametro dessa, desejamos saber
se os resultados experimentais provenientes de uma
amostra contrariam ou nao tal afirmacao. Muitas vezes,
essa afirmacgdo sobre a populagdo é derivada de teorias
desenvolvidas no campo substantivo do conhecimento.
A adequacgado ou nao dessa teoria ao universo real pode
ser verificada ou refutada pela amostra. O objetivo do
teste estatistico de hipoteses ¢, entao, fornecer uma
metodologia que nos permita verificar se os dados
amostrais trazem evidéncias que apoiem ou ndo uma
hipotese (estatistica) formulada.

Para avangarmos um pouco neste assunto, considere a
seguinte situagao-problema: suponha que a empresa M seja uma
prestadora de servicos e que ira concorrer com outras para ser
contratada para determinado projeto. A empresa contratante
(empresa N) afirma que, para a execucao das tarefas pertinentes
ao projeto, é desejavel que os funcionarios possuam, em méedia,
80 kg e altura media maior ou igual a 170 cm, para utilizarem os
Equipamentos de Protecdo Individual (EPIs) de que a empresa
dispde. Em vista disso, a empresa M declara gue seus funcionarios
se encaixam nesses padrdes e acrescenta que, em medicoes
feitas recentemente, constatou-se que o desvio padrdao do peso
de seus funcionarios era 12 kg e que o desvio padrao da altura era
8 cm. Considerando que a empresa N tenha acesso aos dados
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amostrados na Tabela 2.1, ela consegue constatar se a afirmacdo
da empresa M ¢ veridica?

Para que possamos verificar essas afirmacdes, precisamos
compreender melhor como formular hipoteses, adotar algumas
simbologias que nos auxiliardo No processo e compreender Os erros
a que estamos sujeitos. No decorrer desta se¢do apresentaremaos
um roteiro para que vocé possa testar as hipoteses apresentadas e,
ao final, verificaremos as afirmacgdes.

Nao pode faltar!

Formulando hipoteses

As situacdes abordadas em testes estatisticos de hipoteses podem
nos parecer bem familiares. Considere, por exemplo, a afirmacao (A)
“vai chover hoje”. Essa afirmacao pode ser considerada uma hipotese,
Cuja negativa € outra hipotese, (B) ‘'ndo vai chover hoje”. Observe que
as duas hipoteses levantadas sao complementares, isto €, ocorre a
primeira ou ocorre a segunda, Nao ha outra possibilidade.

Figura 3.9 | Previsdo do Tempo em Natal — RN para o dia 18/06/2015

Temperatura minima: 21° C
Temperatura maxima: 29° C
Probabilidade de precipitagao: 60%
Sol e aumento de nuvens de manha.

Pancadas de chuva a tarde e a noite.

Fonte: Climatempo

Como verificar a veracidade da hipotese (A)? E possivel ter certeza
absoluta da ocorréncia de (A) ou (B)? Para respondermos a essas
perguntas, observe a Figura 3.9.

Veja que a previsdo do tempo para Natal traz uma informacao
muito importante, a probabilidade de precipitagcdo, ou seja, a chance
de chover. Para facilitar nossa discussao, vamos denotar as hipoteses A
e B como a seguir:

H,: vai chover hoje H,: ndo vai chover hoje
60 _
(,t"’ Assimile

Ahipotese H, denominada hipotese nula, geralmente e afirmativa ou,
Nno caso de uma variavel quantitativa, uma hipotese de igualdade. Ela
€ nossa principal hipotese, o foco da nossa analise e a que queremos
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pora prova. A hipotese H,, denominada hipotese alternativa, € aquela
gque sera aceita se rejeitarmos a hipotese nula.

! Atencao

Alguns autores também denotam a hipotese alternativa por H_.

Em relagdo a nossa decisdo de aceitar ou rejeitar H, podemos ter
quatro resultados possiveis, elencados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 | Resultados possiveis para um teste de hipoteses

Possibilidades para H

Decisdo -
Verdadeira Falsa

Nao rejeitar H, | Deciséo correta | Erro tipo |l

Rejeitar H, Erro tipo | Decisao correta

Fonte: Morettin (2010)

Para 0 nosso exemplo, a ocorréncia do erro tipo | seria rejeitar a
hipotese “vai chover hoje” e, ao final do dia, constatarmos que choveu.
Denotamos por a a probabilidade de ocorréncia desse erro e, nesse
caso, a =60%. A ocorréncia do erro tipo Il, nesse caso, seria ndo rejeit-
ar a hipotese “vai chover hoje” e, no final do dia, constatarmos que Nao
choveu. A probabilidade de ocorréncia desse erro é 8 = 40%. Podem-
os escrever P(erro tipo ) =a e P(erro tipo Il) = f. Portanto, respon-
dendo as perguntas feitas anteriormente, para verificar a veracidade da
hipotese (A) temos de realizar um teste de hipoteses. Contudo, nunca
teremos certeza absoluta da ocorréncia de uma hipotese, pois sempre
estamos sujeitos a cometer um dos erros apresentados na Tabela 3.2.

Testando hipoteses

Para fixarmos um procedimento para o teste de uma hipotese nula,
considere o seguinte exemplo.

v=| Exemplificando

Uma varidvel X ~N(u,18) é estudada em determinada populagéo.
Parte dos pesquisadores suspeita que U = U, =55 e outros que
t=pu, =50 Nointuito de pdr a prova essas suspeitas eles decidiram
fazer testes para identificar qual delas € a correta. Para isso foi retirada
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1

U

uma amostra da populacao, a qual € apresentada a sequir.
49 -50-48-51-47-48-55-50-55-49-51-53

Com 95% de confianca, qual € a verdadeira média da populacao,

=55 ou u, =507
Resolugao:
Vamos inicialmente testar se 4t = H; =355

Passo 1 (elaborar as hipoteses): precisamos estipular duas hipoteses,
a nula e a alternativa. Como a hipotese nula € sempre de igualdade,
como foi descrito anteriormente, determinamaos:

Hy u =355 H: u#355

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): Como nosso objetivo é
testar a média populacional da varidvel X ~ N (u,18), pelo TLC nossa
estatistica de teste sera X ~N(55,18/12) ou X ~ N(551,5), caso a
hipotese nula seja verdadeira.

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): Como queremos 95% de
confianga, a probabilidade de cometermos o erro tipo | deve ser
a=100%—-95% =5%. Essa probabilidade também ¢ denominada
nivel de significancia.

Figura 3.10 | Regi&o critica para H: p = 55 e H,: u# 55, com o = 5%

a/2 =2,5%

8

Z, 55 T,
Fonte: Os autores (2015)
Rejeitaremos a hipotese H, caso o valor x obtido a partir da amostra
seja muito maior ou muito menor que p,= 55 ou, ainda, quando x
pertencer a regido critica (RC), ilustrada na Figura 3.10.

A regido critica pode ser denotada por RC={xeR[x<X  ou
X—u

o’ /n

Xz )_CCZ } . Observando a tabela Z e lembrando que z = . temos:
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X, =55
z,=-1,96=—" =-1,96J1,5 =%, -55=X, =55-1,96{1,5 =52,6;

JLs

X, =55
z,=1,96=-"= =1,96 1,523702—553)_(?(2:55+1,96\/1,5 ~57,4;

JLs

RC={xeR|X<52,6 ouX >57,4}.

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): a média amostral

¢x,=50,5.

Passo 5 (tomar uma deciséo): como X, € RC, decidimos rejeitar H,,
isto €, ha indicios suficientes que nos permitem refutar a possibilidade
de a méedia populacional ser ul = 55.

Vamos testar agora se u = p, = 50.
Passo 1 (elaborar as hipoteses):

Hyn=50 H,:u+#50

Figura 3.11 | Regido critica para H: 4 =50 e H,: u #50, com a. = 5%

Fonte: Os autores (2015)

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): X ~ N (50,18/12) ou
X ~ N(50;1,5), caso a hipotese nula seja verdadeira.

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): o = 5%

Rejeitaremos a hipotese H, caso o valor x obtido a partir da amostra
pertenga a regido critica (RC), ilustrada na Figura 3.11.

Observando a tabela Z e lembrando que z = \/)# temos:
o’ /n
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X —50
z=-1,96="— =

JLs

=-196yL5=X, -50=Xx, =50-1,961,5 =47,6;

X -50
2,=1,96="2—— =196{1,5=%,_~50=7%, =50+1,96{/1,5 = 52,4;

JL5
RC={xeR|x<47,6 ouX =52,4}
Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): a média amostral
éXx,=50,5.

Passo 5 (tomar uma decisdo): como X, & RC, ngo podemos rejeitar
H, isto € ndo ha indicios suficientes que nos permitam refutar a

possibilidade de a média populacional ser p, = 50.

Desse modo, em concordancia com o problema apresentado,
devemos concluir que a verdadeira média da populagédo é p, = 50.

(tz" Assimile

Regido critica: regido de rejeigcdo da hipotese nula.

! Atencao

Testes de hipoteses como o do exemplo anterior sao ditos bilaterais,
pOIs a reqgido critica tem parte a esquerda e parte a direita do valor que
estad sendo testado.

Caso a regido critica estivesse somente a esquerda do valor que esta
sendo testado, o teste seria unilateral a esquerda; caso estivesse
somente a direita, o teste seria unilateral a direita.

Veja a seguir um exemplo de teste unilateral a esquerda.
v=| Exemplificando

Uma empresa de telefonia fixa oferece um pacote de acesso a internet
com franquia ilimitada e velocidade média mensal de u =50 Mbps com
02 = 6 Mbps®. Paulo contratou o servico e anda desconfiado de que a
velocidade média € menor que a anunciada. Para testar se esta sendo
trapaceado pela empresa de telefonia, ele mediu a velocidade de sua
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conexao durante um més, em 15 diferentes dias e horarios, obtendo a
seguinte amostra:

477 -479-492-485-475-483-505-511-480-489-479 -
479-479-502-514

Considerando que o valor ¢% = 6 esteja correto, ha evidéncias de que a
velocidade fornecida € menor que a contratada?

Resolucao:

Passo 1 (elaborar as hipdteses):

H, u=50 H u<50

Passo 2 (determinar a estatistica de teste) X~ N(50,6/15) ou
X~ N(50;0,4)

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): suponha a = 5%. Como nos
interessa H,: u < 50, a regido critca € RC={Xx e R|X <X} com
P(X £X,)=5% . como mostra a Figura 3.12.

Figura 3.14 | Regido critica para H,: u,= 80 e H,: u,# 80, com a= 2%

Fonte: Os autores (2015)

Mas P(J? < 3_&») =P(Z< Z) em que z=—<—E Observando a tabela
Z, temos:

X.-50
10,4

RC ={x eR| ¥ <48,96}

z=-1,64= =-1,640,4 =x, -50= X, =50-1,64./0,4 = 48,96;

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): X = 48,9

Passo 5 (tomar uma decisdo): como x € RC, optamos por rejeitar H,
ou seja, existem indicios suficientes de que a média populacional € menor
que u=>50.

Concluimos que Paulo esta correto ao afirmar que a velocidade média
fornecida € menor que a velocidade média contratada.
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Valor-p
X—u .

Se efetuarmos ZC:\/T obtemos um valor denominado
O n

"z calculado” ou, ainda, ‘z estrela” (z,) como alguns autores

preferem denotar. Retomando o exemplo anterior, temos
X - 48,9-50 . ~
.= i =-1,74. Veja a representagdo de z, =—1,74 e
\/Gz/n V0,4
de z =—1,64 (determinado a partir do nivel de significancia a = 5%)
na Figura 3.13.

z

Lembre-se de que, ao fixarmos o nivel de significancia a =
5%, obtivemos z = -1,64 a partir da tabela Z. Além disso, com a
relacdo P(Z<z)=P(X<X,) calculamos o valor de X, que serviu

Figura 3.13 | Representacdo de z_= -1,74 e de z = -1,64

a=5%
valor-p

o
-
8|

Fonte: Os autores (2015)

de base para analisar a hipotese nula. Além dessa metodologia de
analise existe outra bastante utilizada, a qual envolve o calculo do
valor-p. No caso do exemplo anterior, representado pela Figura
3.13, o valor-p corresponde a area que se apresenta a esquerda
de z_, abaixo da curva normal e acima do eixo horizontal (regiao
hachurada). Mais formalmente, se o teste de hipoteses for:

e unilateral a esquerda, o valor-p € igual a P(Z < zc);
e unilateral a direita, o valor-p € igual a P(Z > Zc)i

. bilateral, o) valor-p e igual a
P(Z<-|z|)+P(Z2|z])=2 P(Z<-|z).

De acordo com Robert Johnson e Patricia Kuby (2013), uma vez
calculado o valor-p, podemos adotar a sequinte regra de decisdo:

» Se ovalor-p € menor ou igual ao nivel de significancia a, entao
a decisdo deve ser rejeitar H .

» Se 0 valor-p € maior que o nivel de significancia a, entdo a
decisdo deve ser ndo rejeitar H .
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|:|9 Pesquise mais

Leia mais sobre os testes de hipoteses no Capitulo 5 do material disponivel
em: <http://www.est.ufpr.br/ce003/material/apostilace003.pdf>.

Sem medo de errar!

Observe que cada afirmacao feita pela empresa M trata de uma
suposicdo: (1) o peso meédio dos funcionarios € 80 kg; (2) aalturameédia
€ maior ou igual a 170 cm. Denotando por X e Y, respectivamente,
O peso e a altura, temos que as afirmacdes anteriores podem ser
traduzidas matematicamente como u, = 80 e u, = 170. Sendo
assim, temos duas hipoteses nulas a serem testadas:

Problema 1 Problema 2
Ho: 1, =80 Ho: 1,=170
H,:-u,# 80 H:u, <170

Para ambos os problemas, o passo 1 ja foi realizado, ou seja, as
hipoteses ja foram fixadas.

Problema 1: testar u, = 80

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): x~ N (80,122 /20) ou
X ~N(80;7,2), caso a hipotese nula seja verdadeira.

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): suponha a= 2% e RC
como mostra a Figura 3.14. Consultando a tabela Z, e lembrando
X—u

No?/n

Figura 3.14 | Regido critica para Hyu,=80eH,: u+#80 coma=2%

que z= , temos:

Fonte: Os autores (2015)

x, —80
z,=-2,33=-" =-2,337,2=x, -80=Xx, =80-2,33\/7,2=73,7;
1 ]7,2 1 1
x, —80
z,=2,33==2 =2,33{7,2=x, -80=X, =80+2,33/7,2=86,3;
2 \/7’_2 2 2
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RC={xeR|x<73,7 ou x >86,3}.
Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): x, = 76,05

Passo 5 (tomar uma decisdo): como X, ¢ RC, ndo podemos
rejeitar H, isto €, ndo ha indicios suficientes que nos permitam
refutar a possibilidade de a média populacional ser u, = 80.

Problema 2: testar u,= 170

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): y ~ N(170,82 /20) ou
¥ ~N(170;3,2), caso a hipotese nula seja verdadeira.

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): suponha a = 2% e RC

como mostra a Figura 3.15. Consultando a tabela Z, e lembrando
que z=—E temos:
No?/n
¥, —-170
3.2

RC={7 eR|y<166,3}

z=-2,05= =-2,05{3,2=y,-170=y, =170-2,05/3,2 =166,3;

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): y, =172,85

Passo 5 (tomar uma decisdo): como Yy, ¢ RC, ndo podemos
rejeitar H,, isto &, ndo ha indicios suficientes que nos permitam refutar
a possibilidade de a meédia populacional ser u, = 170.

Figura 3.15 | Regido critica para H,: u,= 170 e H,: 1, < 170, com a= 2%

a=2%

[
[
!
[
!
Ye 170

<

Fonte: Os autores (2015)

Portanto, considerando que a empresa N tenha acesso aos
dados amostrados na Tabela 2.1 e o nivel de significancia a = 2%,
nao ha indicios suficientes para que ela consiga refutar a afirmacao
da empresa M de que o peso médio de seus funcionarios ¢ 80 kg
e que a altura meédia € maior ou igual a 170 cm.
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Avancando na pratica

Pratique mais!

Desafiamosvocéa praticaroque aprendeutransferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize
as atividades e depois as compare com as de seus colegas.

Instrucdo

1. Competéncias
técnicas

Ndo se aplica.

2. Objetivos de
aprendizagem

Realizar testes de hipoteses pela abordagem valor-p.

3. Conteudos
relacionados

Testes de hipoteses para a meédia com variancia
conhecida.

4. Descricao
da Situacdo-
Problema

Determinada maquina corta barras de metal com
50 cm, em meédia, sendo o comprimento dessas
barras uma varidvel X ~(u.25em*). Caso a média dos
comprimentos seja superior a 50 cm, ha prejuizo
para a empresa.

Alguns funcionarios suspeitam que a maquina esteja
desregulada e que isso tem causado prejuizo. Para
verificarem a suspeita, coletaram uma amostra de
tamanho n= 36 e obtiveram x=52 cm.

Utilizando a abordagem valor-p e o nivel de
significancia a= 2%, verifique se ha indicios suficientes
para confirmar a suspeita dos funcionarios.

5. Resolucdo
da Situacao-
Problema

Passo 1 (elaborar as hipoteses):
Hyu =50 H;:u>50
Passo 2 (determinar a estatistica de teste):

T~ N(50,25/36) ou ™~ N(50:0,69)

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): a= 2% (dado)
Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra):
2

L X—u _ 52-50 o4

Jol/n 25736

53}

X=
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valor-p =
P(Z2z,)=P(Z22,4)=1-P(Z<2,4)=0,82%

Passo 5 (tomar uma decisdo): como valor-p<a
optamos por rejeitar Hj, ou seja, existem indicios
suficientes de que a média populacional € maior que
u=>50.

Concluimos que ha indicios suficientes de que a

suspeita dos funcionarios pode ser confirmada.

@ Lembre-se

Hipdtese nula (Hy): geralmente € afirmativa ou, no caso de uma
variavel guantitativa, uma hipotese de igualdade. Ela € nossa principal
hipotese, o foco da nossa analise e a que queremos por a prova.

Hipotese alternativa (H,): € aquela que sera aceita se rejeitarmos a
hipotese nula.

Regido critica (RC): regido de rejeicdo da hipotese nula.

Regra de decisdo (abordagem valor-p): se o valor-p € menor ou igual
ao nivel de significancia a, entdo a decisdo deve ser rejeitar H;; se o
valor-p € maior que o nivel de significancia a, entdo a decisdo deve
ser nao rejeitar H.

o
4 Facavocé mesmo

Junto a um colega, colete as informacdes sobre a altura de todos
os alunos da turma. Um de vocés (primeiro) ird calcular a média u
e a variancia % sem que o outro (segundo) veja o resultado de p.
O primeiro ira fazer ao segundo uma afirmacao sobre a méedia, por
exemplo, “a média é u=1,70 m" (ndo necessariamente o verdadeiro
valor de u). O segundo, por sua vez, ird coletar uma amostra e formular
uma hipotese alternativa, por exemplo, “a média u € menor que 1,70
m". Em seguida, conhecendo-se o valor de a2 e estipulando um nivel
de significancia, o sequndo ira testar as hipoteses para refutar ou ndo
a afirmacao do primeiro.
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Faca valer a pena

1. Considere as hipoteses H,: u= 100 e H,: u # 100 elaboradas para a
média de uma varidvel X ~ N (u,9). Para testar essas hipdteses coletou-
se uma amostra de tamanho n = 36 e obteve-se X =98 Supondo um

nivel de significancia a = 5%, assinale a alternativa que contém a regido
critica, ou seja, a regiao de rejeicao da hipotese nula:

a) RC=1{x¥ eR|¥<99,18 ou X >100,82}
b) RC={¥ e R| ¥ <99,02 ou X >100,98}
o RC={x¥ R |X<99,175 ou X >100,825}
d) RC={xeR|X<95,0 ou X >105,0}

¢) RC=1{Xx e R|X¥<97,5 ou X >102,5)

2. Considere as hipoteses H,: = 150 e H: u > 150 elaboradas para a
média de uma variavel X ~ N(u,l6). Para testar essas hipoteses coletou-

se uma amostra de tamanho n = 49 e obteve-se X =154 . Supondo um

nivel de significancia a= 6,3%, assinale a alternativa que contém a regido
critica, ou seja, a regiao de rejeicao da hipotese nula:

a) RC ={%¥ e R| X > 150,66}
b) RC = {x e R| ¥ <150,66}
) RC ={x eR| ¥ >150,87)
d) RC = {x eR| ¥ <150,87}
e) RC ={x e R|x <150,76}

3. Considere as hipoteses H: u =200 e H,: u < 200 elaboradas para a
média de uma varidvel X ~ N (u,25). Para testar essas hipéteses coletou-

se uma amostra de tamanho n = 36 e obteve-se X =199,033 . Assinale
a alternativa que contém o menor nivel de significancia para o qual a
hipotese nula seja rejeitada:

a) 12,3%

b) 10,2%

U3 - Estatistica inferencial (parte 1)
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4. Considere as hipoteses H - u =85 e H,: u # 85 elaboradas para a média de
uma varidvel X ~ N (u,16) e asamostras A = {80, 86, 88, 90, 85}, B = {81, 81,

87,87,81} e C = {88,89,85,92,87}, coletadas para testar as hipdteses. Sendo
a, b e c, respectivamente, os valores-p correspondentes as amostras 4, B e
C, assinale a alternativa correta:

5. Os salarios dos funcionarios de determinado setor da industria
correspondem a uma variavel X ~ N(1500,22500). Em uma pesquisa
foram selecionadas trés industrias desse setor e 30 funcionarios de cada
uma para verificar a média salarial, sendo obtidos os seguintes resultados:

Industria 1 Industria 2 Industria 3
)?1 =1400 X, =1550 X, =1470

Com base nesses resultados e considerando um nivel de significancia a=
2%, assinale a alternativa correta:

a) A industria 1 paga salarios abaixo da média; e ndo se pode afirmar que
as industrias 2 e 3 paguem salarios diferentes da média.

b) As industrias 1 e 3 pagam salarios abaixo da média; e a industria 3 paga
salarios acima da média.

c) As trés industrias pagam saldrios diferentes da média.
d) Nao se pode afirmar que essas industrias paguem salarios diferentes

da média.
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e) A probabilidade de se selecionar um funciondrio desse setor da
industria e este receber mais de RS 1500,00 € menor que 10%.

6. Considere uma fabrica de refrigerantes que envasa embalagens
de 2 L, sendo a quantidade de refrigerante nas garrafas uma variavel
X ~N(p;0,01).

Para controle de qualidade sao coletadas periodicamente amostras
de 20 unidades e mensuradas respectivas quantidades. Se, ao nivel de
significancia de 2%, a hipotese de a média das quantidades ser igual a 2
L for refutada, a linha de producdo € pausada para verificacdes e ajustes
nos equipamentos.

Com base na amostra a seguir, a linha de producao deve ser pausada?

1,90-209-207-189-194-189-215-210-2,06-213-2,05
-203-204-211-212-215-186-210-198 -190

7. Os parafusos fabricados por uma empresa tém resisténcia média a tragao
de 120 kg, com desvio padrao de 5 kg. Um depdsito possui uma caixa
com parafusos que o proprietario afirma ser desse fabricante. Entretanto, a
informagdo ndo pode ser confirmada, pois algum funcionario descuidado
estragou a embalagem e perdeu-se a informacao sobre a origem. Na
tentativa de vender para um comprador interessado nos parafusos desse
fabricante, ou de melhor qualidade, o proprietario do depdsito disse que
faria um desconto no produto e daria 15 unidades para que o comprador
pudesse testar a resisténcia média a tracdo e confirmar a origem. Da
amostra testada o comprador constatou que a resisténcia média foi de
117,5 kg.

Com essas informacdes e um nivel de significancia de 2%, é possivel
confirmar a informacao dada pelo proprietario do depodsito?

U3 - Estatistica inferencial (parte I)
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Secao 3.4

Testes de hipoteses para a média (6 desconhecido)

Dialogo aberto

Na secdo anterior, vocé aprendeu a formular e testar hipoteses.
Entretanto, ha um detalne que deve ser acrescentado: Nnos
supusemos que a variancia populacional era conhecida. Essa
suposicao também foi feita nas secdes 3.1 e 3.2 e, em alguns
casos, utilizamos Var(X) como aproximacdo de g2 Diante disso
surgem alguns questionamentos: (1) em situacdes reais, com que
frequéncia conhecemos o verdadeiro valor de @?? (2) é correto
utilizarmos Var(X) no lugar de 0%?

Em relacdo ao primeiro questionamento, a resposta € "quase
nunca’. Somente em raras situacdes isso ocorre. Um exemplo,
inclusive descrito anteriormente, ¢ quando o IBGE, a cada dez
anos, realiza um censo e obtem os verdadeiros parametros
populacionais. Se utilizamos no ano seguinte ao censo o valor
de 02, de certa forma estaremos lidando com um parametro real,
mas com um pequeno atraso; devemos esperar que ele esteja
desatualizado, mas podemos supor que o verdadeiro valor seja
proximo. Essa mesma suposicao teria de ser feita com cautela se
utilizassemos a? muito tempo depois do censo.

A resposta para o segundo questionamento é “sim, desde que
de forma adequada”. A distribuicdo normal padrao (ou distribuicao
z) € utilizada para os casos em que a variancia populacional €
conhecida ou quando temos grandes amostras. Para pequenas
amostras e variancia populacional desconhecida, o correto e
utilizarmos a distribuicdo de Student (ou distribuicao t).

Para nos aprofundarmos nesse assunto iremos propor a mesma
situacao-problema da secdo anterior, mas com uma pequena
modificagado, supor as variancias populacionais desconhecidas.
Desse modo, questionamos novamente: considerando que a
empresa N tenha acesso aos dados amostrados na Tabela 2.1, ela
consegue constatar se a afirmacdo da empresa M é veridica, isto
€, que os funcionarios possuem, em media, 80 kg e altura média
maior ou igual a 170 cm?

U3 - Estatistica inferencial (parte 1)



Nao pode faltar!

Distribuicdo de Student

A distribuicdo t de Student € uma distribuicdo de probabilidade
proposta pelo irlandés W. S. Gosset, em 1908. Gosset era
funcionario de uma cervejaria e escreveu sobre essa distribuicao
em um trabalho publicado com o pseuddnimo “Student’, dai a
justificativa para o nome atribuido. Nesse trabalho, Student supds
gue as amostras eram retiradas de populagdes normalmente
distribuidas. Mesmo sem essa suposicao, mais tarde se constatou
que sdo obtidos resultados satisfatorios para quaisquer populacdes
(normais ou ndo) quando sao utilizadas grandes amostras.

Lembre-se de que na se¢ao anterior utilizamos para os testes de

. i X—U
hipoteses a estatistica z=
P NJo?/n

com média 0 e variancia 1, ou seja, Z~N (0,1). Além disso, segundo
Johnson e Kuby (2013):

, a qual € normalmente distribuida

[...] quando um ¢? conhecido é usado para fazer uma
inferéncia sobre a média y, a amostra fornece um valor
para aplicar nas férmulas. Esse valor é x. Quando o
desvio padrao da amostra Dp(X) também é usado, esta
fornece dois valores: a média amostral X e o erro padrdao
estimado VVar(X)/n. Como resultado, a estatistica z sera
substituida por uma estatistica que representa o uso
de um erro padrao estimado. Essa nova estatistica é
conhecida como a estatistica t de Student.

Desse modo, substituindo @ por Var(X), temos:

‘t"’ Assimile

Estatistica z Estatistica t
] — P . 2
Jo?/n Var(X)/n
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Diremos que uma variavel T possui distribuicdo t de Student, e
denotaremos por t(v), se sua f.d.p. € dada por:

e « ((V+1)/2)(1+t2/V)f(w])/zl com —o <t <,

flsv)=2 (v/2)Jzv

em que I' € denominada funcéao Gama e v sdo os graus de liberdade.
Veja na Figura 3.16 as distribuicdes normal padrao e t de Student, com
v = 2. Para calcularmos os graus de liberdade efetuamosv=n-1, em
que n é o tamanho da amostra que estamos trabalhando. O numero
de graus de liberdade € equivalente ao numero de desvios em relacao a
media que nao estao relacionados. Para compreender melhor, lembre-
se de que foi descrito na secado 2.4 que a soma dos desvios Z(x,. —)?)
e igual a zero. Portanto, quando temos n desvios x, — X, somente n - 1
destes tém liberdade de valor, pois o ultimo desvio fica determinado
pela relagéo Z(xi - )_c) =0.

Figura 3.16 | Distribuicdo z e distribuicdo t

distribuicao z

distribuicao ¢
v=2

Fonte: Os autores (2015)

Nao entraremos em detalhes acerca da f.d.p. da distribuicdo de
Student ou da funcao Gama, pois NOssO intuito € utilizar valores
tabelados para as probabilidades relacionadas a essa distribuicao.

‘tz” Assimile

Graus de liberdade (v): numero de desvios em relacdo a média que
nao estdo relacionados entre si. Para calcular os graus de liberdade,
efetuamosv=n-1.

Tabela para a distribuicdo t

Diferentemente da distribuicdo z, em que possuimos uma unica
tabela, para a distribuicdo t teriamos de ter uma grande variedade,
uma para cada grau de liberdade. Entretanto, para o nosso trabalho
Nnao € necessaria uma tabela tdo completa quanto a tabela Z,
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disponivel em <http://www.leg.ufpr.br/~silvia/CEQ01/tabela-normal.
pdf>, por exemplo. Basta uma que possua probabilidades-chave, as
quais sao muito utilizadas, como mostra a Tabela 3.3. O cabecalho
dessa tabela fornece os niveis de significancia ou, em outras palavras,
as probabilidades de ocorréncia. A coluna da esquerda apresenta
Os graus de liberdade, e o corpo da tabela apresenta os valores t
(¢ calculado), tais que a area a esquerda de —t_, abaixo da curva de
densidade de probabilidade e acima do eixo horizontal, € igual a a.
Essa tabela pode ser mais bem interpretada com o auxilio da Figura
3.17.

Tabela 3.3 | Distribuicdo t de Student: valores de ¢ tais que Pt <-t) = a(ou Pt=>t) = a

Nivel de significancia (a) unilateral
0,1% 0,2% 0,5% 1% 2%| 25% 5%
1| 318,309| 159,153 | 63,657 | 31,821| 15895| 12,706 | 6,314
2 22,327 15764| 9925| 6965| 4,849 4,303|2,920
3 10,215 8,053 5841| 4,541| 3482| 3182| 2,353
4 7173 5951 | 4,604 3747 2,999| 2,776| 2132
5 5893| 5030| 4032| 3365| 2757| 2571| 2,015
6
7
8
9

5208| 4,524 3707 3143| 2612| 2447| 1,943
4,785 4,207| 3499| 2998| 2517 2,365 1,895
4,501 3991 3355| 2,896 2449 2,306| 1,860
4,297 3835| 3250| 2,821| 2,398| 2,262 1,833
10 4,144 3716| 3169| 2764| 2,359| 2,228 1812
11 4,025| 3624 3106 2718| 2,328| 2,201| 1,796
12 3930| 3550 3055 2681| 2303| 2179| 1782
13 3852| 3489| 3012| 2650 2282 2160 1771
14 3787| 3438| 2977| 2624 2264 2145| 1761
15 3,733 3395| 2947| 2602 2249 2131| 1753
16 3686 3,358 2,921 2583| 2235| 2120| 1746
17 3646| 3,326| 2,898| 2,567| 2224| 2110| 1,740
18 3610| 3298| 2,878| 2552| 2214| 2101| 1734
19 3,579 3273 2,861 2539 2205| 2093 1729
20 3,552 3251 2,845| 2,528| 2197| 2,086| 1725
21 3,527 3231 2831| 2518| 2189| 2,080| 1,721
22 3,505 3214 2819 2,508| 2183| 2,074| 1717
23 3485 3198| 2,807| 2500 2177| 2069 1714
24 3467| 3183| 2,797| 2492| 2172| 2,064| 1711
25 3,450 3170 2,787 2485| 2167| 2,060| 1,708
26 3,435 3158| 2,779| 2479 2162| 2,056| 1,706
27 3421 3147 2,771 2473| 2158| 2,052| 1,703
28 3408 3136| 2,763| 2467 2154| 2,048| 1,701
29 3,396 3127 | 2,756 2462| 2150| 2,045| 1699
30 3,385 3118 | 2,750 2457| 2147| 2,042| 1,697

Fonte: Os autores (2015)

U3 - Estatistica inferencial (parte 1)

169



170

Figura 3.17 | Area a correspondente a: (a) P(t < -t ); (b) P(t > t)

c [

Fonte: Os autores (2015)

Alguns valores de probabilidades que ndo constam na tabela
T também podem ser obtidos por meio das propriedades
apresentadas na secdo 3.1, também validas para a distribui¢do ¢t,
entre as quais destacamos:

« P(a<t<b)=P(1<b)-P(t<a)
« P(t<pu=0)=P(t2pu=0)=0,5
« P(t21,)=1-P(t<1,)

Observe que a Tabela 3.3 tem valores de t para graus de
liberdade variando de 1 a 30. Algumas tabelas, como a disponivel
no link <http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Tabela%20t.pdf>,
apresentam valores de t_para graus de liberdade acima de 30,
contudo, de modo mais espagado e até, no maximo, 130 graus
de liberdade. Pergunta: por gue ndo construir também uma tabela
para v > 130? A resposta ¢ simples: quanto mais graus de liberdade
temos, mais a curva de densidade da distribuicdo ¢ se aproxima
da curva normal padréo. Logo, quando tivermos muitos graus de
liberdade, podemos utilizar a tabela Z em vez da tabela T.

Veja um exemplo de aplicagcdo da tabela T.

vz| Exemplificando

Uma variavel X~N (u,0%) é estudada em determinada populagdo. Parte
dos pesquisadores suspeita que u = u, = 55 e outros que pu = u, =
50. No intuito de pdr a prova essas suspeitas eles decidiram fazer
testes para identificar qual delas € a correta. Para isso, foi retirada uma
amostra da populagdo, a qual € apresentada a sequir.

49 -50-48-51-47-48-55-50-55-49-51-53
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Com 95% de confianca, qual € a verdadeira média da populacdo, u,
=55 ou u, =507

Resolucao:

Observe que este ¢ o mesmo exemplo apresentado na Secao 3.3, com
a diferenca de que agora ndao conhecemos a variancia populacional.
Apesar disso, 0S passos a serem seguidos sa0 0S MesMOos:

Vamos inicialmente testar se y = u, = 55.

Passo 1 (elaborar as hipoteses):

H, u=55 H:u#55

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): como a varidancia

. , ) o . X —
populacional é desconhecida, a estatistica sera t=—=2HK _ comv

= 11 graus de liberdade. Var(X)/n
Passo 3 (fixar o nivel de significancia): a =100% —95% = 5%

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): a média amostral
é X, =50,5 e Var(X)=7.

Rejeitaremos a hipotese H  caso o valor x obtido a partir da amostra
seja muito maior ou muito menor que u, = 55 ou, ainda, quando x
pertencer a regido critica

RC={xeR|X<X, ou X2 )_Ccz}_ Observando a tabela T na linha
v =11 e coluna correspondente a probabilidade 2,5% (pois o teste &
bilateral), temos:

X —55
1, =-2,201="4 - =-2,2014/0,583 =%, -55= %, =55-2,201,/0,583 = ¥, =53,3;
e
X -55 _ _ _
£,=2,201="2—"=2,201,/0,583 =% -55=%_ =55+2,201/0,583 > %, =56,7;

ﬁ
12

RC={xeR|x<53,3 ou x>56,7}.
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Passo 5 (tomar uma deciséo): como X, € RC, decidimos rejeitar H,,
isto €, ha indicios suficientes que nos permitem refutar a possibilidade
de a media populacional ser u, = 55.

Vamos testar agora se pu = u, = 50.

Passo 1 (elaborar as hipoteses):

H, u=50 H:u#50

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): como a variancia

populacional € desconhecida, a estatistica sera (=—E _ comv=
Var(X)/n

11 graus de liberdade.
Passo 3 (fixar o nivel de significancia): ¢ =100% —95% =5%

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): a meédia amostral
é X, =50,5 e Var(X)=7 Logo:
, _50.5-50

© J7/12

Observe na tabela T que, a medida que percorremos suas colunas

=0,655.

da esquerda para a direita, o valor @ aumenta e os valores de ¢
diminuem. Assim, t = 0,655 (menor que todos os valores da tabela T)
deve corresponder a um valor de a;, maior que 5%. Em consequéncia
disso, temos:

valor-p :2-P(tS—|tC|):2-at,‘ >2-5%=10%.

Mais precisamente, podemos verificar utilizando o computador ou
uma tabela T mais completa que o valor-p, nesse caso, € igual a
52,62%.

Passo 5 (tomar uma decisdo): como o valor-p € maior que o nivel de
significancia a = 5% estipulado, ndo podemos rejeitar H, isto €, ndo
ha indicios suficientes que nos permitam refutar a possibilidade de a
média populacional ser u, = 50.

Desse modo, em concordancia com o problema apresentado,
devemos concluir que a verdadeira média da populagéo € u, = 50.
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Vejamos agora um exemplo de teste unilateral a direita.

v=| Exemplificando

Seja uma variadvel X~N (u,0%) de dada populagdo. Foram levantadas
duas hipoteses para a média populacional p,:

Hyu=15 H:u>15

Para testar essas hipoteses, foi coletada uma amostra de tamanho n =
30 da qual se extraiu X =15,265 e Var(X)=0,5.

Com 95% de confianca, € possivel refutar a hipdtese nula?
Resolucgao:

Passo 1 (elaborar as hipoteses):

Hyu=15 H:u>15

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): como a varidncia

populacional € desconhecida, a estatistica sera t=# comv
=29 graus de liberdade. ar(X)/n

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): o =100% —95% = 5%
Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): x =15,265 e
Var(X)=0,5 Logo:

_15,265-15 _

t,=— =
10,5730
Observe na tabela T, na linha correspondente a v = 29, que o valor

que mais se aproxima de t = 2,053 € 2,045, que corresponde a 2,5%.
Assim, temos:

2,053

valor—sz(Z >1,)=2,5%.

Mais precisamente, podemos verificar utilizando o computador que o
valor-p, nesse caso, € igual a 2,46%.

Passo 5 (tomar uma decisdo): como o valor-p € menor que o nivel
de significancia @ = 5% estipulado, podemos rejeitar H,, isto &, ha
indicios suficientes que nos permitem refutar a possibilidade de a
media populacional ser u = 15.
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U9 Pesquise mais

Leia mais sobre os testes de hipodteses com variancia desconhecida no
capitulo 5 do material disponivel em: <http://www.est.ufpr.br/ce003/
material/apostilace003.pdf>.

Sem medo de errar!

Observe que queremos novamente por a prova as afirmacdes
feitas pela empresa M: (1) o peso médio dos funcionarios € 80 kg;
(2) a altura média € maior ou igual a 170 cm. A principal diferenca
com relacao aos testes da secao anterior se apresenta na distribui-
¢ao que sera utilizada, pois ndo iremos mais supor que a variancia
populacional é conhecida. Denotando por X e Y, respectivamente,
temos as seguintes hipoteses a serem testadas.

Problema 1 Problema 2
Ho: 1, =80 Ho: ,=170
H, u,# 80 H,:u, <170

Para ambos os problemas, o passo 1 ja foi realizado, ou seja, as
hipoteses ja foram fixadas.

Problema 1: testar u, = 80

Passo 2 (determinar a estatistica de teste): t=— 2" comv=

19 graus de liberdade (veja Tabela 2.1). Var(X)/n
Passo 3 (fixar o nivel de significancia): a« = 2%

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): X, =76,05 e
Var(X) =137,94

t —ME_1,504

< J137,94/20

Observe na tabela T, na linha correspondente a v = 19, que
o valor que mais se aproxima de t = -1,504 ¢ -1,729, que
corresponde a 5%. Assim, temos:
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valor-p=2-P(1<—|r,[) 2 2-5% =10%

Mais precisamente, podemos verificar utilizando o computador
que o valor-p, nesse caso, € igual a 14,9%.

Passo 5 (tomar uma decisdo): como o valor-p € maior que o nivel
de significancia estipulado, ndo podemos rejeitar H, isto €, ndo ha
indicios suficientes que nos permitam refutar a possibilidade de a
meédia populacional ser u, = 80.

Problema 2: testar pu,= 170
Passo 2 (determinar a estatistica de teste): t:L}fl/ comy=
19 graus de liberdade. Var(Y)/n

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): a = 2%

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): y, =172,85 e
Var(X)=60,45.

, _172,85-170

< J60,45/20

1,639

Observe na tabela T, na linha correspondente a v =19, que o
valor que mais se aproximade t = 1,639 ¢ 1,729, que corresponde
a 5%. Assim, temos:

valor-p= P(1>1)>5%.

Mais precisamente, podemos verificar utilizando o computador
que o valor-p, nesse caso, € igual a 5,88%.

Passo 5 (tomar uma decisdo): como o valor-p € maior que o nivel
de significancia estipulado, ndo podemos rejeitar H, isto €, ndo ha
indicios suficientes que nos permitam refutar a possibilidade de a
meédia populacional ser u,= 170.

Portanto, considerando que a empresa N tenha acesso aos
dados amostrados na Tabela 2.1 e o nivel de significancia a = 2%,
ndo ha indicios suficientes para que ela consiga refutar a afirmacao
da empresa M de que o peso médio de seus funcionarios € 80 kg
e gque a altura média deles € maior ou igual a 170 cm.
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Avancando na pratica

Pratique mais!

Instrucao

Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus conhecimentos
para novas situacdes que pode encontrar no ambiente de trabalho. Realize
as atividades e depois as compare com as de seus colegas.

1. Competéncias
técnicas

Nao se aplica.

2. Objetivos de
aprendizagem

Realizar testes de hipoteses pela abordagem valor-p.

3. Conteudos
relacionados

Testes de hipoteses para a meédia com variancia
desconhecida.

4. Descricdo
da situacao-
problema

Determinada maquina corta barras de metal com 50 cm,
em media, sendo o comprimento dessas barras uma
variavel X~(u,0%). Caso a média dos comprimentos seja
diferente de 50 cm, ha prejuizo para a empresa.

Alguns funcionarios suspeitam que a maquina esteja
desregulada e que isso tem causado prejuizo. Para
verificarem a suspeita, coletaram uma amostra de
tamanho n = 28 e obtiveram x= 52,04 cm e Var(X) = 25
cm?.

Utilizando a abordagem valor-p e o nivel de significancia a
= 5%, verifiqgue se ha indicios suficientes para confirmar a

suspeita dos funcionarios.

5. Resolucao
da Situagao
Problema:

Passo 1 (elaborar as hipoteses):
H, u=50 H;: u#50

. L L X-u
Passo 2 (determinar a estatistica de teste): tfim
com v =27 graus de liberdade.
Passo 3 (fixar o nivel de significancia): @ = 5%
Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra): x =

52,04 e Var(X) = 25.
, _52,04-50

© 25728

Observe na tabela T, na linha correspondente a v = 27,

~2,159

que o valor t = 2,159, € maior que 2,158 que corresponde
a 2%. Assim, temos:
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valor-p =2-P(t<-t[)<2-2%=4% .

Mais precisamente, podemos verificar utilizando o
computador que o valor-p, nesse caso, € igual a 3,99%.
Passo 5 (tomar uma decisdo): como valor-p < a =
5% optamos por rejeitar H , ou seja, existem indicios
suficientes de que a média populacional € diferente de
u=1>50.

Concluimos que ha indicios suficientes de que a suspeita

dos funcionarios pode ser confirmada.

e% Lembre-se

A distribuicdo normal padrdo (ou distribuicdo z) é utilizada para os
Casos em que a variancia populacional é conhecida ou quando temos
grandes amostras (geralmente n > 120). Para pequenas amostras e
variancia populacional desconhecida, o correto ¢ utilizarmos a
distribui¢cdo de Student (ou distribuicéo ¢).

Graus de liberdade (v): numero de desvios em relacdo a média que
nao estao relacionados entre si. Para calcular os graus de liberdade,
efetuamosv=n-1.

o
4 Facavocé mesmo

Junto a um colega, colete as informacdes sobre o peso de todos os
alunos da turma. Um de vocés (primeiro) ird calcular a média u e a
variancia a2, sem que o outro (segundo) veja os resultados. O primeiro
ird fazer ao segundo uma afirmacao sobre a media, por exemplo,
‘a média é u =70 kg" (ndo necessariamente o verdadeiro valor de
). O segundo, por sua vez, ird coletar uma amostra e formular uma
hipotese alternativa, por exemplo, “a média u é diferente de 70 kg”. Em
sequida, estipulando um nivel de significancia, o sequndo ira testar as
hipoteses para refutar ou ndo a afirmacao do primeiro.

Faca valer a penal!

1. Em determinado teste de hipoteses temos H: u=20 e H,: u# 20. Sabendo

que a partir de uma amostra de tamanho n = 25 obteve-se X=19 e Var(X) =4,
assinale a alternativa que contém a regiao critica para a = 5%.

a) RC={x e R|Xx <19,3156 ou X >20,6844}
b) RC={x e R|x £19,1760 ou x > 20,8240}
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o) RC ={x¥ e R|X 19,1744 ou ¥ > 20,8256}
d) RC={x e R|¥<19,3168 ou T > 20,6832}
&) RC ={x e R|X<19,3156 ou ¥ > 20,6832}

2. Deseja-se testar as hipoteses H: u = 60 e H,: u > 60. Sabendo que a

partir de uma amostra de tamanho n = 30 obteve-se x= 61 e Var(X) =9,
assinale a alternativa que contém a regido critica para a = 2,5%.

a) RC ={x e Rx > 61,120}
b) RC ={X e R[x > 61,118}
{¥ eRx 260,931}
{¥ eRx 260,929}
={xeRx 261,178}

RC
d) RC
RC

3. Para testar as hipoteses H: u = 100 e H: u < 100, coletou-se uma

amostra de tamanho n = 20 e obteve-se x= 98,84 e Var(X) = 9. Assinale a
alternativa que contém o valor-p.

a) 0,5%
b) 1%
c) 2%
d) 2,5%

e) 5%

4. Suponha que para testar as hipoteses H: u =50 e H: u > 50 tenha-se

coletado uma amostra de tamanho n = 25, obtendo x= 51 e Var(X) = 16.
Assinale a alternativa correta.

a) 1% < valor-p < 2%
b) 2% <valor-p < 2,5%

c) 2,5% < valor-p < 5%
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d) valor-p > 5%

e) valor-p =5%

5. Considere que para testar as hipoteses H: u =100 e H: u # 80 tenha-
se coletado a seguinte amostra:

83-83-82-80-79-81-80-79-84-80-82-82
Considerando a = 5%, assinale a alternativa correta:
a) N&do se pode rejeitar a hipotese nula, pois valor-p é menor que 5%
b) Deve-se rejeitar a hipdtese nula, pois valor-p € menor que 5%
c) Nao se pode rejeitar a hipotese nula, pois valor-p € maior que 5%
d) Deve-se rejeitar a hipotese nula, pois valor-p € menor que 1%

e) Ndo se pode rejeitar a hipdtese nula, pois valor-p é maior que 1%

6. Sejam as hipoteses H,: u=1500 e H,: u < 500. Determine a regido critica
para a = 5%, sabendo que de uma amostra de tamanho n = 28 obteve-

se X =498 e Var(X) = 100. Por fim, conclua se a hipotese nula deve ser
rejeitada ou ndo.

7. Para testar as hipoteses H: u = 150 e H;: u # 150 coletou-se uma

amostra de tamanho n = 200, obtendo-se x = 151,46 e Var(X) = 64.
Considerando a = 2%, verifique se a hipotese nula deve ser rejeitada ou
nao.
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Unidade 4

Estatistica Inferencial (parte |l)

Convite ao estudo

Muitas das pesquisas e investigacdes que realizamos tém o
objetivo de verificar a existéncia de relacdo entre duas variaveis.
Voceé viu um exemplo disso na Unidade 1, quando foi descrita
a lei da oferta e da demanda. Lembre-se de que o preco (X) e a
quantidade ofertada (Y) possuem uma relagcao direta, ou seja, um
aumento no preco implica um aumento na quantidade ofertada;
ja o preco (X) e a quantidade demandada (Z) possuem uma relacao
inversa, isto €, um aumento No preco ocasiona uma reducao na
quantidade demandada.

A lei da oferta e da demanda indica que as variaveis X e Y estao
relacionadas, assim como as variaveis X e Z. Uma vez cientes da
existéncia de relacao entre duas variaveis, podemos fazer diversos
questionamentos: (1) a relacao entre as duas variaveis e forte
ou fraca? (2) a relagdo é direta ou inversa? (3) como medimos a
relacdo entre duas variaveis? (4) por que estudar a relagdo entre
duas variaveis?

Para dar um direcionamento as possiveis respostas para
€ssas perguntas, vamos retomar duas situacdes abordadas
anteriormente: a da unidade 1, em que solicitamos que vocé se
pusesse No papel de um vendedor que necessitava determinar a
demanda de mercado de um produto; e a da unidade 2, em que
foi sugerido que voceé supusesse que era um funcionario de uma
grande empresa e deveria descrever o perfil dos funcionarios.

Se soubermos que duas variaveis estao relacionadas, teremos
a garantia de que, ao haver uma modificagdo em uma delas, a
outra tambem sera alterada. Com isso, saber se a relacao ¢ forte
ou fraca, direta ou inversa, implica, na modificacdo de uma variavel,
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conhecer a magnitude da alteragao que ocorrera na outra variavel
e 0 sentido dessa alteragdo (positivo ou negativo). Vimos algo
semelhante quando calculamos a elasticidade, na Unidade 1.

A principal motivacdo para estudarmos a relacdo entre duas
variaveis € a possibilidade de prever resultados futuros ou inferir
valores ndo amostrados de uma populacao. Lembre-se de que,
na Unidade 2, foi perguntado aos funcionarios da empresa M
qual era a avaliacdo deles em relacdo as condicdes de trabalho
€ a remuneracao. Imagine novamente que vocé € o funcionario
citado na Unidade 2; sera que essas variaveis estao relacionadas?
Quanto maior a remuneragao, maior a satisfacdo do funcionario?
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Secaon 4.1

Correlacdo entre variaveis quantitativas
Dialogo aberto

Nesta secdo vocé aprendera a medir 0 grau de associacao entre
duas variaveis. Mensuramos essa associacao por meio do coeficiente
de correlacdo. Para ilustrar esse conceito, imagine novamente que
vocé é um funcionario da empresa M e que necessita avaliar a relacdo
existente entre a satisfacdo em relacdo as condicdes de trabalho e
a satisfacdo em relacdo a remuneracao. Sera que, quanto maior é
a satisfacdo em relacdo a remuneracao, mais satisfeitos ficam os
funcionarios em relacao as condicdes de trabalho?

Para responder a essas perguntas vocé devera elaborar um
diagrama de dispersao e calcular o coeficiente de correlacao.

Nao pode faltar

Bastante énfase foi dada atée o momento para o tratamento
de cada variavel separadamente, estudada em dada populagdo.
Analises com essa caracteristica séo denominadas univariadas. O
que ocorre € que nem sempre estamos interessados em estudar
uma unica variavel de cada vez, mas sim duas ou mais e a relacao
entre elas. Tais analises sdo denominadas multivariadas. Neste livro
nos limitaremos a estudar o caso bivariado, ou seja, a analise de
duas variaveis simultaneamente.

Veja como exemplo os dados da Tabela 4.1, amostrados a partir
da populacado de criancas de 0 a 5 anos em determinada cidade.

Tabela 4.1 | Idade e altura de uma amostra de 24 criancas

Idade (em meses) 0 0 5 5 10 10 15 15 20 20 25 25
Altura (em cm) 49,1| 497|524 510| 616| 61.2| 571| 504| 716| 670| 636| 707
Idade (em meses) 35| 35| 40| 40| 45| 45| 50 50 55 55 60 60
Altura (em cm) 853| 775| 870|828 835| 841|86,5| 101,7| 101,3| 104,2| 110,1| 1107

Fonte: Os autores (2015)
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Observe que ha um total de 24 observacdes, ou seja, uma amostra
de 24 criangas. Alem disso, de cada crianga foram coletadas duas
informagdes, a saber, a idade em meses e a altura em centimetros.
Se denominarmos X a variavel idade e Y a varidvel altura, também
podemos escrever as informacgdes anteriores da forma (X, Y), em que
o primeiro valor se refere a idade e o sequndo a altura:

(0;491), (0; 49.7), (5; 52,4), (5; 51), (10; 61,6), (10; 61,2), (15; 57.1), (15;
50,4), (20; 71,6), (20; 67), (25; 63,6), (25; 70,7), (30; 80,6), (30; 77,2), (35;
85,3), (35; 77.5), (40; 87), (40; 82,8), (45; 83,5), (45; 84.1), (50; 86,5), (50;
101,7), (65; 101,3), (55; 104,2), (60; 110,2), (60; 110,7)

Figura 4.1 | Idade e altura de uma amostra de 24 criancas
120,0 -
100,0 - o 0
80,0 - $o0°
60,0 4 ® LI ! :
I $
40,0 A
20,0 4
00 +—/7—F———T"—7T—T—T—T—T—T—1—
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Idade (em meses)

Altura (em cm)

Fonte: Os autores (2015).

A escrita em pares ordenados (X, Y) — ou também (X; Y) - é
muito comum no ambito da analise bivariada, pois deixa bem clara a
associacao do valor de X com o seu Y correspondente, na medida em
que ambos foram coletados de um mesmo elemento da populacdo
(no caso, da mesma crianca). Podemos representar essas informacdes
em um grafico de dispersdo, como se observa na Figura 4.1.

Vocé aprendeu anteriormente que um grafico tem o objetivo de
facilitar a leitura e a interpretacao dos dados, além de dar uma ideia da
distribuicdo de uma variavel. Quando a analise € bivariada, os graficos
também tém o objetivo de investigar a presenca de uma relacao entre
as variaveis. Observando a Figura 4.1, 0 que vocé imagina em relacdo
as variaveis X e Y? Esperamos que vocé tenha percebido que, quanto
maior a idade, maior a altura. Essa ideia nos parece Obvia, mas nem
sempre a relacao de dependéncia entre duas variaveis € tao clara assim.

Uma vez aceita a hipotese de relacao de dependéncia entre duas
variaveis, surgem duas perguntas basicas: (12) essa relacao é forte ou
fraca? (22) de que forma podemos mensurar essa relacao?
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Observando a Figura 4.1, imaginamos que se 0s pontos estivessem
um pouco mais organizados quase daria para tragcar uma linha reta
passando por todos eles. Essa nossa percepcao indica que a relacao
de dependéncia entre X e Y é forte e, além disso, linear. Quando isso
ocorre, dizemos que existe uma correlagao linear entre as variaveis.
Veja mais alguns exemplos na Figura 4.2, em que no eixo horizontal é
representada uma variavel X e no eixo vertical uma variavel Y.

(tz" Assimile

Correlagao: diz-se que duas variaveis estdo correlacionadas quando
existe uma relacao de dependéncia entre elas.

Correlagao linear: duas variaveis estdo correlacionadas linearmente
quando a relagdo entre elas pode ser representada geometricamente
por meio de uma reta.

Figura 4.2 | Diagramas de disperséo e correlacéo linear

R N
.: ...:0 .. : ... :..‘. %,
YN %,

(e)

(c) (d)
(a) (b) Correlagdo
N . . Correlagao Correlagdo
Sem correlagdo  Correlagéo positiva ) altamente
altamente positiva negativa

negativa

Fonte: Os autores (2015)

A Figura 4.2 (a) mostra um caso em que a variavel X e a variavel
Y ndo estdo correlacionadas, isto é, a variacdo de Y ndo é explicada
pela variagdo de X Ja na Figura 4.2 (b) e (c), ha uma correlacao linear
positiva entre as duas variaveis, e, além disso, a variacdo de Y é mais
bem explicada pela variagdo de X em (c). Por fim, na Figura 4.2 (d) e (e),
ha uma correlacao linear negativa entre as duas variaveis, e, além disso,
a variacao de Y é mais bem explicada pela variacdo de X em (e).

(tz" Assimile

Dizer que a correlagao é positiva implica afirmar que, quando X
aumenta, Y também aumenta; quando X diminui, Y também diminui.
Se a correlacdo é negativa ocorre o contrario: se X aumenta, Y
diminui; se X diminui, Y aumenta.

Ha ainda outros casos interessantes, 0s quais podem ser observados
na Figura 4.3 a seguir. Na figura, em (a) e (b) ha a correlacao linear perfeita,
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em que todos os pontos se encontram sobre uma mesma reta. Apesar
de em (c) e (d) os pontos estarem sobre uma mesma reta, Nndo ha
correlacao entre as variaveis, pois a variagcao de uma ndo € explicada pela
variagdo da outra. Por fim, na Figura 4.3 (e) a correlagao entre as variaveis
existe, mas nao é linear.

Figura 4.3 | Mais exemplos de diagrama de dispersédo

°
° °
.. . ‘.‘I
°
° (J .
A (XY XYY X ¥ ° oa 5
° : &
°
. ; hod
I3
(a) (b) (e)
. . () (d) -
Correlagdo Correlagao R . Correlagcdo ndao
) ) Sem correlagdo Sem correlagdo
positiva perfeita  negativa perfeita linear

Fonte: Os autores (2015).

Uma vez identificada uma correlacéo linear entre duas varidveis X
e Y, como quantifica-la? Para responder a essa pergunta, observe o
exemplo da Figura 4.4. Note que os pontos correspondem aos dados

bivariados (3,5), (4,7), (5,6), (7,9), (8,11) e (9,10). Alem disso, estdo tracadas
as retas X e y, em que f:% ey=%, isto €, as medias aritmeticas

dos valores de X e Y, respectivamente. As retas X e y se cruzam no
ponto (6,8), denominado centroide. Também estdo representados no
diagrama os desvios de cada valor em relacao a media.

Figura 4.4 | Diagrama de dispersdo para X e Y

y Tl +2
+3
+1

1
10

«

+1|+3]+2 7

o= N W Hh O O N 0

X
0123 456 7 8 9101112

Fonte: Os autores (2015).

Nesse exemplo, se multiplicarmos os desvios de X pelos desvios
correspondentes de Y teremos somente valores positivos, como
mostra a Tabela 4.2. Observe que Y(X-)(Y,-) =9+2+2+1+6
+ 6 =26 >0, 0 que define que a correlacao entre as variaveis Xe Y é
positiva. Se obtivessemos ¥ (x.- %) (y,- ) <0, diriamos que a correlagdo
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seria negativa; e se X(x,-X)(,-y) =0, X e Y seriam variaveis ndo
correlacionadas. Definimos, entéo, a covariancia.

Tabela 4.2 | Produtos dos desvios

X 3 4 5 7 8 9

Y 5 7 6 9 11 10
X-x 3| -2 -1 +1 +2 | 43
V-7 3] 4 2 | 41 | 43 | +2
&-D@,-»| 9 2 2 1 6 6

Fonte: Os autores (2015)
rS ..
Assimile
&3’
Sendo X e Y duas variaveis continuas, a covarianciaentre Xe Y

¢ dada por Cav(X,y):Z(xL)(l%_f)
e

,comnz=2.

Observe que ao dividir o numero Y (x,- X)(y,-y) porn-1a
interpretacdo feita anteriormente continua a mesma, poisn -1 >
0. Podemos ainda escrever que duas variaveis X e Y-

e Estdo correlacionadas positivamente se Cov(X,Y) > 0;
e Estdo correlacionadas negativamente se Cov(X,Y) < 0;

» N&do estdo correlacionadas se Cov(X,Y) = 0.

vz| Exemplificando

Observe os dados obtidos por amostragem para as variaveis X, Y, Ze W.

X 5 10 15 20 25 30
Y 9 15 18 26 29 31
4 125 130 75 50 50 0
w 90 2 85 8 106 43

Calcule Cov(X, Y), Cov(X, Z) e Cov(X, W) e classifique os pares
de variaveis quanto a correlacao.

Resolucao:

x=17,5y=21,33;,2=71,67, w=55,67.
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Cov(X,1) = (5—17,5)(9—21,33)+.6..+1(30—17,5)(31—21,33) .
Cov(X,2)= (5—17,5)(125—71,67)-;...1+(30—17,5)(0—71,67) - s
Cov(X, )= (5—17,5)(90—55,67)4—6..41—(30—17,5)(43—55,67) o

Logo, X e Y estdo correlacionadas positivamente, X e Z
estdo correlacionadas negativamente e X e W nao estéo
correlacionadas.

Neste momento pode ter surgido uma duvida: guanto maior &
a magnitude da covariancia, mais fortemente estao relacionadas as
variaveis? A resposta € ndo. A covariancia € influenciada pela escala,
logo, guanto maiores os valores de um conjunto de dados, maiores
as chances de a covariancia assumir valores mais elevados. Uma
maneira de corrigir isso € utilizar variaveis padronizadas (x,- X)/
Dp(X) e (y,-y)/Dp(Y) e definir uma nova medida, o coeficiente
de correlagao:

z(xi_f),(yi_y)
r=p(X.,7)= Dp(X) Dp(Y) _ E(x-¥)(n-¥) _ Cov(X.¥)
pl4a, n—1 (n—l).Dp(X).Dp(Y) DP(X)'Dp(Y)'

Com essa transformacdo, -1 < r <+ 1. Além disso, se:

e r> 0, as variaveis estdo correlacionadas positivamente;
« r < 0, as varidveis estdo correlacionadas negativamente;
« r =0, as varidveis ndo estdo correlacionadas;

e r=+41, temos uma correlacdo positiva perfeita;

e r=-1, temos uma correlagdo negativa perfeita.

Quanto mais proximo de 1 se encontra o valor de |r|, mais
forte € a correlacdo; quanto mais proximo de O se encontra o
valor de |r|, mais fraca € a correlacdo. Além disso, se 'y €7, S&0
os coeficientes de correlagcdo das variaveis X e Y e das variaveis Z
e W, respectivamente, |r | > |r | implica que X e Y estdo mais

Xy W
fortemente correlacionadas do que Ze W.
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v=| Exemplificando

Utilizando as variaveis do exemplo anterior, calcule os coeficientes
de correlacdo p(X, V), p(X, Z) e p(X, W) e verifique quais variaveis estdo
mais fortemente correlacionadas.

Resolucao:

Temos Dp(X) = 9,35, Dp(Y) = 8,69, Dp(Z) = 49,67 € Dp(W) = 44,46.

Logo:
XY
p(ny):DCov( , ) _ 80 ~0,98;
p(X)-Dp(Y) 9,35-8,69
Y
p( )Dp(Z) 9,35-49,67
p(X,W): Cov(X,W) 0 ~0.

Dp(X)-Dp(W)  9.35-44,46

Portanto, as variaveis X e Y estdo mais fortemente correlacionadas do
que as variaveis X e Z e do que as variaveis X e W.

Existe uma forma alternativa (mais pratica) de calcular o
coeficiente de correlacao. Para utiliza-la, € necessario definir

SQ(). SQU) e SQ(xy):
(Zx)’

» Soma dos quadrados para x: SQ(x)=Xx’—+=—;

B

H

(Zx)(EZy)

n
2
e Soma dos quadrados para y: SQ(y):ZyZ—(Zy) ;
n

+ Soma dos quadrados parax e y: SO(xy)=Xxy—

Com essa definicao, temos:
= p(X,Y) = M
50(x)-SO(¥)

v=| Exemplificando

SQ(xy)

o . r=p(X,Y)=———~L—
Utilizando a formula (X%.7) 50(x)-S0(Y) "

calcule o coeficiente
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de correlagdo para as variaveis X e Y, cujos dados amostrais foram
apresentados na Tabela 4.1, e classifique as variaveis quanto a
correlacao.

Resolucao:
2 2
SQ(x)szz——(z:) =(02+02+...+602+602)—(0+0+“’2:60+60) ;
720
SO(x)=30700————=9100.
0(x) 24
(Zy)° (49,1+...4110,7)
SQ(y):ZyZ—T:(49,1Z+...+110,72)_ - :
2
S0 () =147300,45- 521 < 9268 62,
(Xx)(2y)

SQ(xy)=ny—T;

SQ(xy):(0-49,1+...+60-110,7)—(0+'"+60)(49’1+"'+110’7)'

E

24
SQ(xy) =63479,5 —% =8876,5.
SQ(xy) 8876,5

PN ot 00 pro s

>

Portanto, as variaveis X e Y estdo positivamente correlacionadas.

D9 Pesquise mais

Complemente e aprofunde seus estudos sobre covariancia e coeficiente
de correlagdo através do link: <http://www.cprm.gov.br/publique/
media/cap9-correl_regres.pdf> (acesso em: 06 jul. 2015).
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Sem medo de errar

Observe a seguir os dados referentes as variaveis G: satisfacao
em relacdo as condicdes de trabalho e H: satisfacao em relacdo a
remuneragao.

H 71 4| 5| 5| 7| 4| 5| 4| 4| 4| 8] 7| 4| 3| 4| 3| 5| 6| 6| 8
G| 8| 5] 1] 4]/ 10] 5| 5] 5| 4] 5| 9| 7| 3| 4] 2| 5| 1] 7]10] 9

O diagrama de dispersao para os dados pode ser observado na
Figura 4.5.

Figura 4.5 | Diagrama de dispersdo para G e H

10 1 . °
o 91 .
g 28 .
T o 7 ° o
%% 5 ¢ ® °
28] ) )
S0 3 |
%2 2 °
T 8 1 ; . : . |
@ 3 4 5 6 7 8
Satisfagcdo em relagdo a remuneracao

Fonte: Os autores (2015)

Observa-se no diagrama que existe uma tendéncia positiva nos
dados, ou seja, quanto maior a satisfacdo em relacdo a remuneracao,
maior a satisfacdo em relacdo as condicdes de trabalho. Vamos
agora medir o grau de associacao de H e G.

Temos:
2 2
SQ(h)=(72+42+...+62+82)—M=577—103 = 46,55,
20 20
(8+5+...410+9)’ 109 _ _
SO(g)=(8+5 +...+10% +9?)— 0 =737- 0 ~142,95;
(7+4+..46+8)(8+5+...+10+9)
SO(hg)=(7-8+4-5+...+6-10+8-9)— :
O(hg)=(7-8+4-5+..+6:10+8-9) L
SQ(hg)=619—103'109=57,65.
= p(1,G) = ——2Ue) T8 20,707,

) JS0(h)-50(g) ~/46,55142,05

Portanto, as variaveis H e G estdo correlacionadas positivamente
e, além disso, como r = 0,707, essa correlacéo é forte.
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Avancando na pratica

Pratique mais!

Desafiamos vocé

Instrugdo

a praticar o que aprendeu transferindo seus

conhecimentos para novas situagdes que pode encontrar no ambiente
de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de seus

relacionados

colegas.

1. Competéncia de | Conhecer os conceitos matematicos basicos e
fundamentos de|proporcionar o desenvolvimento do raciocinio
area logico e quantitativo.

2. Objetivos de|Mensurar a relacdo entre duas variaveis por meio do
aprendizagem coeficiente de correlacao linear.

3. Conteudos

Correlagao; covariancia; coeficiente de correlagdo.

4. Descricao da
situacdo-problema

A seguir, consta o valor gasto com propaganda e a
guantidade vendida de um produto no mesmo mes.

Gastos com propaganda

(x RS 1.000) 100 | 11,0| 122 | 138 | 144 | 155
Unidades vendidas

(X 10.000) 981 97| 126|144 | 136| 162

Verifique se essas varidveis estao correlacionadas
linearmente.

5. Resolucdo da
situacao-problema

Considere X: gasto com propaganda e Y: unidades
vendidas. Temos:

(10,0+...+15,5)°

SO(x)=(10,0"+...+15,5%) - -
=1007.89 7¥ =22,288;

(9,8+...+16,2)°

SO(y)=(9.8"+...+16,2%) -

=1003,65 —Lé} =33,368;

SQ(xy)

10,0+...+15,5)(9,8+...+16,2 :
—(10,0-9,8+...+15,5-16,2) 120 ’2(’ +:162) 004,08 7(”9676’3
=26,168;
r=p(X.Y)= 50(v) 26,168 4, 960.

" J50(x)-50(y)  122.288-33,368

Comor=0,960, as variaveis X e Y estdo fortemente
correlacionadas linearmente e positivamente.
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@ Lembre-se

Duas variaveis estdao correlacionadas quando existe uma relacdo de
dependéncia entre elas.

Dizer que a correlagao é positiva implica afirmar que, quando X
aumenta, Y tambem aumenta; quando X diminui, Y também diminui.
Se a correlacdo é negativa ocorre o contrario: se X aumenta, Y
diminui; se X diminui, Y aumenta.

Duas variaveis podem ser classificadas como: correlacionadas
positivamente, se r > 0; correlacionadas negativamente, se r< 0; ndo
correlacionadas, se r=0; correlacionadas positiva e perfeitamente, se
r=+1, e correlacionadas negativa e perfeitamente, se r=-1.

3
4 Facavocé mesmo

Faca uma amostragem com os seus colegas de classe sobre a
satisfacao em relacdo as condicOes de trabalho e a satisfacdo em
relacdo a remuneracdo. Em sequida, verifigue se essas variaveis estao
correlacionadas.

Faca valer a pena

1. Considere o conjunto de dados bivariados (X, Y), em que, por
amostragem, coletou-se:

(5, 3), (14, 11), (15, 14), (5, 3), (9, 11), (13, 14), (7, 4)
Assinale a alternativa que contém o valor aproximado de Cov(X, Y).
a) 20,02 c) 22,22 e) 20,22

b) 22,02 d) 22,20

2. Assinale a alternativa que contém o coeficiente de correlacdo do
conjunto:

(16, 59), (16, 39), (47, 68), (23, 22), (15, 55), (34, 48)
a) 0,8543 c) 0,3584 e) 0,3845

b) 0,5834 d) 0,3485
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3. Considere o seguinte conjunto de dados, obtidos por amostragem.

X 75 59 32 54 20
Y 78 63 39 59 26
Z 13 23 54 31 63
w S 87 12 93 56

Assinale a alternativa correta:

a) X e Y ndo estdo correlacionadas.

b) X e W estdo correlacionadas positivamente.

c) X e Z estdo correlacionadas negativamente.

d) X e Y estdo positivamente correlacionadas, assim como X e Z.
e) X e Z ndo estdo correlacionadas.

4. Considere as variaveis X, Y, Z e W, para as quais temos Cov(X, Y) = 10,

Cov(X, Z) = 15, Cov(X, W) =18, Dp(X) = 2, Dp(Y) = 6, Dp(Z) =8 e Dp(W) =
10. Assinale a alternativa correta:

a) p(X,Y) =p(X,2) <p(X, W) d) p(X,Y) > p(X,2) = p(X, W)
b)p(X, V) <p(X,2) <p(X, W) e)pX, V) >pX,2) > p(X, W)

ApX V) <pX,W)<pX2)

5. Considere as variaveis X, Y e Z, tais que Cov(X, Y) = 50, Cov(X, Z) = -60,
Dp(X) =10, Dp(Y) =15 e Dp(Z) = 10. Assinale a alternativa correta:

a) p(X,Y) > p(X,Z), o que indica que as varidveis X e Y estdo mais fortemente
relacionadas do que X e Z.

b) |p(X, Z)| > |p(X, V)|, o que indica que as varidveis X e Z estdo mais
fortemente relacionadas do que X e Y.

c) lpX, )| = lpX, V)|

d) |p(X, 2)| < |p(X, Y)|. o que indica que as varidveis X e Y estdo mais
fortemente relacionadas do que X e Z.

e) lp(X, )| = lp(X, V)|
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6. Classifique as varidveis X e Y como correlacionadas positivamente,

correlacionadas negativamente ou nao correlacionadas.

X

40

68

17

41

41

65

Y

51

19

/3

55

45

32

7. Considere os valores amostrados para as variaveis X, Y e Z a seguir.

X 118 122 139 119 127
Y 167 170 190 177 186
Z 189 193 177 191 190

Verifique quais varidveis estdo mais fortemente correlacionadas: X e Y ou

XelZ
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Secaon 4.2

Teste de significancia

Dialogo aberto

Vocé aprendeu na se¢ao anterior a mensurar a correlagao entre
duas variaveis quantitativas por meio do coeficiente de correlacao.
Vale ressaltar que esse coeficiente mede o grau de associagcao
linear entre duas variaveis, isto €, mede o quanto os pontos (X, Y)
em um diagrama de dispersdo se aproximam de uma reta.

As analises feitas para avaliar a forca de associacao entre
as variaveis X e Y foram apenas subjetivas, considerando quédo
proximo o coeficiente de correlagcdo se encontrava de -1 ou +1.
Entretanto, em estatistica, a ferramenta utilizada para comprovar
algo € o teste estatistico de hipoteses. Logo, além de calcularmos o
coeficiente de correlacdo r, precisamos verificar sua significancia.
Para prosseguirmos com essa analise, vamos relembrar a situacao-
problema proposta na secdo anterior: imagine novamente que vocé
€ um funcionario da empresa M e que necessita avaliar a relacao
existente entre a satisfacdo em relacdo as condicdes de trabalho
e a satisfacdo em relacdo a remuneracao. Sera que, quanto maior
€ a satisfacao em relacdo a remuneracao, mais satisfeitos ficam os
funcionarios em relacao as condicdes de trabalho?

Verificamos na se¢do anterior que o coeficiente de correlagdo
para a amostra apresentada na Tabela 2.1 ér= 0,707, e afirmamos
que nesse caso a correlacao é forte. A fim de sustentarmos essa
afirmacdo, precisamos testa-la. Para isso, que procedimentos
devemos adotar?

Nao pode faltar

Vocé aprendeu que o coeficiente de correlagao r é calculado
a partir de dados bivariados (X, Y) e mede o grau de associagdo
entre as varidveis X e Y. O coeficiente r varia no intervalo [-1, +1],
e, alem disso:
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&z” Assimile
» Ser>0, acorrelagdo entre X e Y é positiva, e, quanto mais proximo

r estiver de +1, mais fortemente as variaveis estao correlacionadas.

» Ser<0, acorrelagdo entre X e Y é negativa, e, quanto mais proximo
r estiver de -1, mais fortemente as variaveis estao correlacionadas.

» Ser=0,ndo ha correlacdo entre Xe Y.

Obviamente, se r = 0, mas ndo exatamente igual a zero, temos
indicios de que as variaveis nao estao correlacionadas.

O teste de hipoteses utilizado para testar a forca de uma
correlacao por meio do coeficiente r € denominado teste de
significancia. Segundo Larson e Farber (2010, p. 403):

“[...] as hipoteses nula e alternativa para os testes sdo:

Teste unilateral a esquerda

H, : p > 0(ndo hé correlagdo negativa significante)
H, : p <0(correlagdo negativa siginificante)

{HU p< O(néo ha correlag@o positiva signiﬁcante) Test loteral 3 direit
este unilateral a direita

H, : p >0(correlagdo positiva siginificante)

H, : p =0(ndo ha correlagdo signiﬁcante)
Teste bilateral

H, : p #0(correlagdo siginificante)
.1
Além disso:
&ﬁ’ Assimile

“[...] um teste t pode ser usado se a correlagdo entre duas variaveis
for significante. A estatistica de teste é r e a estatistica de teste

padronizada

segue uma distribuicdo t com n - 2 graus de liberdade.”

Para facilitar a compreensdo, vamos testar a significancia do
coeficiente de correlagao para os dados apresentados na Figura 4.1.
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v=| Exemplificando

Na secdo anterior apresentamos o diagrama de dispersao para 0s
dados correspondentes a idade (X) e a altura (Y) de uma amostra de
24 criangas de 0 a 5 anos. Ao final da se¢do, obtivemos r= 0,967 para
a correlagdo entre essas variaveis. Com 95% de confianga, o valor r =
0,967 indica que a correlacdo é significante?

Resolucao:

Para testar a significancia da correlacdo, executamos 0s seguintes passos:
Passo 1 (elaborar as hipoteses):

H:p =0 (ndo ha correlagao significante).

H:p # 0 (correlagao significante).

Passo 2 (determinar a estatistica de teste):
-
/=

“ [i=r> comv=n-2 graus de liberdade.
n—2

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): a = 100% - 95% = 5%

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra):

Rejeitaremos a hipotese H, caso o valor t, obtido a partir da amostra
seja muito maior ou muito menor que p = 0 ou, ainda, quando ¢,
pertencer a regido critica RC={T=R|T<-touT=>=t}, emque t &
obtido na tabela T. Observando a tabela na linhav=24-2=22ena
coluna correspondente a probabilidade 2,5% (pois o teste € bilateral),
temos t = 2,074. Logo, RC={T€e R|T<-2,074 ou T=2,074}.

Obtivemos r = 0,967 a partir de uma amostra de tamanho n = 24,

logo, calculamos:

fo 097 _i780mere

‘ \/1—r2 \/1—0,9672
n—2 24-2
Passo 5 (tomar uma decisdo): como t_€ RC, decidimos rejeitar H, isto

€, ha indicios suficientes que nos permitem considerar a correlagdo
entre idade e altura significante.
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Vejamos agora o caso de um teste de hipoteses unilateral a
esquerda.
vz| Exemplificando
Analise os dados bivariados na forma (X, Y) a sequir e verifique,

para O nivel de significancia a@ = 2%, se a correlacao entre X e Y &
negativamente significante.

(54,7), (60, 2), (48, 25), (57, 17), (57, 8)

Resolucgao:
Temos:
SQ(x)=Zx2—@:(542+...+572)—M=15318—2762
SO(x)=82,8

e ) o (T4er8) 5o
S0(y)=Xy . =(77+...+8)————=1031 :
SO(y)=334,8
SQ(xy)=ny—(zx)n(zy )

(54+...+57)(7+...+8)
5

SO(xy)=(54-7+...+57-8)—-

SO(xy)=3123- 2765'59 =-133,8

SQ(xy) —-133,8
r= =
JSO(x)-S0(y) +/82,8-334,8

=-0,8036

Conhecendo-se o valor de r, podemos agora testar a significancia.
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Passo 1 (elaborar as hipoteses):
H,:p 20 (ndo ha correlagdo negativa significante).
H, : p <0 (correlagdo negativa significante).

Passo 2 (determinar a estatistica de teste):

r
=

¢ [1=y> comv=n-2graus de liberdade.
n-2

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): o =2% (dado).

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra):

Rejeitaremos a hipotese H, caso o valor t, obtido a partir da amostra
seja muito menor que p =0 ou, ainda, quando t, pertencer a
regido critica RC = {T R |T < —t}, em que t é obtido na
tabela T. Observando a tabela na linha v=5—2 =3 e na coluna

correspondente a probabilidade 2%, temos ¢ =3,482. Logo,
RC={T eR |T <-3,482}

Obtivemos 7 =-0,8036 a partir de uma amostra de tamanho
n=>5, logo, calculamos:

po 08036 . ,339.rc

‘ \/l—rz 1-(-0,8036)2
n-2 5-2
Passo 5 (tomar uma decisdo): como ¢ ¢ RC, decidimos ndo rejeitar

H,. isto €, ndo ha indicios suficientes que nos permitam considerar a
correlacdo entre X e Y negativamente significante.

Por fim, vejamos o caso de um teste de hipoteses unilateral a
direita.

vz| Exemplificando

Analise os dados bivariados na forma (X,Y) a sequir e
verifique, para o nivel de significancia o = 2%, se a correlacdo
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entre X e Y ¢ positivamente significante.
(54, 49), (27, 35), (15, 6), (59, 64), (32, 42)
Resolucao:

Temos:

SQ(x)=Zx2—@:(542+...+322)—M_ 187

n

SO(x)=1381,2

(Zy) (@9 ea2) 196’

S0(y)=Xy* - =(492+...+422 —95720 _

SO(y)=1838,8

SQ(xy):(54,49+m+32'42)_(54+...+32)5(49+...+42)

SO (xy) =8801- 121120

=1470,6

SO (xy) 1470,6
\/SQ )-50(y) 1381,2-1838,8

= 0,923

Conhecendo-se o valor de r, podemos agora testar a
significancia.
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Passo 1 (elaborar as hipoteses):

H,:p <0 (ndo ha correlagdo positiva significante).
H, :p >0 (correlagdo positiva significante).

Passo 2 (determinar a estatistica de teste):

t =——— com v=n-—2 graus de liberdade.

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): a = 2% (dado).
Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra):

Rejeitaremos a hipotese H, caso o valor £, obtido a partir da
amostra seja muito maior que p =0 ou, ainda, quando z,
pertencer a regido critica RC={T €R |T >t}, em que t ¢é
obtido na tabela T. Observando a tabela na linha v=5-2=3
e na coluna correspondente a probabilidade 2%, temos
t=3,482 Logo, RC={T eR |T >3,482}.

Obtivemos r=0,923 a partir de uma amostra de tamanho
n=>5, logo, calculamos:

po L 998 L issere

‘ \/1—r2 1-(0,923)>
n-2 5-2

Passo 5 (tomar uma decisdo): como ¢, € RC, decidimos
rejeitar H,, isto €, ha indicios suficientes que nos permitem
considerar a correlagdo entre X e Y positivamente
significante.

E[9 Pesquise mais

Leia mais sobre o teste de significancia no material disponivel no link:
<http://people.ufpr.br/~jomarc/correlacao.pdf> (acesso em: 13 jul. 2015).
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Sem medo de errar

Vamos relembrar a situacao-problema proposta no inicio desta
secdo: imagine novamente que vocé € um funcionario da empresa
M e que necessita avaliar a relacao existente entre a satisfacao
em relacao as condicdes de trabalho e a satisfacao em relacao a
remuneracao. Sera que quanto maior € a satisfacao em relacao a
remuneracao, mais satisfeitos ficam os funcionarios em relacao as
condicdes de trabalho?

Na secao anterior foi verificado que o coeficiente de correlacdo
entre G: satisfacdo em relacdo as condicGes de trabalho e H:
satisfacdo em relacdo a remuneracdo ¢ r=0,707. Além disso,
essa medida foi obtida a partir de uma amostra de tamanho
n =20, apresentada na Tabela 2.1. Para testar a significancia de r
, executamos os seguintes passos:

Passo 1 (elaborar as hipoteses):
H,:p <0 (ndo ha correlagado positiva significante).
H,:p>0 (correlagdo positiva significante).

Passo 2 (determinar a estatistica de teste):

7

‘ _F com v =n—2 graus de liberdade.
n-2

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): suponha a =5% .
Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra):

Rejeitaremos a hipotese Hj caso o valor 7, obtido a partir
da amostra seja muito maior que p=0 ou, ainda, quando f,
pertencer a regido critica RC={r<R|T>1, em que t € obtido na tabela
T. Observando a tabela na linha v=20—2=18 e na coluna
correspondente a probabilidade 5%, temos t=1,734. Logo,
RC={T R |T>1,734}.

Obtivemos r= 0,707 a partir de uma amostra de tamanho
n =20, logo, calculamos:
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r 0,707

I =

N

~4,241e RC
1-r* 1-(0,707)>

n—2 20-2

Passo 5 (tomar uma decisdo): como ¢, € RC, decidimos rejeitar
H., isto €, ha indicios suficientes que nos permitem considerar a

o

correlacdo entre G e H positivamente significante.

Avancando na pratica

Pratique mais!

Desafiamos vocé

colegas.

conhecimentos para novas situacdes que pode encontrar no ambiente
de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de seus

Instrucao

a praticar o que aprendeu transferindo seus

1. Competéncia de
fundamentos de
area

Conhecer os conceitos matematicos basicos e
proporcionar o desenvolvimento do raciocinio
logico e quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Testar a significancia da correlacdo entre duas
variavelis.

3. Conteudos
relacionados

Coeficiente de correlagdo; teste de significancia.

4. Descricdo da
situacdo-problema

A seguir, consta o valor gasto com propaganda e a
quantidade vendida de um produto no mesmo més.

Gastos com propaganda

(x RS 1.000) 100 | 1,0 | 122 | 138 144 | 155
Unidades vendidas

(x 10.000) 9.8 97| 126 | 144 | 136 162

Teste a significancia da correlagcdo linear entre as
varidveis ‘gastos com propaganda” e ‘unidades
vendidas”.
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5. Resolucdo da
situacdo-problema

Na secdo anterior obtivemos para esses dados
r=0,960, e conclumos que as variaveis X :
gastos com propaganda e Y : unidades vendidas estdo
correlacionadas linearmente e positivamente. Vamos por a
prova essa afirmacdo testando a significancia de 7.

Passo 1 (elaborar as hipoteses):

H 0 P < 0 (3o ha correlacio positiva significante).

H, : p >0 (correlagdo positiva significante).

Passo 2 (determinar a estatistica de teste):

t =—— com v=n—2 graus de liberdade.

Passo 3 (fixar o nivel de significancia): suponha o = 5% .

Passo 4 (calcular a estatistica a partir da amostra):
Rejeitaremos a hipotese H, caso o valor £, obtido a partir da
amostra seja muito maior que P = 0 ou, ainda, quando
¢, pertencer a regiso crica RC={T e R |T >t}
,em que [ é obtido na tabela T. Observando a tabela
na inha v=6—2=4 e na coluna correspondente
& probabiidade 5% temos ¢ =2,132. Logo,
RC={TeR |T>2,132}

Obtivemos 7 = 0,960 a partir de uma amostra de
tamanho 71 = 6, logo, calculamos:

fo 090  _ces7cre

‘ \/l—rz 1-(0,960)2
n-2 6-2
Passo 5 (tomar umadeciséo): como 7, € RC decidimos
rejeitar H,, isto €, ha indicios suficientes que nos permitem

considerar a correlacio entre X e Y positvamente
significante.
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@ Lembre-se

Segundo Larson e Farber (2010, p. 403), “[...] um teste f pode ser

usado se a correlacdo entre duas variadveis for significante. A estatistica
r r

deteste € ¥ e aestatistica de teste padronizada f, = — = ——

segue uma distribuicdo ¢ com n—2 graus de liberdade”.

o
4 Facavocé mesmo

Utilize os dados amostrados de seus colegas de classe na se¢ao anterior,
sobre a satisfacao em relacao as condicdes de trabalho e a satisfacdo em
relacdo a remuneracao, e teste a significancia da correlacao entre essas
variaveis com um teste bilateral ao nivel de confianca de 95%.

Faca valer a pena

1. Considere o conjunto de dados bivariados (X, Y) em que, por
amostragem, coletou-se:

(5, 3), (14, 11), (15, 14), (5, 3), (9, 11), (13, 14), (7, 4)

Assinale a alternativa que contém o valor aproximado do coeficiente de
correlacao entre Xe'Y.

a) 0,92365 c) 0,93265 e) 0,35629

b) 0,92634 d) 0,29356

2. Observe a amostra coletada para os dados bivariados (X, Y) a seguir.

X 1276 1445 1681 1917 1953 1584
Y 1108 1688 1494 2127 2108 1696

Assinale a alternativa que contém o valor aproximado da estatistica de

teste t. = I considerando os dados anteriores.

n—2
a) 3,9905 c) 3,8940 e) 0,8094
b) 0,8940 d) 0,9804
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3. Considere as varidveis Xe Y para as quais foi coletada a amostra a seguir.

X 20 80 40
Y 42 150 81

Assinale a alternativa que contém o menor valor de a para o qual, em um
teste de significancia bilateral, a hipotese nula seja rejeitada, ou seja, o
menor a para o qual a correlagao seja significante.

a) 1% c) 4% e) 10%

b) 2% d) 5%

4. Observe as amostras coletadas para as variaveis X, Y, Ze W.

X 83 85 /8
Y 93 95 6l
Z 56 125 115
w 22 1/ 44

Existe um indicativo de correlacdo entre as variaveis: Xe Y, Xe Z Xe W.
Com 90% de confianca, € possivel afirmar que:

a) As varidveis X e Y e as varidveis X e Z possuem correlagdo significante.
b) As varidveis X e Y e as varidveis X e W possuem correlagao significante.
c) Apenas X e W possuem correlagdo significante.

d) Apenas X e Y possuem correlacdo significante.

e) Apenas X e Z possuem correlagdo significante.

5. Duas variaveis X e Yestdo correlacionadas linearmente, sendo r=0,7976
obtido a partir de uma amostra de tamanho n = 9. Teste a significancia

de r por meio de um teste bilateral e assinale a alternativa que contém o
valor-p:
a) 1% c) 4% e) 10%

b) 2% d) 5%
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6. O coeficiente de correlacdo entre as varidveis X e Y, calculado a partir
de uma amostra de tamanho n = 20, € r=-0,85. Construa a regido critica
para o teste bilateral de significancia para r com a = 5%.

7. Ha indicios de que a correlacdo entre as variaveis X e Y seja significante.
Para comprovar essa suspeita, coletou-se a amostra a seguir.

X 44 28 /6 49
Y 62 41 92 60

Utilize a abordagem valor-p para testar bilateralmente a significancia da
correlagao entre essas variaveis com 98% de confianga.
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Secaon 4.3

Regressao linear
Dialogo aberto

Vocé aprendeu nas secdes anteriores a mensurar a correlacao
linear entre duas variaveis e a testar a significancia dessa correlacao por
meio de um teste estatistico de hipoteses. Vale lembrar que o indice
que foi utilizado (o coeficiente de correlacdo) mede a correlacao linear,
Ou seja, mede 0 quanto os pontos em um diagrama de dispersao se
aproximam de uma reta. Ressaltamos isso porque nao existe somente a
correlacdo linear, mas sim uma grande variedade de associacdes entre
duas variaveis, tais como a polinomial, a exponencial e a logaritmica.

Ao comprovarmos a significancia da correlacdo linear entre
duas variaveis, alguns questionamentos podem surgir: (1) ha como
estabelecer uma relagdo matematica, uma regra de associacao entre
uma variavel X e uma variavel Y? (2) é possivel realizar uma previséo
pontual de Y a partir de um valor de X ndo amostrado?

Para darmos continuidade a essa investigacao, considere a seguinte
situagdo: imagine novamente que vocé € um funcionario da empresa
M e que foi incumbido de descrever o perfil dos funcionarios. A partir
da Tabela 2.1, € possivel estabelecer uma relacao matematica entre
a satisfacdo em relagdo a remuneracdo e a satisfacao em relacdo
as condi¢des de trabalho? Um funcionario que avalie sua satisfacdo
em relacdo a remuneracdo com a pontuacao 9 avaliara com qual
pontuacao a satisfacao em relacdo as condicdes de trabalho?

Veremos nesta secao um meétodo para relacionar matematicamente
duas variaveis correlacionadas linearmente. Vamos a!

Nao pode faltar

Quando testamos a significancia da correlacdo linear entre duas
varidveis X e Y, verificamos se os dados sustentam a hipotese de que
a correlacdo entre elas € ndo nula, ou seja, de que as variagdes de Y
sdo influenciadas pelas variacdes de X de modo linear. Sabendo dessa
influéncia, algo natural & questionar se para um valor especifico de X,
nao amostrado, € possivel prever o valor correspondente de Y .
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Para compreender melhor essa ideia, observe o diagrama da Figura
4.6, obtido a partir da Tabela 4.1. A linha que foi acrescentada € aquela
que melhor se ajusta aos pontos e busca sinalizar uma tendéncia Nos
dados. Com base nisso, que valor vocé espera obter para v, dado que
x =57, isto é, qual seria a estatura de uma crianca com idade de 57
meses?

Vocé pode verificar tanto na Figura 4.6 quanto na Tabela 4.1 que
Nao ha na amostra uma crianca com 57 meses de idade.

Figura 4.6 | Linha de tendéncia para a idade e a altura das criancas de 0 a 5 anos

120,0
100,0 [)
80,0 L4
60,0
40,0
20,0
00 +—7/—————
0 5 10 1520 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Idade (em meses)

Altura (em cm)

Fonte: Os autores (2015).

Logo, para realizar essa estimativa, vocé deve se basear nos demais
valores amostrados e considerar a tendéncia indicada pela linha
vermelha. Esperamos que vocé perceba que o valor esperado para y
, nesse caso, gira em torno de 100. Assim, a previsdo para a altura de
criancas de 57 meses de idade & um valor proximo de 100 cm.

A linha reta representada na Figura 4.6, que € a reta de melhor
ajuste, € denominada reta de regressdo. O papel desempenhado por
essa reta € o de representar geometricamente a associacdo entre as
variaveis X e Y.

Vocé aprendeu na Unidade 1 que uma linha reta € descrita
matematicamente por uma equagao do tipo y = a-x+b,em que
a e b sdo numeros desconhecidos a serem determinados. Uma vez
calculados os numeros a e b, também denominados coeficientes,
podemos calcular o valor de ) para qualquer valor de x dado. Vale
observar que somente conseguiriamos calcular os valores exatos de a
e b se tivessemos os valores populacionais de (X,Y). Como a nossa
andlise sera feita com base em amostras, a equagdo y =a-x+b da

reta de regressdo é reescritacomoy =a. x + b, emquey, aeb sdo as

estimativas paray,aeb.
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Figura 4.7 | Reta de regressdo para A, A, e A

Fonte: Os autores (2015).

Para compreender como sdo calculados os valores de a e ba partir
de uma amostra de dados bivariados (X, Y), observe um exemplo de
amostra na Tabela 4.3 e o diagrama de dispersao correspondente, na
Figura 4.7.

Tabela 4.3 | Dados amostrados para as variaveis X e Y

X 1 3 7
Y 2 5 4

Fonte: Os autores (2015)

Vocé pode verificar na Figura 4.7 que foi adicionada a reta de
equacdo y=4a. x+ b e os erros cometidos ao aproximar os pontos
A, A, e A, poressareta. Os erros e, e, € e; sdo calculados por meio
da diferenca entre o valor de y amostrado (vide Tabela 4.3) e o valor

correspondente de j} calculado por meio da reta de regressao, ou seja,
€ =) _j/i =) _(&'xi +g)

Feito isso, como calculamos o erro total na aproximacao pela reta
de regressao? Institivamente, poderiamos pensar em adicionar 0s erros
e, de cada aproximacao, ou seja, z e; Entretanto, ocorre aqui algo se-
melhante ao que aconteceu No estudo das medidas de dispersao, em
que sugerimos mensurar a dispersao dos dados efetuando Z(Xi - f)
Vocé deve se lembrar de que essa soma € igual a zero. O que foi sugeri-
do para driblar esse inconveniente ¢ elevar ao quadrado cada desvio,
ou seja, Z(xi —f)z. Essa mesma estratégia pode ser utilizada para cal-
cular o erro de aproximacao da reta de regressdo, e, assim, definimos a
soma dos quadrados dos erros como:

50(a.b)=x e =5y, ~(dx +b) |

U4 - Estatistica inferencial (parte 1I)

211



212

A expressao SQ(&,B) é uma funcéo que depende dos valores de a
e b. vamos calcular o valor de SQ(&,B) para alguns casos.

-Se&zOele,temos:

S0(a=0,b=1)=[2-(0-1+1)] +[5-(0-3+1)T +[4-(0-7+1)] =26

eSed=1eb=0,temos:

SQ(& b =0):[2—(1-1+0)]2 +[5-(1:3+0)] +[4-(1-7+0)] =14

Observe que SQ(&,E) varia dependendo dos valores de a e b
escolhidos. O desafio entdo é determinar valores especificos para a e b
tais que SQ(&,E) seja a menor possivel. A ferramenta utilizada para esse
fim € denominada método dos minimos quadrados.

Nao entraremos em detalhes sobre o meétodo dos minimos
quadrados, pois ele envolve recursos de Calculo Diferencial, mas vocé
pode se aprofundar nesse assunto acessando o link: <http://repositorio.
unesp.br/bitstream/handle/11449/101850/silva_mazm_dr_botfca.
pdf?sequence=1> (acesso em: 20 jul. 2015). Iremos nos restringir

a apresentar os resultados que podem ser obtidos por meio desse
metodo.

‘tz” Assimile
Os coeficientes a e B podem ser calculados pelas seguintes formulas:

Dp(Y) A .
e b=y-a-x,

emaue ¥ =p (X, Y) é o coeficiente de correlacdo entre Xe Y: Dp(Y)
e Dp(X) sdo, respectivamente, os desvios padrdes amostrais; e ) e

X s30, respectivamente, as médias dos valores de Y e X.
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Vamos utilizar essas formulas para calcular os coeficientes de
regressao da reta apresentada na Figura 4.7. Temos:

(1+3+7) 11

SO(x)=(1"+3+7")- =59-—-=18,667;

(2+5+4) 11

SO(») =452 4,667;

(22+52+42)—

(1+3+7)(2+5+4) :45_%;4,667;

SO(xy)=(1-2+3-5+7-4)-

SO(xy) 4,667 .
r= = =0,5;
JS0(x)-50(»)  /18,667-4,667

Dp(Y)=1,528 Dp(X)=3,055 ¥=3,667 . X=3,667
. Logo:

Dp(Y) _ .5 1528
Dp(X) 7 3,055

Q>

=r

=0,25;

h=y—a-X=3,667-0,25-3,667 =2,75.

Portanto, a equacgdo da reta de regressdao da Figura 4.7 ¢
y=0,25-x+2,75.

Podemos fazer uma pequena verificagcdo para esses valores,
calculando SO &,b) e constatando se a soma dos quadrados dos

erros € menor que os valores anteriormente calculados:

SQ(&:0,25;13=2,75):[2—(o,25-1+2,75)]2 +[5-(0,25:3+2,75)] +

+[4-(0,25-742,75)] =142,25+0,25=3,5.
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Observe que
SQ(& =0,25h= 2,75) < SQ(&:LB =0) < SQ(&: 0,b = 1)

.Isso pode ser constatado para quaisquer outras escolhas de a e

b, o que faz que os coeficientes de regressdo sejam aqueles que
fornecerem o menor erro, isto €, a reta de equacéo Yy =a-x+ b

€ a que melhor se ajusta aos pontos em um diagrama de
dispersao.

! Atencao

A reta de regressao pode ser obtida para quaisquer conjuntos de dados
bivariados, havendo correlagcao linear ou ndo. O que se deve levar em
consideracao € o objetivo de calcular sua equagao: prever um valor de
y para um dado valor de x. Nesse contexto, so faz sentido calcularmos
a equacao da reta de regressao para os conjuntos de dados bivariados
que possuem correlacdo linear significante, pois, caso contrario, nao
conseguiremos realizar previsdes concretas.

Com base nessaideia, veja o exemplo a sequir.
vz| Exemplificando

Obtenha a reta de regressao para os dados da Figura 4.6 e responda:
qual seria a estatura de uma crianca com idade de 57 meses?

Resolucgao:

Inicialmente, lembre-se de que na secao anteriortestamosa correlacdo
entre a idade (X) e a altura (¥) das criangas com até 5 anos de idade
e constatamos que ha significancia. Logo, faz sentido obtermos a
reta de regressao para esses dados. Recorde-se também de que ja
calculamos o coeficiente de correlacdo e obtivemos # =0,967.

Resta entdo calcular Dp(Y), Dp(X), Y e X . Assim:

Dp(Y)=20,0744; Dp(X)=19,8910: y=75,8375
x=30.

Agora podemos calcular os coeficientes de regressdo:
Dp(Y) 067 20.0744

a=r——=
19,8910

=0,9759;
Dp(X)

2
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l;=f—&-)_c=75,8375—0,9759-30:46,5605.

Portanto, ¥ = 0,9759 - x + 46,5605 ¢ a equacio da reta de regressdo
que pode ser observada na Figura 4.6. Para prever a estatura de uma
crianca de 57 meses de idade, substituimos X =57 na equacio
anterior. Temos:

»=0,9759-57+46,5605=102,1868 =102

Concluimos entdo que a estimativa para a estatura de uma crianca de
57 meses de idade ¢ y = 102 centimetros. Observe que esse valor ¢
proximo do estimado visualmente (100 cm).

Existem formulas alternativas e equivalentes para calcular os
coeficientes de regressao. Séo elas:

nEay-(2x)(Zy) _SO(xv),
nYx—(Ix)>  SO(x)’
Z):J_/—é\l~)_(j=&—a’\&.
n n

a=

D9 Pesquise mais

Veja mais detalhes sobre a regressdo linear nos links: <http://leg.
ufpr.br/~paulojus/CE003/ce003/node9.html>; <http://www.usp.
br/fau/cursos/graduacao/arg_urbanismo/disciplinas/aut0516/
Apostila_Regressao_Linear.pdf>; <http://www.pucrs.br/famat/rossana/
psicologia/Aulal8_Analise_regressao.pdf> (acesso em: 21 jul. 2015).

Sem medo de errar

Vamos retornar a situacao-problema proposta no inicio desta
secdo: imagine novamente que vocé € um funcionario da empresa
M e que foi incumbido de descrever o perfil dos funcionarios. A
partir da Tabela 2.1, € possivel estabelecer uma relacao matematica
entre a satisfacdo em relacdo a remuneracdo e a satisfacdo em
relacao as condicdes de trabalho? Um funcionario que avalie sua
satisfacdo em relacao a remuneracao com a pontuacdo 9 avaliara

U4 - Estatistica inferencial (parte 1I)

215



216

com qual pontuacdo a satisfacdo em relacdo as condi¢cdes de
trabalho?

Vocé aprendeu nas secdes anteriores a mensurar a correlacao
entre duas varidveis e a testar a significancia dessa correlagao.
Durante esse aprendizado, foi visto que o coeficiente de correlacao
linear entre as variaveis G: satisfacdo em relagcao as condi¢gdes de
trabalho e H: satisfacdo em relacdo a remuneracéo ¢ r=0,707
. Além disso, com um nivel de confianca de 95%, foi atestada a
significancia dessa correlacdo. Logo, faz sentido determinarmos a
equacao da reta de regressao.

Da Secdo 4.1, temos: SQ(hg)=57,65; SO(h)=46,55.
Logo,

5 _S0(hg) 57,65
SO(h) 46,55

g=545 Assm b=g-d-h=545-1,238-5,15=-0,926.

~1,238. Seque da Tabela 2.1 que h =5,15 e

Portanto, a equacéo da reta de regresséo ¢ ¢ =1,238-h1—-0,926

Para estimarmos qual pontuacdao em relacdo a condicdo
de trabalho sera atribuida por um funcionario que avaliar sua
remuneracdo com a pontuacdo 9, substituimos 2 =9 na equacéo
anterior, ou seja:

£=1238-9-0,926=10,216=10.

O resultado foi arredondado, visto que a nota que deveria ser
atribuida na pesquisa era um valor entre O e 10. Por fim, concluimos
que um funcionario que atribua nota 9 a sua remuneracao avaliara
as condicdes de trabalho com a nota 10.

Avancgando na pratica

Pratique mais!

Instrugao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus
conhecimentos para novas situacdes que pode encontrar no ambiente
de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de seus
colegas.
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1. Competéncia
de fundamentos
de area

Conhecer o0s conceitos matematicos basicos e
proporcionar o desenvolvimento do raciocinio logico
e quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Obter a reta de regressao para dados bivariados com
correlagdo significante e realizar previsdes para valores
Nndo amostrados.

3. Conteudos
relacionados

Regressao linear.

4. Descricao
da situacao-
problema

A seguir, consta o valor gasto com propaganda € a
quantidade vendida de um produto no mesmo més.

Gastos com propaganda

(X RS 1.000) 10,0 | 110 | 122 | 138 | 144 | 155

Unidades vendidas

(X 10.000) 98| 97| 126|144 | 136 162

Obtenha a equagdo da reta de regressdo para as
varidveis ‘gastos com propaganda’ e ‘unidades
vendidas’, e estime a quantidade de unidades vendidas
para um gasto com propaganda igual a RS 13.000.

5. Resolucado
da situacao-
problema

Nas secdes anteriores obtivemos »=0,960 e
concluimos que as variaveis X : gastos com propaganda
e Y: unidades vendidas estdo correlacionadas
linearmente e positivamente, sendo este fato atestado em
um teste de significancia com 95% de confianga.

Com base nisso, podemos agora obter a equacgdo

da reta de regressdo. Temos SQ(xy)=26,168 e

SQ(x)=22,288. Além disso, a partir da amostra
podemos obter X =12,817 e y =12,717 . Assim:

SO(xy) _ 26,168 _
SO(x) 22,288

b=y—-a-Xx=12,717-1,174-12,817 = -2,330.

a=

2 5

A equacao da reta de regressao correspondente €

y=1,174-x-2,330. Desse modo, a estimativa para a
quantidade de unidades vendidas para um gasto com
propaganda igual a RS 13.000 é:

y=1,174-13-2,330 =12,932 —12.932 unidades.
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@ Lembre-se

A reta de melhor ajuste a um conjunto de pontos em um diagrama de
dispersdo é denominada reta de regressao.

Uma linha reta € descrita matematicamente por uma equagao do tipo
y=a-x+ b .emque a e b s3o nimeros desconhecidos a serem
determinados, também denominados coeficientes.

O método dos minimos quadrados ¢ uma ferramenta que busca
determinar valores especificos para d e b tais que SQ(&,b), a soma
dos quadrados dos erros, seja a menor possivel.

Por minimos quadrados, temos que os coeficientes de regressao sdo
dados porfl:r-Dp(Y)/Dp(X) eb=y-a-X.

~J
4 Facavocé mesmo

Acesse o link:  <http://nbcgib.uesc.br/lec/download/material_
didatico/correlacao.pdf> (acesso em: 21 jul. 2015) e resolva o
problema proposto na pagina 6 desse material. Em sequida, determine
a equacao da reta de regressdo que relaciona o indice DJIA com
o S&P500. Por fim, realize uma previsao para o S&P500 quando o
indice DJIA for 11.000.

Faca valer a pena

1. De determinada amostra de dados bivariados (X, Y) extrairam-se as
seguintes informacgdes:

r=0,75 Dpp(Y)=2 Dp(X)=3 y=20 x=32

Assinale a alternativa que contém a equacao da reta de regressao para
esse caso:

a) y=4,0-x+0,5 A y=0,5-x+4,0 e)V=5,0-x+4,0
b) P=4,5-x+4,0 d y=0,5-x+4,5

U4 - Estatistica inferencial (parte II)



2. A funcio SQ(&,b):Z[y,. —(&-xl. +b)}2 ¢ denominada soma
dos quadrados dos erros. Considerando os valores amostrados a seguir,

assinale a alternativa que contém o valor de SQ(& =1,b= 1).

Y 2 5 8
Yy 4 11 20
a) 144. c) 146. e) 148.
b) 145. d) 147.

3. Observe o conjunto de dados a seguir.

b'e 4 2 8
Y 8 5 13

Sendo )';' =a-x+ba equacdo de uma reta, assinale a alternativa que
contém os valores de a e b tais que SQ(&,b), a soma dos quadrados

dos erros, assuma o menor valor possivel.
aa=13214eb=2,5 ca=1,3214 eb=5,2
D) a=1,2143 eb=2,5 da=1,2143 eh=2,1
e a=1,2143 eb=27

4. Assinale a alternativa que contém a equacao da reta que melhor se
ajusta aos dados bivariados (X, Y) apresentados a seguir.

(3.9). (5, 10), (6, 8), (4, 6)
2P=0,2-x+7.8  P=0,2-x+88  &p=01-x+7,8
b)Y =0,1-x+8,7 dy=0,1-x+9,7

5. De um conjunto de dados bivariados (X,Y) extrairam-se os valores

r=0,8 Dp(Y)=4, Dp(X)=5 y=25e X=50. Por meio

U4 - Estatistica inferencial (parte 1I)

219



220

da reta de regressdo, assinale a alternativa que contém uma estimativa
pontual para

y ., dado x=60.
a) 34.1. c) 43,1. e) 43,4.
b) 31,4. d) 41,3.

6. Considere o conjunto de dados a seguir, cuja reta de melhor ajuste
possui equagdo ) =—2,3-x+62,5.

X 5 10 15 20
Y 50 40 30 15

Determine a soma dos quadrados dos erros SQ(&,b).

7. Determine a equacdo da reta de regressao para o conjunto de dados
a seqguir.

X 10 20 30 40
Y 94 82 68 57
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Secao 4.4

Estudando residuos
Dialogo aberto

Vocé aprendeu na secao anterior a obter a reta de regressao
y=a-x+b a partir de uma amostra de dados bivariados (X,Y)

. Vimos que os coeficientes de regressdo a e b sdo calculados

por minimos quadrados e sao aqueles que minimizam a funcao
SQ(&,IE):Ze,,Z, a soma dos quadrados dos erros. Vocé tambeém
aprendeu que a equagao da reta de regressao tem como objetivo
gerar estimativas pontuais para valores de Y, dados os valores
observados de X.

Lembre-se de que a regressao linear deve ser feita quando a
correlagao linear entre duas variaveis for significante. Caso isso
Nao OCorra, uma previsao )A/ feita a partir de um valor x pode
ter grande imprecisao. Recorde-se tambem de gue na Secdo 3.2
construimos intervalos de confianca para a média amostral. Esse
procedimento € muito comum na estatistica, ndo somente para
estimadores como a média, mas para todo estimador pontual,
como e o caso do estimador )A/ de )y . A construcdo de intervalos
de confianca é feita com base na teoria de probabilidades e tem
por objetivo estabelecer uma margem de erro para a estimativa.

Aproveitamos 0 momento para acrescentar que, apesar de a
analise de significancia ser feita com base em r (coeficiente de
correlagao), seu valor nao auxilia a interpretar o quanto da variagcdo
de Y é devido a sua correlacdo com X e o quanto é devido ao
acaso. Essa interpretacdo € possivel por meio de um estudo dos
residuos de uma regressao linear, ou seja, dos erros ocorridos na
geracao de estimativas pelo processo de regressdo. O estudo de
residuos também auxilia na construcao de intervalos de confianca
para 0s valores de regressao, e por esse motivo ele é o objeto de
estudo desta secao.

Para compreender a importancia do estudo dos residuos,
considere o seguinte problema: imagine novamente que vocé é

U4 - Estatistica inferencial (parte 1I)

221



222

um funcionario da empresa M e que foi incumbido de descrever
o perfil dos funcionarios. Vimos nas secdes anteriores que a partir
da Tabela 2.1 € possivel estabelecer uma relacdo matematica
entre a satisfacdo em relacdo a remuneracao e a satisfacdo em
relacao as condicdes de trabalho. Obtivemos a equacao de
regressao g =1,238-42-0,926, em que H ¢é a satisfacdo em relacéo
a remuneracdo e G é a satisfacdo em relacdao as condicdes de
trabalho. Estimamos que um funcionario que avalie sua satisfagcao
em relacdo a remuneracdo com a pontuacdo 9 avaliara com a
pontuacao 10 a satisfacdo em relacdo as condi¢cdes de trabalho.
Neste ponto surgem alguns questionamentos: € possivel
estabelecer um intervalo de confianca para a estimativa gA0 =107
Quanto da variacdo de G € explicado pela variagao de H e quanto é
devido ao acaso e as caracteristicas proprias de cada funcionario?

Nao pode faltar
Residuos

Quando realizamos uma regressao linear e obtemos os valores
ae b, taisque areta y=a-x+b € aquela que melhor se ajusta ao
conjunto de pontos correspondentes aos valores amostrados para

as variaveis X e Y, sempre estamos sujeitos a erros. Em Estatistica,
tais erros séo denominados residuos.

Vocé aprendeu na secdo anterior que a reta de regressao é
determinada por meio da minimizacao de SQ(&,IS):ZQZ, em que
e, =y,~J é o ero (também denominado desvio nio explicado)
associado ao i-esimo ponto no diagrama de dispersdo. O erro e;
pode ser observado no diagrama da Figura 4.8.

Figura 4.8 | Residuos em uma regresséo linear

a

Fonte: Os autores (2015).
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No diagrama foram representados os pontos amostrais obtidos para
(X, Y), a reta de regressao correspondente, 0 ponto de coordenadas
(xl.,)“z,.), O ponto de coordenadas (x,.,)_z) e O ponto de coordenadas
(¥.7). Uma propriedade associada a toda regressao linear € que o
ponto (X,y) pertence a reta de melhor ajuste. Vale observar que
os pontos (x,7), (x,¥) e (x,,5;) foram adicionados ao diagrama
e Nao necessariamente estdo na amostra para (X,Y). Para uma
analise mais detalhada, definimos:

‘tz” Assimile
O desvio ndo explicado ¢; ¢ a diferenca entre o valor amostrado ),
e O valor previsto por regressao yyou seja, € =Y, — ).

O desvio explicado ¢ a diferenca entre o valor previsto por regressdo
;e ovalor médio Y. ou seja, yi—y.

O desvio total ¢ a diferenca entre o valor amostrado JV; e o valor
medio y, ouseja, y,— .

@ Lembre-se

Vocé ja aprendeu o significado de desvio na Segao 2.4. O que se deve
fazer agora € aprofundar este conceito e adapta-lo ao contexto da
analise de regressao.

As nomenclaturas utilizadas anteriormente sdo, de certa
maneira, autoexplicativas. Contudo, vale observar que:

» O desvio nao explicado se refere a diferenca que pode ocorrer
entre o valor previsto por regressao e o valor amostrado.
Utilizamos essa terminologia porque a regressao por si so
nao explica a diferenca ocorrida, de modo que a atribuimos a
especificidade de cada ponto amostral e ao acaso.

» O desvio explicado € aquele devido a regressao e totalmente
compreendido por meio dela.

» Por fim, o desvio total € a soma do desvio explicado com © ndo
explicado, ou seja:

Desvio total = desvio explicado + desvio ndo explicado.

Com base nas definicdes anteriores, podemos tambeém definir:
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&z” Assimile

A varlagao ndo explicada e |gua{ a soma dos quadrados dos desvios
nao explicados, ou seja, Ze =X0,- y)2 =5Q(4,b).

Analogamente, a variagdo explicada ¢ |9ua a soma dos quadrados
dos desvios explicados, ou seja, Y(¥,-)*.

Por fim, a variagdo total € igual a soma dos quadrados dos desvios
totais, ou seja, X.(y, -2

Ndo entraremosem maiores detalhes, mas € possiveldemonstrar
que a variacao total € igual a soma da variacdo explicada com a
nao explicada, isto é:

o variacao variacao nao
Variagcdo total =

z(yi _J_})Z

Com base nesses conceitos, podemos mensurar o quanto
da variacdo total de Y pode ser explicado pela variacdo de X
considerando a correlacdo existente entre essas variaveis.

explicada + explicada.

(-7 4+ X(y,-7)

Coeficiente de determinagdo (ou explicacdo)

O coeficiente de determinacdo ¢ uma medida que tem por
finalidade mensurar, em termos percentuais, © quanto da variacao
de uma variavel Y é devido a variacdo de X , supondo que essas
variaveis sejam correlacionadas. Esse coeficiente ¢ calculado por
meio da razao entre a variacao explicada e a variacao total, ou seja:

variagdo explicada

coeficiente de determinacdo = —
variacdo total

v=| Exemplificando

Suponha duas variaveis X e Y correlacionadas linearmente, tais
que z y (}2—48 e X(y,—7,)*=12. Qual ¢ o valor do
coeﬁcwemte de determinacao?

Resolucao:

Para essas duas variaveis, a variagcdo explicada é 48 e a variagdo nao
explicada é 12. Logo, a variagao total € 60, ja que corresponde a soma
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das variacOes explicada e ndo explicada. Assim:

Varlag:.ao explicada _ 48 ~0.8 = 80%.
variagdo total 60

coeficiente de determinagdo =

Portanto, 80% da variacdo de Y se deve & variacdo de X, e 20%
(valor obtido efetuando 100% —80% ) n&o se explica pela variagdo

de X.

Existe uma relagdo estreita entre o coeficiente de correlagdo re
o coeficiente de determinagao. Essa relacdo € expressa por:

coeficiente de determinagio = r°.
Por meio dessa relacao, o coeficiente de determinacdo, ou

explicacdo, pode ser calculado mais facilmente, simplesmente
elevando ao quadrado o coeficiente de correlacao.

v=| Exemplificando

Duas varidveis X e Y estdo negativamente correlacionadas de
modo que 7 =-0,9 . Quanto da variagdo de Y pode ser explicado
por sua correlacdo e variacdo de X ?

Resolucao:

Como r =-0,9, o coeficiente de explicagdo sera:
2
P’ = (—0,9) =0,81=81%.

Logo, 81% da variacdo de Y se deve a variacdo de X . Temos ainda
que 19% da variacdo de Y n3o se explica pela variacdo de X e se
deve ao acaso.

Intervalos de previsao
Em Estatistica, sempre que € realizada uma estimativa pontual,

cComo € O Caso da previsao para )A/ feita por meio da reta de

regressdo em que y =d-x+b, & natural pensarmos em construir um
intervalo de confianga para a estimativa. Alguns autores também o
denominam intervalo de previsao.

Segundo Larson e Farber (2010), dada uma equacdo de

regressao linear j;:[z-x+]}, para um valor especifico Xx;, ©
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intervalo de confianca para y, é y,—E <y, <y, + Eou, ainda,
[7,—E.y,+E], em que E ¢ amargem de erro.

vz| Exemplificando

Dada a regressdo linear 3 =10,5-x+4, suponha que, ao nivel de

confianca de 95%, a margem de erro de previsao para )A/ seja E=2.
Determine o intervalo de confianca para o valor )A/O correspondente
ax,=15.

Resolucgao:

A estimativa pontual para a varidvel Y, correspondente ao valor
X, =15, ¢ calculada substituindo esse valor em ¥ =10,5-x+4.
Logo:

v, =10,5-15+4=161,5.
Assim, o intervalo de confianca para )A/O sera:
[¥-Ey +E] =[1615 - 2;161,5 + 2] = [159,5;163,5].

Podemos denotar um intervalo de confianca com probabilidade
Y para J, como [C(f/l.,j/)z[f/i—E,)A/i+E]. Para o exemplo

anterior, temos IC(JA’O = 161,5;95%) = [159,5;163:5]_

Também de acordo com Larson e Farber (2010):

(tz" Assimile

Dada uma regressao linear y=a-x+b, a margem de erro E para
uma estimativa )A/O, calculada a partir de um valor X,), € dada por:

—\2
E=1 -5, [1+1+ (% =¥) -
n anz—(Zx)

em que ty ¢ obtido a partir da tabela T, com 1 — 2 graus de liberdade,
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de modo que P(—ty <t<t, ) =y .Ovalor S, ¢ denominado erro
padrdo de estimativa e calculado pela formula:

\/Zy, be, —axxy,

Observe que Y (y, —)7,,)2 € 0 que denominamos anteriormente de
variacdo nao explicada. Como P( t <t<t ) Y. segue que

a probabilidade de que y pertenca ao intervalo [)’, E y, +E]
também é V.

Para compreendermos melhor a construcdo de um intervalo de
previsao, veja 0 exemplo a sequir.

v=| Exemplificando

Considere a regressao linear y=1 4x+35,7, obtida a partir do conjunto
de dados a sequir.

i 1 2 3 4 5
X 5 10 15 20 25
Y 11,5 22,0 25,5 34,0 40,5

Determine um intervalo de previsdao com 95% de confianca para )30,
dado x, =22.

Resolugdo:

Primeiramente realizamos uma estimativa pontual por meio da regressao
linear:

v, =1,4:22+5,7=36,5.

Como a estimativa pontual para )A/O € 36,5, o intervalo de previsdo (ou

de confianga) para )A/O ¢[36,5-F;36,5+E], em que E éamargem de
erro. Para calcularmos a margem de erro, precisamaos determinar o erro
padrao de estimativa Se e obter ty:%% . Temos:
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Y y,2=11,5"+22,0° +25,5" +34,0° + 40,5 = 4062,75
Yy, =11,5+22,0+25,5+34,0+40,5=133,5

2xy, =511,5+10-22,0+15-25,5+20-34,0+25-40,5=2352,5

Yx}=5"+10"+15*+20° + 25> =1375;

2x, =5+10+15+20+25=75;

co2n 5 s
n 5

\/Zyl —bzy —ax.xy \/4062,75—5,7~133,5—1,4-2352,5 - 1663

5-2

Além disso, consultando a tabela T para v=5—2=3 graus de

-y

liberdade e na coluna correspondente a 2,5% (obtido efetuando

), temos 1,_g,, = 3,182, Logo:

—\2
E=t,-S,- 41y (%, =) -
n anz—(Zx)

1+M 5,291666- 1+1+£?
5-1375-(75) 51250

E:3,182-1,663-\/1+
E=6,252.

Por fim, o intervalo de previsdo para )A/O com 95% de confianca é:

IC (3, =36,5,95%) =[36,5—E;36,5+ E]=[36,5-6,252;36,5+6,252] =[30,248;42,752]

Concluimos assim que ha 95% de probabilidade de )A/O, calculado a partir
de x, = 22, pertencer ao intervalo [30, 248;42,752].
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D9 Pesquise mais

Veja mais detalhes acerca dos intervalos de predicdo em: <http://people.
ufpr.br/~jomarc/regressao.pdf>. Acesso em: 28 jul. 2015. (LARSON; FARBER,
2010; MORETTIN; BUSSAB, 2010).

Sem medo de errar

Agora que vocé ja estudou os residuos, vamos retomar a
situacao-problema proposta no inicio desta secdo:. € possivel
estabelecer um intervalo de confianca para a estimativa g, = 10

, obtida a partir de A, =97? Quanto da variagdo de G ¢ explicado

pela variacdo de H e quanto é devido ao acaso e as caracteristicas
proprias de cada funcionario?

Vocé aprendeu gue para calcular o quanto da variagao de uma
variavel G ¢ devido avariacdo de outra correlacionada H utilizamos
o coeficiente de determinacdo, ou r*. Na Secao 4.1 o coeficiente
de correlacdo dessas variaveis foi estimado em r=0,707. Logo,
r*=0,707% = 0,5=50% . Desse modo, apenas 50% da variacdo
de G sedeve avariacdo de H , e os outros 50% devem-se ao acaso.

Supondo um nivel de confianca de ¥ =95% ., para determinar
um intervalo de predi¢cdo para éo =10 precisamos calcular o erro

padrdo de estimativa S, e a margem de erro E Temos:
> g =8 +5+...+10°+9* =737
22, =8+5+...+10+9=109;
2hg =7-8+4-5+...+6-10+8-9=619;
Sh =T +4+..+6"+8 =577
2h=7T+4+..+6+8=103;

& 103

h= =——=515:
n 20
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\/Zgl bzg —azhg \/737—(—0,926)-109—1,238-619~1995_
20-2 -

Além disso, consultando a tabela T para v=20—2 =18 graus

de liberdade e na coluna correspondente a 2,5% (obtido efetuando

Y :
— ). temos £, s, = 2,101. Logo:

1 n(ho—ﬁ)2
E=t-S,- |1+—+ 5
n n2h2—(2h)
2
E=2,101-1,995- 1+M—4191495 +296 4
720 20577~ (103)’ 20" o1

E=4,903.

Por fim, o intervalo de previsdo para éo =10 com 95% de
confianga €:

IC(g, =10;95%)=[10— E;10+ E] =[10—4,903;10+4,903] =[5,097;14,903].

Como ¢ possivel atribuir apenas uma pontuacgao inteira entre O
e 10, temos 95% de confianca de que um funcionario que avalie
Sua remuneracao com nota 9 ira atribuir uma nota de 5 a 10 para a
satisfacdo em relacdo as condicdes trabalho.

Avancando na pratica

Pratique mais!

Instrucao
Desafiamos vocé a praticar o que aprendeu transferindo seus
conhecimentos para novas situagdes que pode encontrar no ambiente
de trabalho. Realize as atividades e depois as compare com as de seus
olegas.
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1. Competéncia
de fundamentos
de area

Conhecer o0s conceitos matematicos basicos e
proporcionar o desenvolvimento do raciocinio logico
e quantitativo.

2. Objetivos de
aprendizagem

Quantificar a variagdo de uma variavel que se deve
a correlacdo com outra e a variacdo que se deve ao
acaso.

3. Conteudos
relacionados

Regressdo linear; coeficiente de determinagao.

4. Descricao
da situacao-
problema

No quadro a seguir, também apresentado nas se¢des
anteriores, consta o valor gasto com propaganda e a
quantidade vendida de um produto no mesmo més.

Gastos com propaganda

(x R$ 1.000) 100 | 110 | 122 | 138 | 144 | 155
Unidades vendidas

(x 10.000) 98| 97| 126|144 | 136| 162

Quanto da variagdo da quantidade de unidades
vendidas é explicado pela variagdo do gasto com
propaganda e quanto € devido ao acaso?

5. Resolucdo
da situacao-
problema

A medida de explicacao da variagcao de uma variavel
em relacao a variacdo de outra correlacionada é feita

. . L 2
por meio do coeficiente de determinacao, ou 7~ .
Lembre-se de que nas secdes anteriores estimamos

7=0,960 . Logo:
r*=0,960° =0,9216=0,92=92%.

Desse modo, 92% da variagdo da quantidade de
unidades vendidas pode ser explicada pela variagao
do gasto com propaganda, e os 8% restantes devem-
se a0 acaso.

@ Lembre-se

A variagdo nado explicada ¢ igual a soma dos quadrados dos desvios

nao explicados,

ouseja, Xe2=2(y,— )%= SQ(&,[A))_

Analogamente, a variagao explicada ¢ igual a soma dos quadrados

dos desvios explicados, ou seja, Z()A/,. —)7)2.

Por fim, a variagdo total ¢ igual a soma dos quadrados dos desvios

totais, ou seja, Z(yi _J_’)z
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A variacdo total ¢ igual a soma da variagdo explicada com a nao
explicada.

O coeficiente de determinacdo ¢ uma medida que tem por finalidade
mensurar, em termos percentuais, © quanto da variacao de uma
variavel Y € devido a variagdo de X, supondo que essas variaveis sejam
correlacionadas.

o
4 Fagavocé mesmo

Na secdo anterior propusemos que vocé acessasse o link: <http://nbcgib.
uesc.br/lec/download/material_didatico/correlacao.pdf> (acesso em: 21
jul. 2015) e resolvesse o problema exposto na pagina 6 desse material. Em
seguida, sugerimos que determinasse a equacao da reta de regressao que
relaciona o indice DJIA com o S&P500. Por fim, solicitamos que realizasse
uma previsdo para o S&P500 quando o indice DJIA for 11.000.

Agora, aproveitando o que vocé ja desenvolveu e com 90% de confianca,
construa um intervalo de previsdo para a estimativa realizada.

Faca valer a pena

1. Duas variaveis X € Y estao correlacionadas linearmente de modo que os

valores de Y sdo previstos a partir de X por regressao linear. Sabendo que
r= —0,75, assinale a alternativa que contém o percentual da variagcao

de Y nao explicado pela variacao de X.
a) 56,25%. c) 43,75%. e) 56,52%.

b) 52,65%. d) 47,35%.

2. Considere o seguinte conjunto de dados.

X 1 2
Y 4 7 4 8

Assinale a alternativa que contém o valor aproximado do coeficiente de
determinacdo para essas variaveis.

a) 75,5%. c) 65,0%. e) 71,4%.

b) 57,0%. d) 51,2%.
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3. Duas varidveis X € Y estdo correlacionadas de modo que, quando
os valores de X aumentam, os valores de Y diminuem. Sabendo que a
variagcao nao explicada pela correlacao entre essas variaveis € igual a 19%,
assinale a alternativa que contém o valor do coeficiente de correlagao r:

a) 0,81 c) 0,9 e) -0,19

b) -0,81 d) -0,9

4. Duas variaveis X e Y estdo correlacionadas positivamente, sendo
a equacdo da reta de regressdo y =1,33x+4,35. Essa equacdo foi
estimada a partir de uma amostra de tamanho 7 = 4, sendo o erro padrdo
de estimativa S, =9,27. Sabendo que > x*=4600 e > x =120,
assinale a alternativa que contém o valor da margem de erro de previséo
E, a um nivel de confianca de 98%, para a estimativa y, = 20,31:

a) 64. c) 78. e) 81.

b) 75. d) 80.

5. Duas variaveis X € Y estdo correlacionadas de modo que Y pode ser
estimado a partir de X por meio da equagdo y =1,07x+12,07 . Além
disso, o erro padrao de estimativa obtido a partir de uma amostra de
tamanho n=35 ¢ §,=9,00. Com essas informacdes, assinale a

alternativa que contém o intervalo de confianca de 96% fara Vo sendo

X, =10 e dados n(x, —)?)2 =19220enX x’ —(X x) =34400.
a) [18,79; 64,33] c) [-28,79; 54,33] e) [8,79; 54,33]

b) [-18,79; 64,33] d) [-8,79; 44,33]

6. Considere as variaveis (X, Y) correlacionadas e a amostra a seguir.

(100, 134), (150, 183), (200, 207), (250, 229), (300, 316)

Sabendo que a equacéo da reta de regressdo para (X, Y) € y =0,82x+49,8
, construa uma tabela em que: na primeira coluna sejam listados os
valores xi; na segunda coluna sejam listados os valores observados yi

; na terceira coluna sejam listados os valores estimados Yy ena quarta e
ultima coluna sejam listados os desvios nao explicados €; = )V, — ;.

7. Duas variaveis (X, Y) estdo correlacionadas, sendo )A/ =5x+4 a
equacao da reta de regressdo correspondente. Sabendo que o desvio nao
explicado € =Yy =)y é 3, com x, = 4, determine o valor observado

Yo
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